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1. INTRODUGCAO

Seres humanos sdo capazes de lidar com processos bastante complexos, baseados em
informagdes imprecisas ou aproximadas. A estratégia adotada pelos operadores humanos €
também de natureza imprecisa e geramente possivel de ser expressa em termos linguisticos.
A Teoria de Conjuntos Fuzzy e os Conceitos de Logica Fuzzy podem ser utilizados para
traduzir em termos matematicos a informagdo imprecisa expressa por um conjunto de regras
linguisticas. Se um operador humano for capaz de articular sua estratégia de acdo como um
conjunto de regras da forma se ... entdo, um agoritmo passivel de ser implementado em
computador pode ser construido. O resultado € um sistema de inferéncia baseado em regras,
no qual a Teoria de Conjuntos Fuzzy e Logica Fuzzy fornecem o ferramental matematico para

selidar com astais regras linguisticas.

O objetivo agui € introduzir os conceitos fundamentais da Teoria de Conjuntos Fuzzy, da
LAgica Fuzzy e de Sistemas de Inferéncias Fuzzy, de modo a permitir um contato inicial com
este campo extremamente vasto, com aplicagdes nas mais diferentes areas do conhecimento.
As primeiras aplicagdes bem sucedidas situaram-se na &rea de Controle, mas, desde entéo,
tem-se verificado uma utilizagdo crescente de sistemas fuzzy em outros campos, como, por
exemplo, classificacdo, previsdo de séries, mineracdo de dados, planegjamento e otimizacdo. O
uso conjunto da logica fuzzy e de outros sistemas classificados como inteligentes — redes
neurais e programagao evolutiva, por exemplo — tem propiciado a construgdo de sistemas
hibridos, cuja capacidade de aprendizado tem ampliado o campo de aplicacles.

A Teoria de Conjuntos Fuzzy foi concebida por L.A. Zadeh® com o objetivo de fornecer um
ferramental matematico para o tratamento de informagdes de cardter impreciso ou vago. A
Logica Fuzzy, baseada nessa teoria, foi inicialmente construida a partir dos conceitos ja
estabelecidos de logica classica; operadores foram definidos a semelhanca dos
tradicionalmente utilizados e outros foram introduzidos ao longo do tempo, muitas vezes por

necessi dades de carater eminentemente prético.

Nas secOes seguintes serdo apresentados os conceitos fundamentais de Conjuntos Fuzzy e de

Logica Fuzzy, assm como algumas definicbes e operacdes que permitem abordar os
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mecanismos de inferéncia que servem de base para 0 que se convencionou chamar de
raciocinio aproximado. Para isto sera feita uma pequena recapitulacéo da logica classica, de

modo a se entender a transposi ¢éo de operadores para o ambito da Logica Fuzzy.

2. CONJUNTOSFUzZZY
2.1. Fundamentos

Na teoria cléssica dos conjuntos, o conceito de pertinéncia de um elemento a um conjunto fica
bem definido. Dado um conjunto A em um universo X, os elementos deste universo
simplesmente pertencem ou ndo pertencem agquele conjunto. Isto pode ser expresso pela
funcéo caracteristica fa:

. 1 se e somente se XA
A 0 se e somente se Xx(JA

Zadeh propbs uma caracterizacdo mais ampla, generalizando a funcéo caracteristica de modo
que ela pudesse assumir um nimero infinito de valores no intervalo [0,1]. Um conjunto fuzzy
A em um universo X é definido por uma funcdo de pertinéncia wu,(X): X - [01], e

representado por um conjunto de pares ordenados
A={u, () xOX

onde u,(x) indica o quanto x é compativel com o conjunto A. Um determinado elemento

pode pertencer amais de um conjunto fuzzy, com diferentes graus de pertinéncia.

O conjunto suporte de um conjunto fuzzy A € o conjunto de elementos no universo X para 0s
quais u,(X)>0. Um conjunto fuzzy cujo suporte € um unico ponto X' com u,(x')=1 €&
chamado de conjunto unitario fuzzy ou singleton. Assim, um conjunto fuzzy também pode
ser visto como 0 mapeamento do conjunto suporte no intervalo [0,1], o que implica em

expressar o conjunto fuzzy por sua fungdo de pertinéncia.

Conjuntos fuzzy podem ser definidos em universos continuos ou discretos. Se o universo X

for discreto e finito, o conjunto fuzzy A € norma mente representado:

« por um vetor contendo os graus de pertinéncia no conjunto A dos elementos

correspondentes de X ;



+ por meio da seguinte notacdo (que ndo deve ser confundida com a soma algébrica):
D ualx)/%
i=1

Se o universo X for continuo, emprega-se muitas vezes a seguinte notagcdo (onde o simbolo de
integral deve ser interpretado da mesma forma que o da soma no caso de um universo
discreto):

[ #a0d/x

2.2. Variaveslinguisticas

Uma variavel linguistica € uma variavel cujos valores sdo nomes de conjuntos fuzzy. Por
exemplo, a temperatura de um determinado processo pode ser uma variavel linguistica
assumindo valores baixa, média, e alta. Estes valores sdo descritos por intermédio de

conjuntos fuzzy, representados por fungdes de pertinéncia, conforme mostrado na figura a
Seguir:

pertinéncia
A

baixa média ata

»

25 50 75  temperatura (°C)

Figura 1 — Funcdes de pertinéncia para avariavel temperatura

Generalizando, os valores de uma varidvel linguistica podem ser sentencas em uma
linguagem especificada, construidas a partir de termos primarios (alto, baixo, pequeno,
médio, grande, zero, por exemplo), de conectivos |6gicos (negacdo ndo, conectivos e e ou), de
modificadores (muito, pouco, levemente, extremamente) e de delimitadores (como

parénteses).

A principa funcdo das variaveis linguisticas é fornecer uma maneira sistematica para uma
caracterizagdo aproximada de fendbmenos complexos ou mal definidos. Em esséncia, a
utilizacdo do tipo de descricdo linguistica empregada por seres humanos, e ndo de varidvels

guantificadas, permite o tratamento de sistemas que sG0 muito complexos para serem



analisados através de termos mateméticos convencionais. Formalmente, uma variavel

linguistica é caracterizada por uma quintupla (N, T(N), X, G, M), onde:

N: nome da variavel

T(N): conjunto de termos de N, ou sgja, 0 conjunto de nomes dos valores linguisticos de N

X: universo de discurso

G: regra sintética para gerar os valores de N como uma composi¢cdo de termos de T(N),
conectivos |6gicos, modificadores e delimitadores

M:  regrasemantica, paraassociar a cadavalor gerado por G um conjunto fuzzy em X.

No caso da varidvel temperaturada Figura 1, ter-se-ia:

N: temperatura

T(N): {baixa, media, alta}

X: 0 a 100 °C (por exemplo)

G: temperatura ndo baixa e ndo muito alta, por exemplo

M:  associa 0 valor acima a um conjunto fuzzy cuja funcéo de pertinéncia exprime o seu

significado

2.3. Funcbesde pertinéncia

As funcdes de pertinéncia podem ter diferentes formas, dependendo do conceito que se desgja
representar e do contexto em que serdo utilizadas. Para exemplificar o quanto o contexto é
relevante na definicdo de fungdes de pertinéncia e de sua distribuicdo ao longo de um dado
universo, considere-se a variave linguistica estatura (de pessoas), constituida dos seguintes
termos. T(estatura) = {baixa, média, alta}. A esses faz-se corresponder conjuntos fuzzy A, B
e C, respectivamente), definidos por suas fungdes de pertinéncia. Uma escolha possivel de

fungOes de pertinéncia seria

pertinéncia
A
baixa média ata
1 \ hihaad
1,50 1,75 2,00  estatura (metros)

Figura 2 — Funcfes de pertinéncia para avariavel estatura



Na definicdo acima, estaturas de até 1,5 metros apresentam grau de pertinéncia igual a 1 no
conjunto A; o grau de pertinéncia neste conjunto decresce a medida que a estatura aumenta.
Considera-se que uma estatura de 1,75 metros € "totalmente compativel” com o conjunto B,
a0 passo que estaturas acima de 1,8 metros (aproximadamente) apresentam grau de
pertinéncia diferente de zero em C. Pessoas com estatura acima de 2 metros sao
"definitivamente" atas. Observe-se que, nesta definicdo das fungdes de pertinéncia, estaturas
em um entorno de 1,75 metros tém grau de pertinéncia diferente de zero somente no conjunto
B, 0 que poderia parecer inadequado para alguns observadores. Estes prefeririam que as
funcbes de pertinéncia de A e B se interceptassem em 1,75 metros (com graus de pertinéncia

nulos, aexemplo daguelas da Figura 1), por exemplo.

Além disso, diferentes pessoas, ou grupos de pessoas, podem ter nogdes distintas a respeito
das estaturas de seus semelhantes. Um escandinavo provavelmente utilizaria fungdes de
pertinéncia diferentes dagquel as escolhidas por um representante de uma tribo de pigmeus, ou
as distribuiria de outra forma ao longo do universo. Ou sgja, 0 contexto € particularmente

relevante quando da definicéo de fungdes de pertinéncia.

Funcbes de pertinéncia podem ser definidas a partir da experiéncia e da perspectiva do
usuario mas € comum fazer-se uso de funcdes de pertinéncia padréo, como, por exemplo, as
de forma triangular, trapezoidal e Gaussiana. Em aplicacdes préticas as formas escolhidas
Inicialmente podem sofrer g ustes em funcéo dos resultados observados.

Funcbes de pertinéncia continuas podem ser definidas por intermédio de funcdes analiticas.
Por exemplo, a seguinte funcéo geral pode ser usada para definir as funcdes de pertinéncia

associadas aos conjuntos fuzzy correspondentes aos termos pequeno, médio e grande:
Ha(X) =L+ (@a(x-c))")™

A forma de 1, (x) pode ser modificada através da manipulagdo dos trés parametros a, b e c.
Por exemplo:

(X)=(@1+9x*)™

:upequeno
Higsio (X) = (1 +9(X - 075)2)_1

Hygane () = (1+9(x=2)*) ™



FuncBes de pertinéncia descontinuas s80 compostas de segmentos continuos lineares,
resultando em formas triangulares ou trapezoidais. Funcbes de pertinéncia discretizadas
consistem de conjuntos de valores discretos correspondendo a elementos discretos do

universo. Por exemplo, se X ={0,1,2,3,4,5,6}, uma representac&o possivel seria:
Hoequeno (X) =103, 0,7, 1, 0,7; 0,3, 0; O}
U (¥)={0; 0,03, 07, 1, 0,7, 0,3
Hyaae(X) ={0; 0; 0,0 0,3, 0,7; 1}

2.4. Definicoes e oper acdes

A exemplo do que ocorre com conjuntos ordinérios, ha uma série de definicdes e operacdes
envolvendo conjuntos fuzzy. Apresentam-se aqui as mais relevantes para uma abordagem

inicial do assunto.

Um conjunto fuzzy A em X é vazio se e somente se sua funcéo de pertinéncia € igual a zero
sobre todo X:

A=00 seesomentese u,(x)=0 OxOX

O complemento A' de um conjunto fuzzy A € norma mente dado por:
,uA'(X):l_)uA(X) OxO X

Dois conjuntos fuzzy A e B em X sdo iguais se suas fungdes de pertinéncia forem iguais sobre
todo X:
A=B seesomentese w,(X)=pz(x) OxOX

Um conjunto fuzzy A € um subconjunto de B se sua fun¢do de pertinéncia for menor ou igual
ade B sobre todo X:
AOB s u,(X)spuz(x) OxOX

Recorde-se que, no caso de conjuntos ordinérios, a intersecdo de dois conjuntos A e B em
um universo X, denotada por A n B, contém todos os elementos pertencentesa A e a B (i.e.,
fre(X)=1lsexUOAexOBe f,z;(X)=0 sex U Aoux U B). A unido dos mesmos
conjuntos, denotada por A O B, contém todos os elementos que pertencem a A ou a B.

Fazendo-se uso dos operadores minimum (min ou [J) e maximum (max ou [J), as funcbes



caracteristicas dos conjuntos resultantes (intersecdo e unido) podem ser representadas da
seguinte forma:

fag(X)=TFA(X) O fz(X) OxO X

fane(X) = FA(X) O fz(X) OxO X

Embora a unido e a intersecdo possam ser descritas também por meio de outros operadores,
Zadeh estendeu a descricdo acima (com o0s operadores min e max) para a representacéo de
Intersecao e unido fuzzy, de modo que:

Hans (X) = Ua(X) O g (X) Ox O X
Mo (X) = Ha(X) O g (X) Ox0O X

Zadeh também sugeriu a soma agébrica [, 5(X) = Ua(X) + Lz (X) — L () Uz (X)] para a
unido fuzzy e o produto agébrico [f,s(X) =, (X)Uz(X)] para a intersecéo fuzzy.

Posteriormente, com 0 objetivo de generalizacdo, foram definidos operadores de base
axiomatica, baseados nos conceitos de normatriangular (norma-t) e co-normatriangular (co-

norma-t ou norma-s).

Uma norma-t € uma operacdo binaria C: [0,1]%[0,1] - [0,1] tal que, 0Ix, y, z, w I [0,1], as
seguintes propriedades séo satisfeitas:
Comutatividade: xCy=yLx
« Associatividade: (XCy)LCz=xLC(yL2)
« Monotonicidade: se x<y, W< z, entdo xLw< yl[Lz

Condicdes de contorno: xC0=0 e x[1=x

Uma co-norma-t, ou norma-s, € uma operacéo binaria O : [0,1] x [0,1] - [0,1], que satisfaz
as seguintes propriedades:
« Comutatividade: xO y=yOXx
Associatividade: (xOy)Oz=x0O(yOd 2
Monotonicidade: se x<y, w< z, entdo xUw<y[ z

« Condigdesdecontorno: x[10=x e xd1=1



A bibliografia registrainimeras normas-t e co-normas-t, mas, em aplicacdes — principa mente
em engenharia —, tém sido utilizados preponderantemente os operadores min e produto

algébrico paraintersecdo e o operador max para a unio.

2.5. Propriedades
Utilizando-se os operadores max e min  para a descricdo da unido e intersecdo fuzzy,
respectivamente, € féacil verificar que as seguintes propriedades algébricas de conjuntos

ordinarios também valem para conjuntos fuzzy:

Involucéo: (AY=A

An A=A

+ |ldempoténcia:

AOA=A
AnB=Bn A

« Comutatividade:

AOB=BOA
(AnB)nC=An(BnC)
(AOB)OC=A0(BOC)

An(BOC)=(AnB)O(ANnC)
- Distributividade

|

|

Associatividade: {
8

AO(BnC)=(AOB)n (AOC)
An (AOB)=A

+  Absorgéo:

AO(An B)=A

« Lei Trangtiva: se AUBeBOC= AUOC
(AnB) =A 0B

+ Leisde De Morgan:
(AOB) =A nB

Observando que as funcdes de pertinéncia dos conjuntos vazio ([J) e universo (X) sdo

definidas como sendo 0 e 1, respectivamente, verificam-se também as seguintes propriedades:

Anl =0 An X =A
e
AUOO=A A0 X =X



As propriedades de conjuntos classicos An A =0 e AOA = X ndo se verificam para

conjuntos fuzzy quando os operadores max e min sdo utilizados:
Hapw (= Ha (0 D= 4, ()£ 0= An A # 0

Hyow (0= (9 D=, ()% 1= AD A # X

Observe-se que, em geral, normas-t e co-normas-t n&o satisfazem as duas | eis acima; excegdes
s&80 0 produto limitado g, (X) O (X) =max[O, ,(X) + g (X) -1 e a soma limitada
HUa(X) O prg (X)) =min[L, 1, (X) + Lz (X)] . A distributividade também ndo é satisfeita para a

maioria das normas-t e co-normas-t; excegdes sdo 0s operadores min e max.

2.6. Relagbes Fuzzy

No caso de conjuntos ordinarios, uma relacdo exprime a presenca ou a auséncia de uma
associacdo (ou interacdo) entre elementos de dois ou mais conjuntos. Formamente, dados
dois universos X e Y, arelacdo R definida em X x Y é um subconjunto do produto cartesiano
do dois universos, de tal formaque R X x Y - {0,1}. Ou sga, seagum x 0 X ey O Y
estiverem relacionados, R(X,y)=1; caso contrario, R(X, y) = 0. Isto pode ser expresso pela

seguinte funcéo caracteristica (ou funcéo de pertinéncia bivalente):

1 seesomentese (X, y) IR

fe(XY) :{

0 em caso contrério

As relacfes podem ser expressas de forma analitica (para universos infinitos, por exemplo),
ou de forma tabular, muito utilizada no caso de universos finitos (e discretos). Esta Ultima

forma recebe 0 nome de matriz relacional, cujos elementos sdo ou zero ou um.

Relacdes fuzzy generalizam o conceito de relagfes e representam o grau da associacao entre
elementos de dois ou mais conjuntos fuzzy. Exemplos de carédter linguistico seriam: x € muito
maior do que y, X esta proximo de y. Formalmente, dados dois universos X e Y, a relacéo
fuzzy R € um conjunto fuzzy em X x Y, caracterizada por uma funcéo de pertinéncia

ur(X,y)J[0,1] ,ondex 0 XeyOY.

10



A intersecdo e a unido de relacdes fuzzy sdo definidas de forma similar & mesmas operacoes
com conjuntos fuzzy. Considerando-se duas relagoes fuzzy R e S definidas em um mesmo

espaco X x Y, as fungdes de pertinéncia resultantes s&o:

Hras(XY) = pe (X Y) Cus (X Y)
Urns (X Y) = pe (X, Y) O us (X, Y)

Exemplo: Sgam X ={x,, X,} = {Fortaleza, Florianopolis}, Y ={v,,Y,, Y.} ={Porto Alegre,
Criciima, Curitiba} e R a relacdo "muito préxima'. No caso ordinério, esta relacéo poderia

ser dada pelafungéo caracteristica f; (X, y) expressa pela seguinte matriz relacional:

Y1 Y2 Y3

Porto Alegre  Criciima Curitiba
X1 Fortaleza 0 0 0
X2 Florianopolis 1 1 1

No caso de uma relacdo fuzzy, esta poderia ser dada pela seguinte funcéo de pertinéncia

Ha (X Y):

Y1 Y2 Y3
Porto Alegre  Criciima Curitiba
X1 Fortaleza 0,1 0,2 0,3
X2 Florianopolis 0,8 1,0 0,8

2.7. Composicao derelagdes

A composicdo de relacdes representa um papel muito importante em sistemas de inferéncia
fuzzy. Considerem-se primeiramente duas relagbes nao-fuzzy P(X,Y) e Q(Y,Z) que tém um
conjunto (Y) em comum. A composi ¢ao dessas duas rel acdes € definida como um subconjunto

R(X,Z)de X x Z tal que (X,2) R se e somente se existe pelo menos um y [ Y tal que
(x,y)OP e (y,20Q, eédenotadapor R(X,Z) = P(X,Y)Q(Y,Z).

Exemplo: Segjam as rel agbes ndo-fuzzy definidas pelas seguintes matrizes relacionais:

11



N
i
N
N
N
w
N
IN

Yi Y2 Y5 Y
{1 0 0 O

x/0 1 0 1
y,]0 0 0 1

P(X,)Y)=x,;]1 0 0 O Q(Y,2Z) =

y;/1 1 0 O

X0 0 1 1
y,/0 0O 1 O

A composi¢do dessas duas rel agles sera:

/0 0 1 1
R(X,Z)=x,/1 0 0 O
/1 1 1 0

A operacdo realizada para se obter R(X,Z) no exemplo acima pode ser representada por

gualquer uma (embora ndo somente) das seguintes expressoes:

COMpOSiGA0 max-min: fe(X,2) = foo (%,2) ={(X,2),max[min(f, (x,y), f, (Y, 2)]}
composi¢ao max-produto: . (X,2) = fp.o (X, 2) ={(X 2),max[(f, (X, y) f, (Y, 2)]}

Aplique-se, por exemplo, a composi¢do max-min ao céculo do elemento (x,,z,) de R:

fr(X,2,) = foo (. 2) ={(x, ), max[min(fe (x,, y), o (Y, 2,))]}

={(x, z,), max[min(f (x,, y;), fo (Y1, Z,)), min(fe (X, Y,), o (Y2, 2,)),

min(fo (X, ¥s), fo (Ya:22)), min(fo (X1, Ya), fo (V) 2}
={(x, z,), max[min(0,0), min(1,0), min(0,1), min(10)]}
={(x,,z,),max[0,0,0,0)]} =0

Um maneira prética de realizar as operagdes acima consiste em se efetuar a "multiplicacao"
das matrizes relacionais, tomando o cuidado de substituir cada multiplicacéo pela operacéo
min e cada adicdo pelo operador max. Se, ao invés de min, for empregado o produto, o
resultado sera 0 mesmo.

A composicao de relacdes fuzzy é definida de maneira andloga a apresentada acima;, a

expressao para a funcdo de pertinéncia resultante da composicéo de duas relagdes fuzzy com

um conjunto fuzzy em comum € generalizada para:

12



Hr(X,2) = tp.o (X, 2) = sup [ 14 (X, Y) Dty (Y, 2)]

onde a norma-t (representada por [) é normamente o min ou o produto, embora sga

permitido usar outras normas-t. No caso de universos finitos, a operacio sup® é o maximum.

Exemplo: Sgam os conjuntos de estudantes X = { Maria, Jodo, Pedro}, de caracteristicas de
cursos Y = {teoria (t), aplicacdo(a), hardware (h), programacao (p)}, e de cursos Z = {légica
fuzzy (LF), controle fuzzy (CF), redes neurais (RN), sistemas especialistas (SE)}. Os
interesses dos estudantes (em termos das caracteristicas em Y) sdo representados pela matriz
relacional P, a0 passo que as caracteristicas (Y) dos cursos em Z sdo dadas pela matriz
relaciona Q.

LF CF RN S&E

t a h p
tf]1 05 06 01

Pedro|02 1 08 01
ajl02 1 08 08

P(X,Y)=Maria| 1 01 0 05 Q(Y,2) =

- h| O 03 0,7 0
Jodo |05 09 05 1
p|0l 05 08 1

A composicao max-min de P e Q pode servir de auxilio aos estudantes na escolha dos cursos:

LF CF RN SE

Pedro|02 1 08 08
PoQ= Maria| 1 05 06 05
Joédo [05 09 08 1

A composicdo max-produto proporcionaria 0 mesmo resultado neste exemplo, mas isto nao
pode ser generalizado — e se congtitui numa diferenca significativa entre composictes de

relagbes ndo-fuzzy e fuzzy.

Considere-se agora 0 caso especia em que arelacéo P € um conjunto fuzzy apenas, de forma,
que, em vez de L, (X Y), tem-se u,(X). Isto é equivalente a se ter X = Y e a composi¢éo

torna-se somente uma fungdo de z, denotada pel a seguinte funcéo de pertinéncia:

Hr(2) = sup[ 4 (X) Ot (%, 2)]

® simplificadamente, o supremum (sup) € o menor limite superior de um conjunto S e ndo necessariamente
pertence a este conjunto; um limite superior que pertence ao conjunto é chamado de maximum (max). Se o
conjunto tiver um maximum, obviamente tera um supremum.

13
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Do ponto de vista operacional, tem-se a "multiplicagdo” de um vetor por uma matriz,

observando-se as substitui ¢oes adequadas de operadores; o resultado € um vetor.

Este € um resultado fundamental para o desenvolvimento de um sistema de inferéncia fuzzy,

conforme sera visto mais adiante.

2.8. Proposicoes Fuzzy

Uma frase daformall é A, onde 'l € o nome de uma variavel linguistica e A é um conjunto
fuzzy definido no universo de discurso X de I, € chamada de proposicéo fuzzy. No caso mais
geral de uma proposicao fuzzy n-aria, a representacdo se da através do produto cartesiano das

varidveis linguisticas e da utilizacdo de rel agbes fuzzy.

Proposicdes fuzzy podem ser combinadas por meio de diferentes operadores, como, por
exemplo, os conectivos |0gicos e e ou, a negacdo nao e o operador de implicagdo se ... entéo;

as proposicoes fuzzy dai resultantes podem ser descritas em termos de relagdes fuzzy.

Em gera, o conectivo e é usado com varidveis em diferentes universos, enquanto que o
conectivo ou conecta valores linguisticos de uma mesma variavel, 0s quais estdo no mesmo
universo. Quando o conectivo ou € empregado para conectar variaveis em uma sentenca do
tipo se. . . entdo, ele pode ser usado com duas variaveis diferentes. Por exemplo: se a pressao

€ alta ou avelocidade € rapida entdo o controle € zero.

A operacdo ndo é considerada como semanticamente sinbnima da negacdo em linguagem
natural :

A={p, ()¢ = ndo A={(L-u,(x)/x}

Exemplo: pressdo € ndo alta.

Considerem-se:

« variaveslinguisticas de nomes x e y definidas nos universos X e 'Y, respectivamente;
+ conjuntos fuzzy A e B definidos nos universos X e'Y, respectivamente,
. xeA
+  Proposicoes fuzzy: i
yeB
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Conectando-se essas proposicdes através do conectivo ou, tem-se a proposicéo fuzzy

(xé A) ou (y €B), que pode ser expressa por uma relagdo fuzzy R, s, cuja funcéo de
pertinéncia é dada por (X, y) = 1, (X) O u;(y) . Caso as proposigdes sejam conectadas por
e, a funcdo de pertinéncia da relagdo R,,; € dada por (X Y) = u(X) Oug(y).

Esclarecendo, 0 operador usado para representar 0 conectivo ou € normamente uma co-

normart, enquanto que umanorma-t é utilizada na representacéo do conectivo e.

O operador se ... entdo é também conhecido como declaracdo condicional fuzzy e descreve a
dependéncia do valor de uma varidvel linguistica em relacdo ao valor de outra. Em muitas
aplicacOes essas declaragdes condicionais sdo simplesmente denominadas regras linguisticas,

constituindo-se em frases daforma se x € A entdo y € B. Uma frase deste tipo € normalmente
denominada implicacdo e é representada por uma relagdo R, ,, expressa pela fun¢do de
pertinéncia:

Has(XY) = T (LX), s (Y))

onde f_éooperador deimplicacéo.

Quando uma declaracdo condicional apresenta mais do que uma varidvel antecedente (x € A),

as diversas variaveis séo geralmente combinadas por meio do conectivo e
se(x éA)e(x, €A)e.... e (X, éA,) entéo (y é B)
gue pode ser representada por uma rel acdo expressa pela seguinte funcéo de pertinéncia:
Hr (X0, X0 Xin ¥) = L (o (i, (X0)s g, (X2)ses g, (X)), M (V)

onde f, é o operador (geralmente min ou produto) que representa 0 Conectivo e.

V arias declaracdes podem ser combinadas por meio do conectivo ou:
R':se(x é A") entdo (y é B') ou

R?:se (x é A%) entdo (y € B?) ou

R":se(xé A") entdo (y é B")
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A funco de pertinéncia do conjunto R" de declaragdes é:

Hen (%, Y) = foll s (X ¥), Hge (X, Y), ey i (X, Y)]
= ol T G0 (00, e (W), £ (e (), e (D) £ (0 (X), 0 (W))]

Observe-se a distingéo feita nas notagdes para 0 caso de se ter mais de um antecedente e para
aexisténcia de vérias frases do tipo se ... entdo. Na primeira situagcdo, tem-se vérias variaveis,
cada uma delas com seus valores, e apenas um valor (B) para o consequente (y € B). Na
segunda, a variavel € a mesma em todos os antecedentes e os valores da variavel do

consequente sdo distintos.

3. LOGICA FUZZY

Conforme visto, regras sao expressas através de implicacfes l6gicas da forma se ... entéo,
representando umarelagcdo R, , entre um ou mais antecedentes e um ou mais consequentes.
A funcéo de pertinéncia associada a esta relacéo é definida por intermédio do operador de
implicacdo f_ , que deve ser escolhido apropriadamente. O conceito de implicacéo esta
relacionado a um ramo da matemética conhecido como |6gica proposicional, que € isomérfica
ateoria dos conjuntos, sendo que ambas sdo isomorficas a algebra booleana.

Para estabelecer o conceito de implicacdo na logica fuzzy, € feita a seguir uma peguena

revisdo de |6gica proposicional, para em seguida se passar a Logica Fuzzy propriamente dita.

3.1. LogicaTradicional elnferéncia

Na légica tradicional lida-se com proposicOes, que podem ser verdadeiras ou falsas. As
combinacBes de proposicoes (p e g, a seguir), para formar novas proposi¢oes, so efetuadas a
partir de trés operacdes basi cas.
« conjuncdo (p 0Q): estabelece averdade ssimultanea de 2 proposiciesp e q
diguncéo (p [0q): serve paraestabelecer averdade de uma ou de ambas as proposi ¢coes
implicacéo (p - Q): regrase... entdo
S&o também utilizadas:
negacdo (~p): parasedizer "éfaso que....."

« equivaléncia(p -~ Q): significaque p e g sdo ambos verdadeiros ou falsos
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Na logica proposicional, proposi¢fes ndo relacionadas entre si podem ser combinadas para
formar uma implicacéo, e ndo se considera nenhuma relacdo de causalidade, t&o presente no
mundo real e em aplicagdes em engenharia. Para determinar quando aimplicacéo é verdadeira
ou falsa, pode ser interessante formula-la da seguintes forma: p é condicdo suficiente para g,
i.e, se p for verdadeira, g também o sera (basta a verdade de p para que q sgja verdadeira).
Com base nisto, verificase que, se a verdade de p se fizer seguir da de g, a implicacdo é
verdadeira. Se p é verdadeirae q é falsa, i.e., p ndo € suficiente para g, aimplicacéo é falsa
Quando a condicdo p ndo é satisfeita (p é fasa), ndo ha uma maneira direta de se avdiar a

implicacdo; assim, estipula-se que ela é verdadeira sempre que o antecedente for falso.

As relaces entre proposi¢oes sdo normalmente mostradas através de uma tabela verdade; as
tabelas verdade para conjuncdo, diguncdo, implicagdo, equivaléncia e negagdo, que
constituem axiomas fundamentais da | égica proposicional, estdo mostradas na Tabela 1, onde

V significaverdadeiro e F, falso.

p q pOq pOq P-q p-g ~p
Vv Vv Vv Y Y Vv F
Vv F F Y F F F
F Vv F Y Y F Vv
F F F F Vv Vv Vv

Tabela 1 - Tabelas verdade para cinco operacfes fundamentais de |6gica

Exemplo: apesar da implicacdo, na logica proposiciona, ndo considerar a causalidade, €
possivel "confirmar" sua tabela verdade com situagbes do dia-a-dia. Considere-se, por

exemplo, a declaragdo condiciona "se eu estiver bem de salde (p), entdo irei a escola (q)". A

guestéo é quando é que esta declaracdo é falsa? As situagdes possivei s s2o:

« p=V (estou bem de salide) e g = V (fui a escola): promessa cumprida (declaracéo
verdadeira)
p =V (estou bem de salde) e q = F (ndo fui a escola): promessa violada (declaragéo
falsa)

« p=F (ndo estou bem de saide) e g = V (fui a escola): promessa (de ir a escola)
cumprida (declaracéo verdadeira)
p = F (ndo estou bem de salde) e g = F (ndo fui a escola): promessa ndo violada

(declaragéo verdadeira)
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Um outro exemplo de uma implicacdo ser verdadeira mesmo que as premissas sejam falsas é

"se 3 € um quadrado perfeito, entdo 3 ndo € primo"”. Obviamente, 0 nUmero primo 3 ndo é um

guadrado perfeito, mas a declaracdo € verdadeira se considerarmos que quadrados perfeitos

ndo podem ser nUmeros primos.

Uma afirmacdo bastante ouvida no dia-a-dia & "se isto (algo extraordinario ou inusitado)
realmente aconteceu, entdo eu sou 0 papa’. Este tipo de expressdo € uma maneira de se

afirmar afalsidade do antecedente, ou sgja, se a falsidade existe mesmo, entdo qualquer coisa

pode ocorrer (inclusive "eu ser 0 papa’). Portanto, antecedentes falsos criam implicacbes

verdadeiras.

Uma tautologia € uma proposicéo sempre verdadeira, formada a partir da combinagdo de

outras proposi¢des. As tautologias de maior interesse no ambito desta discussao sdo:
(p-0q) - ~[pC(~a)
(p- ) - [(~p)0d]

conforme demonstrado na Tabela 2.

P q P-9 | ~9 | pOCq |[~[pOC@]] ~P | (-p)0g
Vv Vv Vv F F Vv F Vv
Vv F F Vv Vv F F F
F Vv Vv F F Vv Vv Vv
F F Vv Vv F Vv Vv Vv

Tabela 2 - Provas de equivaléncias

Algumas das equivaléncias mais importantes entre 0gica, teoria dos conjuntos e dgebra

bool eana sdo:
Logica Teor_lados Algebra
Conjuntos| Booleana
U N X
U U +
\% 1
F 0
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Relembrando que, na teoria cléssica de conjuntos, a funcéo caracteristica pode assumir apenas
2 valores (1 ou O, indicando pertinéncia ou ndo, respectivamente), observando as
equivaléncias acima entre |6gica, teoria dos conjuntos e a gebra booleana, e utilizando as duas
tautologias j& mencionadas, podem ser obtidas as seguintes fungdes caracteristicas para a

implicacdo (denotadas por f,_ (X, Y)):
(p-0a) «~[pC(=a)l: f, (xy)=1-min[f (x),1-f (y)]
(p-0a - [C=pLCa: f, (xy)=max[l-f (x), f,(y)]

Isto é demonstrado, na Tabela 3, construida com base na Tabela 2 fazendo-se os 16gicos V e F

corresponderem aos booleanos 1 e 0):

fo(X) fo(y) 1-f(x) | 1-fqy) max [1 - fo(x), fg(y)] | 1 - min[f(x),1 - fq(y)]
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Tabela 3 - Validagcdo das equivaéncias da Tabela 2

Existem inUmeras outras funcbes caracteristicas para implicagdo, ndo necessariamente

fazendo uso dos operadores max e min agui utilizados.

Na l6gica proposicional ha dois tipos importantes de mecanismos (ou regras) de inferéncia:
Modus Ponens e Modus Tollens. O primeiro € de grande relevancia para aplicagdes em

engenharia e, portanto, é apresentado a seguir:
Premissa 1. XEéA
Premissa 2: se(xéA) entdo (y €B)

Conseguéncia: yéB

O Modus Ponens é associado aimplicagdo A implicaem B (A - B); usando-se as proposi¢des

p e q, pode ser expresso como (pC(p - Q) - Q.
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3.2. Logica Fuzzy

Os conceitos de |6gica fuzzy nasceram inspirados na logica tradicional, embora modificactes

tenham se tornado necessarias para adaptéa-10s aos requisitos de aplicagdes em engenharia.

A extensdo da légica tradicional para a logica fuzzy foi efetuada através da simples
substituicdo das fungdes caracteristicas (ou fungdes de pertinéncia bivalentes) da primeira por
funcBes de pertinéncia fuzzy, a semelhanca da extensdo de conjuntos ordinarios para
conjuntos fuzzy. Assim, a declaragdo condiciona se x € A entdo y é B tem uma funcéo de

pertinéncia 4, (X, y) que mede o grau de verdade da relacdo de implicacéo entre x e y.
Exemplosde 1, (X, Y), obtidos pela simples extensdo de fungdes de pertinéncia bivalentes

daldgica proposicional paraalogicafuzzy, sdo:

Ha s (X% y) =1-min[z,(X),1= t5 (y)]
/'IAAB(X' y) = max[l— )UA(X)’/'IB(y)]

Quanto a inferéncia, o modus ponens € estendido para 0 modus ponens generalizado, descrito
da seguinte forma:

Premissa 1: XEA

Premissa 2: sexéAentdoy éB

Consequéncia:  yéB’

No modus ponens generalizado, o conjunto fuzzy A" n&o é necessariamente 0 mesmo que A
(antecedente da regra), assim como B™ n&o é necessariamente 0 mesmo que o consequente B.
Na légica classica, uma regra serd "disparada’ somente se a Premissa 1 for exatamente o
antecedente da regra, e o resultado serd exatamente 0 consequente dessa regra. Na logica
fuzzy, uma regra sera disparada se houver um grau de similaridade diferente de zero entre a
Premissa 1 e 0 antecedente da regra; o resultado sera um consequente com grau de

similaridade ndo nulo em relacéo ao consequente daregra.

Formamente, a fungdo de pertinéncia do consequente, /. (y), € obtida a partir do conceito

de regra de inferéncia composicional B° = A oR, na qual a conexdo entre as duas

proposi¢oes é representada explicitamente por umarelacdo R. O modus ponens generalizado

20



(onde a relagdo fuzzy é representada de modo implicito pela regra se ... entdo) € um caso
especial dessa regra, embora os dois nomes sgam frequentemente empregados como

"sinbnimos".

A guestdo pode ser recolocada como: dada uma relacdo entre duas variaveis fuzzy, qual o
consequente para um dado antecedente? Isto € equivalente a se considerar duas proposi coes
fuzzy: uma simples, correspondendo a um fato, e outra correspondendo a uma regra fuzzy. O
modus ponens generalizado pode ser visto, entdo, como uma composi¢ao fuzzy, onde a
primeira relacdo é meramente um conjunto fuzzy. Utilizando a expressdo ja vista para a

composi¢ao de um conjunto fuzzy com uma relacéo fuzzy (secdo 2.7), tem-se:

Uy (Y) =sup[p,. (X) O (X, y)]

XOAY

Como R é umarelacdo de implicacdo, a expressao acima pode ser reescrita como:

'UB* (y) = SXSEE[NA* (X) D:uAﬁs(X1 y)]

Exemplo: Considerem-se dois conjuntos fuzzy A e B, em universos discretos e finitos X e Y,
respectivamente, cujas funcdes de pertinéncia (expressas pelos graus de pertinéncia de cada

um dos elementos dos universos) sao:
1, (x) ={0; 0,2, 0,7;1; 0,4; 0O} s (y) ={0,3 08 1, 05; 0}
Supondo que arelagdo de implicacéo entre A e B seja dada por:

U5 (X Y) = max[1- 1, (X), 4g (V)]

tem-se:
101 01 01 1]
08 08 1 08 08
03 08 1 05 03
Mo =105 08 1 05 0
06 08 1 06 06
1 1 1 1 1

Como os universos sdo discretos e finitos, a operacdo sup torna-se max e a funcdo de
pertinéncia do consequente fica:

'uB* (y) = max[,uN (X) DIUAAB(X' y)]

xOAY
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Se A’ for dado pelafuncéo de pertinéncia H o (X) :{O; 0,3, 0,81 0,7, 0,2}, e utilizando-se o
min para a norma-t, tem-se:

(max(001; 0,300,8; 0,80,3;100,3; 0,710,6; 0,2 01);)
max (0 [J1; 0,300,8; 0,80,8;110,8; 0,7 10,8; 0,201);
p-(y)={max(001; 0302 0,801; 102, 0,7 01; 0,2 011); !
max (0 J1; 0,300,8; 0,810,5; 110,5; 0,7 J0,6; 0,2 [12);

\max(001; 03008, 0800,3; 1010; 0,7 10,6; 0,201); |
(max(0; 0,3 0,3, 0,3 06; 0,2);]
max(0; 0,3, 0,8, 08; 0,7; 0,2);
1y (y) ={max(0; 0,3 08 1 07, 02); ={06 08 1 06 06}
max(0; 0,3, 0,5, 0,5 0,6; 0,2);

(max(0; 0,3 0,3 O; 0,6, 0,2)
Caso se utilizasse min paraaimplicagéo, o resultado seria: x,.(y) ={03, 08,1 0,5 0}, que é
circunstancial mente idéntico a funcéo de pertinéncia de B.

E muito comum, em aplicacdes, ter-se como "informacao" dados (ou entradas) ndo-fuzzy, i.e.

1 paax=x
0 paratodooutro x [ X

M, (X) ={

Fazendo uso do exemplo acima, uma entrada ndo-fuzzy poderia ser representada pela seguinte
funcdo de pertinéncia, por exemplo: p,;(X) :{O; 0,1 0; O 0}, 0 que proporcionaria o

seguinte resultado:

max (0 01; 0008, 100,3; 00,3 0010,6; 0 01);)
max (0 01; 010,8,100,8; 00,8, 010,8;0 [11);

pye(y)=1mex(001; 002 101; 101, 001; 0 01); .={03, 08 1, 05 03
max(0[J1; 000,8;1100,5; 0005 010,6; 001);

(max(001; 0008;100,3; 000, 000,6; 0011); |
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Na realidade, quando se tem uma entrada ndo-fuzzy, € possivel efetuar uma simplificagdo na
expressao para//, (y) . Como x # 0 apenas em um ponto (X = X), a operagdo sup torna-se
desnecessaria e, em consequéncia:

Mg (V) =[1, (X) Opp g (X I =[104, 6 (X, V)] = Ha 6 (X, Y)
Utilizando este resultado e refazendo o exemplo (mantendo a mesma implicacdo e ainda
com i, (X) ={0;0; 1, 0; 0; 0}), verifica-se que o procedimento é bem mais simples. Basta
observar que 1, (x') =0,7 [i.e. 1— u,(X") = 0,3)] e substituir na expressao:

,UBE (X, y) = ,uAﬁs(Xl’ y) = max[l— ﬂA(X')1ﬂB(y)]
1.(x%y) ={030{03 08 1 05; 04} ={0;3 08 L 05, 0,3

Considere-se, agora, aimplicacao f, (X, y) =1-min[,(X),1- g (y)] e conjuntos fuzzy A
e B, representados por fungdes de pertinéncia triangulares, em universos continuos. O
consequente sera dado pela fungdo de pertinéncia p. (y) =1-min[x,(X'),1- tg(y)]. As

operacdes acima podem ser representadas graficamente como:

Premissa 1 (informago ou entrada):

JZN

1 A

v

X X
Regra (implicagdo): se A entéo B
Ha U A
[ —————— ;UA (X) 1) I ,UB (y)
e
=X > y

Operacdes (passo a passo), observando que i (X) < 1

/'l A # A
1 1-1s (y)
Ha (X) —>

min [ (X), 1-4s (Y)]

v

»
»

y y
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Resultado final (consequente ou saida):

v

Para a implicagdo considerada, observa-se que o resultado de uma regra especifica, cujo
consequente é associado a um conjunto fuzzy com suporte finito, € um conjunto fuzzy com
suporte infinito. Este comportamento, que é observado também para outras implicacfes, viola

0 senso comum, de importancia em aplicacdes de engenharia.

Este exemplo pode ser repetido para outras implicagbes e o problema aqui apresentado
persiste. Observa-se, portanto, que a utilizacdo de implicagdes inspiradas na | 6gica tradicional
pode levar a conclusbes sem muito sentido quando o enfoque é de aplicagdes em engenharia,
onde a nogdo de causa e efeito tem um papel relevante. Em virtude disto, a necessidade fez
com que fossem definidas outras implicagBes, mesmo rompendo o vinculo com a ldgica

proposicional.

Os primeiros problemas de aplicacéo de |6gica fuzzy situaram-se na &rea de Controle, quando
foram definidas as implicagdes min e produto, que tém sido, desde entdo, as mais usadas em
engenharia. A tabela verdade destas implicacdes, em l6gica proposicional tradicional, mostra
gue a implicacéo é verdadeira somente quando ambos 0 antecedente e o consequente forem

verdadeiros (como atabela verdade de €). O uso daimplicacdo min fornece como resultado:

Hg (Y) = 1, (X)) O g (y)

Considerando funcbes de pertinéncia triangulares, por exemplo, a funcdo de pertinéncia

U (y) terd uma forma trapezoidal, conforme pode ser visto na figura a seguir. O uso da
implicacdo produto, fornece a funcéo de pertinéncia 4. (y) também mostrada na figura
Com ambas as implicagOes, 4. (y) corresponde a um conjunto fuzzy associado exatamente

com o0 consequente da regra e com suporte finito. Além disso, pode ser verificado que

U (y) =0 paratodo x # X, 0 que € muito mais condizente com aplicagdes em engenharia.

24



[ —— HUa (X) min [ — M (y)

v

produto

O grau de pertinéncia de X' em A estabelece o grau de ativacdo de uma determinada regra.
Quanto mais a entrada for compativel com o antecedente da regra, mais peso terd o seu

consequente no resultado final. Seu,(X') =1, indicando "compatibilidade total" de X' com A,

B" serd o préprio conjunto B.

Foi visto na secdo 2.8 que varios antecedentes conectados por e, assim como sentencas
linguisticas (ou regras) conectadas por ou, podem ser traduzidas matematicamente por meio
do ferramental de |6gica fuzzy (faz-se uso dos operadores f. , fo, € f_). Quanto ao operador de
implicacdo, a extensdo da logica proposicional para a logica fuzzy e as subsequentes
discussbes sobre a necessidade de, em aplicaches, preservar-se a nogéo de causa e efeito,
fornecem elementos suficientes para se realizar uma boa escolha. Apesar de min e produto
serem efetivamente os mais empregadas em aplicagbes, muitos outros operadores de
implicacdo tém sido sugeridos na literatura de |6gica fuzzy, conforme pode ser verificado nas
referéncias apresentadas ao final deste texto. De uma maneira geral utilizam-se normas-t em
associagao com a implicagdo. Quanto aos operadores fo e foy, normalmente utilizam-se
normas-t (particularmente min) em associacdo com o primeiro, e co-normas-t (particularmente
max) em associacdo com o0 segundo. No modus ponens generalizado, a norma-t mais utilizada

€ min, dando origem aregra de inferéncia max-min (ou sup-min).
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4. SISTEMA DE INFERENCIA FUZZY

Um Sistema de Inferéncia Fuzzy € mostrado na figura abaixo, onde estéo identificadas as
funcbes de cada bloco.

fornecidas por especialistas ou
extraidas de dados numéricos

para ativar parafornecer a
asregras REGRAS saida precisa

FUZZIFICACAO | ! [ DEFUZZIFICACAO —>

Entradas Y Sald_a
precisas precisa
> IN FERENCIA
conjuntos fuzzy conjunto fuzzy
deentraja '............/... .................... " dewida

mapeia conjuntos fuzzy em conjuntos fuzzy
«  determina como as regras sdo ativadas e combinadas

Neste Sistema de Inferéncia Fuzzy, consideram-se entradas ndo-fuzzy, ou precisas —
resultantes de medic¢des ou observacdes (conjuntos de dados, por exemplo) —, que € o caso da
grande maioria das aplicagbes préticas. Em virtude disto, é necessario efetuar-se um
mapeamento destes dados precisos para 0s conjuntos fuzzy (de entrada) relevantes, o que €
realizado no estégio de fuzzficacdo. Neste estdgio ocorre também a ativacéo das regras
relevantes para uma dada situacéo.

Uma vez obtido o conjunto fuzzy de saida através do processo de inferéncia (modus ponens
generalizado), no estégio de defuzzificaco é efetuada uma interpretacdo dessa informacéo.
Isto se faz necessério pois, em aplicagdes préticas, geralmente sdo requeridas saidas precisas.
No caso de uma sistema de controle, por exemplo, em que o controle é efetuado por um
sistema de inferéncia fuzzy (ou controlador fuzzy), este deve fornecer a planta dados ou sinais
Precisos, ja que a "apresentacdo” de um conjunto fuzzy a entrada da planta ndo teria

significado algum. Existem varios métodos de defuzzificagdo na literatura; dois dos mais
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empregados sdo o centro de gravidade e a média dos maximos. Neste, a saida precisa é obtida
tomando-se a média entre os dois elementos extremos no universo gque correspondem aos
maiores valores da funcdo de pertinéncia do consequente. Com o centro de gravidade, a saida
€ 0 vaor no universo que divide a area sob a curva da funcéo de pertinéncia em duas partes

iguais.

As regras podem ser fornecidas por especidistas, em forma de sentencas linguisticas, e se
constituem em um aspecto fundamental no desempenho de um sistema de inferéncia fuzzy.
Novamente tomando o exemplo de um controlador fuzzy, este s6 terd um bom desempenho se
as regras que definem a estratégia de controle forem consistentes. Extrair regras de
especiaistas na forma de sentencas do tipo se ... entdo pode ndo ser umatarefafacil, por mais
conhecedores que eles sgam do problema em questdo. Alternativamente a0 uso de
especiaistas para a definicdo da base de regras, existem métodos de extracdo de regras de
dados numéricos. Este métodos séo particularmente Uteis em problemas de classificacdo e

previsdo de sériestemporais.

No estégio de inferéncia ocorrem as operagdes com conjuntos fuzzy propriamente ditas:
combinacdo dos antecedentes das regras, implicacdo e modus ponens generalizado. Os
conjuntos fuzzy de entrada, relativos aos antecedentes das regras, e o de saida, referente ao
consequente, podem ser definidos previamente ou, aternativamente, gerados
automaticamente a partir dos dados.

Um aspecto importante é a definicdo dos conjuntos fuzzy correspondentes as variaveis de
entrada (antecedentes) e a(s) de saida (consequente(s)), pois o desempenho do sistema de
inferéncia dependerd do nimero de conjuntos e de sua forma. Pode-se efetuar uma sintonia
"manual" das funcbes de pertinéncia dos conjuntos, mas é mais comum empregarem-se
métodos automaticos. A integracdo entre sistemas de inferéncia fuzzy e redes neurais —
originando os sistemas neuro-fuzzy — ou algoritmos genéticos tem se mostrado adequada para

a sintonia de fungdes de pertinéncia, assim como para a geragdo automética de regras.

De modo a verificar o funcionamento completo de um sistema de inferéncia fuzzy, considere-
se 0 problema do estacionamento de um veiculo, cuja posicao é determinada pelas variaveis x
(distdncia no eixo horizontal) e @ (angulo do veiculo em relagdo ao eixo horizontal). A

varidvel de saida é 8 (angulo daroda do veiculo), conforme indicado na figura a seguir:
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x. central (CE)

ponto de parada et @=90° ou vertical (VE)

—

A base de regras, que constitui a estratégia de estacionamento do veiculo, € dada em "forma

matricial":

X
¢ LE LC CE RC RI

RB|PS | PM|PM| PB | PB
RU|NS| PS | PM| PB | PB
RV [NM | NS | PS | PM | PB
VE |NM | NM | ZE | PM | PM
LV | NB |NM | NS | PS | PM
LU | NB | NB | NM | NS | PS
LB | NB | NB | NM | NM | NS

A leitura das regras a partir desta matriz € exemplificada para a célula sombreada (PS):
se(xéLE) e (@éRB) entdo (8 é€PS),

onde RB, LE e PS sd0 os rétulos atribuidos aos conjuntos fuzzy que representam os valores

linguisticos de cada variavel (sete paraas variaveis ge 6, e cinco paraavariavel x).

Neste problema, considerar-se-4 min para representar tanto a norma-t no modus ponens
generaizado, como aimplicacéo e o operador f. que expressa a combinacdo dos antecedentes

de cadaregra (dois, neste caso). Para f,, (unido das regras) sera utilizado o max.

Os conjuntos fuzzy correspondentes a cada uma das variaveis estdo representados por suas
funcdes de pertinéncia nas figuras a seguir. Os valores de x e gem um determinado instante

(ou situacéo) sdo: x'= 65m; @' = 113°.
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o

As regras ativadas sdo aguelas com 0s seguintes antecedentes (com os graus de pertinéncia —

aproximados—de X' e ¢' nos conjuntos assinalados entre parénteses):

+ paraavariavel x: Rl (0,2) eRC (0,7)
« paraavariavel @ LV (0,9) e VE (0,5)

Dabase de regras, verifica-se que as regras concernentes a esta situagdo séo as sombreadas:

De forma explicita:
RB PS | PM | PM PB PB

RU| NS | PS|PM | PB | PB se (x €RC) e (pé VE) entdo (6 € PM) ou

RVANM NS | PS|PM | PB se(xéRC) e(@peLV) entdo (@ €PS) ou
VE | NM | NM | ZE | PM | PM

LV | NB | NM | NS | PS | PM se(x€éRl) e(péVE) entdo (¢ € PM) ou

LU | NB | NB |NM | NS | PS se(xéRI) e(@éLV) entdo (8 éPM)
LB | NB | NB | NM | NM | NS
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Na expressdo para a funcéo de pertinéncia do conjunto fuzzy resultante para cada uma das

regras ativadas deve-se levar em conta que, neste caso, ha dois antecedentes, 0s quais devem

ser combinados por min (conforme jé especificado):
Mg (0) = (1, (X) Oy, (@) Ot (6)

onde A; simboliza os valores (conjuntos fuzzy) da variavel x, A,, os davaridvel ¢, e B, os da
varidvel 6. Observe-se que ao conjunto B" n&o correspondera um rétulo pré-especificado.

Para cada uma das regras ativadas tem-se, portanto:
Moy (0) = (e (X) T e (¢)) T M (8) = (0,7 L 0,5) L 1y, (6) = 0,5ty (6)
Heog (0) = (e (X) Oty (@) U tps (6) = (0,7 110,9) U s (6) = 0,7 U 4 (6)
Moy (0) = (U (X) O i (¢0)) Uty (6) = (0,2010,5) O iy (6) = 0,20 ey, (6)
Hopy+ (0) = (U (X) Uty (@) Uty (6) = (0,200,9) U iy, (6) = 0,20 ity (6)
A seguir é efetuada a unido das regras acima, por meio do conectivo f,y, que conforme
especificado, € o max. Verifica-se que o conjunto de saida PM ocorre em trés ocasides e que,
embora ndo sga imprescindivel fazé-lo por escrito (bastaria ter isto em mente no
procedimento grafico), apds a aplicacdo do operador max (ou da unido) restardo para compor
0 conjunto fuzzy de saida:
ﬂpM' (6) = O’SEIJPM (6)
ﬂps* (9) = 017 |:|II'IPS (0)

Este resultado esta mostrado na figura abaixo, onde &' representa o valor apds defuzzificacéo

pelo centro de gravidade (aproximadamente):

NB NM NSZEPS PM  PB

20 G5 zo 10 15 20 30
¢ 6
5"
A partir deste exemplo podem ser feitas algumas observacOes importantes. As formas
adotadas para as funcgdes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy tém mais relevancia quando o
método de defuzzificagdo é o do centro de gravidade, em contraposicéo ao da média dos
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maximos. Este, no exemplo acima, privilegiaria o conjunto fuzzy de saida PS; o valor de 8'
seria 0 mesmo que se obteria com apenas um regra ativada (a de consequente PS). Na
escolha de um método ou outro, deve-se decidir se € importante considerar as contribuicoes
de todas as regras ativadas ou se é desgjavel levar em consideracdo apenas aquelas com maior
grau de ativacdo. Cabe sdientar, entretanto, que no exemplo foi considerada apenas uma
Situacéo particular, em um determinado instante de tempo, no processo de estacionamento de
um veiculo; em situagdes sucessivas, eventuais diferencas devidas a utilizagdo de um ou outro

método de defuzzificaco podem se tornar pouco representativas no final.

O numero de fungdes de pertinéncia foi estabelecido de forma arbitréria; um eventual mau
desempenho no estacionamento do veiculo poderia requerer um gjuste nesse numero. E
perfeitamente claro que o nUmero de regras possiveis € funcéo direta do nimero de conjuntos
fuzzy considerados para cada antecedente (no exemplo em questdo tem-se 5 x 7 = 35 regras
possivels). Quanto maior 0 numero de conjuntos atribuidos aos antecedentes, maior a
dificuldade de se estabelecer uma base de regras consistente. Um procedimentos automético
de escolha do nimero conjuntos torna este problema menos relevante (ou menos penoso para
0 projetista), mas mesmo assim, ha que considerar que uma base de regras muito grande
acarreta um maior custo computacional. Além disso, fornece uma quantidade excessiva de
informacdo ao usuério, que, ao optar por um sistema fuzzy, esperaria obter uma estratégia de
acdo interpretével, inclusive do ponto de vista linguistico.

Poderia ser necessario, também, um gjuste nas formas das funcbes de pertinéncia, que foram
estabelecidas com base no bom senso. Por exemplo, verifica-se que o suporte do conjunto
fuzzy de saida ZE € menor do que nos restantes. Isto se deve a busca por uma maior precisao
guando se esta proximo da situacéo final de um estacionamento correto (X "no centro” e @"na
vertical"). A regrase (x € CE) e (¢€é VE) entdo (€ € ZE) indica que, nesta situacéo, as rodas
ndo devem ser giradas (€ deve ser "zero"). Se o suporte de ZE fosse maior, a agdo "zero"
ocorreria para uma faixamaior de valores relativos a posi¢éo do veiculo em um dado instante,
correndo-se o risco de ndo tomar atitude corretiva quando necess&rio. Se o suporte de ZE
fosse muito pegqueno, este seria ativado somente em situagBes muito proximas do
estacionamento final. Os conjuntos adjacentes a ZE responderiam, provavel mente de maneira
alternada, pelo posicionamento das rodas, causando oscilagbes indesgjaveis no fina da
trgjetéria.
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Em resumo, o desempenho de um sistema de inferéncia fuzzy depende da escolha de uma
base de regras adequada e do nimero e forma dos conjuntos atribuidos a cada variavel. Pode-
se inserir ai também a escolha do operador de implicacdo e do método de defuzzificagdo, que
também pode se valer de procedimentos autométicos (via algoritmos genéticos, por exemplo).

4. COMENTARIOSFINAIS

Neste texto foram apresentados, de modo sucinto, os conceitos fundamentais de Conjuntos
Fuzzy e uma introducdo a Logica Fuzzy e a mecanismos de inferéncia fuzzy. O sistema de
inferéncia fuzzy aqui abordado é do tipo inicialmente concebido por Zadeh e outros
pesquisadores, entre os quais E.H. Mamdani, que deu inicio a aplicacdes de carater prético na
década de 70°. Em virtude disso, este tipo de sistema de inferéncia € muitas vezes

referenciado, hoje em dia, como sendo do tipo Mamdani.

Apbs os trabalho iniciais de Mamdani e associados, surgiram inimeras outras aplicacdes de
|6gica fuzzy em Controle, inclusive em escala industrial. Uma das mais bem sucedidas vem
sendo utilizada até hoje em plantas de producdo de cimento, onde controladores fuzzy séo
usados para fornecer sinais de referéncia para controladores do tipo PID, ou sgja, agueles néo
atuam diretamente sobre a planta, mas em um nivel hierarquico superior. O sucesso desta
aplicacdo deveu-se em muito ao fato de os operadores humanos (especialistas) terem sido
capazes de traduzir consistentemente, em termos de regras linguisticas, as atitudes que

tomavam no gjuste dos sinais de referéncia para os controladores PID.

Um outro sistema de inferéncia que se tornou extremamente bem sucedido foi concebido por
H. Takagi e M. Sugeno®, o qual difere do de Mamdani na parte do consequente, que é uma
funcdo linear das varidveis dos antecedentes. se x; € Ay ex € Ay, entdo z = f (X, X2). A
funcéo f é em geral, um polindmio e o sistema de inferéncia € geramente referenciado em
funcéo do grau deste polindmio. Por exemplo: em um sistema de inferéncia Takagi-Sugeno de

ordem zero a saida z € uma constante, 0 que € equivaente a um sistema Mamdani com um

¢ Mamdani, E.H. (1974). "Application of Fuzzy Algorithms for Control of Simple Dynamic Plant". Proceedings
of the |EE (Control and Science), Vol. 121: 298-316.

d Takagi, T. & Sugeno, M. (1985). "Fuzzy ldentification of Systems and its Applications to Modelling and
Control". I[EEE Trans. on Systems, Man & Cybernetics, Vol. 15: 116-132.
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singleton como consequente. Essencialmente, num sistema Takagi-Sugeno deste tipo, o
espaco ndo linear é subdividido em varias regides lineares, o que evidentemente facilita o

projeto.

Conforme afirmado anteriormente, os sistemas de inferéncia fuzzy tiveram suas aplicagtes
iniciais concentradas na area de Controle, onde se procurava modelar por meio de regras
linguisticas 0 modo aproximado de raciocinio, tentando imitar a habilidade humana de tomar
decisdes racionais em um ambiente de incerteza e imprecisdo. Posteriormente, a gama de
aplicagdes cresceu consideravel mente, principal mente quando os sistemas de inferéncia fuzzy
se tornaram também capazes de lidar com o conhecimento objetivo — expresso em dados
numericos, por exemplo. Um passo importante neste sentido foi o aparecimento dos sistemas
hibridos neuro-fuzzy, onde um sistema de inferéncia fuzzy é estruturado segundo uma rede
neural, cujas camadas correspondem as diversas fases do processo de inferéncia. Esta
hibridizacéo faz uso da capacidade de aprendizado das redes neurais para a sintonia dos
parametros de sistemas fuzzy, facilitando bastante o seu projeto e permitindo aplicacdes de

sucesso em areas como classificagdo e previsdo de séries temporais.

A utilidade da teoria de conjuntos fuzzy em reconhecimento de padrdes e andlise de clusters
foi reconhecida desde os anos 60 e atualmente a literatura a respeito € bastante vasta. Os

livros listados na Bibliografia contém inimeras referéncias a esses assuntos.

Dentre os varios tipos de conjuntos fuzzy, agueles definidos no conjunto dos nimeros reais
tém um significado especia. Funcdes de pertinéncia destes conjuntos tém um significado
claramente quantitativo e podem, sob certas condices, ser vistos como numeros fuzzy.
OperacBes com numeros fuzzy deram origem a aritmética fuzzy, que se constitui numa
ferramenta bésica em raciocinio aproximado. NUmeros fuzzy sdo também utilizados na

formulacéo de problemas de programacéo linear fuzzy, de previsao e plang amento.

Quanto a softwares para auxilio ao projeto e implementacdo de sistemas fuzzy, existe a Fuzzy
Toolbox do Matlab” e inimeros outros dedicados a determinados tipos de aplicacdes, como,
por exemplo, os desenvolvidos na Universidade de Magdeburg (NEFCON", NEFCLASS" e
NEFPROX" e outros), disponiveis para download em http:/fuzzy.cs.uni-magdeburg.de/.
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A bibliografia apresentada a seguir € apenas uma peguena amostra do vasto nimero de

publicacdes sobre 0 assunto que se convencionou denominar Légica Fuzzy, mas que € muito

mais amplo do que isto. Grande parte dos livros listados tém muitos topicos em comum, as

vezes com enfoques diferentes do ponto de vistaformal; todos eles contém listas compl etas de

referéncias a publicagles rel evantes na area de sistemas fuzzy. N&o haveria sentido, portanto,

em apresentar aqui uma extensa lista destas publicagdes, sdo mencionadas apenas algumas

das que sdo consideradas importantes como motivadores de determinadas abordagens ou

aplicacOes (além das ja citadas em notas de rodapé) .
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