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Conteudo programatico

Introducao (4 horas/aula)

Notacao Assintotica e Crescimento de Funcgoes (4
horas/aula)

Recorréncias (4 horas/aula)
Divisao e Conquista (12 horas/aula)

Buscas (4 horas/aula)

Grafos (4 horas/aula)

Algoritmos Gulosos (8 horas aula)

Programacgao Dinamica (8 horas/aula)

NP-Completude e Reducgdes (6 horas/aula)

@ Algoritmos Aproximados e Busca Heuristica (6 horas/aula)



Cronograma

02mar — Apresentacgao da disciplina. Introducao.
09mar — Prova de proficiéncia/dispensa.

16mar — Notagao assintdtica. Recorréncias.
23mar — Dia néo letivo. Exercicios.

30mar — Dia n&o letivo. Exercicios.

06abr — Recorréncias. Divisao e conquista.
13abr — Divisao e conquista. Ordenacao.

20abr — Ordenagao. Estatistica de ordem.
27abr — Primeira avaliacao.

04mai — Estatistica de ordem. Buscas. Grafos.

11mai — Algoritmos gulosos.

18mai — Algoritmos gulosos.

25mai — Programagéo dinamica.

01jun — Dia nao letivo. Exercicios.

08jun — Semana Académica. Exercicios.

15jun — Programacao dindmica. NP-Completude e redugbes.
22jun — Exercicios (copa).

29jun — Segunda avaliagao.

06jul — Avaliacao substitutiva (opcional).



Estatisticas de Ordem




Estatisticas de Ordem (Problema da Selecao)

@ Estamos interessados em resolver o

Problema da Selecao:
Dado um conjunto A de n numeros reais e um inteiro /,
determinar o /-ésimo menor elemento de A.

@ Casos particulares importantes:
Minimo : / =1
Méaximo:i=n

|®

[

Mediana : i 1| (mediana inferior)

o off

Mediana : /

7 (mediana superior)



Minimo

Recebe um vetor A[1 ... n| e devolve o minimo do vetor.

MiINIMO(A, n)

1 min < A[1]

2 paraj«+ 2 até nfaca
3 se min > A[j]

4 entao min + A[j]
5 devolva min

Numero de comparagdes: n— 1 = 9(n)

Aula passada: nao ¢ possivel fazer com menos comparagaes.



Minimo e maximo

Recebe um vetor A[1 ... n] e devolve o minimo e 0 maximo do
vetor.

MINMAX(A, n)

1 min < max « A[1]

2 paraj <+ 2até nfaca
3 se A[j] < min

4 entao min « A[j]
5 se A[j] > max

6 entao mix < A[j]
7 devolva (min, max)

Numero de comparagdes: 2(n—1) =2n—2 = O(n)

E possivel fazer melhor!



Minimo e maximo

@ Processe os elementos em pares. Para cada par, compare
0 menor com 0 minimo atual e 0 maior com 0 maximo
atual. Isto resulta em 3 comparag6es para cada 2
elementos.

@ Se nfor impar, inicialize 0 minimo e 0 maximo como
sendo o primeiro elemento.

@ Se n for par, inicialize 0 minimo e 0 maximo comparando
os dois primeiros elementos.

Numero de comparacoes:

3|n/2| se n for impar

3|n/2| —2 se nfor par
Pode-se mostrar que isto € o melhor possivel.
(Exercicio x do CLRS)



Problema da Selegao — primeira solugao

Recebe A[1...njeitalque1 <i<n
e devolve valor do /-ésimo menor elemento de A[1...n]

SELECT-ORD(A, n, /)

1 ORDENE(A,n)

2 devolva A[/]

ORDENE pode ser MergeSort ou HeapSort.

A complexidade de tempo de SELECT-ORD € O(nlgn). ]

Sera que nao da para fazer melhor que isso?

Afinal, consigo achar o minimo e/ou maximo em tempo O(n).



Relembrando — Particao

Problema: rearranjar um dado vetor A[p. .. r] e devolver um
indice g, p < g < r, tais que

Ap...q—1]<Alq] <Alg+1...7]

Entrada:

A ]9%\33\55\77\11\22\88\66\33\421\

Saida:

P q r
A |33[11]22|33|44]55]99 |66|77]88]




Relembrando — Particione

Rearranja Alp...rJde modoque p<g<re
Alp...q—1] < Alq] < Alg+1...r].

PARTICIONE(A, p, r)
X < A[r] >xéo“pivo”

1
2
3
4
5
6
7
8

[ < p—1

para j < paté r — 1 faca
se A[j] <x
entao / « /i +1

Ali-+1] « Alr]
devolva /41

All] «+ Alj]



Problema da Sele¢cao — segunda solugao

Suponha que queremos achar o /-ésimo menor de A[1...n].
@ Executamos PARTICIONE e este rearranja o vetor e
devolve um indice k tal que
Al... k=1 <Akl <Alk+1...n].

@ Eis a idéia do algoritmo:

e Se /= k, entao o pivo A[K] é o i-ésimo menor! ( )
e Se /< k, entdo o i-ésimo menor esta em A[1...k —1];
e Se /> k, entdo o i-ésimo menor esta em Ak +1...n].



Problema da Selegao — segunda solugao

Recebe Alp...rleitalque 1 < i< r—p+1
e devolve o /-ésimo menor elemento de A[p...r].

SELECT-NL(A, p, r, 1)
1 sep=r
entao devolva A[p]
q < PARTICIONE(A, p, )
k—q—-p+1
sei=k >pivd € 0 j-ésimo menor!
entao devolva A[g]
senao se / < k
entao devolva SELECT-NL(A,p,q —1,/)
senao devolva SELECT-NL(A,q+ 1,r,i — k)

O© 0O NO O~ WN



Segunda solucao — complexidade

SELECT-NL(A, p, r, 1) Tempo
sep=r
entao devolva A[p]
q < PARTICIONE(A, p, )
k—q-p+1
sei=k
entao devolva A[q]
senao se i < k
entao devolva SELECT-NL(A,p,q —1,/)
senao devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k)

-~J

O© OO N OTPh WD —

T(n) = complexidade de tempo no pior caso quando
n=r—p+1



Segunda solugao — complexidade

SELECT-NL(A, p, r, 1) Tempo
1 sep=r o(1)

2 entao devolva A[p] o(1)

3 g« PARTICIONE(A,p,r) ©(n)
4 k«qg-p+1 o(1)

5 sei=k o(1)
6 entao devolva A[q] O(1)
7 senao se / < k O(1)
8 entao devolva SELECT-NL(A,p, g —1,/) T(k—1)
9 senao devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k) T(n—k)

T(n)=max{T(k—1),T(n—k)} +06(n)

T(n) € ©(n?) (Exercicio)



Segunda solugao — complexidade

@ A complexidade de SELECT-NL no pior caso é ©(n?).
@ Entdo é melhor usar SELECT-ORD?
@ Nao, SELECT-NL é muito eficiente na pratica.

@ Vamos mostrar que no caso médio SELECT-NL tem
complexidade O(n).



SELECT aleatorizado

O pior caso do SELECT-NL ocorre devido a uma escolha infeliz
do pivo.

Um modo de evitar isso é usar aleatoriedade (como no
QUICKSORT-ALEATORIO).

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)
1 j < RANDOM(p, r)

2 Al < Al

3 devolva PARTICIONE(A,p,r)



Algoritmo SELECT-ALEAT

Recebe Alp...r]eitalque 1 </ < r—p+1
e devolve o i-€simo menor elemento de A[p...r]

SELECT-ALEAT(A,p, r, 1)
1 sep=r
entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)
k«—q—-—p+1
sei=k >pivd € 0 i-ésimo menor
entao devolva A[q]
senao se / < k
entao devolva SELECT-ALEAT(A,p,q — 1,1)
senao devolva SELECT-ALEAT(A, g+ 1,r,i — k)

OO NO OO WN



Analise do caso médio

Recorréncia para o caso médio de SELECT-ALEAT.

T(n) = complexidade de tempo médio de SELECT-ALEAT.

T(0) =0©(1)
(1) =e(1)
T(n) < :7 s T(max{k —1,n— k}) + ©(n).



Analise do caso médio

n
T(n) < ,172 T(max{k —1,n—k})+an
k=1
2 n—1
< =
< - Y T(k)+an
k=|n/2]

pois
max{k—1,n—k}:{ k—1 sek>[n/2],

n—k sek<[n/2].

Se n é par, cada termo de T([n/2])a T(n— 1) aparece
exatamente duas vezes na somatoria.

Se n é impar, esses termos aparecem duas vezes e T(|n/2])
aparece uma vez.



Demonstragao: T(n) <

IN

IN=

Ln/2] =1

Z k

_ ([n/2] =1)[n/2]

2

)+an



Demonstragdo: T(n) <

oy - 2 (e (el
2 2_nc<(n—21)n_@n/2—1 —21)(n/2—1) \an
3 *)
= %<%+g—2>+a” (ln/2] > nj2 1)
< 3ﬂ7+ +an
4 2

ch C Considerando (*) valido,
= ¢ch-— <_ — an) < cn. o numerador (**¥) é menor,
4 2 - Entdo um valor menor
sera subtraido.

Isto funciona se ¢ > 4ae n > 2c¢c/(c — 4a). ggg?ra%;s;;trgd;gi )

Logo, T(n) = O(n). Portanto, a desigualdade
esta correta.



Conclusao

A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso medio é
O(n). ’

Na verdade,

A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso medio é
o(n). ’

Veremos depois:
Algoritmo que resolve o Problema da Selegao em tempo linear
(no pior caso).



Problema da Selecao — terceira solugao

Problema da Selecao:
Dado um conjunto A de n niUmeros reais e um inteiro /,
determinar o j-ésimo menor elemento de A.

Veremos um algoritmo linear para o Problema da Selecgao.
BFPRT = Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan

Para simplificar a exposi¢ao, vamos supor que os elementos
em A sao distintos.



Problema da Selecao — terceira solugao

@ Divida os n elementos em | Z | subconjuntos de 5
elementos e um subconjunto de n mod 5 elementos.

1
2

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o
=]

@ Encontre a mediana de cada um dos | £| subconjuntos.

1

®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o

Na figura acima, cada subconjunto esta em ordem
crescente, de cima para baixo.



Problema da Selecao — terceira solugao

© Determine, recursivamente, a mediana x das medianas
dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

®e ¢ O o o

®e ¢ O o o

®e 6 O o o

®e ¢ O o o

®e ¢ O o o

®e 6 O o o
(¢]

A figura acima € a mesma que a anterior, com as colunas
ordenadas pela mediana de cada grupo. A ordem dos
elementos em cada coluna permanece inalterada.

Por simplicidade de exposi¢cao, supomos que a ultima
coluna permanece no mesmo lugar.

Note que o algoritmo nao ordena as medianas!



Problema da Selecao - terceira solugao

© Usando x como pivd, particione o conjunto original A
criando dois subconjuntos A- e A, onde

e A. contém os elementos < x e
e A. contém os elementos > x.

Se a posicao final de x apds o particionamento é k, entao



Problema da Selecao - terceira solugao

© Finalmente, para encontrar o /-ésimo menor elemento do
conjunto, compare / com a posi¢ao k de x apos o
particionamento:
e Se i =k, x é o elemento procurado;
o Se i < k, entdo determine recursivamente o j-€simo menor
elemento do subconjunto A.;
e Senao, determine recursivamente o (/ — k)-ésimo menor
elemento do subconjunto A-.

Note que esta parte € idéntica ao feito em SELECT-NL e em
SELECT-ALEAT. O que diferencia este algoritmo dos outros € a
escolha do pivo. Escolhendo-se a mediana das medianas,
vamos poder garantir que nenhum dos lados é muito “grande”.



Terceira solugcao — complexidade

T(n) : complexidade de tempo no pior caso

@ Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. ©(n)
@ Encontrar a mediana de cada subconjunto. o(n)
© Encontrar x, a mediana das medianas. T([n/5])
@ Particionamento com pivo x. Oo(n)
@ Encontrar o i-ésimo menor de A~ T(k—1)

OU encontrar o / — k-ésimo menor de A-.. T(n— k)

Temos entdo a recorréncia
T(n)=T([n/5])+ T(max{k —1,n—k})+ ©(n)



Terceira Solucao - Complexidade

O diagrama abaixo classifica os elementos da ultima figura.

O O O O e °

0 o O 0O e o o | [ < X
O O O x A AN NN = >x
o o o AN A A AN o = 7
° o e AN A A

Veja que o nimero de elementos > x, isto & As, € no minimo
3n
%5 — 6.
7 . 1 n .
Isto porque no minimo [z |] grupos contribuem com 3

elementos > x, exceto possivelmente o ultimo e aquele que
contém x. Portanto, 3 ([3[2]] —2) > 7 — 6.



Terceira Solucao - Complexidade

Da mesma forma, o nimero de elementos < x, isto € [Js, € no
minimo ?—8 — 6.
Assim, no passo 5 do algoritmo,

3n 7n
m “1n—ki<n-—|[>-6)<-— +6.
ax{k —1,n—k} <10 6) 10 6

A recorréncia T(n) esta agora completa:

o(1), n <140
T(n) 5{ T([n/51) + T(|7n/10] + 6) + ©(n), n> 140,

140 é um “numero magico” que faz as contas funcionarem. ..

A solugéo é T(n) € ©(n)



Solugao da recorréncia: T(n) < cn

T(n) T([n/5])+ T(|7n/10| +6) + an

c[n/5] +c¢(|7n/10| +6) + an
c(n/54+1)+c¢(7n/10+6) + an
9cn/10+7c+ an

cn+ (—cn/10+7c + an)

cn,

IN INZ A

IN

Quero que (—cn/10+7¢c+ an) < 0.

Isto equivale a ¢ > 10a(n/(n— 70)) quando n > 70. Como
n > 140, temos n/(n — 70) < 2 e assim basta escolher
¢ > 20a.



Algoritmo SELECT

SELECT(A,p, 1, i) > Comentarios detalhados neste LINK
1: se p = r entao
2: devolve A[p]
3: senao
4 N« [%W > Consideramos um vetor B de tamanho n
5: paraj < 1 até nfaca
6: B[j] + MEDIANA( A, p+5(j—1), min(p+5j-1;r))
70 x <+ SELECT(B,1,n,[3])
8: j < busca(A,p, r, x)
9: Alj] < Alr]
10: g < PARTITION(A, p, r)
11: k—qg—p+1
12: se i = k entao
13: devolve x
14: senao se / < k entao
15: devolve SELECT(A,p,q —1,/)
16: senao
17: devolve SELECT(A, g+ 1,r,i — k)


http://www.ic.unicamp.br/~meidanis/courses/mo417/2003s1/aulas/2003-03-21.html

Divisao e Conquista — Multiplicacao de Inteiros




35871227428009 x 11234908764388 =7



O problema

Problema

Dados niimeros inteiros positivos u e v com n digitos cada
calcular o produto u x v.

v

exemplo: 99998888 x 77776666

exemplo: 99998888 x 76666

imagine-se fazendo as contas com lapis e papel, digito a digito
quanto tempo vai levar?

tempo = namero de operacdes elementares

operacdo elementar = adicdo e multiplicacdo de digitos

n grande: aplicacdes a criptografia, fast Fourier transform, etc.



O problema

Se u e v tém n digitos cada entdo
> u X v tem no maximo 2n digitos

» 4+ v tem no maximo n -+ 1 digitos

Exemplos:
> 9999 x 9999 = 9998 0001
> 9999 + 9999 19998



Algoritmo de multiplicacdo ordinario

Adicdo ordinéria

9999 u
TTTT v

17776 U+ v

» base do algoritmo: adi¢cdo de digitos

» n operacdes elementares



Algoritmo de multiplicagdo ordinario

Multiplicacdo ordinaria

9999 u
TTTT v

69993
69993
69993
69993

77762223 U X v

base do algoritmo: multiplicacdo e adicdo de digitos
n? operacdes elementares

n vezes mais lenta que adicdo

vV v v Vv



Desafio:

» inventar um algoritmo de multiplicagdo mais rapido
» ha 50 anos acreditava-se que n3o existe algoritmo mais rapido
» acreditava-se que n? operacdes elementares sio inevitaveis

» vou mostrar que n'® operacdes elementares sio suficientes



Divisdo e conquista

a b
v 9 9 9 9 8 8 8 8

v 7 77 76 6 6 6
c d

»u = a-10"2 + b
> v = c- 10?2 4+ d
uxv = (axc)- 10"+ (axd+bxe)-10M2 +bxd

v



Divisdo e conquista

99998888 U
77776666 v

9999 a

8888 b

7T c

6666 d
77762223 ac

135775310 ad + be

59247408 bd

7777580112347408  «



Divisdo e conquista

Namero de operacdes elementares:

> uxv = (axc)-10" + (axd+bxc)-10M2 + bxd
» 4 multiplicagdes de tamanho n/2
> operacdes elementares: 4 (n/2)? = n?

» n3o ganhamos nada. ..

Tente, entdo, repetir o truque recursivamente



Divisdo e conquista

Divisdo e conquista (n é poténcia de 2)

D1viDA-E-CONQUISTE (u, v, n)

1l sen=1

2 entdo devolva u x v

3 sendo m < n/2

4 a <+ |u/10™]

5 b < v mod 10™

6 ¢+ [v/10™|

7 d < v mod 10™

8 ac < DIVIDA-E-CONQUISTE (a, ¢, m)

9 bd < D1VIDA-E-CONQUISTE (b, d, m)
10 ad < DIVIDA-E-CONQUISTE (a, d, m)
11 bc <— DIVIDA-E-CONQUISTE (b, ¢, m)
12 x < ac-10*™ + (ad + be) - 10™ + bd

13 devolva =




Namero T'(n) de operacdes elementares:
> T(n)=4T(n/2)+n
» queremos uma “férmula”

» solucdo da recorréncia:

T(n) = 4T(n/2)+n
4(4T(n/4) +n/2) +n
16T (n/4)+ 3n
16 (47 (n/8) + n/4) + 3n
647(n/8) 4+ Tn
(22 T(n/29) + (27 — 1)n
n*T(n/n)+ (n—1)n

= m%-n



Divisdo e conquista

» T(n)=2n%—n
» T(n) é proporcional a n?

» t3o lento quanto o algoritmo ordinério. . .




Truque de Karatsuba

Divisdo e conquista:
w=a-10"% + b v=rc-10"% + d
uxv = (axc)-10" + (axd+bxc)-1072 4 bxd

4 multiplicagdes de tamanho n/2

v

v

v

v
<
I

(a+b)x(c+d) = axc+axd+bxc+bxd

> uxv = (axc) 10" + (y—axc—bxd)-10"? + bxd

v

3 multiplicagdes de tamanho n/2




Truque de Karatsuba

99998888
77776666

77762223
59247408

18887
14443
272784941
135775310

T777580112347408

ac

bd

a+b
c+d

y—ac—bd



Truque de Karatsuba

Namero de operacdes elementares:

v

3 multiplicacdes de tamanho n/2

v

3(n/2)%? = 0.75n? operacdes elementares

v

ganhamos 25% com uma aplicacdo do truque

v

para ganhar mais, repita o truque recursivamente



Algoritmo de Karatsuba

Algoritmo de Karatsuba (rascunho)

RASCUNHO-DE-KARATSUBA (u, v, n)

1 sen=1

2 entdo devolva u x v

3 sendo m < n/2

5 a < |u/10™]

6 b < v mod 10™

7 ¢+ [v/10™|

8 d < v mod 10™

9 ac < RASCUNHO-DE-KARATSUBA (a, ¢, m)
10 bd <— RASCUNHO-DE-KARATSUBA (b, d, m)
11 y < RASCUNHO-DE-KARATSUBA (a + b, ¢ +d, m+ 1)
12 x < ac-10*™ + (y — ac — bd) - 10™ + bd

13 devolva z




Algoritmo de Karatsuba

Namero de operacdes elementares:

» T(n)=3T(n/2) + n

v

solugdo da recorréncia: T(n) = 3n'83 —2n

v

prova: T(n) = 3T(n/2) + n
= 3(3(n/2)83-2(n/2)) + n
= 3(n®3—-n) + n
= 3n83 — 2n

» T(27)=3-3/ —2.2

lg3

v

conclusdo: T'(n) é proporcional a n



Algoritmo de Karatsuba

n n2 nlg 3
8 64 27 42%
16 256 81 32%

32 1024 243 24%
64 4096 729  18%
128 16384 2187  13%
256 65536 6561 10%
512 262144 19683 8%
1024 1048576 59049 6%
2048 4194304 177147 4%

97 49 RY




Algoritmo de Karatsuba

v

lg3 ~ 1.584

> n'83 cresce mais devagar que n?

v

Karatsuba é mais rapido que o algoritmo ordinario



Algoritmo de Karatsuba

Algoritmo de Karatsuba: vers3o final, n arbitrario

KARATSUBA (u, v, n)

1 sen<3

2 entdo devolva u X v

3 sendo m < [n/2]

4 a < |u/10™]

5 b < u mod 10™

6 ¢+ [v/10™|

7 d < v mod 10™

8 ac < KARATSUBA (a, ¢, m)

9 bd < KARATSUBA (b, d, m)
10 y  KARATSUBA (a+b, c+d, m+1)
11 x < ac-10*™ + (y — ac — bd) - 10™ + bd
12 devolva x

Linha 10: m+1 <n poisn >3



Algoritmo de Karatsuba

Testes de Liu, Huang, Lei:

milissegundos
n  ordinario Karatsuba

8 0.000 0.008 —
16 0.002 0.010 500%
32 0.007 0.019 271%
64 0.027 0.045 167%
128 0.101 0.128 127%
256 0.388 0.368 95%
512 1.541 1.111 2%
1024 6.079 3.400 56%

2048 24.460 12.000 49%




Algoritmo de Karatsuba

Quem é/foi Karatsuba?
» A.A. Karatsuba (1937-2008), matematico russo

» Karatsuba descobriu o algoritmo quando tinha 23 anos
» o artigo foi publicado em 1962 sob os nomes de Karatsuba e Ofman

homepage:
e http://www.mi.ras.ru/~karatsuba/index.html


http://www.mi.ras.ru/~karatsuba/index.html

Algoritmos mais rapidos

O algoritmo de Karatsuba é o mais rapido?
» existem algoritmos de multiplicagdo ainda mais rapidos
» algoritmo Toom-Cook: n!46°

» algoritmo Schonhage-Strassen: nlgnlglgn



Conclusio

nem sempre um algoritmo 6bvio & o melhor

algoritmos sofisticados podem ser mais rapidos (para n grande)
matematica ajuda a projetar algoritmos mais sofisticados

o poder do método de divisdo-e-conquista

o poder da recursio

vV v.v. v v .Y

é (til saber resolver recorréncias

Préximo passo: multiplicacdo rapida de matrizes
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Grafos: nogoes basicas e representagao




Definicao de Grafo

Um grafo € um par G = (V,E) onde
@ V € um conjunto finito de elementos chamados veértices e

@ E é um conjunto finito de pares nao-ordenados de vértices
chamados arestas.

@ Exemplo:
V ={a,b,c,d,e}
E = {(a,b),(a,c),(b,c),(b,d),(c,d),(c,e),(d,e)}




Definicao de Grafo

@ Dada uma aresta e = (a,b), dizemos que os vérticesae b
sao 0s extremos da aresta e e que a e b séo vértices
adjacentes.

@ Dizemos também que a aresta e é incidente aos vértices a
e b, e que os vértices a e b sdo incidentes a aresta e.



Grafo Simples

@ Dizemos que um grafo € simples quando nao possui lacos
ou arestas mdltiplas.

@ Um lago & uma aresta com extremos idéntico e arestas
multiplas sdo duas ou mais arestas com o mesmo par de
vértices como extremos.

@ Exemplo:

arestas miltipl as



Tamanho do Grafo

@ Denotamos por |V| e |E| a cardinalidade dos conjuntos de
veértices e arestas de um grafo G, respectivamente.

@ No exemplo abaixo temos |[V|=5¢e |[E| =7.

O tamanho do grafo G € dado por |V | + |E].



Subgrafo e Subgrafo Gerador

@ Um subgrafo H = (V'/,E’) de um grafo G = (V,E) & um
grafo talque V' C V,E’' CE.

@ Um subgrafo gerador de G é um subgrafo H com V' = V.

@ Exemplo:

Subgr af o ndo gerador Subgr af o gerador



Grau de um veértice

@ O grau (degree) de um vértice v, denotado por d(v) € o
nimero de arestas incidentes a v, com lagos contados

duas vezes.
@ Exemplo:
d(a) =2
d(b) =3
d(c) =6
d(d)=5
d(e)=4

Teorema (Handshaking lemma)
Para todo grafo G = (V, E) temos:

> d(v) =2[E|.

veV




Caminhos em Grafos

@ Um caminho P de vg a v, no grafo G € uma seqiiéncia
finita e ndo vazia (vp,e1,Vi,...,€n,Vn) CUjOS elementos
sao alternadamente vértices e arestas e tal que, para todo
1 <i<n,vj_1ev;sao os extremos de e;.

@ O comprimento do caminho P é dado pelo seu niUmero de
arestas, ou seja, n.

@ Exemplo:




Caminhos Simples e Ciclos

@ Um caminho simples &€ um caminho em que nao ha
repeticao de vértices e nem de arestas na sequéncia.

@ Um ciclo ou caminho fechado & uma caminho em que vg = Vj.
@ Um ciclo é dito ser simples se vy, ..., Vvy_1 sao distintos.

@ Um grafo que nao possui ciclos é dito ser aciclico.

@ Exemplo:

Cam nho Sinpl es Cclo



Grafo Conexo

@ Dizemos que um grafo € conexo se, para qualquer par de
vértices u e v de G, existe um caminho de u av em G.

@ Um componente conexo de um grafo € um subgrafo
maximal conexo. Algumas vezes chamaremos de
componente conexo apenas 0 conjunto de seus veértices.

@ Exemplo:

(©) O,
® @

Nao- conexo com
3 conponent es conexos




Arvore

@ Um grafo G é uma arvore se € conexo e aciclico. As
seguintes afirmacdes sao equivalentes:

@ G é uma arvore.

@ G é conexo e possui exatamente |V | — 1 arestas.

@ G é conexo e a remocao de qualquer aresta desconecta o
grafo (minimal conexo).

@ Para todo par de vértices u, v de G, existe um @nico
caminhodeu av em G.

@ Exemplo:




Alguns exemplos de grafos

@ Floresta: grafo aciclico (ndo precisa ser conexo). Cada
componente € uma arvore!

@ Grafo completo: para todo par de vértices u,v a aresta
(u,v) pertence ao grafo.

@ Grafo bipartido: possui uma biparticédo (A, B) do conjunto
de vértices tal que toda aresta tem um extremo em A e
outro em B.

@ Grafo planar: pode ser desenhado no plano de modo que
arestas se interceptam apenas nos extremos.



Grafo Orientado

@ As definicbes que vimos até agora sao para grafos nao
orientados.

@ Um grafo orientado é definido de forma semelhante, com a
diferenca que as arestas (as vezes chamadas de arcos)
consistem de pares ordenados de vértices.

@ Exemplo:

@ As vezes, para enfatizar, dizemos grafo nao-orientado em
vez de simplesmente grafo.



Grafo Orientado

@ Se e = (u, v) é uma aresta de um grafo orientado G, entao
dizemos que e sai de u e entra em v.

@ O grau de saida d*(v) de um vértice v é o nimero de
arestas que saem de v. O grau de entradad—(v)de v éo
numero de arestas que entram em v.

Teorema. Para todo grafo orientado G = (V, E) temos:

d o dt(v)=> d (v)=IE|

veV veV

@ Em geral, considera-se que P = (vy, €1, Vq,...,€n,Vp) €
um caminho (ciclo) em um grafo orientado se
e = (Vi—1, V)

@ Ha um conceito de conexidade para grafos orientados que
veremos mais tarde.



Grafo Ponderado

@ Um grafo (orientado ou nao) é ponderado se cada aresta e
do grafo esta associado um valor real c(e), o qual
denominamos custo (ou peso) da aresta.

@ Exemplo:




Algoritmos em Grafos - Motivacao

@ Grafos sao estruturas abstratas que podem modelar
diversos problemas do mundo real.

@ Por exemplo, um grafo pode representar conexodes entre
cidades por estradas ou uma rede de computadores.

@ O interesse em estudar algoritmos para problemas em
grafos é que conhecer um algoritmo para um determinado
problema em grafos pode significar conhecer algoritmos
para diversos problemas reais.



Aplicacdes

@ Caminho minimo: dado um conjunto de cidades, as
distancias entre elas e duas cidades A e B, determinar um
caminho (trajeto) mais curto de A até B.

@ Arvore Geradora de Peso Minimo: dado um conjunto de
computadores, onde cada par de computadores pode ser
ligado usando uma quantidade de fibra 6tica, encontrar
uma rede interconectando-0s que use a menor quantidade
de fibra otica possivel.

@ Emparelhamento maximo: dado um conjunto de pessoas
e um conjunto de vagas para diferentes empregos, onde
cada pessoa € qualificada para certos empregos e cada
vaga pode ser ocupada por uma pessoa, encontrar um
modo de empregar 0 maior nUmero possivel de pessoas.



Aplicacdes

@ Problema do Caixeiro Viajante: dado um conjunto de
cidades, encontrar um passeio que sai de uma cidade,
passa por todas as cidades e volta para a cidade inicial tal
gue a distancia total a ser percorrida seja menor possivel.

@ Problema Chinés do Correio: dado o conjunto das ruas
de um bairro, encontrar um passeio que passa por todas
as ruas voltando ao ponto inicial tal que a distancia total a
ser percorrida seja menor possivel.



Representacao Interna de Grafos

@ A complexidade dos algoritmos para solugcao de
problemas modelados por grafos depende fortemente da
sua representacao interna.

@ Existem duas representacfes candnicas: matriz de
adjacéncia e listas de adjacéncia.

@ O uso de uma ou outra num determinado algoritmo
depende da natureza das operagdes que ditam a
complexidade do algoritmo.



Matriz de adjacéncia

@ Seja G = (V, E) um grafo simples (orientado ou n&o).
@ A matriz de adjacéncia de G € uma matriz quadrada A de

ordem |V|, cujas linhas e colunas s&o indexadas pelos
vértices em V, e tal que:

.. [ 1 sef(i,j)€E,
All. 1] = { 0 caso contrario.

@ Note que se G é nao-orientado, entdao a matriz A
correspondente é simétrica.



Matriz de adjacéncia

@ Exemplo de um grafo e a matriz de adjacéncia
correspondente.

olajlo|o|w

o|o|lr|r|lolw
Oo|lRr k| ok o
R ROk ko
R olk|lrrlola
Ol R O|lOo|lm




Matriz de adjacéncia

@ Exemplo de um grafo orientado e a matriz de adjacéncia
correspondente.

(@)

DO |T|D

OO Ol
O, O|lolT
RPIRP ORI OO
R OlOololola
OO O|O|Oo|m




Listas de adjacéncia

@ Seja G = (V, E) um grafo simples (orientado ou néo).

@ A representacdo de G por uma lista de adjacéncias
consiste no seguinte.

Para cada veértice v, temos uma lista ligada Adj[v] dos
vértices adjacentes a v, ou seja, w aparece em Adj[v] se
(v,w) € uma aresta de G. Os veértices podem estar em
qualquer ordem em uma lista.



Listas de adjacéncia

@ Exemplo de um grafo ndo-orientado e a listas de
adjacéncia correspondente.

Ll

:

ollo|o|lo

P 3 3

O||T|o||lw
v

d [}~ el
e

olalo|o|o




Lista de adjacéncias

Exemplo de um grafo orientado e a lista de adjacéncias

correspondente.

(@)

laliele]

>lalisb]

b e

D lao|loc|o

>lcfeld]




Matriz x Lista de adjacéncia

@ Matriz de adjacéncia: é facil verificar se (i,]) & uma aresta
de G.

@ Lista de adjacéncia: é facil descobrir os vértices
adjacentes a um dado vértice v (ou seja, listar Adj[v]).

@ Matriz de adjacéncia: espago O(|V|?).
Adequada a grafos densos (|E| = ©(|V|?)).

@ Lista de adjacéncia: espaco O(|V| + |[E]).
Adequada a grafos esparsos (|[E| = ©(|V])).



Extensoes

@ Ha outras alternativas para representar grafos, mas
matrizes e listas de adjacéncia sao as mais usadas.

@ Elas podem ser adaptadas para representar grafos
ponderados, grafos com lacos e arestas mdltiplas, grafos
com pesos nos veértices etc.

@ Para determinados problemas é essencial ter estruturas
de dados adicionais para melhorar a eficiéncia dos
algoritmos.



Buscas em grafos




Busca em grafos

@ Grafos sdo estruturas mais complicadas do que listas,
vetores e arvores (binarias).
Precisamos de métodos para explorar/percorrer um grafo
(orientado ou nao-orientado).

@ Busca em largura (breadth-first search)
Busca em profundidade (depth-first search)

@ Pode-se obter varias informacdes sobre a estrutura do
grafo que podem ser (teis para projetar algoritmos
eficientes para determinados problemas.



@ Para um grafo G (orientado ou ndo) denotamos por V[G]
seu conjunto de vértices e por E[G] seu conjunto de
arestas.

@ Para denotar complexidades nas expressdes com O ou ©
usaremos V e E em vez de |V[G]| ou |[E[G]|. Por exemplo,
O(V +E)ou0O(V?).



Busca em largura

@ Dizemos que um vértice v € alcancavel a partir de um
vértice s em um grafo G se existe um caminhode s av em
G.

@ Definicao: a distancia de s a v & o comprimento de um
caminho mais curto de s a v.

@ Se v nao é alcancavel a partir de s, entao dizemos que a
distancia de s a v é oo (infinita).



Busca em largura

@ Busca em largura recebe um grafo G = (V,E) e um
vértice especificado s chamado fonte (source).

@ Percorre todos os vértices alcancaveis a partir de s em
ordem de distancia deste. Vértices a mesma distancia
podem ser percorridos em qualquer ordem.

@ Constroi uma Arvore de Busca em Largura com raiz s.
Cada caminho de s a um vértice v nesta arvore
corresponde a um caminho mais curtode s av.



Busca em largura

@ Inicialmente a Arvore de Busca em Largura contém
apenas o veértice fonte s.

@ Para cada vizinho v de s, 0 vértice v e a aresta (s, V) sdo
acrescentadas a arvore.

@ O processo € repetido para os vizinhos dos vizinhos de s e
assim por diante, até que todos os vértices atingiveis por s
sejam inseridos na arvore.

@ Este processo é implementado através de uma fila Q.



Busca em largura

@ Busca em largura atribui cores a cada vértice: branco,
cinza e preto.

@ Cor branca = “ndo visitado”.
Inicialmente todos os vértices sdo brancos.

@ Cor cinza = “visitado pela primeira vez”.
@ Cor Preta = “teve seus vizinhos visitados”.



Exemplo (CLRS)




Exemplo (CLRS)




Exemplo (CLRS)




Exemplo (CLRS)




Exemplo (CLRS)

Q [x]v]u]

2 2 3




Exemplo (CLRS)

Q[v]uly]

2 3 3




Exemplo (CLRS)

Q [uly]

3 3




Exemplo (CLRS)




Exemplo (CLRS)




Cores

@ Para cada vértice v guarda-se sua cor atual cor[v] que
pode ser branco, cinza ou preto.

@ Para efeito de implementacgao, isto nao é realmente
necessario, mas facilita o entendimento do algoritmo.



Representacao da arvore e das distancias

@ A raiz da Arvore de Busca em Largura é s.
@ Cada vértice v (diferente de s) possui um pai 7[v].
@ O caminho de s a v na Arvore é dado por:

v, w[v], m[x[V]], 7[x[x[V]],...,S.

@ Uma variavel d[v] € usada para armazenar a distancia de
s a Vv (que sera determinada durante a busca).



Busca em largura

Recebe um grafo G (na forma de listas de adjacéncias) e um
vértice s € V[G] e devolve

(i) para cada veértice v, a distanciadesav em G e

(i) uma Arvore de Busca em Largura.

BUSCA-EM-LARGURA(G; s)
0 r© Inicializagao
1 paracada u e V[G]—{s} faca
cor[u] < branco
d[u] + oo
m[u] <= NIL
cor[s] « cinza
d[s] «+ O
m[s] <= NIL

~NOo ok wdN



Busca em largura

8 Q« 10
9 ENQUEUE(Q,s)
10 enquanto Q # () faca

11 u < DEQUEUE(Q)

12 para cadav € Adj[u] faca
13 se cor[v] = branco ent&o
14 cor[v] « cinza

15 dv] < du]+1

16 m[v] < u

17 ENQUEUE(Q, V)

18 cor[u] <« preto



Consumo de tempo

Método de analise agregado.

@ Ainicializagdo consome tempo O(V).

@ Depois que um vértice deixa de ser branco, ele nao volta a
ser branco novamente. Assim, cada vértice € inserido na
fila Q no maximo uma vez. Cada operacao sobre a fila
consome tempo ©(1) resultando em um total de O(V).

@ Em uma lista de adjacéncia, cada vértice € percorrido
apenas uma vez. A soma dos comprimentos das listas é
©(E). Assim, o tempo gasto para percorrer as listas &
O(E).



Complexidade de tempo

Conclusao:

A complexidade de tempo de BUSCA-EM-LARGURA é
O(V+E)



Caminho mais curto

Imprime um caminho mais curtodes av.

Print-Path(G, s, Vv)
1 sev =sentdo
2 imprime S

3 sendo

4 se w[v] = NIL ent&o

4 imprime nao existe caminho de s a V.
5 senéo

6 Print-Path(G, s, 7[v])

7 imprime V.



Busca em profundidade

Depth First Search = busca em profundidade
@ A estratégia consiste em pesquisar o grafo o mais
“profundamente” sempre que possivel.
@ Aplicavel tanto a grafos orientados quanto nao-orientados.
@ Possui um namero enorme de aplicagdes:

@ determinar os componentes de um grafo

@ ordenacao topologica

@ determinar componentes fortemente conexos
@ subrotina para outros algoritmos



Busca em profundidade

Recebe um grafo G = (V, E) (representado por listas de
adjacéncias). A busca inicia-se em um vértice qualquer.

Busca em profundidade € um método recursivo. A idéia basica
consiste no seguinte:

@ Suponha que a busca atingiu um vértice u.

@ Escolhe-se um vizinho n&o visitado v de u para prosseguir
a busca.

@ “Recursivamente” a busca em profundidade prossegue a
partir de v.

@ Quando esta busca termina, tenta-se prosseguir a busca a
partir de outro vizinho de u. Se nao for possivel, ela
retorna (backtracking) ao nivel anterior da recursao.



Busca em profundidade

Outra forma de entender Busca em Profundidade € imaginar
gue os veértices sao armazenados em uma pilha a medida que
sdo visitados. Compare isto com Busca em Largura onde 0s
vértices sao colocados em uma fila.

@ Suponha que a busca atingiu um vértice u.

@ Escolhe-se um vizinho néao visitado v de u para prosseguir
a busca.

@ Empilhe v e repete-se 0 passo anterior com v.

@ Se nenhum vértice nao visitado foi encontrado, entao
desempilhe um vértice da pilha, digamos u, e volte ao
primeiro passo.



Floresta de Busca em Profundidade

@ A busca em profundidade associa a cada veértice x um
predecessor 7[X].

@ O subgrafo induzido pelas arestas
{(m[x],x) : x € V[G] e 7[x] # NIL}
€ a Floresta de Busca em Profundidade.

@ Cada componente desta floresta € uma Arvore de Busca
em Profundidade.



Cores dos veértices

A medida que o grafo € percorrido, os vértices visitados vao
sendo coloridos.

Cada vertice tem uma das seguintes cores:

@ Cor branca = “vértice ainda nao visitado™.
@ Cor cinza = “vértice visitado mas ainda nao finalizado”.
@ Cor preta = “vértice visitado e finalizado”.



Estampas/rétulos

A busca em profundidade associa a cada vértice x dois rotulos:

@ d[x]: instante de descoberta de x.
Neste instante x torna-se cinza.

@ f[x]: instante de finalizacao de x.
Neste instante x torna-se preto.

Os rotulos séo inteiros entre 1 e 2|V|.



Classificacao de arestas

Busca em profundidade pode ser usada para classificar
arestas de um grafo G = (V,E).

Ela classifica as arestas em quatro tipos:
@ Arestas da arvore: arestas que pertencem a Floresta de
BP.

@ Arestas de retorno: arestas (u, V) ligando um vértice u a
um ancestral v na Arvore de BP.

@ Arestas de avanco: arestas (u, V) ligando um vértice u a
um descendente proprio v na Arvore de BP.

@ Arestas de cruzamento: todas as outras arestas.
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Rotulos versus cores

Para todo x € V[G] vale que d[x] < f[x].

Além disso
@ X é branco antes do instante d[x].
@ x é cinza entre os instantes d[x] e f[x].
@ X é preto apos o instante f[x].



Algoritmo DFS

Recebe um grafo G (na forma de listas de adjacéncias) e
devolve

(i) osinstantes d[v],f[v] paracadav € V e

(il) uma Floresta de Busca em Profundidade.

DFS(G)

1 paracada u € V[G]|faca
2 cor [u] < branco

3 m[u] = NIL

4 tempo < O

5 paracada u € V[G]faca
6 se cor [u] = branco

7 entdo DFS-vIsIT(u)



Algoritmo

Constroi recursivamente uma Arvore de Busca em
Profundidade com raiz u.

DFS-vISIT(u)

1 cor[u] < cinza

tempo < tempo + 1

d[u] + tempo

para cada v € Adj[u] faca
se cor [v] = branco

entdo w[v] «+ u
DFS-vISIT(V)
cor [u] « preto
f[u] + tempo «+ tempo + 1

©oo~NOOOTPh~,WwWN



Algoritmo DFS

DFS(G)
1 paracada u € V[G]faca
2 cor [u] < branco

3 m[u] <= NIL

4  tempo < O

5 paracada u e V[G]faca
6 se cor [u] = branco

7 entdo DFS-visIT(u)

Consumo de tempo
O(V) + V chamadas a DFS-viIsIT().



Algoritmo

DFS-vIsIT(u)

1 cor[u] + cinza

2 tempo < tempo + 1

3 d[u] « tempo

4 paracada v € Adj[u] faca
5 se cor [v] = branco

6 entdo w[v] <+ u

7 DFS-vISIT(V)
8 cor [u] « preto

9 f[u] + tempo < tempo + 1

Consumo de tempo
linhas 4-7: executado |Adj[u]| vezes.



Complexidade de DFS

@ DFS-visIT(v) é executado exatamente uma vez para cada
vev.
@ Em uma execucéo de DFS-visIT(v), o laco das linhas 4-7

é executado |Adj[u]| vezes.
Assim, o custo total de todas as chamadas é

2 vev [Adj(V)[ = ©(E).

Concluséo: A complexidade de tempo de DFS é O(V +E).
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