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Conteudo programatico

Introducao (4 horas/aula)

Notacao Assintotica e Crescimento de Funcoes (4
horas/aula)

Recorréncias (4 horas/aula)

Divisao e Conquista (12 horas/aula)
Buscas (4 horas/aula)

Grafos (4 horas/aula)

@ Algoritmos Gulosos (8 horas aula)

@ Programagao Dinamica (8 horas/aula)
@ NP-Completude e Reducgdes (6 horas/aula)
@ Algoritmos Aproximados e Busca Heuristica (6 horas/aula)



Cronograma

02mar — Apresentagao da disciplina. Introdugao.
09mar — Prova de proficiéncia/dispensa.

16mar — Notacao assintética. Recorréncias.
23mar — Dia n&o letivo. Exercicios.

30mar — Dia néo letivo. Exercicios.

06abr — Recorréncias. Divisdo e conquista.
13abr — Divisdo e conquista. Ordenagao.

20abr — Ordenagao. Estatistica de ordem.

27abr — Primeira avaliacao.

04mai — Buscas. Grafos.

11mai — Algoritmos gulosos.

18mai — Algoritmos gulosos.

25mai — Programagao dinamica.

01jun — Dia n&o letivo. Exercicios.

08jun — Semana Académica. Exercicios.
15jun — Programacao dindmica. NP-Completude e redugdes.
22jun — Exercicios (copa).

29jun — Segunda avaliacao.

06jul — Avaliacao substitutiva (opcional).



Ordenagao — outros métodos importantes




Algoritmos de ordenacao

Algoritmos de ordenagao:
@ Insertion sort v
@ Selectionsort v
@ Mergesort Vv
@ Quicksort v
@ Heapsort

Algoritmos lineares:
@ Counting sort
@ Radix sort



@ O Heapsort é um algoritmo de ordenagao que usa uma
estrutura de dados sofisticada chamada heap.

@ A complexidade de pior caso é ©(nlg n).

@ Heaps podem ser utilizados para implementar filas de
prioridade que sao extremamente Uteis em outros
algoritmos.

@ Um heap & um vetor A que simula uma arvore binaria
completa, com excecao possivelmente do Gltimo nivel.
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Considere um vetor A[1 ... n] representando um heap.
@ Cada posicao do vetor corresponde a um no6 do heap.
@ Opaideumndié [i/2].
@ O no6 1 nao tem pai.



@ Umndijtem
2i como filho esquerdo e
2i + 1 como filho direito.

@ Naturalmente,ond i
tem filho esquerdo apenas se 2i < ne
tem filho direito apenas se 2/ + 1 < n.

@ Umnd i é uma folha se ndo tem filhos, ou seja, se 2/ > n.
@ Asfolhas sao [n/2] +1,...,n—1,n.



Cada nivel p, exceto talvez o Ultimo, tem exatamente 2P nos e
esses sao
2P 2P L4 2P 42 . 2Pt _1q

O no i pertence ao nivel ?7?72.
O no i pertence ao nivel [lgi|.

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entao

2P < i < 2kt o
Ig2P < Igi < Ig2rt! =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].

Portanto o nimero total de niveis & ??77?.
Portanto, o nimero total de niveis € 1 + |Ig n]|.



A altura de um né i € o maior comprimento de um caminho de i
a uma folha.

Os no6s que tém altura zero sao as folhas.

Qual é a altura de um no6 i?



A altura de um n6 i é o comprimento da sequiéncia
2i,2%j2% ... 2"

onde 2j < n < 2(h+1) .

Assim,
ohj < n < 2Ml =
2 < nji < 2M o
h < lg(n/i) < h+1

Portanto, a alturade i é [lg(n/i)].



@ Um né j satisfaz a propriedade de (max-)heap se
Alli/2]] > Ali] (ou seja, pai > filho).

@ Uma arvore binaria completa € um max-heap se todo nd
distinto da raiz satisfaz a propriedade de heap.

@ O maximo ou maior elemento de um max-heap esta na
raiz.
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@ Um no j satisfaz a propriedade de (min-)heap se
Alli/2]] < A[i] (ou seja, pai < filho).

@ Uma arvore binaria completa € um min-heap se todo n6
distinto da raiz satisfaz a propriedade de min-heap.
@ Vamos nos concentrar apenas em max-heaps.

@ Os algoritmos que veremos podem ser facilmente
modificados para trabalhar com min-heaps.



Manipulagcao de max-heap

1 nivel
18| 0
2 3
46 14— 1
4 5 6 7
34 41 15 14| 2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 3

12 3 45 6 7 8 91011 12

1346|1734 |41|15[14|23(30(|21(10|12




Manipulagao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
13 17 e 1
4 5 6 7
34 41 15 14| 2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 3

12 3 456 7 8 91011 12

46|13 (17|34 |41]15(14|23|30(21|10|12




Manipulagcao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 7] 1
4 5 6 7
34 13 15 14|..2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 120 3

12 3 45 6 7 8 91011 12

46|41 (17|34 |13|15(14|23|30(21|10|12




Manipulagao de max-heap

1 nivel
46 0
2 3
41 17| e 1
4 5 6 7
34 21 15 142
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12| 3

12 3 456 7 8 91011 12

46|41(17|34(21|15(14|23|30(13|10|12




Manipulagcao de max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 17 1
4 5 6 7
34 21 15 14| 2
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 3

12 3 45 6 7 8 91011 12

46|41 (17|34 |21|15(14|23|30(13|10|12




Manipulagao de max-heap

Recebe A[1...n] e i > 1 tais que subarvores com raizes 2/ e
2i + 1 sdo max-heaps e rearranja A de modo que subarvore
com raiz i seja um max-heap.

MAX-HEAPIFY (A, n, i)

e« 2i

d+ 2i+1

see<n eAle| > Al
entao maior < €
s$enao maior < |

se d < ne A[d] > A[maior]
entao maior < d

se maior # |
entao A[/] «» A[maior]

MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

O OWoONOOOOP~WN —

—



Corretude de MAXHEAPIFY

A corretude de MAX-HEAPIFY segue por indugao na altura h do
no i.

Base: para h = 1, o algoritmo funciona.

Hipotese de inducao: MAX-HEAPIFY funciona para heaps de
altura < h.

Passo de inducgao:

A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento
entre A[i], A[2i] e A[2i + 1].

Apds a troca na linha 9, temos A[2/], A[2i + 1] < A[i].

O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz
maior em um max-heap (hipétese de indugao).



Corretude de MAXHEAPIFY

Passo de inducao:

A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento
entre A[i], A[2i] e A[2i + 1].
Apos a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i].

O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz
maior em um max-heap (hipbtese de inducao).

A subarvore cuja raiz € o irmao de maior continua sendo um
max-heap.

Logo, a subarvore com raiz i torna-se um max-heap e portanto,
o0 algoritmo MAX-HEAPIFY esta correto.



Complexidade de MAXHEAPIFY

MAX-HEAPIFY(A, n, i)

e+ 2i

d<+2i+1

see<n eAle > Al
entao maior « e
senao maior < i

se d < ne A[d] > A[maior]
entao maior « d

se maior # |
entao A[/] «» A[maior]

MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

%)
3
°
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h:=alturade i=|lg?%|

T(h) := complexidade de tempo no pior caso



Complexidade de MAXHEAPIFY

MAX-HEAPIFY(A, n, i) Tempo

1 e« 2 (1)

2 d<+2i+1 o(1)

3 see<n eAl]> Al o(1)

4 entao maior < e o(1)

5 s$enao maior « | o(1)

6 sed < ne A[d] > A[maior] o(1)

7 entao maior < d O(1)

8 se maior # | o(1)

9 entao A[/] «» A[maior] O(1)
10 MAX-HEAPIFY(A, n,maior) T(h—1)

h:=alturade i = [lg %
T(h) < T(h—1)+06(5)+ 0(2).



Complexidade de MAXHEAPIFY

h:=alturadei=|lg?%|

T(h) := complexidade de tempo no pior caso
T(hy<T(h-1)+6(1)

Solucéo assintotica: T(n) & 777.

Solucéo assintoética: T(n) é O(h).

Como h < Ig n, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo MAX-HEAPIFY € O(Ig n)
(ou melhor ainda, O(lg 7)).



Construcao de um max-heap

1 nivel
14 0
2 3
13 34 1
4 5 6 7
17 15 10 46| .2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21 3

12 3 456 7 8 91011 12
1413|3417 (15| 10|46 |23 |12|41|30 | 21




Construcao de um max-heap

1 nivel
I :
2 3
41 34| e 1
4 5 6 7
23 30 21 14| 2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3

12 3 45 6 7 8 91011 12

46|41|34|23|30|21(14(17|12{15|13 |10




Construcao de um max-heap

Recebe um vetor A[1...n| e rearranja A para que seja
max-heap.

BUILDMAXHEAP(A, n)
1 para /i« |n/2] decrescendo até 1 faca
2 MAX-HEAPIFY(A, n, i)

Invariante:

No inicio de cada iteragdo, / + 1,...,n sao raizes de
max-heaps.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso

Anélise grosseira: T(n) & 3 O(lgn) = O(nlg n).



Construcao de um max-heap

Analise mais cuidadosa: T(n) é O(n).

@ Na iteragao / sao feitas O(h;) comparagoes e trocas no
pior caso, onde h; é a altura da subarvore de raiz i.

@ Seja S(h) a soma das alturas de todos os nds de uma
arvore binaria completa de altura h.

@ Aalturadeumheap é |lgn| + 1.
A complexidade de BUILDMAXHEAP é T(n) = O(S(Ig n)).



Construcao de um max-heap

@ Pode-se provar por indugdo que S(h) = 21 — h -2,
@ Logo, a complexidade de BUILDMAXHEAP €

T(n) = O(S(lg n)) = O(n).

Mais precisamente, T(n) = ©(n). (Por qué?)
@ Veja no CLRS uma prova diferente deste fato.



HeapSort

1 nivel
46| 0
2 3
41 34 1
4 5 6 7
23 30 21 14| 2
8 9 10 11 12

17 12 15 13 10

12 3 4 56 7 8 9 1011 12
46(41|34|23 (30| 21|14|17|12| 15/ 13| 10




HeapSort

1 nivel
10] 0
2 3
41 34 1
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HeapSort

1 nivel
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HeapSort

1

nivel
M| 0
2 3
30 34 1
4 5 6 7
23 10 21 14| .2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 | 3

12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
41(30|34|23 (10| 21|14[17|12| 15/ 13| 46




HeapSort

1 nivel
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HeapSort

1

nivel
a4 0
2 3
30 34 1
4 5 6 7
23 15 21 14| 2
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46| 3

12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
41(30(34|23 (15| 21|14[17|12| 10| 13| 46




HeapSort

1 nivel
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HeapSort

1

nivel
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HeapSort

1 nivel
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HeapSort

1

nivel
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HeapSort

1 nivel
34| 0
2 3
30 21 1
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23 15 13 14| .2
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HeapSort

1

nivel
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HeapSort

1 nivel
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HeapSort

1

nivel
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HeapSort

1 nivel
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HeapSort
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HeapSort

1

nivel
30| 0
2 3
23 21| 1
4 5 6 7
17 15 13 14| 2
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HeapSort

1

nivel
12 0
2 3
23 21 e 1
4 5 6 7
17 15 13 14| 2
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| 3

12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

12|23|21(17|15| 1314 10|30| 34|41| 46




HeapSort

Algoritmo rearranja A[1 ... n] em ordem crescente.

HEAPSORT(A, n)

BulLD-MAX-HEAP(A, n)

m<n

para i < ndecrescendo até 2 faga
All1] < A[f]
m+—m-—1
MAX-HEAPIFY(A, m, 1)

(o220 &) IE N CU I \O I

Invariantes:

No inicio de cada iteragao na linha 3 vale que:
@ A[m...n]é crescente;

Q All...m| < AIm+1];

Q A[1...m] é um max-heap.




HeapSort

Algoritmo rearranja A[1...n] em ordem crescente.

HEAPSORT(A, n) Tempo
1 BuUILD-MAX-HEAP(A, n)
2 m«n

3 para i<« ndecrescendo até 2 faca
4 A[1] + Al

5 ms+—m—1

6 MAX-HEAPIFY(A, m, 1)

LG BTG IETG IETS BTG BTN )

T(n) = complexidade de tempo no pior caso



HeapSort

Algoritmo rearranja A[1 ... n] em ordem crescente.

HEAPSORT(A, n) Tempo
1 BUILD-MAX-HEAP(A, n) o(n)

2 m«n o(1)

3 parai+«< ndecrescendo até 2faca ©O(n)

4 All1] < A[l] o(n)

5 m+—m-—1 o(n)

6 MAX-HEAPIFY(A, m, 1) nO(lg n)

T(n)="7?? T(n)=nO(lgn)+©(4n+1) = O(nlg n)
A complexidade de HEAPSORT no pior caso é O(nlg n).

Como seria a complexidade de tempo no melhor caso?



Filas com prioridades

Uma fila com prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colegao S de itens, cada um com um valor ou
prioridade associada.

Algumas operagdes tipicas em uma fila com prioridades sao:

MAXIMUM(S): devolve o elemento de S com a maior
prioridade;

EXTRACT-MAX(S): remove e devolve o elemento em S com a
maior prioridade;

INCREASE-KEY(S, x, p): aumenta o valor da prioridade do
elemento x para p; e

INSERT(S, x, p): insere o elemento x em S com prioridade p.



Implementagao com max-heap

HEAP-MAX(A, n)
1 devolva A[1]

Complexidade de tempo: ©(1).

HEAP-EXTRACT-MAX(A, n)
>n>1

max < A[1]

A[1] «+ A[n]

cor < n—1
MAX-HEAPIFY (A, n, 1)
devolva max

(o2& IE >N S I \ O I

Complexidade de tempo: O(Ig n).



Implementagcao com max-heap

HEAP-INCREASE-KEY(A, I, prior)

1 > Supde que prior > A[i]

2 A[i] < prior

3 enquanto/>1eA[|i/2]] < Ali] faca
4 Alil < A[li/2]]

5 I« /2]

Complexidade de tempo: O(Ig n).

MAX-HEAP-INSERT(A, n, prior)

1 nen+1

2 An+ —

3 HEAP-INCREASE-KEY(A, n, prior)

Complexidade de tempo: O(Ig n).



Ordenagao em Tempo Linear




Algoritmos lineares para ordenagao

Os seguintes algoritmos de ordenacgao tém complexidade
O(n):

@ Counting Sort: Elementos sao niUmeros inteiros
‘pequenos”; mais precisamente, inteiros x € O(n).

@ Radix Sort: Elementos sao nimeros inteiros de
comprimento maximo constante, isto é, independente de
n.

@ Bucket Sort: Elementos sao niumeros reais uniformemente
distribuidos no intervalo [0..1).



Counting Sort

@ Considere o problema de ordenar um vetor A[1...n| de
inteiros quando se sabe que todos os inteiros estao no
intervalo entre 0 e k.

@ Podemos ordenar o vetor simplesmente contando, para
cada inteiro / no vetor, quantos elementos do vetor sao
menores que /.

@ E exatamente o que faz o algoritmo Counting Sort.



Counting Sort

COUNTING-SORT(A, B, n, k)
1 para i+ 0Oaté k faca
2 Cli]«+0

3 para j+ 1até nfaca
4 CIA[]]] < CIA[]] + 1
> C[i] € o numero de js tais que A[j] = i

5 para i+ 1até k faca
6  Cl]« Cl]+Cli—1]
> C[i] é o nimero de js tais que A[j] < i

7 para j < ndecrescendo até 1 faca
8 B[CIA[/]]] « A[]
9 CIA[]]] « CIA[]]] — 1



Counting Sort - Complexidade

@ Qual a complexidade do algoritmo COUNTING-SORT?
@ O algoritmo nao faz comparagdes entre elementos de Al

@ Sua complexidade deve ser medida em fungao do numero
das outras operagdes, aritméticas, atribuicoes, etc.

@ Claramente, a complexidade de COUNTING-SORT é
O(n+ k). Quando k € O(n), ele tem complexidade O(n).

Ha algo de errado com o limite inferior de Q(nlog n) para
ordenacao? J




Algoritmos in-place e estaveis

@ Algoritmos de ordenacao podem ser ou nao in-place ou
estaveis.

@ Um algoritmo de ordenacao € in-place se a memoria
adicional requerida € independente do tamanho do vetor
gue esta sendo ordenado.

@ Exemplos: QUICKSORT e HEAPSORT sao métodos de
ordenacao in-place, ja MERGESORT e COUNTING-SORT
nao sao.

@ Um método de ordenagao é estavel se elementos iguais
ocorrem no vetor ordenado na mesma ordem em que sao
passados na entrada.

@ Exemplos: COUNTING-SORT e QUICKSORT sao exemplos
de métodos estaveis (desde que certos cuidados sejam
tomados na implementagao). HEAPSORT n&o é.



Radix Sort

@ Considere agora o problema de ordenar um vetor A[1 ... n]
inteiros quando se sabe que todos os inteiros podem ser
representados com apenas d digitos, onde d é uma
constante.

@ Por exemplo, os elementos de A podem ser CEPs, ou
seja, inteiros de 8 digitos.



Radix Sort

@ Poderiamos ordenar os elementos do vetor digito a digito
da seguinte forma:
@ Separamos os elementos do vetor em grupos que
compartilham o mesmo digito mais significativo.
@ Em seguida, ordenamos os elementos em cada grupo pelo
mesmo método, levando em consideragao apenas os d — 1
digitos menos significativos.

@ Esse método funciona, mas requer o uso de bastante
memodria adicional para a organizagao dos grupos e
subgrupos.



Radix Sort

@ Podemos evitar o uso excessivo de memoria adicional
comegando pelo digito menos significativo.

@ E isso 0 que faz o algoritmo Radix Sort.

@ Para que Radix Sort funcione corretamente, ele deve usar
um método de ordenagao estavel.

@ Por exemplo, 0 COUNTING-SORT.



Radix Sort

Suponha que os elementos do vetor A a ser ordenado sejam
numeros inteiros de até d digitos. O Radix Sort é
simplesmente:

RADIX-SORT(A, n, d)

1 para/<« 1 até dfaga

2 Ordene A[1 ... n] pelo i-ésimo digito
usando um método estavel




Radix Sort - Exemplo

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

T T T



Radix Sort - Corretude

O seguinte argumento indutivo garante a corretude do
algoritmo:

@ Hipotese de indugédo: os numeros estao ordenados com
relagcao aos / — 1 digitos menos significativos.

@ O que acontece ao ordenarmos pelo i-ésimo digito?

@ Se dois numeros tém i-ésimo digitos distintos, o de menor
i-ésimo digito aparece antes do de maior j-ésimo digito.

@ Se ambos possuem o0 mesmo i-ésimo digito, entao a
ordem dos dois também estara correta pois 0 método de
ordenacao é estavel e, pela Hl, os dois elementos ja
estavam ordenados segundo os i — 1 digitos menos
significativos.



Radix Sort - Complexidade

@ Qual é a complexidade de RADIX-SORT?

@ Depende da complexidade do algoritmo estavel usado
para ordenar cada digito.

@ Se essa complexidade for ©(f(n)), obtemos uma
complexidade total de ©(d f(n)).

@ Como d é constante, a complexidade € entao ©(f(n)).

@ Se o algoritmo estavel for, por exemplo, o
COUNTING-SORT, obtemos a complexidade ©(n + k).

@ Se k € O(n), isto resulta em uma complexidade linear em
n.

E o limite inferior de Q2(nlog n) para ordenacao? |




Radix Sort - Complexidade

@ Em contraste, um algoritmo por comparagao como o
MERGESORT teria complexidade ©(nlg n).

@ Assim, RADIX-SORT é mais vantajoso que MERGESORT
quando d < Ig n, ou seja, o numero de digitos for menor
que lgn.

@ Se nfor um limite superior para o maior valor a ser
ordenado, entdo O(log n) € uma estimativa para a
quantidade de digitos dos numeros.

@ Isso significa que nao ha diferenca significativa entre o
desempenho do MERGESORT e do RADIX-SORT?



Radix Sort - Complexidade

@ O nome Radix Sort vem da base (em inglés radix) em que
intepretamos os digitos.

@ A vantagem de se usar RADIX-SORT fica evidente quando
interpretamos os digitos de forma mais geral que
simplesmente 0..9.

@ Tomemos o0 seguinte exemplo: suponha que desejemos
ordenar um conjunto de n = 22 nimeros de 64 bits.
Entdo, MERGESORT faria cerca de nlgn = 20 x 220
comparagoes e usaria um vetor auxiliar de tamanho 220,



Radix Sort - Complexidade

@ Agora suponha que interpretamos cada numero do como
tendo d = 4 digitos em base k = 2'6, e usarmos
RADIX-SORT com o Counting Sort como método estavel.

Entao a complexidade de tempo seria da ordem de
d(n+ k) = 4(220 + 21°) operagdes, bem menor que

20 x 220 do MERGESORT. Mas, note que utilizamos dois
vetores auxiliares, de tamanhos 216 e 229,

@ Se 0 uso de memodria auxiliar for muito limitado, entdo o
melhor mesmo é usar um algoritmo de ordenagao por
comparacao in-place.

@ Note que é possivel usar o Radix Sort para ordenar outros
tipos de elementos, como datas, palavras em ordem
lexicografica e qualquer outro tipo que possa ser visto
como uma d-upla ordenada de itens comparaveis.



Estatisticas de Ordem




Estatisticas de Ordem (Problema da Selecao)

@ Estamos interessados em resolver o

Problema da Selecao:
Dado um conjunto A de n numeros reais e um inteiro /,
determinar o /-ésimo menor elemento de A.

@ Casos particulares importantes:
Minimo : / =1
Méaximo:i=n

|®

[

Mediana : i 1| (mediana inferior)

o off

Mediana : /

7 (mediana superior)



Minimo

Recebe um vetor A[1 ... n| e devolve o minimo do vetor.

MiINIMO(A, n)

1 min < A[1]

2 paraj«+ 2 até nfaca
3 se min > A[j]

4 entao min + A[j]
5 devolva min

Numero de comparagdes: n— 1 = 9(n)

Aula passada: nao ¢ possivel fazer com menos comparagaes.



Minimo e maximo

Recebe um vetor A[1 ... n] e devolve o minimo e 0 maximo do
vetor.

MINMAX(A, n)

1 min < max « A[1]

2 paraj <+ 2até nfaca
3 se A[j] < min

4 entao min « A[j]
5 se A[j] > max

6 entao mix < A[j]
7 devolva (min, max)

Numero de comparagdes: 2(n—1) =2n—2 = O(n)

E possivel fazer melhor!



Minimo e maximo

@ Processe os elementos em pares. Para cada par, compare
0 menor com 0 minimo atual e 0 maior com 0 maximo
atual. Isto resulta em 3 comparag6es para cada 2
elementos.

@ Se nfor impar, inicialize 0 minimo e 0 maximo como
sendo o primeiro elemento.

@ Se n for par, inicialize 0 minimo e 0 maximo comparando
os dois primeiros elementos.

Numero de comparacoes:

3|n/2| se n for impar

3|n/2| —2 se nfor par
Pode-se mostrar que isto € o melhor possivel.
(Exercicio x do CLRS)



Problema da Selegao — primeira solugao

Recebe A[1...njeitalque1 <i<n
e devolve valor do /-ésimo menor elemento de A[1...n]

SELECT-ORD(A, n, /)

1 ORDENE(A,n)

2 devolva A[/]

ORDENE pode ser MergeSort ou HeapSort.

A complexidade de tempo de SELECT-ORD € O(nlgn). ]

Sera que nao da para fazer melhor que isso?

Afinal, consigo achar o minimo e/ou maximo em tempo O(n).



Relembrando — Particao

Problema: rearranjar um dado vetor A[p. .. r] e devolver um
indice g, p < g < r, tais que

Ap...q—1]<Alq] <Alg+1...7]

Entrada:

A ]9%\33\55\77\11\22\88\66\33\421\

Saida:

P q r
A |33[11]22|33|44]55]99 |66|77]88]




Relembrando — Particione

Rearranja Alp...rJde modoque p<g<re
Alp...q—1] < Alq] < Alg+1...r].

PARTICIONE(A, p, r)
X < A[r] >xéo“pivo”

1
2
3
4
5
6
7
8

[ < p—1

para j < paté r — 1 faca
se A[j] <x
entao / « /i +1

Ali-+1] « Alr]
devolva /41

All] «+ Alj]



Problema da Sele¢cao — segunda solugao

Suponha que queremos achar o /-ésimo menor de A[1...n].
@ Executamos PARTICIONE e este rearranja o vetor e
devolve um indice k tal que
Al... k=1 <Akl <Alk+1...n].

@ Eis a idéia do algoritmo:

e Se /= k, entao o pivo A[K] é o i-ésimo menor! ( )
e Se /< k, entdo o i-ésimo menor esta em A[1...k —1];
e Se /> k, entdo o i-ésimo menor esta em Ak +1...n].



Problema da Selegao — segunda solugao

Recebe Alp...rleitalque 1 < i< r—p+1
e devolve o /-ésimo menor elemento de A[p...r].

SELECT-NL(A, p, r, 1)
1 sep=r
entao devolva A[p]
q < PARTICIONE(A, p, )
k—q—-p+1
sei=k >pivd € 0 j-ésimo menor!
entao devolva A[g]
senao se / < k
entao devolva SELECT-NL(A,p,q —1,/)
senao devolva SELECT-NL(A,q+ 1,r,i — k)

O© 0O NO O~ WN



Segunda solucao — complexidade

SELECT-NL(A, p, r, 1) Tempo
sep=r
entao devolva A[p]
q < PARTICIONE(A, p, )
k—q-p+1
sei=k
entao devolva A[q]
senao se i < k
entao devolva SELECT-NL(A,p,q —1,/)
senao devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k)

-~J

O© OO N OTPh WD —

T(n) = complexidade de tempo no pior caso quando
n=r—p+1



Segunda solugao — complexidade

SELECT-NL(A, p, r, 1) Tempo
1 sep=r o(1)

2 entao devolva A[p] o(1)

3 g« PARTICIONE(A,p,r) ©(n)
4 k«qg-p+1 o(1)

5 sei=k o(1)
6 entao devolva A[q] O(1)
7 senao se / < k O(1)
8 entao devolva SELECT-NL(A,p, g —1,/) T(k—1)
9 senao devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k) T(n—k)

T(n)=max{T(k—1),T(n—k)} +06(n)

T(n) € ©(n?) (Exercicio)



Segunda solugao — complexidade

@ A complexidade de SELECT-NL no pior caso é ©(n?).
@ Entdo é melhor usar SELECT-ORD?
@ Nao, SELECT-NL é muito eficiente na pratica.

@ Vamos mostrar que no caso médio SELECT-NL tem
complexidade O(n).



SELECT aleatorizado

O pior caso do SELECT-NL ocorre devido a uma escolha infeliz
do pivo.

Um modo de evitar isso é usar aleatoriedade (como no
QUICKSORT-ALEATORIO).

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)
1 j < RANDOM(p, r)

2 Al < Al

3 devolva PARTICIONE(A,p,r)



Algoritmo SELECT-ALEAT

Recebe Alp...r]eitalque 1 </ < r—p+1
e devolve o i-€simo menor elemento de A[p...r]

SELECT-ALEAT(A,p, r, 1)
1 sep=r
entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)
k«—q—-—p+1
sei=k >pivd € 0 i-ésimo menor
entao devolva A[q]
senao se / < k
entao devolva SELECT-ALEAT(A,p,q — 1,1)
senao devolva SELECT-ALEAT(A, g+ 1,r,i — k)

OO NO OO WN



Analise do caso médio

Recorréncia para o caso médio de SELECT-ALEAT.

T(n) = complexidade de tempo médio de SELECT-ALEAT.

T(0) =0©(1)
(1) =e(1)
T(n) < :7 s T(max{k —1,n— k}) + ©(n).



Analise do caso médio

n
T(n) < ,172 T(max{k —1,n—k})+an
k=1
2 n—1
< =
< - Y T(k)+an
k=|n/2]

pois
max{k—1,n—k}:{ k—1 sek>[n/2],

n—k sek<[n/2].

Se n é par, cada termo de T([n/2])a T(n— 1) aparece
exatamente duas vezes na somatoria.

Se n é impar, esses termos aparecem duas vezes e T(|n/2])
aparece uma vez.



Demonstragao: T(n) <

IN

IN=

Ln/2] =1

Z k

_ ([n/2] =1)[n/2]

2

)+an



Demonstragao: T(n)

VAN
S

T — 2c ((n—21)n_(Ln/2J—21)L”/2J>+an

IN

(n—1)n_(n/2-2)(n/2-1)
( . ! >+an

Isto funciona se ¢ > 4ae n > 2c/(c — 4a).
Logo, T(n) = O(n).



Conclusao

A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso medio é
O(n). ’

Na verdade,

A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso medio é
o(n). ’

Veremos depois:
Algoritmo que resolve o Problema da Selegao em tempo linear
(no pior caso).



Problema da Selecao — terceira solugao

Problema da Selecao:
Dado um conjunto A de n niUmeros reais e um inteiro /,
determinar o j-ésimo menor elemento de A.

Veremos um algoritmo linear para o Problema da Selecgao.
BFPRT = Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan

Para simplificar a exposi¢ao, vamos supor que os elementos
em A sao distintos.



Problema da Selecao — terceira solugao

@ Divida os n elementos em | Z | subconjuntos de 5
elementos e um subconjunto de n mod 5 elementos.

1
2

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o

e 6 o o o
=]

@ Encontre a mediana de cada um dos | £| subconjuntos.

1

®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o
®e ¢ O o o

Na figura acima, cada subconjunto esta em ordem
crescente, de cima para baixo.



Problema da Selecao — terceira solugao

© Determine, recursivamente, a mediana x das medianas
dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

®e ¢ O o o

®e ¢ O o o

®e 6 O o o

®e ¢ O o o

®e ¢ O o o

®e 6 O o o
(¢]

A figura acima € a mesma que a anterior, com as colunas
ordenadas pela mediana de cada grupo. A ordem dos
elementos em cada coluna permanece inalterada.

Por simplicidade de exposi¢cao, supomos que a ultima
coluna permanece no mesmo lugar.

Note que o algoritmo nao ordena as medianas!



Problema da Selecao - terceira solugao

© Usando x como pivd, particione o conjunto original A
criando dois subconjuntos A- e A, onde

e A. contém os elementos < x e
e A. contém os elementos > x.

Se a posicao final de x apds o particionamento é k, entao



Problema da Selecao - terceira solugao

© Finalmente, para encontrar o /-ésimo menor elemento do
conjunto, compare / com a posi¢ao k de x apos o
particionamento:
e Se i =k, x é o elemento procurado;
o Se i < k, entdo determine recursivamente o j-€simo menor
elemento do subconjunto A.;
e Senao, determine recursivamente o (/ — k)-ésimo menor
elemento do subconjunto A-.

Note que esta parte € idéntica ao feito em SELECT-NL e em
SELECT-ALEAT. O que diferencia este algoritmo dos outros € a
escolha do pivo. Escolhendo-se a mediana das medianas,
vamos poder garantir que nenhum dos lados é muito “grande”.



Terceira solugcao — complexidade

T(n) : complexidade de tempo no pior caso

@ Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. ©(n)
@ Encontrar a mediana de cada subconjunto. o(n)
© Encontrar x, a mediana das medianas. T([n/5])
@ Particionamento com pivo x. Oo(n)
@ Encontrar o i-ésimo menor de A~ T(k—1)

OU encontrar o / — k-ésimo menor de A-.. T(n— k)

Temos entdo a recorréncia
T(n)=T([n/5])+ T(max{k —1,n—k})+ ©(n)



Terceira Solucao - Complexidade

O diagrama abaixo classifica os elementos da ultima figura.

O O O O e °

0 o O 0O e o o | [ < X
O O O x A AN NN = >x
o o o AN A A AN o = 7
° o e AN A A

Veja que o nimero de elementos > x, isto & As, € no minimo
3n
%5 — 6.
7 . 1 n .
Isto porque no minimo [z |] grupos contribuem com 3

elementos > x, exceto possivelmente o ultimo e aquele que
contém x. Portanto, 3 ([3[2]] —2) > 7 — 6.



Terceira Solucao - Complexidade

Da mesma forma, o nimero de elementos < x, isto € [Js, € no
minimo ?—8 — 6.
Assim, no passo 5 do algoritmo,

3n 7n
m “1n—ki<n-—|[>-6)<-— +6.
ax{k —1,n—k} <10 6) 10 6

A recorréncia T(n) esta agora completa:

o(1), n <140
T(n) 5{ T([n/51) + T(|7n/10] + 6) + ©(n), n> 140,

140 é um “numero magico” que faz as contas funcionarem. ..

A solugéo é T(n) € ©(n)



Solugao da recorréncia: T(n) < cn

T(n) T([n/5])+ T(|7n/10| +6) + an

c[n/5] +c¢(|7n/10| +6) + an
c(n/54+1)+c¢(7n/10+6) + an
9cn/10+7c+ an

cn+ (—cn/10+7c + an)

cn,

IN INZ A

IN

Quero que (—cn/10+7¢c+ an) < 0.

Isto equivale a ¢ > 10a(n/(n— 70)) quando n > 70. Como
n > 140, temos n/(n — 70) < 2 e assim basta escolher
¢ > 20a.



Algoritmo SELECT

Recebe Alp...rleitalque 1 </ < r—p+1
e devolve um indice g tal que A[qg] é o i-ésimo menor elemento
de Alp...r].

SELECT(A,p, r, 1)

1

O© 0O NO O~ WN

se p=r
entdo devolvap ©>penao Alp|
q < PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)
k«—q—-p+1
se i=k
entao devolvag > ge nao Alq|
senaose /i < k
entao devolva SELECT(A,p,q—1,i)
senao devolva SELECT(A,q+1,r,i — k)



PARTICIONE-BFPRT

Rearranja A[p. .. r] e devolve um indice q, p < q < r, tal que
Ap...qg-1]<A[q] < Alg+1...r] e

max{k —1,n— k} < HSJ +6,

onden=r—-p+1ek=q—-p+1.



PARTICIONE-BFPRT

@ Divida o vetor em |n/5| grupos de tamanho 5 e um grupo
<5,

@ ordene cada grupo e determine a mediana de cada um
deles,

@ determine a mediana das medianas chamando SELECT (!!)
@ e particione o vetor em torno desse valor.



PARTICIONE-BFPRT

PARTICIONE-BFPRT(A,p,r) >n:=r—p+1

1 paraj<« p,p+5p+5-2,...até p+5([n/5]-1) faca
2 ORDENE(A, /,j+4)

3 ORDENE(A,p+5|n/5],n)

4 paraj+«+ 1até [n/5]—1faca

5 Alj] < Alp+5/-3]

6 Alln/5]] < All(p+5[n/5]+n)/2]]

7 Kk + SELECT(A,p,p+[n/5]-1,[([n/5]+1)/2]))

8 Alk] «+ Alr]
9 devolva PARTICIONE(A, p, r)



Exercicios

Exercicio 1 Mostre como modificar QUICKSORT de modo que
tenha complexidade de tempo ©(nlg n) no pior caso.

Exercicio 2 Suponha que vocé tenha uma subrotina do tipo
“caixa-preta” que determina a mediana em tempo linear (no
pior caso). Descreva um algoritmo linear simples que resolve o
problema da sele¢ao para todo /.



Exercicios

Exercicio 3 Dado um conjunto de n numeros, queremos
imprimir em ordem crescente 0s / maiores elementos deste
usando um algoritmo baseado em comparagoes.
Compare a complexidade dos seguinte métodos em funcao de
nei.
@ Ordene o vetor e liste os / maiores elementos.
@ Construa uma fila de prioridade (max-heap) e chame a
rotina EXTRACT-MAX / vezes.
@ Use um algoritmo de selecao para encontrar o /-€simo
maior elemento, particione o vetor em torno dele e ordene
0s / maiores elementos.
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