Esse material foi extraido de Barbetta (2007 — cap 13)
Regressao linear simples

A analise de regressao é geralmente feita sob um
referencial tedrico que justifique a adocdo de alguma
relacdo matematica de causalidade.

X o= = )

Variavel independente ou Variavel dependente ou
Variavel explicativa Variavel resposta

- Predizer valores de uma variavel dependente (Y) em
funcao de uma variavel independente (X).

- Conhecer o quanto variagdes de X podem afetar Y.

Exemplos de aplicagbes do modelo de regressao linear
simples



Variavel =» Variavel dependente

independente (X) (Y)

Renda 2 | Consumo (R$)

Gasto com o controle da = | Ndmero de defeitos nos produtos
qualidade (R$)

Memoria RAM do computador = | Tempo de resposta do sistema
(Gb) (segundos)

Area construida do imével (m2) | =
Preco do imével (R$)

Amostra de observagdes (X, Y)

1

Conhecer o relacionamento entre X e Y

Analise de
regressao

Modelo de regressao linear simples

Predito por X, se- . .
Y = gundo uma fungéo + | Efeito aleatério
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Parametros

Pressupostos do modelo de regressao

Os erros (e’s) sao independentes e variam aleatoriamente
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Construcao da equacao de regressao com base nos dados:

—

[os]

o
1

—
=
o

172 +

168 +

164 -

Altura do filho ( V)

160 } } ; f |
160 164 168 172 176 180

Altura média dos pais [ X |
Estimativa dos parametros @ e p

180
178 A
176 A
174 A
172 A
170 A
168 A
166 A
164

$=22+0872x

Altura dofilho (Y’

160 165 170 175 180
Altura média dos pais (X)

176

. Residuo associado ao oitavo
Vg = 175 __4?’ ______________________________________________ s | elemento da amostra.
3

72

168

164 -
164 168 172 176 X
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Exemplo 13.6 (BARBETTA, 2007) O anexo do capitulo 13
contém dados relativos a cinqlenta apartamentos da cidade
de Criciuma — SC. Com o objetivo de construir um modelo
para subsidiar a atualizacao dos valores dos tributos
municipais, vamos realizar uma regressao entre valor (YY),
em milhares de reais, e area privativa (X), em m°.



Call:
Im({formula = Valor ~ Area, data = aptao)

Eeziduals:
HMin 10 Median 3Q Ma=x
-132.938 -22.522 -2.683 le.082 140.491

Coefficients:
Eztimate 5td. Error t wvalue Pr(>|t])

(Intercept) -64.53736 14.6601 -4.405 5.91le-05 **%
Area 1.6658 0.12839 12.920 « Ze-la **=
Signif. codes: 0 '#%%! 0.001 '**' 0,01 *'*' Q.05 *." 0.1 * "' 1

Eesidual standard error: 43.32 on 48 degrees of freedom
Multciple R-sguared: 0.7767, Rdjusted R-sguared: 0.772
F-statistic: 166.92 on 1 and 48 DF, p-value: < 2.2e-1&

O R? (R-quadrado) igual a 0,777. Este resultado indica que
na amostra, cerca de 78% da variacdo do valor de venda do
apartamento pode ser explicada por uma relacao linear com
a area privativa. Os demais 22% sao a parcela da variagao
provocada por outros fatores nao incluidos no modelo de
regressao. Essa parte aleatéria tem erro padrao (Se)
estimado igual a 43,32 mil reais.

A analise de variancia (ANOVA) do modelo é o resultado de
um teste estatistico para as hipoteses:

Ho: nao existe relagao linear entre Xe Y e

Hq: a relagao linear entre X e Y é significativa (nao é mero
resultado do acaso).

O teste, conhecido como teste F do modelo, resultou em F =
166,9, com correspondente valor p = (0 numero de * é
interpretado como legenda para os respectivos niveis de
significancia). Com esses valores de p, o teste estatistico
rejeita Hy, indicando que a area privativa do apartamento (X)
é significativa para explicar o seu preco (Y).



ANALISE DOS RESIDUOS E TRANSFORMACOES

Na secao anterior, estabelecemos um modelo para um
conjunto de observagdes (X, y), relativo as variaveis X e Y,
da forma

y=a+fx +e¢

Onde & e B s&o parametros estimados com os dados e €
representa o erro aleatorio. Ou seja, estamos assumindo
que X causa Y através de uma relacio linear e toda a
variacao em torno dessa relacao deve-se ao efeito do erro
aleatorio. Além disso, para a validade dos intervalos de
confianca e testes estatisticos discutidos no Exemplo 13.6,
€ necessario supor que as observacdes de Y sejam
independentes, e o termo de erro tenha distribuicao
aproximadamente normal com média nula e variancia
constante. Apresentaremos um processo grafico para
verificar se estas suposicoes podem ser validas e, caso
contrario, o que pode ser feito para adequar o modelo.
Um primeiro grafico pode ser feito antes da analise de
regressao. E o diagrama de dispersao, conforme discutido
na Secao 13.1.



Tabela 13.1 Alguns dados, baseados no Censo Demografico de 2000, de uma amostra
aleatoria de municipios brasileiros.

Municipio DistCap EspVida Mortinf Alfab Renda
Araruna (PR) 365 67,99 23,19 86,23 188,29
Nova Redenciao (BA) 278 61,19 56,66 63,00 74,79
Moncao (MA) 150 59,568 63,32 63.64 66.96
Porto Rico do Maranhao (MA) 78 58.96 66,05 79,33 65,34
Campo Ere (5C) 468 68,10 31,71 83.38 173.38
Lagoa do Piaui (PI) 40 63,65 47,08 65,81 60,00
Sao José das Palmeiras (PR) 486 71.01 16,62 77.54 150,67
Paraiba do Sul (RJ) 853 71,36 15,69 89,28 264,55
Malhada dos Bois (SE) 65 64.46 44,18 69,95 80,69
Jandaira (BA) 175 62,45 51,67 59,72 58,68
Vespasiano (MG) 14 68.68 32,81 90,43 196,51
Ipaba (MG) 167 67.42 37,04 81,82 1275

Fonte: Atlas de Desenvolvimento Humano (www.pnud.org.br/atlas).

Descricao das variavels:
DistCap: distancia da capital da respectiva Unidade da Federacao.
EspVida: esperanca de vida ao nascer
MortInf: mortalidade (nimero médio de mortes em 1.000) até um ano de idade.
Alfab:  taxa de alfabetizacao (percentagem da populacao adulta alfabetizada).
Renda: renda per capita do municipio (R$).
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Figura 13.2 Alguns diagramas de dispersao, construidos

Tabela 13.1.
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com os dados

Por esse grafico, podemos verificar se a fungéao linear &
adequada para representar a forma estrutural entre X e Y.

Veja o grafico a esquerda da Figura 13.15.

Apos a estimacao dos parametros do modelo, podemos
calcular os residuos do modelo ajustado aos dados. O
residuo é calculado para cada observacao, e definido como

a diferenca entre o valor observado y e o valor predito V. Ou

s

seja, residuo=Y — Y



Um grafico apresentando os pares (x, residuo) € bastante
util na avaliacdo do modelo de regressao. Veja o grafico a
direita da Figura 13.15.
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Figura 13.15 Grallcos para verificar a adegquacas do models.

Os pgraficos da Figura 13.15 indicam uma situacio em que as
suposicées do modelo estido aparentemente satisfeitas, pois os residuos
apresentam-se distribuidos de forma aleatoria e razoavelmente simétrica em
torno da reta de regressdo. No grifico dos residuos, a reta de regressao
corresponde a linha horizontal sobre o valor zero.



A Figura 13.16 apresenta uma situacao em que temos um ponto
discrepante. Esse ponto € visivel nos dois graficos, mas no grafico dos residuos
ele aparece mais nitidamente. Seja:

y-y

e

residuo padronizado =

Supostamente, os residuos padronizados devem seguir uma distribuicao
normal padrao, pelo menos aproximadamente. Entao, em torno de 95% dos
valores devem estar entre 2 ou -2 (Capitulo 8). Fora deste intervalo, sao casos
suspeitos de serem discrepantes. Assim, o uso de residuos padronizados é
melhor para detectar pontos discrepantes.
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Figura 13.16 Graficos indicando a presenca de um valor discrepante.
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Figura 13.17 Graficos indicando distribuicoes assimétricas de X e Y, além da
variancia de Y ser maior para valores maiores de X e Y.



Nesta situacao, os valores grandes de X vao ter mais peso na
determinacao da inclinacao da reta. Neste caso, recomendamos a aplicacao da
transformacao logaritmica, tanto nos valores de X como nos valores de Y,
estabelecendo o seguinte modelo: 12

log(y) = a + P-log(x) +¢

A transformacao logaritmica aumenta as distancias entre os valores
pequenos e reduz as distancias entre os valores grandes, tornando
distribuicoes assimétricas de cauda longa a direita em distribuicoes mais
simétricas. Com isso, temos uma situacao mais adequada para estabelecer a
reta de regressao. Em termos computacionais, devemos:

a) calcular o logaritmo natural de cada valor x e de cada valor y:
b) aplicar a analise de regressao linear sobre os dados transformados [log(x),
log(yl: e

¢) construir novamente o grafico de residuos para verificar a adequacao das
suposicoes neste novo modelo.

12 E comum usar o logaritmo natural ou na base 10. Outra transformacio que se presta ao
mesmo proposito € a raiz quadrada. Esta segunda transformacao € usada nas situacoes em que
a inadequacic do modelo ndo aparece de forma tio forte como visto na Figura 13.17.
Observamos que estas transformacoes sao possiveis somente quando todos os valores siao
positivos.

A Figura 13.18 apresenta uma situacao que sugere relacao nao-linear,
com Y crescendo rapidamente para valores pequenos de X, e crescendo
lentamente para valores grandes de X. E uma situacdo em que recomendamos
uma transformacao logaritmica (ou raiz quadrada) somente nos valores da
variavel X, ou seja, passamos a considerar o seguinte modelo para os dados:

y=o +plog(x) +¢

Note que esse modelo pode ser considerado linear em termos das
variaveis log(x) e y (nao mais entre x e y). Em termos computacionais,
devemos:

a) calcular o logaritmo de cada valor x;
b) aplicar a analise de regressao linear sobre os dados [log(x), yl: e

¢) construir novamente o grafico de residuos para verificar a adequacao das
suposicoes nesse novo modelo.
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Figura 13.18 Graficos indicando uma relacao ndo-linear, aparentemente
logaritmica.

A Figura 13.19 apresenta uma situacao com os seguintes problemas:
(1) relacao nao-linear para a parte estrutural do modelo e (2) aumento da
variancia a medida que X aumenta. Recomendamos uma transformacao
logaritmica nos valores da variavel Y, ajustando o seguinte modelo aos dados:

log(y) =a +Px +¢

Para ajustar o modelo, devemos:
a) calcular o logaritmo de cada valor y;
b) aplicar a analise de regressao linear sobre os dados [x. log(y)]: e

¢) construir novamente o grafico de residuos para verificar se o novo modelo é
mais adequado aos dados.

y A Residuo .

Figura 13.19 Graficos indicando uma relacdo ndo-linear — aparentemente
exponencial — e variancia nao-constante.

O uso de transformacgdes auxilia o pesquisador a encontrar
um modelo mais adequado para os dados, ainda que
utilizando as expressodes da regressao linear.



Exemplo 13.6 (continuacdo) Na secdo anterior foi realizada uma regressao do
valor de um imovel (Y) com relacdao a sua area privativa (X), considerando uma
amostra de cinquienta apartamentos, apresentada no anexo deste capitulo. A
Figura 13.20 apresenta a reta de regressao e o grafico dos residuos desse
modelo.
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Figura 13.20 Gralficos de dispersao e dos residuos (Exemplo 13.6).

Observamos na Figura 13.20 uma predominancia de valores pequenos
com respeito as duas variaveis. Isto era esperado porgue sao mais comuns
apartamentos pequenos (drea e preco pequenos) do que apartamentos grandes
(area e preco grandes). Também podemos observar maior variabilidade nos
apartamentos mais caros. Essas condigcoes sugerem tentarmos uma
transformacao logaritmica em X e em Y. Assim, foi aplicado o logaritmo
natural em cada um dos cinqlienta valores de X e Y. Por exemplo, o primeiro
apartamento da amostra tem x = 96 m2 e y = 69 mil reais. Aplicando o
logaritmo natural, encontramos:

log(x) = log(96) = 456 e log(y) = log(69) = 4.23

A analise com os dados transformados produziu os graficos de
dispersao e de residuos apresentados na Figura 13.21.
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Figura 13.21 Graficos de dispersao e dos residuos (Exemplo 13.6), apés

transformacoes nas variaveis.



Verificamos pela Figura 13.21 que, apos as transformacoes, as
condicoes basicas do modelo estao aparentemente satisfeitas. A equacao de
regressao, obtida com apoio de um sistema computacional para analise
estatistica e:

Predicao de log(y)=-158 +(1,33) - log(x)

com R2 = 0,813 e Se = 0,294. Observar que o poder explicativo deste modelo €
melhor que o anterior (81,3% contra 77,7%). Ja o Se nao € comparavel devido
a transformacao de escala.

Para predizer o valor de um apartamento com area privativa de 100
m?, devemos, primeiramente, transformar este valor na escala logaritmica:

x =100 = log(x) = 4,605
Aplicar o modelo de regressao:

Predicao de log(y)=-158 + (1,33) - (4.605) = 4,545

Efetuar a transformacéao inversa do logaritmo:
g =exp{4,545} = 94,15

Assim, por este novo modelo, o apartamento valeria R$ 94.150,00.

13.6 INTRODUCAO A REGRESSAO MULTIPLA

Em geral, uma variavel dependente (ou resposta) Y depende de varias
variaveis independentes ou explicativas (X1, Xz, ..., Xix). Na analise de regressao
multipla, vamos construir um modelo estatistico-matematico para se estudar,
objetivamente, a relacao entre as variaveis independentes e a variavel
dependente e, com o modelo construido, conhecer a influéncia de cada
variavel independente, como também, predizer a variavel dependente em
funcao do conhecimento das variaveis independentes. O Quadro 13.2 ilustra
alguns exemplos.



Quadro 13.2 Aplicacoes do modelo de regressao multipla.

Varidaveis independentes Varidavel dependente

(X1, X3, ..., Xk) (¥)

X f RRLR A0 pa_i (cm) =2 Y =altura de um individuo (em)
Xz = altura da mae (cm)

Xa=sexo (1 = homem. 0 = mulher}

X1 = renda {R$..| 3
Xz = poupanca (RS)
Xa = taxa de juros (96)

X1 = area consiruida do imovel (m2) 3
Xz = idade {anos)
As = localizacao

Y = Consumo [RS)

Y = preco do imovel [RS)

X1 = memdria RAM (Gh) 3 ¥ = tempo de resposta do
X2 = sistema operacional sistema computacional
X3 = tipo de processador (segundos)

Para estabelecer o modelo classico de regressiao mualtipla,
conslderaremos que Y seja uma varlavel quantitativa continua e Xy, Xa. ... X
selam varlaveis quantitativas ou indicadoras de certos atributos. A varfdvel
Indicada deve ter valor 1 quando o atributo esta presente; e O quando nao esta
presente. Por exemplo, a vartavel Xs = localizagao do imavel pode ter valor 1
guando o Imdovel estiver numa drea valorizada, e 0 guando estlver numa area
pouco valorlzada. Tambeém serd conslderado que Y € uma varlavel aleatorla,
isto €, somente sera conhecida apos a observaciao do elemento (individuo,
imovel. etc.). enquanto X;, Xz, .... Xy também podem provir de observacao ou
serem estabelecidas a prior,

A anallse de regressao miltipla parte de um conjunto de observacoes
(X1, Xxz..... &% y), relativas as varfavels X, Xz, ... Xk e Y. Diremos que um dado
valor iy depende dos correspondentes valores x;. Xz,.... Xg, mas também de uma
infinidade de outros fatores nao Incluidos no modelo, que serio representados
por £ (erro aleatdrio). Mals especificamente, supomos o segulnte modelo para
as observacoes:

H=|;[+E|.1x| '['Elg.r‘;'l'..- "'EE-“-‘H""E-



onde @, By . Pz, ... . fx 540 parimetros a serem estimados com os dados e £
representa o ermo aleatdorio, cujo desvio padriao também pode ser estimado
pelos dados, As suposicoes sao analogas as suposicies da regressao simples,
acrescentando que as variavels Independentes X;, Xz, ..., X nao devem ter
correlacies altas entre sl.

Exemplo 13.7 Voltando a questio de construir um modelo para o valor de
um apartamento (Y) com os dados do anexo deste capitulo. Sejam as varlavels
Independentes:

A1 = area comum do apartamento (m2);

Xz = ldade {anos);

Az = consumo de energla elétrica do morador (Kw/mes) e

Xy = locallzacao (1= area valorizada: 0 = drea pouco valorizada).

Como discutimos no Exemplo 13.6, as varlavels Y e X, serdo
analisadas na escala logaritmica. A varlavel Xz esta sendo usada como uma
proxi do padrio de vida do morador do apartamento e, por sua vez, da
qualidade do apartamento. Temos o seguinte modelo tedrico para os dados:

log(y) = a + P loglx) +Porxe + Paxs + Paxg +e

Im(formula = 1n Valor ~ Energia + Idade + ln Area + Local, data = ZX)

Reziduals:
Min 19 Median 3Q Ma=x
-0.37240 -0.18724 -0.03707 0.le2el 0.51185

Coefficients:
Eztimate 5td. Error t walue Pr(>|t])
(Intercept) -1.206678 0.376375 -3.206 0.00248 *%

Energia 0.002418%9 0.001610 1.503 ©0.13582
Idade -0.024816 0.005358 -4.832 3.le-05 #*%
In Area 1.155385 0.083900 14.248 <« Ze-l& #*#%¥
Local 0.077575 0.075708 1.025 0.31100

Signif. codes: 0 '#%#*! 0,001 '#**' 0.01 **' Q.05 *." 0.1 * ' 1

Rezidual s=standard error: 0.234]1 on 45 degrees of freedom
Multiple R-=sguared: 8888, Adijusted R-squared: 0.8T789
F-=ztatis=stic: 89.94 on 4 and 45 DF, p-value: < 2.2e-lé

Observamos o valor de R* (Rquadrado) igual a 0,8888 e o
erro padrao (Se )= 0,2341. Comparando com os resultados
do Exemplo 13.6 (R*= 0,813 e Se = 0,294), vemos melhora
no modelo com a inclusao das variaveis: idade, gasto de
energia elétrica e localizacao. O valor R* = 0,889, indica
quase 90% da variacao do logaritmo do valor de um
apartamento pode ser explicado por uma relacao linear que




envolve logaritmo da area comum (X3), idade (X;), consumo
de energia elétrica do morador (X3) e dois niveis de
localizagao (X3).

O teste F do modelo resultou na estatistica F = 89,94, com
correspondente valor p extremamente pequeno (menor que
um milésimo). Assim, o teste estatistico rejeita Hy, indicando
que as variaveis independentes escolhidas sao significativas
para explicar a variavel dependente.
A primeira coluna apresenta as estimativas dos coeficientes,
de onde podemos extrair a seguinte equacao:

Predicdo de log(y) = —1.208 + 1195 - log(x, ] - 0.025x, + 0,0024x, + 0.076x,

Assim, tendo a area do apartamento (x), a ldade (x), o consumo de
energia elétrica (xs) e a localizacao (x4 podemos obter uma predicao de seu
valor. Por exemplo, um apartamento com 100 m?2, que tenha 5 anos de uso,
miorador consumindo 200 Kw e locallzaciao em area valorizada, temos:

14 Cabe observar que o teste estatistico refere-se @ populagao, ou seja, quando se tem wuma
amosira mulin peguena, podemos obier um valor alio de K2 e o teste aceltar Ho

Predicao de loglph = - 1208 + L1895 - logil 03] - (0025) 5 + [0.0024] - 200 + [0.076]) - 1
ou: Predicdo de log(y) = 4.726. Portanto: §j = exp(4.726] =112.84

ou, seja, valor estimado de RS 112.840,00,

Devemos observar gue os sinals dos coeflclentes do modelo construido
estio coerentes. Coeflclente de Xy, posltivo, 1sto €, guanto malor o
apartamente, malor devera ser o seu valor; coeficlente de X; negativo [quanto
mais velho, menor o valor); coeficiente de Xz positivo (quanto malor o consumo
de energia do morador, malor o valor); e coeflclente de X; positivo [em area
valorizada, malor o valor).



