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CAPÍTULO 1
Introdução ao Curso

O que veremos nessa disciplina?

• Como provar a “corretude” de um algoritmo;

• Estimar a quantidade de recursos (tempo, memória) de um algoritmo Æanálise

de complexidade;

• Técnicas e idéias gerais de projeto de algoritmos: indução, divisão-e-conquista,

programação dinâmica, algoritmos gulosos, . . .

• Tema recorrente: natureza recursiva de vários problemas

• A di�culdade intrínsica de alguns problemas: desconhecimento de algoritmos

e�cientes.

��� !LGORITMOS

Cormen et al. (2012) de�ne um algoritmo como “qualquer procedimento computacional

bem de�nido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz

algum valor ou conjunto de valores como saída.”. Um algoritmo resolve um problema

computacional. De acordo com Cormen et al. (2012), a especi�cação do problema

indica quais são as entradas e quais as saídas desejadas. Um algoritmo basicamente
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especi�ca o que deve ser feito com as entradas para que se possa gerar as saídas que

atendem ao problema.

Para exempli�car, considere um problema de ordenação. Ele poderia ser de�nido

formalmente por suas entradas e saídas (CORMEN et al., 2012):

• Entrada: uma sequência de números ha1,a2, . . . ,an i .

• Saída: uma permutação (reordenação) ha0
1,a0

2, . . . ,a0
n i , tal que a0

i · a0
i Å1 para todo

i 2 {1,2, . . .n }.

. Um exemplo de entrada para esse problema seria h9,5,4,10,2i e um exemplo de

saída seriah2,4,5,9,10i . Um exemplo de entrada para um problema computacional é

chamado de instância ou instância para o problema.

Desa�o

De�na formalmente cinco problemas computacionais. Relacione um algoritmo

para cada problema.

A importância dos “e�cientes” algoritmos:

• projeto genoma de seres vivos;

• rede mundial de computadores;

• planejamento da produção;

• logística de distribuição;

• reconhecimento de padrões;

• entretenimento (games e �lmes).

��� $I 1CULDADE #OMPUTACIONAL

O fato de conhecer algoritmos corretos não é su�ciente. Precisa-se de algoritmos e�ci-

entes no contexto em que serão aplicados.
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Para medir a complexidade computacional de um algoritmo, pode-se utilizar a

medida empírica do tempo ou do espaço consumido. A medida empírica do tempo é

questionável, pois considera situações diferentes (arquiteturas, linguagens de progra-

maçao, sistemas operacionais e, até mesmo, condições do tempo). No contexto dessa

disciplina, se deseja entender a e�ciência de um algoritmo.

Para medir a di�culdade de complexidade de um algoritmo, serão utilizadas funções

de complexidade. Uma função de complexidade é dada por um f : n 2 ZÅ ! ZÅ e indica

a quantidade de tempo requerido (contra-domínio) para uma entrada de tamanho n.

De maneira geral, diz-se que um algoritmo é e�ciente se o mesmo possui uma função

de complexidade polinomial (polinomial £ exponencial).

Para contextualizar a importância da e�ciência dos algoritmos, considere dois tipos

de algoritmos de ordenação: por inserção e por intercalação. Considere também que um

determinado algoritmo de inserção utiliza o tempo c1n2 e outro algoritmo de inserção

utiliza c2nlog 2n. Assuma que c1 Ç c2 e que esses valores são constantes sem qualquer

relação com n. Apesar de c1 Ç c2, um algoritmo de intercalação é mais e�ciente para

um n relativamente grande.

Considere dois computadores: um computador rápido A e um computador lento

B. Considere também que o computador A executa uma ordenação por inserção e o

computador B executa uma ordenação por intercalação. Cada um deve ordenar um

vetor de 10 milhões de elementos. O computador A executa 10 bilhões de instruções por

segundo (!!!), enquanto o computador B executa 10 milhões de instruções por segundo.

Considere que c1 Æ2 e c2 Æ50. Então, o demanda de tempo o computador A é

2¢(107)2 instruções

1010 instruções/segundo
Æ20.000 segundos (5,5 horas)

. O computador B demanda

50¢(107) log2 107instruções

107instruções/segundo
¼1.163 segundos

(CORMEN et al., 2012).
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Existem casos onde a e�ciência é ainda mais importante como os problemas NP-

Difíceis. Não se conhece algoritmo com função de complexidade polinomial para esses

problemas. São exemplos:

• roteamento de veículos para entregas ( vehicle routing );

• calcular o número mínimo de containers para transportar um conjunto de caixas

com produtos ( bin-packing 3D);

• calcular a localização e o número mínimo de antenas para garantir a cobertura

de uma certa região geográ�ca ( facility location ).

Para contextualizar essa di�culdade, imagine usar o computador A e B discutidos

acima para a ordenação acima sobre um algoritmo exato para uma versão mais gené-

rica (mais simples) do roteamento de entregas para vários veículos conhecida como

Problema do Caixeiro Viajante. Assuma o algoritmo de Held-Karp com complexidade

c3n22n . Considere que c3 Æ1 e n Æ40. Para o computador A (mais veloz) obtería-se

1¢(402 ¢240) instruções

1010 instruções/segundo
¼175.921,86 segundos (48,86 horas)

. Para o computador B obteria-se:

1¢(402 ¢240) instruções

107instruções/segundo
¼175.921.860,44 segundos (5,57anos)

Desa�o

Quais conclusões você chegaria nessa comparação?

E se fosse comprado um computador com o dobro do poder de processamento de

A, qual o valor de n eu poderia executar no mesmo tempo da máquina A, considerando

um algoritmo com função de complexidade 2 n ?

Desa�o

Responda a questão acima.
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Por questões de facilidade, supõe-se que a máquina com o dobro do poder de

processamente de A de computador C. Considere que y é o tamanho do problema no

computador C, e x é o tamanho do problema no computador A. Se a máquina C é mais

rápida, signi�ca que ela executa o dobro das instruções que o computador A, então

2y Æ2¢(2x )

y Ælog2

³
2¢(2x )

´

y Ælog2(2) Å log2(2x )

y Æ1Å x

(1.1)

Desa�o

Quais conclusões você chegaria nessa comparação?

Desa�o

Considerando um computador que executa 4 £ 109 instruções/segundo, calcule o

tamanho do problema que pode ser resolvido para cada um dos tempos abaixo:

1 seg 1 minuto 1 hora 1 dia 1 mês 1 ano 1 século

log2n
p

n

n

nlog 2n

n2

n3

2n

3n
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Desa�o

Considerando um computador que executa 4 £ 109 instruções/segundo, calcule

o tempo necessário para executar cada tamanho de problema destacado:

n Æ20 n Æ40 n Æ60 n Æ80 n Æ100

log2n
p

n

n

nlog 2n

n2

n3

2n

3n

Desa�o

Se for usado um computador ?x mais rápido que o computador atual, qual

o tamanho do problema que poderia ser resolvido sobre o mesmo tempo

copmputacional?

Computador Atual 100 £ mais rápido 1000 £ mais rápido

log2n N1

p
n N2

n N3

nlog 2n N4

n2 N5

n3 N6

2n N7

3n N8
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��� 0ROJETO E !N LISE DE !LGORITMOS

Essa seção tem o objetivo de introduzir o projeto e análise de algoritmos através de

alguns exemplos. Nesse contexto, é interessante analisar:

• Finitude: o algoritmo pára?

• Corretude: o algoritmo faz o que promete?

• Complexidade de tempo: quantas intruções são necessárias no pior caso 1?

����� /RDENA¦¢O POR )NSER¦¢O

Considere o seguinte problema de ordenação:

• Entrada: uma sequência de números ha1,a2, . . . ,an i .

• Saída: uma permutação (reordenação) ha0
1,a0

2, . . . ,a0
n i , tal que a0

i · a0
i Å1 para todo

i 2 {1,2, . . .n }.

Um algoritmo para resolvê-lo pode ser visualizado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Insertion-Sort
Input : um vetor A Æ ha1,a2, . . . ,an i

1 for j Ã 2 to jAj do

2 chave Ã A j

�� )NSERE A j NO SUBVETORha1,a2, . . . ,a j ¡ 1i �

3 i Ã j ¡ 1

4 while i ¸ 1 and Ai È chave do

5 Ai Å1 Ã Ai

6 i Ã i ¡ 1

7 Ai Å1 Ã chave

1 Além do pior caso, podem ser considerados o melhor e o caso médio em pesquisas mais sensíveis.
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������� &INITUDE

Primeiro, veri�ca-se se o algoritmo pára, ou seja, não �ca executando inde�nidamente.

No laço da linha 4, o valor de i decrementa a cada iteração. O valor inicial de i é j ¡ 1, ou

seja, i ¸ 1. Sua execução deve parar pois a condição de repetição desse laço determina

que i ¸ 1. O laço da linha 1 também pára, pois repete um número �nito de vezes, dado

pela quantidade de elementos em jAj, que não se altera durante o processo. Portanto, o

algoritmo pára.

������� #ORRETUDE

Para veri�carmos a corretude do Insertion-sort, é necessário primeiro conhecer um

conceito chamado de “Invariante de Laço”. Um invariante de laço é uma propriedade

que relaciona as variáveis do algoritmo a cada execução completa de um laço de re-

petição. Desse modo, ao término do laço têm-se uma propriedade útil para apoiar a

corretude do algoritmo.

A estratégia utilizada para demonstrar a corretude de um algoritmo iterativo através

de invariantes de laço segue os seguintes passos, que são muito semelhantes aos passos

adotados em uma prova por indução (CORMEN et al., 2012):

• Inicialização : demonstre que o invariante é verdadeiro antes da primeira iteração;

• Manutenção : se o invariante for verdadeiro antes de uma iteração do laço, de-

monstre que ele permanece verdadeiro antes da próxima iteração;

• Término : quando o laço termina, o invariante fornece uma propriedade útil que

ajuda a demonstrar que o algoritmo é correto.

Analisando o Algoritmo 1, podemos de�nir o seguinte invariante de laço:

No começo de cada iteração do laço que compreende as linhas entre 1 e 7, o subvetor

ha1, . . . ,a j ¡ 1i está ordenado.

Considerando esse invariante de laço, veri�ca-se:
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• Inicialização : mostra-se que o invariante de laço é válido quando j=2. O subvetor

ha1, . . . ,a j ¡ 1i está obviamente ordenado, pois tem apenas um elemento.

• Manutenção : deve-se checar se o invariante continua válido a cada iteração. A

cada iteração do laço entre as linhas 1 e 7, desloca-se os valores presentes nas

posições j ¡ 1, j ¡ 2, . . . até que encontrar a posição adequada para a chave (valor

da posição j no início do iteração). Então, o subvetor ha1, . . . ,a j i está ordenado.

Ao incrementar j , mantem-se o invariante de laço. Uma maneira mais formal,

deve-se considerar um invariante de laço para o laço entre as linhas 4 e 6.

• Término : examina-se o que ocorre quando o laço termina. A condição que pro-

voca o término do laço é j È j Aj. Cada iteração do laço incrementa o j em mais

uma unidade; desse modo, com o término do laço, j Æ jAjÅ 1. Então, na última

iteração, j era igual a jAj e têm-se a ordenação do vetor ha1,a2, . . . ,ajAj i .

Desa�o

Demonstre que encontra-se a posição adequada para a chave (descrita na manu-

tenção) considerando o trecho de código entre as linhas 4 e 6.

������� #OMPLEXIDADE DE 4EMPO

Agora, o objetivo é identi�car a função de complexidade que corresponde ao tempo

computacional demandado pelo algoritmo Insertion-sort. A complexidade de tempo

deve ser realizada contanto o número de instruções básicas (operações elementares ou

primitivas) em relação a entrada de tamanho n.

Primeiramente, identi�ca-se o custo computacional de cada instrução. Na tabela

abaixo, considera-se que cada instrução possui um custo ck , no qual k é a linha da

instrução.
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Linha Instrução Custo # Execuções

1 for j Ã 2 to jAj do c1 ?

2 chave Ã A j c2 ?

3 i Ã j ¡ 1 c3 ?

4 while i ¸ 1 and Ai È chave do c4 ?

5 Ai Å1 Ã Ai c5 ?

6 i Ã i ¡ 1 c6 ?

7 Ai Å1 Ã chave c7 ?

Considere que t j é o número de vezes que o teste do laço while na linha 4 é executado

para aquele valor de j . Considere também que o vetor possui n posições. Atualiza-se

então a tabela com essas considerações.

Linha Instrução Custo # Execuções

1 for j Ã 2 to jAj do c1 n

2 chave Ã A j c2 n ¡ 1

3 i Ã j ¡ 1 c3 n ¡ 1

4 while i ¸ 1 and Ai È chave do c4
P n

j Æ2 t j

5 Ai Å1 Ã Ai c5
P n

j Æ2(t j ¡ 1)

6 i Ã i ¡ 1 c6
P n

j Æ2(t j ¡ 1)

7 Ai Å1 Ã chave c7 n ¡ 1

O tempo de execução total é dado por

T (n) Æ

c1n Å c2(n ¡ 1)Å c3(n ¡ 1)Å

c4

nX

j Æ2
t j Å c5

nX

j Æ2
(t j ¡ 1)Å c6

nX

j Æ2
(t j ¡ 1)

Åc7(n ¡ 1).

(1.2)

Precisa-se identi�car agora o valor de t j . No melhor caso, t j Æ1. Ele ocorre quando
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o vetor já está ordenado. Desse modo, têm-se

T (n) Æc1n Å c2(n ¡ 1)Å c3(n ¡ 1)Å c4(n ¡ 1)Å c7(n ¡ 1)

Æ(c1 Å c2 Å c3 Å c4 Å c7)n ¡ (c2 Å c3 Å c4 Å c7)
(1.3)

. Essa é uma função linear de n.

No pior caso, o vetor está na ordem inversa. Nesse caso, t j Æj . Sabendo que

nX

j Æ2
j Æ

n(n Å 1)

2
¡ 1 (1.4)

e

nX

j Æ2
( j ¡ 1) Æ

n(n ¡ 1)

2
(1.5)

, têm-se

T (n) Æ

c1n Å c2(n ¡ 1)Å c3(n ¡ 1)Å c7(n ¡ 1)

Åc4

µ
n(n Å 1)

2
¡ 1

¶
Å c5

µ
n(n ¡ 1)

2

¶
Å c6

µ
n(n ¡ 1)

2

¶

Æ
µ
c4

2
Å

c5

2
Å

c6

2

¶
n2 Å

µ
c1 Å c2 Å c3 Å

c4

2
¡

c5

2
¡

c6

2
Å c7

¶
n ¡ (c2 Å c3 Å c4 Å c7).

(1.6)

Obtêm-se então uma função quadrática em relação ao tamanho da entrada no pior

caso. Diz-se que a complexidade assintótica do pior caso é £ (n2)

������� #OMPLEXIDADE !SSINT²TICA

Para essa disciplina, nos interessa a complexidade assintótica dos algoritmos, ou seja,

o comportamento mais signi�cativo da função para instâncias de tamanho grande.

Portanto, podemos “esquecer” o valor dessas constantes e nos concentrar no termo

mais signi�cativo da função. Veja o exemplo abaixo
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n 3n 2 Å 10n Å 50 3n2 Diferença percentual

64 12978 12288 5,32%

128 50482 49152 2,63%

512 791602 786432 0,65%

1024 3156018 3145728 0,33%

2048 12603442 12582912 0,16%

4096 50372658 50331648 0,08%

8192 201408562 201326592 0,04%

16384 805470248 805306368 0,02%

32768 3221553202 322122547 0,01%

����� /RDENA¦¢O POR )NTERCALA¦¢O

Muitos algoritmos são recursivos em sua estrutura. Em geral, esses algoritmos utilizam

de uma abordagem conhecida como de divisão e conquista, que será alvo de maior

investigação em aulas futuras. Esse tipo de algoritmo divide o problema em subproble-

mas semelhantes ao original e as resolvem recursivamente, combinando as soluções

para criar uma solução para o problema original (CORMEN et al., 2012).

O paradigma de divisão e conquista envolve três passos e, cada nível de recursão

(CORMEN et al., 2012):

• Divisão : divide o problema em subproblemas menores;

• Conquista : resolve os subproblemas recursivamente. Se os subproblemas forem

de tamanho pequeno o su�ciente, os resolve de maneira direta;

• Combinação : combina as soluções dos subproblemas para de�nir uma solução

para o problema original.

A ordenação por intercalação aqui visitada utiliza os Algoritmos 2 e 3, que “im-

plementam” o algoritmo de Merge-Sort. Eles obdedecem o paradigma de divisão e

conquista:
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• Divisão : divide a sequência de n elementos em duas subsequências com n
2 ele-

mentos aproximadamente;

• Conquista : ordena as duas subsequências recursivamente, utilizando ordenação

por intercalação;

• Combinação : intercala as duas subsequências para obter a resposta ordenada.

Desa�o

Qual a complexidade de tempo do procedimento Merge (Algoritmo 2)?
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Algoritmo 2: Merge
Input : um vetor A Æ ha1,a2, . . . ,an i , as posiçõesp, q e r

1 n1 Ã q ¡ p Å 1

2 n2 Ã r ¡ q

3 SejaL um vetor indexado de 1 até n1 Å 1

4 SejaR um vetor indexado de 1 até n2 Å 1

5 for i Ã 1 to n1 do

6 L i Ã ApÅi ¡ 1

7 for j Ã 1 to n2 do

8 Rj Ã AqÅ j

9 Ln1Å1 Ã 1

10 Rn2Å1 Ã 1

11 i Ã 1

12 j Ã 1

13 for k Ã p to r do

14 if L i · Rj then

15 Ak Ã L i

16 i Ã i Å 1

17 else

18 Ak Ã Rj

19 j Ã j Å 1

Algoritmo 3: Merge-Sort
Input : um vetor A Æ ha1,a2, . . . ,an i , as posiçõesp e r

1 if p Ç r then

2 q Ã bpÅr
2 c

3 Merge-Sort( A, p, q)

4 Merge-Sort( A, q Å 1, r )

5 Merge( A, p, q, r )

O procedimento Merge (Algoritmo 2) utiliza tempo £ (n) no qual n Ær ¡ p Å 1.
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O seguinte invariante de laço é destacado para o procedimento Merge:

No início de cada iteração do laço for entre as linhas 13 e 19, o subvetor hap , . . . ,ak¡ 1i

contém osk ¡ p menores elementos deL eR ordenados. Para demonstrar que o invariante

de laço é válido, o mesmo será analisado:

• Inicialização : na primeira iteração do laço k Æp, portanto o subvetor hap , . . . ,ak¡ 1i

de A é vazio. As primeiras posições de L e R possuem os menores valores dos

subvetores aos quais receberam os valores;

• Manutenção : para a manutenção, suponha primeiro que L i · Rj . Então, L i é o

menor elemento ainda não copiado para A. Esse vetor, no trecho hap , . . . ,ak¡ 1i ,

conterá os k ¡ p Å 1 menores elementos. O incremento de k e de i restabelece

o invariante de laço para a próxima iteração. Se L i È Rj , então o mesmo ocorre,

mas considerando Rj como o menor elemento que ainda não foi recolocado em

A;

• Término : Ao terminar, k Ær Å 1. Pelo invariante de laço, o subvetor hap , . . . ,ak¡ 1i ,

que nesse momento é hap , . . . ,ar i , contém os r ¡ p Å 1 menores elementos de L e

R ordenados. Todos os elementos, exceto os valores auxiliares 1 , foram copiados

em ordem crescente para A.

������� #OMPLEXIDADE DE 4EMPO

Quando se analisa um algoritmo recursivo, a função de complexidade pode ser descrita

como uma recorrência (função que usa a si mesmo para de�nir seu contradomínio).

Para a análise do algoritmo de Merge-Sort é mais simples de ser compreendida se o

tamanho do vetor for igual a uma potência de 2, mas esse algoritmo funciona quando a

quantidade de elementos não segue essa ordem (CORMEN et al., 2012).

Analisando as etapas de um algoritmo de divisão e conquista no contexto do Merge-

Sort, têm-se:
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• Divisão : a etapa de divisão encontra a posição correspondente ao meio do subve-

tor. Tendo a complexidade £ (1);

• Conquista : Na conquista, resolve-se recursivamente dois problemas, cada qual

com tamanho n
2 . Portanto, a complexidade da conquista é 2 T

³
n
2

´
.

• Combinação : A combinação das partes �ca por conta do procedimento Merge,

cuja complexidade é £ (n).

A função de complexidade expressa através de uma recorrência pode ser visualizada

a seguir:

T (n) Æ

8
>><

>>:

£ (1) sen Æ1,

2T
³

n
2

´
Å £ (n) sen È 1.

(1.7)

A Figura 1 exibe a árvore de reccursão da recorrência T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å cn. O custo do

primeiro nível é cn. O custo do segundo nível é c
³

n
2

´
Å c

³
n
2

´
Æcn. No terceiro nível, têm-

sec
³

n
4

´
Å c

³
n
4

´
Å c

³
n
4

´
Å c

³
n
4

´
Æcn. Em geral, o nível i tem 2 i nodos, cada qual contribui

com c
³

n
2i

´
, sendo que cada nível demanda 2 i c

³
n
2i

´
Æcn. O número total de níveis é igual

a log2n Å 1. Se for somado os custos têm-se cn log2 n Å cn .

Figura 1 – Árvore de recursão para apoiar na resolução da recorrência T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å

cn.



CAPÍTULO 2
Notação Assintótica e Crescimento de

Funções

Embora seja possível determinar o tempo computacional exato de um algoritmo, a pre-

cisão obtida não vale o esforço para instâncias su�cientemente grandes. As constantes

multiplicativas e os termos de ordem mais baixa ao determinar um tempo exato são

dominados pelo termo de maior relevância (CORMEN et al., 2012).

“Sobre a entrada n, o algoritmo executa no máximo 1 .62n2Å3.5n Å8 passos.” (KLEIN-

BERG; TARDOS, 2005). Este tipo de análise pode ser útil em alguns contextos, mas de

modo geral não:

• Conseguir uma medida tão precisa pode ser exaustivo;

• O objetivo na complexidade de algoritmos é identi�car classes de algoritmos que

possuem comportamento similar;

• Precisa-se de uma medida menos detalhista.
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��� .OTA¦¢O !SSINT²TICA

No capítulo anterior, a notação assintótica £ já foi usada. O objetivo dessa seção é

formalizar essa e outras notações assintóticas. Nesse contexto, serão ignoradas as

constantes multiplicativas e os termos de menor ordem. São discutidas aqui as ordens

assintóticas O, ­ , £ , o e ! .

����� .OTA¦¢O £

Quando uma função f (n) é encaixada entre os valores c2g(n) e c1g(n) para duas cons-

tantes c1 e c2 , diz-se que pertence ao grupo £
¡
g(n)

¢
. Diz-se que g(n) é um limite

assintoticamente restrito para f (n)

£
¡
g(n)

¢
Æ

©
f (n)j existem constantes positivas c1 , c2 e n0

tais que 0 · c2g(n) · f (n ) · c1g(n) para todo o n ¸ n0
ª (2.1)

A Figura 2 exibe a notação sendo utilizada para o caso f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
.

Figura 2 – Exemplo da aplicação da notação assintótica £ . Nela, f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
(COR-

MEN et al., 2012).

Por força de representação, é comum considerar que f (n) Æ£
¡
g(n)

¢
, embora o

correto seja f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
.

Exemplos nos quais f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
:

• f (n ) Æ1
2n2 ¡ 3n e g(n) Æn2;
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• f (n ) Æ100n3 ¡ n2 Å 3.5n ¡ 17 e g(n) Æn3.

����� .OTA¦¢O O

Quando uma função f (n) possui como limite assintótico superior g(n) diz-se que f (n)

pertence ao grupo O
¡
g(n)

¢
. Diz-se que g(n) é o limite assintótico superior para f (n).

O
¡
g(n)

¢
Æ

©
f (n)j existem constantes positivas c e n0

tais que 0 · f (n) · cg(n) para todo o n ¸ n0
ª (2.2)

A Figura 3 exibe a notação sendo utilizada para o caso f (n) 2 O
¡
g(n)

¢
.

Figura 3 – Exemplo da aplicação da notação assintótica O. Nela, f (n) 2 O
¡
g(n)

¢
(COR-

MEN et al., 2012).

É importante ter em mente que se f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
, então f (n) 2 O

¡
g(n)

¢
. Isso se deve

ao fato de que a notação £ é uma noção mais forte de O.

A notação O é empregada para informar o pior caso da complexidade de um al-

goritmo. Desse modo, quando se diz que “a complexidade é O(n2)” que o algoritmo

demandará tempo de pior caso cn2 para uma entrada de tamanho n.

Exemplos nos quais f (n) 2 O
¡
g(n)

¢
:

• f (n ) Æ1
4n2 ¡ n e g(n) Æn2 ¡ 6n ;

• f (n ) Æ100n3 ¡ n2 Å 3.5n ¡ 17 e g(n) Æ2n Å 3n2.
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����� .OTA¦¢O ­

Quando uma função f (n) possui como limite assintótico inferior g(n) diz-se que f (n)

pertence ao grupo ­
¡
g(n)

¢
.

­
¡
g(n)

¢
Æ

©
f (n)j existem constantes positivas c e n0

tais que 0 · cg(n) · f (n ) para todo o n ¸ n0
ª (2.3)

A Figura 4 exibe a notação sendo utilizada para o caso f (n) 2 ­
¡
g(n)

¢
.

Figura 4 – Exemplo da aplicação da notação assintótica ­ . Nela, f (n) 2 ­
¡
g(n)

¢
(COR-

MEN et al., 2012).

Teorema 2.1.1. Para quaisquer duas funções f (n) e g(n), f (n) 2 £
¡
g(n)

¢
ssef (n) 2

O
¡
g(n)£ ) e f (n) 2 ­

¡
g(n)£ ).

Exemplos nos quais f (n) 2 ­
¡
g(n)

¢
:

• f (n ) Æ1
2n2 ¡ 3n e g(n) Æ1

2n2 ¡ 2n ;

• f (n ) Æ2n Å 3n2 e g(n) Æ100n3 ¡ n2 Å 3.5n ¡ 17.

����� .OTA¦¢O o

A notação o é utilizada quando o limite superior assintótico não é “justo” (CORMEN

et al., 2012). Considera-se 2n2 2 O(n2) justo e 2n 2 O(n2) não justo. Um limite superior
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assintótico não justo utiliza a notação o
¡
g(n)

¢
.

o
¡
g(n)

¢
Æ

©
f (n)j para qualquer constante positiva c, existe uma constante n0 È 0

tal que 0 · f (n) Ç cg(n) para todo o n ¸ n0
ª
.

(2.4)

Desse modo, 2n2 Ýo
¡
n2

¢
, mas 2n 2 o

¡
n2

¢
.

Exemplos nos quais f (n) 2 o
¡
g(n)

¢
:

• f (n ) Æ100n3 ¡ n2 Å 3.5n ¡ 17 e g(n) Æ2n Å 3n2;

• f (n ) Æ100n2 e g(n) Æn3.

����� .OTA¦¢O !

De acordo com Cormen et al. (2012), utiliza-se a notação ! para denotar um limite

inferior assintótico que não é preciso. f (n ) 2 !
¡
g(n)

¢
sseg(n) 2 o

¡
f (n)

¢
.

!
¡
g(n)

¢
Æ

©
f (n)j para qualquer constante positiva c, existe uma constante n0 È 0

tal que 0 · cg(n) Ç f (n) para todo o n ¸ n0
ª
.

(2.5)

Exemplos nos quais f (n) 2 !
¡
g(n)

¢
:

• f (n ) Æ2n Å 3n2 e g(n) Æ100n3 ¡ n2 Å 3.5n ¡ 17;

• f (n ) Æ 1
1000n2 e g(n) Æn.

����� 0ROPRIEDADES DAS .OTA¦´ES

Transitividade (CORMEN et al., 2012):

• f (n ) 2 £
¡
g(n)

¢
e g(n) 2 £

¡
h(n)

¢
implicam f (n) 2 £

¡
h(n)

¢
;
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• f (n ) 2 O
¡
g(n)

¢
e g(n) 2 O

¡
h(n)

¢
implicam f (n) 2 O

¡
h(n)

¢
;

• f (n ) 2 ­
¡
g(n)

¢
e g(n) 2 ­

¡
h(n)

¢
implicam f (n) 2 ­

¡
h(n)

¢
;

• f (n ) 2 o
¡
g(n)

¢
e g(n) 2 o

¡
h(n)

¢
implicam f (n) 2 o

¡
h(n)

¢
;

• f (n ) 2 !
¡
g(n)

¢
e g(n) 2 !

¡
h(n)

¢
implicam f (n) 2 !

¡
h(n)

¢
.

Re�exidade:

• f (n ) 2 £
¡
f (n)

¢
;

• f (n ) 2 O
¡
f (n)

¢
;

• f (n ) 2 ­
¡
f (n )

¢
.

Simetria: f (n ) 2 £
¡
g(n)

¢
sseg(n) 2 £

¡
f (n)

¢
.

Simetria de Transposição:

• f (n ) 2 O
¡
g(n)

¢
sseg(n) 2 ­

¡
f (n )

¢
;

• f (n ) 2 o
¡
g(n)

¢
sseg(n) 2 !

¡
f (n )

¢
.

Pode-se utilizar uma analogia dessa relação entre funções com as comparações

entre os números reais a e b:

• f (n ) 2 O
¡
g(n)

¢
é como a · b;

• f (n ) 2 ­
¡
g(n)

¢
é como a ¸ b;

• f (n ) 2 £
¡
g(n)

¢
é como a Æb;

• f (n) 2 o
¡
g(n)

¢
é como a Ç b;

• f (n ) 2 !
¡
g(n)

¢
é como a È b.

Multiplicação por uma constante:

• £ (c f (n)) Æ£ ( f (n));
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• 99n2 2 £ (n2).

Mais alto expoente de um polinômio:

• 3n3 ¡ 5n2 Å 1002 £ (n3);

• 6n4 ¡ 20n2 2 £ (n4);

• 0.8n Å 2242 £ (n).

Termo dominante:

• 2n Å 6n3 2 £ (2n );

• n !¡ 3n2 2 £ (n !);

• nlogn Å 3n2 2 £ (n2).





CAPÍTULO 3
Recorrências

Relações de recorrências expressam a complexidade de algoritmos recursivos. É preciso

resolver a recorrência para determinar a complexidade através da chamada fórmula

fechada (que não depende da mesma ou de outra função).

Aqui, destacam-se quatro métodos para resolver recorrências:

• Método da substituição;

• Método da iteração;

• Método da árvore de recursão ou recorrência;

• Método mestre ou teorema mestre.

Para apoiar a explicação de alguns desses métodos, será utilizado o algoritmo de
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Merge-sort, já visitado anteriormente, mas que é revisitado aqui nos Algoritmos 4 e 5.

Algoritmo 4: Merge
Input : um vetor A Æ ha1,a2, . . . ,an i , as posiçõesp, q e r

1 n1 Ã q ¡ p Å 1

2 n2 Ã r ¡ q

3 SejaL um vetor indexado de 1 até n1 Å 1

4 SejaR um vetor indexado de 1 até n2 Å 1

5 for i Ã 1 to n1 do

6 L i Ã ApÅi ¡ 1

7 for j Ã 1 to n2 do

8 Rj Ã AqÅ j

9 Ln1Å1 Ã 1

10 Rn2Å1 Ã 1

11 i Ã 1

12 j Ã 1

13 for k Ã p to r do

14 if L i · Rj then

15 Ak Ã L i

16 i Ã i Å 1

17 else

18 Ak Ã Rj

19 j Ã j Å 1

Algoritmo 5: Merge-Sort
Input : um vetor A Æ ha1,a2, . . . ,an i , as posiçõesp e r

1 if p Ç r then

2 q Ã bpÅr
2 c

3 Merge-Sort( A, p, q)

4 Merge-Sort( A, q Å 1, r )

5 Merge( A, p, q, r )
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Para o contexto do Merge-Sort, sabe-se que a recorrência que representa sua com-

plexidade de tempo é:

T (n) Æ

8
>><

>>:

1 sen Æ1,

2T
³

n
2

´
Å n sen È 1.

(3.1)

Antes de começar a resolver as recorrências, é importante visitar o conceito de

indução matemática.

��� )NDU¦¢O -ATEM TICA

Na demonstração por indução, procura-se testar a validade de uma propriedade P com

um parâmetro n. Diz-se que realiza-se a demonstração de P(n) por indução.

Geralmente, há um número in�nito de casos a serem considerados, um para cada

valor de parâmetro. Para isso, demonstra-se os casos in�nitos de uma só vez, conside-

rando:

• Base da Indução : demonstração de P(1);

• Hipótese de Indução : supõe-se que P(n) é verdadeiro;

• Passo de Indução : prova-se que P(n Å 1) é verdadeiro, a partir da hipótese de

indução.

Desa�o

Prove que a soma dos n primeiros números ímpares é n2 por indução.

Em alguns casos, é necessário demonstrar que uma proposição P(n) vale para

n ¸ n0 para algum n0. Nesse caso, utiliza-se:

• Base da Indução : demonstração de P(n0);

• Hipótese de Indução : supõe-se que P(n ¡ 1) é verdadeiro;
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• Passo de Indução : prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hipótese de indu-

ção.

Uma indução pode ser fraca (simples) ou forte. Para a indução forte, deve-se supor

que a propriedade vale para todos os casos anteriores e não somente para o anterior.

Na indução forte, têm-se:

• Base da Indução : demonstração de P(1);

• Hipótese de Indução : supõe-se que P(k) é verdadeiro para todo 1 · k Ç n;

• Passo de Indução : prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hipótese de indu-

ção.

%XEMPLO �

Demonstrando que a seguinte inequação vale para todo natural n e real x tal que

(1Å x) È 0:

(1Å x)n ¸ 1Å nx . (3.2)

A base da indução é n Æ1. Nesse caso, ambos os lados da inequação são iguais,

mostrando sua validade. Isso encerra a prova para o caso base.

A hipótese de indução é a de que a inequação (1 Å x)n ¸ 1Å nx valha para n em

qualquer valor real de x, desde que (1Å x) È 0.

O passo da indução deve mostrar que a inequação vale supondo a hipótese da

indução usando o valor n Å 1, isto é, (1Å x)nÅ1 ¸ 1Å (n Å 1)x para todo x, desde que

(1Å x) È 0. A dedução é simples:

(1Å x)nÅ1 Æ(1Å x)n (1Å x)

¸ (1Å xn )(1 Å x) pela hipótese da indução e (1 Å x) È 0

Æ1Å (n Å 1)x Å nx 2

¸ 1Å (n Å 1)x já que nx 2 ¸ 0.

(3.3)
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A última linha demonstra que a inequação vale para n Å 1, completando a prova.

%XEMPLO �

Demonstra-se que o número de regiões criadas por n retas em posição geral no plano é

igual a

Tn Æ
n(n Å 1)

2
Å 1. (3.4)

Um conjunto de retas está em posição geral se todas elas são concorrentes (não há

retas paralelas) e não há três retas interceptando o mesmo ponto. A Figura 5 apóia essa

explicação.

Figura 5 – Exemplos de retas que estão em posição geral e não estão.

Para a base da indução, têm-se n Æ1. Uma reta sozinha divide o plano em duas

regiões. Utilizando a equação acima, têm-se

T1 Æ
1(1Å 1)

2
Å 1 Æ2. (3.5)

Isso conclui a prova para o passo base.

A hipótese da indução supõe que Tn Æn(nÅ1)
2 Å 1 para n retas em posição geral.

Para o passo de indução, demonstra-se que para n Å 1 retas em posição geral vale,

TnÅ1 Æ
(n Å 1)(n Å 2)

2
Å 1. (3.6)

supondo a hipótese de indução.

Considere o conjunto L com n Å1 retas em posição geralno plano e seja r uma dessas

retas. Então, as retas do conjunto L0ÆL\{ r } obedecem a hipótese de indução. Além
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disso, r intersecta as outras n retas retas em n pontos distintos. O que signi�ca que,

saindo de uma ponta de r no in�nito e após cruzar n retas de L0, a reta r terá cruzado

n Å 1 regiões, dividindo cada uma destas em outras duas. Assim, pode-se escrever que:

TnÅ1 ÆTn Å n Å 1

Æ
n(n Å 1)

2
Å 1Å n Å 1 pela hipótese de indução

Æ
(n Å 1)(n Å 1)

2
Å 1.

(3.7)

Isso conclui a demonstração.

%XEMPLO �

Em um conjunto de n retas no plano, de�ne-se de regiões convexas cujas bordas são

segmentos de n retas. Duas dessas regiões são adjacentes se suas bordas intersectam

em segmento de reta não trivial, isto é contendo mais que um ponto.

Uma k-coloração dessas regiões é uma atribuição de k cores a cada uma das regiões

de forma que regiões adjacentes tenham cores distintas.

Suponha que deseja-se demonstrar que existe uma 2-coloração das regiões forma-

das por n retas no plano para todo n ¸ 1. Para demonstração via indução matemática,

considere:

• Base da indução : Para n Æ1, considera-se apenas uma reta que divide o plano

em duas regiões. Atribuindo-se cores diferentes em cada região, obtém-se a pro-

priedade desejada (2-coloração e adjacências com cores distintas). Isto conclui a

prova para n Æ1.

• Hipótese de indução : existe uma 2-coloração das regiões convexas formadas por

n retas em um plano.

• Passo da indução : supondo a hipótese de indução, exibe-se uma 2-coloração para

as regiões formadas por n Å 1 retas no plano. A demonstração do passo consiste

em observar que a adição de uma nova reta r divide cada região atravessada por
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r em duas, e de�nir a nova 2-coloração da seguinte forma: as regiões em um lado

de r mantém a cor herdada da hipótese de indução; as regiões no outro lado de r

têm suas cores trocadas. (continuar . . . )

Desa�o

Você é capaz de demonstrar que a 2-coloração obtida nesse processo obedece à

de�nição?

Desa�o

Prove que a soma dos n termos de uma Progressão Aritmética é igual a
P n¡ 1

i Æ0 (a0 Å

i r ).

Desa�o

Prove que a soma dos n termos de uma Progressão Geométrica é igual a
P n¡ 1

i Æ0 (a0q i ).

��� -¨TODO DA 3UBSTITUI¦¢O

Para o método da substituição, arrica-se um palpite sobre a solução e tenta provar-se

que ele funciona utilizando o método de indução. Requer prática e experiência.

Sabendo da recorrência do Merge-sort, “chuta-se” que T (n) 2 O(n lgn). Mais especi-

�camente, “chuta-se” que T (n) · 3n lgn.

Substituindo, têm-se:

T (n) ÆT
µ
n

2

¶
Å T

µ
n

2

¶
Å n

· 3
n

2
lg

n

2
Å 3

n

2
lg

n

2
Å n

Æ3n lg
n

2
Å n

Æ3n
¡
lgn ¡ lg2

¢
Å n

Æ3n lgn ¡ 3n Å n

· 3n lgn

(3.8)
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A substituição ocorreu perfeitamente. No entanto, T (1) Æ1 e 3(1)lg(1) Æ0 e a base

não funciona. Contudo, precisamos lembrar das de�nições do O(¢). Portanto, só precisa-

se provar que T (n) · 3n lgn para um n ¸ n0. Nesse caso,n0 Æ2, pois

T (2) ÆT (1) Å T (1) Å 2 Æ4 · 3(2 lg2). (3.9)

Portanto, conclui-se a substituição.

$E1NINDO A CONSTANTE

De onde vem a constante 3? E se não a tivermos, como encontrá-la? Uma forma simples

é substituindo a constante por c:

T (n) ÆT
µ
n

2

¶
Å T

µ
n

2

¶
Å n

· c
n

2
lg

n

2
Å c

n

2
lg

n

2
Å n

Æcn lg
n

2
Å n

Æcn
¡
lgn ¡ lg2

¢
Å n

Æcn lgn ¡ cn Å n

· cn lgn.

(3.10)

Para que cn lgn ¡ cn Å n · cn lgn, considerando c ¸ 1 já seria su�ciente.

Desse modo, então chega-se a conclusão que T (n) · cn lgn e portanto T (n) 2

O(n lgn).

Desa�o

Seria melhor mostrar que T (n) 2 £ (n lgn). Para isso, mostre que T (n) 2 ­ (n lgn).

5M OUTRO EXEMPLO

Considere a recorrência

T (n) Æ

8
>><

>>:

1 sen Æ1,

T
³§n

2

¨ ´
Å T

³¥n
2

¦ ´
Å 1 sen È 1.

(3.11)
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Assumindo que T (n) 2 O(n), tenta-se demonstrar que T (n) · cn para alguma cons-

tante c:

T (n) ÆT
µ»

n

2

¼¶
Å T

µ¹
n

2

º¶
Å 1

· 2c
n

2
Å 1

Æcn Å 1.

(3.12)

Veja que não está correto considerar cn Å 1 · cn. Para facilitar esse tipo de ajuste

detalhado, uma ideia interessante é usar uma constante b È 0. Assim a substituição

poderia acontecer considerando T (n) · cn ¡ b. Desse modo, teria-se:

T (n) ÆT
µ»

n

2

¼¶
Å T

µ¹
n

2

º¶
Å 1

· 2c
n

2
¡ 2b Å 1

Æcn ¡ 2b Å 1

· cn Å 1.

(3.13)

Para qualquer b ¸ 1, a desigualdade vale.

��� -¨TODO DA )TERA¦¢O

O método iterativo (ou expansão telescópica) é interessante, pois não há a necessidade

de “advinhar” o resultado. No entanto, é necessário utilizar-se de mais fundamentos

matemáticos. A ideia principal é expandir a recorrência e escrevê-la como uma somató-

ria de termos que dependem de n e das condições iniciais. Para isso, deve-se conhecer

limitantes para várias somatórias.

Deve-se expandir até que seja identi�cado seu comportamento no caso geral. Para

isso, os seguintes passos são úteis:

1. Copie a fórmula original;

2. Descubra o passo;
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3. Isole as equações para os próximos passos;

4. Substitua os valores isolados na fórmula original;

5. Identi�que a fórmula do i -ésimo passo;

6. Descubre o valor de i para igualar o parâmetro de T (x) (valor de n) ao parâmetro

no caso base;

7. Substitua o valor de i na fórmula do i -ésimo caso;

8. Identi�que a complexidade dessa fórmula;

9. Prove por indução que a equação foi corretamente encontrada.

%XEMPLO �

Seguindo os passos para

T (n) Æ

8
>><

>>:

1 sen Æ1,

2T
³

n
2

´
Å 2 sen È 1.

(3.14)

1. Copie a fórmula original: 2 T
³

n
2

´
Å 2;

2. Descubra o passo: T (n) está escrito em função de T
³

n
2

´
;

3. Isole as equações para os próximos passos:

T
³

n
2

´
Æ2T

³
n
4

´
Å 2 e

T
³

n
4

´
Æ2T

³
n
8

´
Å 2;

4. Substitua os valores isolados na fórmula original: substituindo o valor isolado de

T
³

n
2

´
:

T (n) Æ2
µ
2T

³
n
4

´
Å 2

¶
Å 2

T (n) Æ22T
³

n
22

´
Å 22 Å 2, e

substituindo o valor isolado de T
³

n
4

´
:
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T (n) Æ22T
³

n
4

´
Å 22 Å 2

T (n) Æ22
³
2T

³
n
8

´
Å 2

´
Å 22 Å 2

T (n) Æ23T
³

n
23

´
Å 23 Å 22 Å 2

T (n) Æ23T
³

n
23

´
Å 2i Å1 ¡ 2 (veja notas 1);

5. Identi�que a fórmula do i -ésimo passo:

T (n) Æ2i T
³

n
2i

´
Å 2i Å1 ¡ 2;

6. Descubre o valor de i para igualar o parâmetro de T (x) (valor de n) ao parâmetro

no caso base:

T
³

n
2i

´
´ T (1)

n
2i Æ1

n Æ2i

i Ælgn;

7. Substitua o valor de i na fórmula do i -ésimo caso: T (n) Æ2lgn T (1) Å 2lgnÅ1 ¡ 2

T (n) Æn Å 2n ¡ 2

T (n) Æ3n ¡ 2;

8. Identi�que a complexidade dessa fórmula:

T (n) 2 £ (n);

9. Prove por indução que a equação foi corretamente encontrada:

• Passo base:para n Æ1, o resultado esperado é 1, o que se con�rma: T (n) Æ

3n ¡ 2

T (1) Æ3¡ 2 = 1;

• Passo indutivo: por hipótese de indução, assume-se que está correta para

n
2 , ou seja T

³
n
2

´
Æ3n

2 ¡ 2. Então, veri�ca-se se T (n) Æ3n ¡ 2, sabendo que

T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å 2 e partindo da hipótese de indução que T ( n

2 ) Æ3n
2 ¡ 2, o

1 P i
j Æ1 2 j Æ

P i ¡ 1
j Æ0 2 j ¡ 1Å 2i Æ1¡ 2i

1¡ 2 ¡ 1Å 2i Æ2i Å1 ¡ 2
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também se con�rma:

T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å 2

T (n) Æ2
³
3n

2 ¡ 2
´
Å 2

T (n) Æ6n
2 ¡ 4Å 2

T (n) Æ3n ¡ 2;

• Demonstra-se então que 2 T
³

n
2

´
Å 2 Æ3n ¡ 2 para n ¸ 1.

%XEMPLO �

Seguindo os passos para

T (n) Æ

8
>><

>>:

1 sen Æ1,

2T (n ¡ 1)Å 1 sen È 1.

(3.15)

1. Copie a fórmula original: 2 T (n ¡ 1)Å 1;

2. Descubra o passo: T (n) está escrito em função de T (n ¡ 1);

3. Isole as equações para os próximos passos:

T (n ¡ 1) Æ2T (n ¡ 2)Å 1 e

T (n ¡ 2) Æ2T (n ¡ 3)Å 1;

4. Substitua os valores isolados na fórmula original: substituindo o valor isolado de

T (n ¡ 1):

T (n) Æ2
¡
2T (n ¡ 2)Å 1)Å 1

substituindo o valor isolado de T (n ¡ 2):

T (n) Æ22T (n ¡ 2)Å 2Å 1

T (n) Æ22
¡
2T (n ¡ 3)Å 1

¢
Å 2Å 1

T (n) Æ23T (n ¡ 3)Å 22 Å 2Å 1

T (n) Æ23T (n ¡ 3)Å 23 ¡ 1
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5. Identi�que a fórmula do i -ésimo passo:

T (n) Æ2i T (n ¡ i ) Å 2i ¡ 1;

6. Descubre o valor de i para igualar o parâmetro de T (x) (valor de n) ao parâmetro

no caso base:

T (n) Æ2i T (n ¡ i ) Å 2i ¡ 1; n ¡ i Æ1

i Æn ¡ 1;

7. Substitua o valor de i na fórmula do i -ésimo caso: T (n) Æ2n¡ 1T (1) Å 2n¡ 1 ¡ 1

T (n) Æ2n¡ 1 Å 2n¡ 1 ¡ 1

T (n) Æ2¢2n¡ 1 ¡ 1

T (n) Æ2n ¡ 1;

8. Identi�que a complexidade dessa fórmula:

T (n) 2 £ (2n );

9. Prove por indução que a equação foi corretamente encontrada:

• Passo base:para n Æ1, o resultado esperado é 1, o que se con�rma: T (n) Æ

2n ¡ 1;

T (1) Æ21 ¡ 1 Æ1;

• Passo indutivo: por hipótese de indução, assume-se que está correta para

n ¡ 1, ou seja T (n ¡ 1) Æ2n¡ 1 ¡ 1. Então, veri�ca-se se T (n) Æ2n ¡ 1, sabendo

que T (n) Æ2n ¡ 1 e partindo da hipótese de indução que T (n ¡ 1) Æ2n¡ 1 ¡ 1,

o também se con�rma:

T (n) Æ2T (n ¡ 1)Å 1

T (n) Æ2
¡
2n¡ 1 ¡ 1

¢
Å 1

T (n) Æ2n ¡ 2Å 1

T (n) Æ2n ¡ 1;

• Demonstra-se então que 2 T (n ¡ 1)Å 1 Æ2n ¡ 1 para n ¸ 1.
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��� -¨TODO DA €RVORE DE 2ECURS¢O

O método da árvore de recursão converte a recorrência em uma árvore nos quais os

nodos representam os custos de um único subproblema. Analisa-se então os custos em

cada nível da árvore gerada. Usa-se algumas técnicas para limitar o tamanho da árvore.

De acordo com Cormen et al. (2012), uma árvore de recursão é bem mais usada para

gerar um bom palpite, que é então veri�cado pelo método da substituição. Se a árvore

for desenhada detalhadamente e criteriosamente, a mesma pode ser utilizada como

prova direta de uma solução de recorrência.

Como exemplo da aplicação de uma árvore de recursão, considera-se a recorrência

T (n) Æ3T
³

n
4

´
Å cn2. A Figura 6 demonstra a execução do passo-a-passo para expandir

uma árvore de recursão para a recorrência exemplo. Nota-se que o tamanho do pro-

blema para cada nodo da profundidade i é de n
4i . Considerando o subproblema mínimo

igual a 1, então o número de níveis pode ser calculado imaginando o maior nível para

n:

n

4i
Æ1

n Æ4i

i Ælog4 n.

(3.16)

Considerando as profundidades 0 ,1, . . . , log4 n, têm-se log4 n Å 1 níveis. Observando a
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Expandindo a recorrência para o primeiro passo:

Expandindo a recorrência para o segundo passo:

Expandindo a recorrência para múltiplos passos:

Figura 6 – Árvore de recursão sobre a recorrência T (n) Æ3T
³

n
4

´
Å cn2. Adaptado de

Cormen et al. (2012).

complexidade requerida em cada nível, têm-se uma nova de�nição para T (n):

T (n) Æ
µ

3

16

¶0

cn2 Å
µ

3

16

¶1

cn2 Å
µ

3

16

¶2

cn2 Å .. .Å
µ

3

16

¶log4 n¡ 1

cn2 Å £
³
n log43

´

Æ
log4 n¡ 1X

i Æ0

µ
3

16

¶i

cn2 Å £
³
n log43

´

Ç
1X

i Æ0

µ
3

16

¶i

cn2 Å £
³
n log43

´

Æ
1

1¡
µ

3
16

¶cn2 Å £
³
n log43

´

Æ
16

13
cn2 Å £

³
n log43

´

ÆO(n2)

(3.17)

Usando o método de substituição para veri�car o palpite de que T (n) 2 O(n2),
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deseja-se demonstrar que o mesmo é um limitante superior para T (n) Æ3T
³

n
4

´
Å £ (n2).

Em outras palavras, demonstrar que T (n) · dn 2 para uma constante d È 0:

T (n) · 3
µ
n

4

¶
Å cn2

· 3d
µ
n

4

¶2

Å cn2

Æ
3

16
dn 2 Å cn2

· dn 2.

(3.18)

A última parte é válida desde que d ¸ 16
13c.

��� -¨TODO DA -ESTRE

O método mestre é utilizado para resolver recorrências na forma T (n) ÆaT
³

n
b

´
Å f (n),

onde a,b È 1 e f (n) é uma função assintoticamente positiva. Considera-se que
j

n
b

k
Æ

l
n
b

m
Æn

b . Então, T (n) tem os seguintes limites assintóticos:

1. Se f (n) 2 O(n logb a¡ ² ), para uma constante ² È 0, então T (n) 2 £ (n logb a);

2. Se f (n) 2 £ (n logb a), então T (n) 2 £ (n logb a lgn);

3. Se f (n) 2 ­ (n logb aÅ² ), para uma constante ² È 0 e a f
³

n
b

´
· c f (n) para uma cons-

tante c Ç 1, então T (n) 2 £
¡
f (n)

¢
.

Em cada um dos três casos, compara-se a função f (n) com a função n logb a . A

maior entre as duas funções estabelece a solução para a recorrência. Há ainda detalhes

técnicos importantes a considerar (CORMEN et al., 2012):

• Para o primeiro caso, f (n) não só tem que ser menor que n logb a , mas tem que

ser polinomialmente menor. Ou seja, f (n ) deve ser assintoticamente menor que

n logb a por um fator n ² para uma constante ² È 0;

• Para o terceiro caso, f (n) não só tem que ser maior que n logb a , mas tem que ser

polinomialmente maior e satisfazer a condição “ a f
³

n
b

´
· c f (n)”. Ou seja, f (n)
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deve ser assintoticamente maior que n logb a por um fator n ² para uma constante

² È 0.

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ9T
³

n
3

´
Å n. Em seu formato, considera-se:

• a Æ9;

• b Æ3;

• f (n) Æn.

Portanto, n logb a Æn log3 9 2 £ (n2). Desse modo, f (n) Æn logb a¡ ² com ² Æ1, então

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (n) 2 £ (n2).

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) ÆT
³

2n
3

´
Å 1. Em seu formato, considera-se:

• a Æ1;

• b Æ3
2 ;

• f (n ) Æ1.

Portanto, n logb a Æn
log 3

2
1

Æn0 Æ1. Desse modo, f (n) Æn logb a , então aplica-se o

segundo caso, obtendo T (n) 2 £ (lg n).

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ3T
³

n
4

´
Å n lgn. Em seu formato, considera-se:

• a Æ3;

• b Æ4;



46 Capítulo 3. Recorrências

• f (n ) Æn lgn.

Portanto, n logb a Æn log4 3 Æn0,793. Desse modo, f (n ) 2 ­ (n log4 3Å² ) com ² ¼0,2, então

precisa-se veri�car uma última condição para aplicar o terceiro caso: considerando

a f
³

n
b

´
Æ3n

4 lg n
4 e c f (n) Æ3

4n lgn, então para a f
³

n
b

´
· c f (n), 3n

4 lg n
4 · 3

4n lgn para um

c Æ3
4 . Desse modo, aplica-se o caso 3, obtendo-se T (n) 2 £ (n lgn).

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å n lgn. Em seu formato, considera-se:

• a Æ2;

• b Æ2;

• f (n) Æn lgn.

Portanto, n logb a Æn log2 2 Æn. Nesse caso, poderia-se enganar dizendo que n lgn é

assintoticamente maior que n logb a Æn. O problema é que ela não é polinomialmente

maior. A razão f (n )

n logb a Æn lgn
n Ælgn é assintoticamente menor que n ² , o que faz a recor-

rência �car entre os casos 2 e 3.

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å £ (n). Em seu formato, considera-se:

• a Æ2;

• b Æ2;

• f (n) Æn.

Portanto, n logb a Æn log3 9 Æn. Desse modo, f (n ) Æn logb a , então aplica-se o segundo

caso, obtendo T (n) 2 £ (n lgn).



3.5. Método da Mestre 47

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ8T
³

n
2

´
Å £ (n2). Em seu formato, considera-se:

• a Æ8;

• b Æ2;

• f (n) Æ£ (n2).

Portanto, n logb a Æn log2 8 Æn3. Desse modo, f (n) 2 O(n logb a¡ ² ) com ² Æ1, então

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (n) 2 £ (n3).

%XEMPLO �

Considere a seguinte recorrência T (n) Æ7T
³

n
2

´
Å £ (n2). Em seu formato, considera-se:

• a Æ7;

• b Æ2;

• f (n) Æn2.

Portanto, n logb a Æn lg7 Ç n2,81. Desse modo, f (n) 2 Ø(n logb a¡ ² ) com ² ¼0,8, então

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (n) 2 £ (n lg7).

%XEMPLOS ONDE N¢O SE APLICA O M¨TODO MESTRE

Estes são alguns exemplos onde não se aplica o método mestre:

• T (n) ÆT (n ¡ 1)Å n;

• T (n) ÆT (n ¡ a) Å T (a) Å n, com a 2 ZÅ ;

• T (n) ÆT (®n) Å T
¡
(1 ¡ ®)n

¢
Å n, com 0 Ç ® Ç 1;

• T (n) ÆT (n ¡ 1)Å log n;

• T (n) Æ2T
³

n
2

´
Å n log n.





CAPÍTULO 4
Divisão e Conquista

A Divisão e Conquista é um paradigma em que se resolve um problema em três etapas

a cada nível de recursão (CORMEN et al., 2012):

• Divisão : divide-se o problema em um número de subproblemas que são instân-

cias menores do problema original;

• Conquista : resolve-se os subproblemas recursivamente. Entretanto, se o tamanho

dos subproblemas for su�cientemente pequeno, passa-se a resolvê-los direta-

mente;

• Combinação : as soluções para os subproblemas são combinadas para resolver o

problema que as originou.

��� -ULTIPLICA¦¢O DE )NTEIROS

Esta seção discute a multiplicação de dois números inteiros no qual o algoritmo de

tempo quadrático tradicional é melhorado (ou acelerado) ao utilizar o paradigma de

divisão e conquista (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

No algoritmo tradicional, multiplica-se dois números x e y. Para cada dígito de

y, multiplica-se os dígitos de x. Os resultados para cada dígito de y são somados,
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considerando um deslocamento equivalente a posição do dígito multiplicador de y. Ao

contar o número de multiplicações para cada dígito de y, têm-se O(n) operações, no

qual n é o número de dígitos do número com maior quantidade de dígitos. Para somar

cada um dos resultados obtidos, demanda-se mais O(n) operações.

O algoritmo melhorado se baseia em uma maneira mais e�ciente de dividir o pro-

duto em somas parciais. Para exempli�car, irá se considerar um número na base 2, mas

isso não importa, pois o algoritmo é o mesmo para qualquer base, deve-se apenas se

fazer os ajustes necessários. Assuma quex Æx1 ¢2
n
2 Å x0, no qual x1 corresponde aos n

2

bits de maior ordem (signi�cância) e x0 os n
2 bits de menor ordem. De maneira similar

se considera o número y Æy1 ¢2
n
2 Å y0. Desse modo, pode-se considerar a multiplicação

de x e y da seguinte forma (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

xy Æ(x1 ¢2
n
2 Å x0)(y1 ¢2

n
2 Å y0)

Æx1y1 ¢2n Å (x1y0 Å x0y1) ¢2
n
2 Å x0y0.

(4.1)

O tempo computacional para computar uma multiplicação como essa é de T (n) ·

4T
³

n
2

´
Å n.

No entanto, é possível melhorar considerando o seguinte (truque de Karatsuba):

xy Æx1y1 ¢2n Å (x1y0 Å x0y1) ¢2
n
2 Å x0y0

Æx1y1 ¢2n Å
¡
(x1 Å x0) ¢(y1 Å y0) ¡ x0y0 ¡ x1y1

¢
¢2

n
2 Å x0y0.

(4.2)

A parte (x1 Å x0) ¢(y1 Å y0) ¡ x0y0 ¡ x1y1 é equivalente a x1y0 Å x0y1:

(x1 Å x0)(y1Å y0) ¡ x0y0 ¡ x1y1 Æx1y1 Å x1y0 Å x0y1 Å x0y0 ¡ x0y0 ¡ x1y1

Æx1y0 Å x0y1.
(4.3)

Com essa forma de calcular, se reaproveita de cálculo que x0y0 e x1y1. O Algoritmo 6,
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exibe o algoritmo que utliza essa forma de multiplicação.

Algoritmo 6: Multiplicação-Recursiva
Input : valores inteiros na base-2 x e y, número de bits n

1 if n Æ1 then

2 return x ¢y

3 else

4 m Ã n
2

5 x1 Ã x
2m

6 x0 Ã x mod 2 m

7 y1 Ã y
2m

8 y0 Ã y mod 2 m

9 p Ã Multiplicação-Recursiva( x1 Å x0 , y1 Å y0)

10 x1y1 Ã Multiplicação-Recursiva( x1 , y1)

11 x0y0 Ã Multiplicação-Recursiva( x0 , y0)

12 return x1y1 ¢2n Å (p ¡ x1y1 ¡ x0y0) ¢2
n
2 Å x0y0

����� #OMPLEXIDADE

O tempo computacional requerido é T (n) · 3T
³

n
2

´
Å cn.

Desa�o

Dê a fórmula fechada para a recorrência T (n) · 3T
³

n
2

´
Å cn, identi�cando a

respectiva complexidade.

��� -ULTIPLICA¦¢O DE -ATRIZES

Para multiplicação de matrizes, há um algoritmo bem conhecido que demanda com-

plexidade de tempo £ (n3). Uma versão do mesmo para multiplicação de duas matrizes
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quadradas é apresentado no Algoritmo 7.

Algoritmo 7: Multiplicação-Matriz-Quadrada
Input : Duas matrizes quadradas A ÆRn£ n e B ÆRn£ n .

1 n Ã rows( A)

2 C Ã Rn£ n

3 for i Ã 1 to n do

4 for j Ã 1 to n do

5 ci j Ã 0

6 for k Ã 1 to n do

7 ci j Ã ci j Å ai k ¢bk j

8 return C

Um algoritmo simples de divisão e conquista para multiplicação de matrizes pode

ser visualizado no Algoritmo 8. Na linha 6, o algoritmo divide as matrizes em quatro
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partes de mesmo formato para as matrizes.

Algoritmo 8: Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC
Input : Duas matrizes quadradas A ÆRn£ n e B ÆRn£ n .

1 n Ã rows( A)

2 C Ã Rn£ n

3 if n Æ1 then

4 c11 Ã a11 ¢b11

5 else

6 particionar A, B e C em quatro matrizes cada

7 C11 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A11,B11) +

Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A12,B21)

8 C12 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A11,B12) +

Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A12,B22)

9 C21 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A21,B11) +

Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A22,B21)

10 C22 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A21,B12) +

Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A22,B22)

11 return C

Assumindo que as entradas possuem um tamanho na potência de 2 exatamente,

torna a análise da complexidade mais simples. A complexidade de tempo é igual T (n) Æ

8T
³

n
2

´
Å £ (n2), sendo que T (1) Æ£ (1). A parte £ (n2) é devido a soma das matrizes

obtidas pelas chamadas recursivas.

Desa�o

Dê a fórmula fechada para a recorrência T (n) · 8T
³

n
2

´
Å £ (n2), identi�cando a

respectiva complexidade.

Ainda há como melhorar a complexidade de tempo, utilizando como base a versão

de divisão e conquista. Essa versão mais e�ciente é conhecida como algoritmo de

Strassen (Algoritmo 9). A complexidade do algoritmo de Strassen é dada pela recorrência

T (n) Æ7T
³

n
2

´
Å £ (n2), sendo T (1) Æ£ (1).
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Desa�o

Dê a fórmula fechada para a recorrência T (n) Æ7T
³

n
2

´
Å £ (n2), identi�cando a

respectiva complexidade.
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Algoritmo 9: Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC
Input : Duas matrizes quadradas A ÆRn£ n e B ÆRn£ n .

1 n Ã rows( A)

2 C Ã Rn£ n

3 if n Æ1 then

4 c11 Ã a11 ¢b11

5 else

6 particionar A, B e C em quatro matrizes cada

7 S1 Ã B12 ¡ B22

8 S2 Ã A11 Å A12

9 S3 Ã A21 Å A22

10 S4 Ã B21 ¡ B11

11 S5 Ã A11 Å A22

12 S6 Ã B11 Å B22

13 S7 Ã A12 ¡ A22

14 S8 Ã B21 Å B22

15 S9 Ã A11 ¡ A21

16 S10 Ã B11 ¡ B12

17 P1 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A11,S1)

18 P2 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( S2,B22)

19 P3 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( S3,B11)

20 P4 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( A22,S4)

21 P5 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( S5,S6)

22 P6 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( S7,S8)

23 P7 Ã Multiplicação-Matriz-Quadrada-DC( S9,S10)

24 C11 Ã P5 Å P4 ¡ P2 Å P6

25 C12 Ã P1 Å P2

26 C21 Ã P3 Å P4

27 C22 Ã P5 Å P1 ¡ P3 ¡ P7

28 return C
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��� -EDIANAS E %STAT¬STICA DE /RDEM

A i -ésima estatística de ordem é o i -ésimo menor elemento de uma coleção. O mínimo

é a primeira estatística de ordem. O máximo elemento é a n-ésima estatística de ordem

para um conjunto com n elementos (CORMEN et al., 2012). Mediana é o 50º percentil,

ou seja, metade dos números são maiores que ele e a outra metade é menor. Se o con-

junto possui uma quantidade de elementos par, há duas medianas (inferior e superior)

(DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008; CORMEN et al., 2012). Por questões

de simplicidade, considera-se será menor dois elementos como a mediana.

Como pode-se fazer para encontrar o mínimo e o máximo? Qual o algoritmo para tal

tarefa? Qual a complexidade desse algoritmo? Para o mínimo e máximo é mais simples

encontrar um algoritmo linear. Para outras estatísticas de ordem, a solução não parece

tão simples quanto a de encontrar o mínimo e o maximo de um conjunto.

O algoritmo apresentado a seguir utiliza o paradigma de divisão e conquista que par-

ticiona o vetor em duas partes e segue em apenas uma delas com a recursão (Algoritmo
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11).

Algoritmo 10: Partição-Aleatoria
Input : Um vetor A, dois números inteiros p e r .

1 i Ã Random( p,r )

2 swap(Ar , Ai )

3 x Ã Ar

4 i Ã p ¡ 1

5 for j Ã p to r ¡ 1 do

6 if A j · x then

7 i Ã i Å 1

8 swap(Ai , A j )

9 swap(Ai Å1, Ar )

10 return i Å 1

Algoritmo 11: Seleção-Aleatória-Estatística-de-Ordem
Input : Um vetor A, dois números inteiros p e r , identi�cando as posições de início e �m

da busca, um valor inteiro i , indicando qual i -ésimo número deve ser

encontrado.

1 if p Ær then

2 return Ap

3 q Ã Partição-Aleatoria( A,p,r )

4 k Ã q ¡ p Å 1

5 if i Æk then

6 return Aq

7 else

8 if i Ç k then

9 return Seleção-Aleatória-Estatística-de-Ordem( A,p,q ¡ 1,i )

10 else

11 return Seleção-Aleatória-Estatística-de-Ordem( A,q Å 1,r , i ¡ k )
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#OMPLEXIDADE DE 4EMPO

A complexidade de tempo do Algoritmo 11 para o pior caso é £ (n2), pois a escolha de

um pivô ruim pode eliminar apenas um candidato ao i -ésimo menor para a próxima

chamada recursiva. Desse modo, tería-se a demanda de tempo T (n) · T (n ¡ 1)Å £ (n).

No entanto, esse algoritmo possui uma complexidade esperada linear (CORMEN et al.,

2012).

O procedimento Partição-Aleatoria (Algoritmo 10) tem igual probabilidade de re-

tornar qualquer elemento como pivô. Então, cada elemento k 2 {1,2, . . . ,n } tem proba-

bilidade 1
n de ser selecionado. Considere as variáveis aleatórias Xk , nas quais Xk ÆI {o

subvetor tem exatamente k elementos}. Elas que correspondem ao subvetor de A com

k elementos. Então, E[Xk ] Æ1
n .

Quando se chama a função “Seleção-Aleatória-Estatística-de-Ordem” e se escolhe

o elemento pivô Aq , não se sabe, a priori, se terminará com a resposta correta. Então,

faz-se chamadas recursivas para tratar das posições entre Ap...q¡ 1 ou entre AqÅ1...r . Para

obter um limite superior de T (n), assume-se que está no subvetor com mais elementos.

A variável Xk Æ1 para um valor de k elementos e 0 caso contrário. Quando Xk Æ1,

os dois subvetores tem k ¡ 1 e n ¡ k elementos. Têm-se então a seguinte recorrência

(CORMEN et al., 2012):

T (n) ·
nX

kÆ1
Xk ¢

³
T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢
Å O(n)

´

Æ
nX

kÆ1
Xk ¢T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢
Å O(n).

(4.4)

Considerando em termos de valores esperados, obtém-se (CORMEN et al., 2012):

E
£
T (n)

¤
· E

· nX

kÆ1
Xk ¢T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢
Å O(n)

¸

Æ
nX

kÆ1
E

h
Xk ¢T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢i
Å O(n)

Æ
nX

kÆ1
E

h
Xk

i
¢E

h
T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢i
Å O(n)

Æ
nX

kÆ1

1

n
¢E

h
T

¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢i
Å O(n)

(4.5)
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Considera-se T
¡
max(k ¡ 1,n ¡ k )

¢
e Xk como valores aleatórios independentes.

Considere que a expressão max(k ¡ 1,n ¡ k ), têm-se (CORMEN et al., 2012):

max(k ¡ 1,n ¡ k ) Æ

8
>><

>>:

k ¡ 1 sek È
l

n
2

m
,

n ¡ k sek ·
l

n
2

m
.

(4.6)

Sen é par, cada termo de T
µl

n
2

m¶
até T (n ¡ 1) aparece duas vezes na soma. Se for ímpar,

os termos aparecem duas vezes e o termo T
µj

n
2

k¶
uma vez. Então têm-se:

E
£
T (n)

¤
·

2

n

n¡ 1X

kÆn/2
E

£
T (k)

¤
Å O(n). (4.7)

Assumindo por substituição que o valor esperado para T (n) possui como limite

superior cn, considerando a base T (n) ÆO(1) para um n menor do que uma constante,

faz-se a prova da complexidade linear esperada (CORMEN et al., 2012):

E
£
T (n)

¤
·

2

n

n¡ 1X

kÆn/2
ck Å an

Æ
2c

n

µn¡ 1X

kÆ1
k ¡

bn/2 c¡ 1X

kÆ1
k

¶
Å an

Æ
2c

n

µ
(n ¡ 1)n

2
¡

(bn/2 c ¡ 1)bn/2 c

2

¶
Å an

·
2c

n

µ
(n ¡ 1)n

2
¡

(n /2 ¡ 2)(n /2 ¡ 1)

2

¶
Å an

Æ
2c

n

µ
n2 ¡ n

2
¡

n2/4 ¡ 3n/2 Å 2

2

¶
Å an

Æ
c

n

µ
3n2

4
Å

n

2
¡ 2

¶
Å an

Æc
µ
3n

4
Å

1

2
¡

2

n

¶
Å an

·
3cn

4
Å

c

2
Å an

Æcn ¡
µ
cn

4
¡

c

2
¡ an

¶
.

(4.8)
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Para completar a prova da substituição, demonstra-se que para um n su�cientemente

grande, essa expressão é no máximo cn, então:

cn

4
¡

c

2
¡ an ¸ 0

n
µ

c

4
¡ a

¶
¡

c

2
¸ 0

n
µ

c

4
¡ a

¶
¸

c

2

n ¸
c
2µ

c
4 ¡ a

¶

n ¸
2c

c ¡ 4a
.

(4.9)

Então, se for assumido T (n) ÆO(1) para n Ç 2c
c¡ 4a , têm-se E

£
T (n)

¤
ÆO(n). Conclui-se

então que pode-se encontrar qualquer estatística de ordem, e em particular a mediana,

em tempo esperado O(n), assumindo que os elementos são distintos (CORMEN et al.,

2012).

����� -¨TODO DE 3ELE¦¢O $ETERMIN¬STICO ,INEAR

Há um método para encontrar o i -ésimo menor elemento de um conjunto de valores,

cujo o tempo computacional é linear (BLUM et al., 1973). Esse método é detalhado

no Algoritmo 12. Nele, o vetor A é dividido em partes de no máximo 5 elementos cada

(linha 1). Depois, ordena-se cada uma dessas partes e encontra-se a mediana de cada

uma delas (linha 2). Cria-se então um vetor com a mediana de cada uma das partes e

procura-se a mediana do vetor de medianas (linha 3). Essa mediana servirá de pivô para

dividir o vetor em duas partes: uma com os elementos maiores que o pivô e outra parte

com os menores elementos que o pivô (linha 5). Se a posição procurada é a mesma da

mediana pivô, o algoritmo pára, retornando-a. Caso contrário, continua procurando na
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partição menor ou maior que a mediana.

Algoritmo 12: Seleção-Determinística
Input : Um vetor A, dois números inteiros p e r , identi�cando as posições de início e �m

da busca, um valor inteiro i , indicando qual i -ésimo número deve ser

encontrado.

1 if p Ær then

2 return Ap

�� %SCOLHA DO PIV³

3 quebrar o vetor A em m partes de modo que cada parte tenha 5 elementos

4 ordenar cada uma das m partes

5 criar um vetor C contendo as medianas de cada uma das m partes

6 k Ã Seleção-Determinística
µ
C,1, n

5 , n
10

¶

�� 0ARTICIONAMENTO E SELE¦¢O

7 Particionar o vetor A na posição k

8 if i Æk then

9 return Ak

10 else

11 if i Ç k then

12 return Seleção-Determinística( A,p,k ¡ 1,i )

13 else

14 return Seleção-Determinística( A,k Å 1,r , i )

#OMPLEXIDADE

Para determinar a complexidade de tempo, considere que x é a mediana obtida na

linha 4 do Algoritmo 12. Como a mediana x é o valor pivô para a partição do algoritmo,

considerar limites relacionados a ela ajudam a entender a complexidade.

Pelo menos metade das medianas encontradas na linha 3 são maiores ou iguais a x.

Mais da metade dos elementos com medianas superiores a x possuem pelo menos 3

elementos maiores que x. Desconsiderando um potencial grupo que tenha menos que
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5 elementos e o próprio grupo de x, obtém-se o seguinte limite inferior para elementos

maiores que x:

3
µ»

1

2

l n

5

m¼
¡ 2

¶
¸

3n

10
¡ 6. (4.10)

No mínimo, há 3n
10 ¡ 6 são menores que x. Então, no pior caso, as linhas entre 9 e 12

executam uma chamada do Algoritmo 12 para um subvetor com no máximo n ¡ 3n
10 Å6 Æ

7n
10 Å 6 elementos.

Agora, pode-se de�nir a recorrência correspondente a complexidade de tempo do

algoritmo determinístico de seleção. As linhas 1 (divisão), 2 (ordenação) e 4 (partição)

demandam O(n) de tempo computacional. Especi�camente quanto a linha 2, são ne-

cessáriosO(n) operações de ordenação em conjuntos com cinco ou menos elementos,

ou seja, O(1) elementos. Considerando que a linha 3 toma o tempo T
³l

n
5

m´
e uma

das recorrências entre as linhas 9 e 12 toma tempo T
³

7n
10 Å 6

´
, têm-se como função de

complexidade:

T (n) Æ

8
>><

>>:

O(1) sen Ç n0

T
³l

n
5

m´
Å T

³
7n
10 Å 6

´
Å O(n) sen ¸ n0.

(4.11)

Ainda há que se de�nir qual o valor de n0. Considerando sob a hipótese que a função

é linear, T (n) · cn para uma constante c È 0 su�cientemente grande, então:

T (n) ÆT
³l n

5

m´
Å T

³ 7n

10
Å 6

´
Å O(n)

· c
l n

5

m
Å c

³ 7n

10
Å 6

´
Å an

· c
n

5
Å c Å c

³ 7n

10
Å 6

´
Å an

Æ9c
n

10
Å 7c Å an

Æcn Å
³
¡ c

n

10
Å 7c Å an

´
.

(4.12)

Desse modo, T (n) é no máximo cn se

¡ c
n

10
Å 7c Å an · 0. (4.13)

Então, c ¸ 10a
³

n
n¡ 70

´
quando n È 70. Concluindo, para n0 È 70, a complexidade do

algoritmo é linear.
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��� 4RANSFORMADA 2 PIDA DE &OURIER

O produto de dois polinômios de grau d é um polinômio de grau 2 d Veja o seguinte

exemplo (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008):

(1Å 2x Å 3x2) ¢(2Å x Å 4x2) Æ2Å 5x Å 12x2 Å 11x3 Å 12x4. (4.14)

De forma genérica, considerando os seguintes polinômios A(x) Æa0 Å a1x Å .. .Å ad xd

e B(x) Æb0 Å b1x Å .. .Å bd xd , o produto seria C(x) ÆA(x) ¢B(x) Æc0 Å c1x Å .. .Å c2d x2d .

Cada coe�ciente k de C(x) seria:

ck Æa0bk Å a1bk¡ 1 Å .. .Å ak b0 Æ
kX

i Æ0
ai bk¡ i . (4.15)

Desse modo, computar cada coe�ciente ck demandaria O(k) instruções. Intuiti-

vamente, pode-se imaginar que o limite inferior de instruções para calcular todos os

2d Å 1 coe�cientes demandaria algo na ordem de £ (n2) (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU;

VAZIRANI, 2008). Será visto a seguir um algoritmo no qual é possível calcular os coe-

�cientes em O(n lgn). Essa solução é chamada de Transformada Rápida de Fourier e

revolucionou o processamento de sinais.

A representação de polinômios A(x) Æa0Å a1x Å a2x2Å .. .Å ad xd pode ser realizada

de dois modos:

• Por coe�ciente : a0,a1,a2, . . . ,ad ;

• Por valor : A(x0), A(x1), A(x2), . . . ,A(xd ).

A segunda opção é a mais atrativa para a multiplicação de polinômios. Desde que o

produto de C(x) ÆA(x)¢B(x) tenha grau 2d , basta multiplicar em ordem £ (2d ), ou seja,

em tempo linear. No entanto, para atingir a representação por valor, deve-se realizar

uma avaliação que custa £ (d lgd ) para cada polinômio, utilizando-se da transformada

rápida de Fourier.
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O algoritmo para realizar a multiplicação rápida de polinômios é destacado no

Algoritmo 13.

Algoritmo 13: Multiplicação de Polinômios
Input : Dois vetores A Æ(a0,a1, . . . ,an¡ 1) e B Æ(b0,b1, . . . ,bn¡ 1) de grau d .

�� 3ELE¦¢O

1 Escolher alguns pontos x0,x1, . . . ,xn¡ 1 para n ¸ 2d Å 1

�� !VALIA¦¢O

2 Computar A(x0), A(x1), A(x2), . . . ,B(xd ) e B(x0),B(x1),B(x2), . . . ,B(xd ) através do

algoritmo de Transformada Rápida de Fourier

�� -ULTIPLICA¦¢O

3 Computar C(xk ) ÆA(xk ) ¢B(xk ) para todo k Æ0,1,2,n ¡ 1

�� )NTERPOLA¦¢O

4 Resgatar a representação de coe�cientes de C(x) Æc0 Å c1x Å c2x2 Å .. .Å c2d x2d

5 return (c0 Å c1x Å c2x2 Å .. .Å c2d x2d )

!VALIA¦¢O POR $IVIS¢O E #ONQUISTA

A avaliação segue uma ideia de escolher n pontos nos quais avalia-se um polinômio

de grau menor ou igual a n ¡ 1. Se esses pontos forem pares positivos e negativos, é

possível usar-se da sobreposição, pois as potências de 2 se coincidem, para acelerar a

computação do algoritmo:

§ x0,§ x1, . . . ,§ xn/2 ¡ 1. (4.16)

Para entender isso, precisa-se dividir A(x) em potências pares e ímpares, como no

exemplo:

3Å 4x Å 6x2 Å 2x3 Å x4 Å 10x5 Æ(3Å 6x2 Å x4) Å x(4Å 2x2 Å 10x4). (4.17)

Note que os polinõmios estão em x2. De forma mais geral, têm-se:

A(x) ÆAe(x2) Å x Ao(x2). (4.18)
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Considerando os n/2 pares § xi , os cálculos necessários são:

A(xi ) ÆAe(x2
i ) Å xi Ao(x2

i )

A(¡ xi ) ÆAe(x2
i ) ¡ xi Ao(x2

i ).
(4.19)

Considerando essas convenções, avaliar A(x) em n pontos pareados § x0,§ x1, . . . ,xn/2 ¡ 1

reduz avaliar Ae(x) e Ao(x) em apenas n/2 pontos x2
0,x2

1, . . . ,x2
n/2 ¡ 1.

Apesar dessas características, ainda há um problema: o “truque menos-mais” fun-

ciona apenas para a recursão do primeiro nível. Para o próximo nível, precisa-se que

os x/2 pontos avaliados x2
0,x2

1, . . . ,x2
n/2 ¡ 1 sejam menos-mais pares. Como seria possível

fazer isso para o quadrado de um número? Deve-se usar números complexos para isso.

Quanto aos números complexos selecionados para a divisão e conquista, utiliza-

se asn-ésimas raizes de unidade: os números complexos 1 ,! , ! 2, . . . ,! n¡ 1, na qual

! Æe2¼i / n (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008). Considerando que n é par:

1. Asn-ésimas raízes de unidade são “mais-menos” pareadas, ! n/2 Å j Æ ¡! j ;

2. O quadrado delas produzem as ( n/2)-enésimas raízes de unidade.

Desse modo, se o procedimento for iniciado com esses números para algum n potência

de 2, então nos sucessivos passos de recursão se terá asn-ésimas raízes de unidade

para k Æ1,2,3, . . .. Todos esses conjuntos de números serão “mais-menos” pareados, o
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que permitirá a abordagem de divisão por conquista apresentada no Algoritmo 14.

Algoritmo 14: Transformada-Rápida-de-Fourier
Input : Um vetor a Æ(a0,a1, . . . ,an¡ 1), uma primitiva da enésima raiz de unidade ! .

1 if ! Æ1 then

2 return a

3 else

4 (s0,s1, . . . ,sn/2 ¡ 1) Ã Transformada-Rápida-de-Fourier
¡
(a0,a2, . . . ,an¡ 2), ! 2

¢

5 (s0
0,s0

1, . . . ,s0
n/2 ¡ 1) Ã Transformada-Rápida-de-Fourier

¡
(a1,a3, . . . ,an¡ 1), ! 2

¢

6 for j Ã 0 to n/2 ¡ 1 do

7 r j Ã sj Å ! j s0
j

8 r j Ån /2 Ã sj ¡ ! j s0
j

9 return (r 0, r 1, . . . ,r n¡ 1)

)NTERPOLA¦¢O

A última etapa da multiplicação de polinômios presente no Algoritmo 13 é o passo que

troca a representação de valores por coe�cientes. Para esse passo, utiliza-se a operação

inversa à transformada rápida de Fourier:

hcoe�cientes i Æ
1

n
Transformada-Rápida-de-Fourier

¡
hvaloresi , ! ¡ 1

¢
. (4.20)

����� #OMPLEXIDADE

Para calcular a complexidade do Algoritmo 13 (multiplicação de polinômios), precisa-se

primeiro identi�car a complexidade do algoritmo de Transformada Rápida de Fourier

(Algoritmo 14). O tempo computacional é dado por:

T (n) Æ

8
>>><

>>>:

O(1) sen Æ1,

2T
µ

n
2

¶
Å £ (n) sen È 1.

(4.21)

A recorrência indica a complexidade de £ (n lgn).

Voltando a analisar o Algoritmo 13, enumera-se a complexidade de cada um de seus

principais passos, considerando n Æ2d:
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• Seleção: a escolha dos pontos £ (n) passos;

• Avaliação : para a avaliação, têm-se duas chamadas da Transformada Rapida de

Fourier, demandando £ (n lgn);

• Multiplicação : Multiplicar os n valores dos polinômios A e B para gerar o polinô-

mio C demanda £ (n) operações;

• Interpolação : para encontrar os coe�cientes de C, utiliza-se a transformada in-

versa, que invoca a Transformada Rápida de Fourier e aplica uma adaptação

constante ao resultado, demandando £ (n lgn) operações.

A complexidade da multiplicação de polinômios é £ (n lgn).

��� 1UICKSORT

O algoritmo de Quicksort é um método de ordenação que utiliza a paradigma de divisão

e conquista. O algoritmo é dividido então em três etapas (CORMEN et al., 2012):

• Divisão : Particionar o vetor em dois subvetores. Um dos subvetores é composto

por elementos maiores que o elemento na posição q (elemento pivô) e o outro

subvetor por elementos menores.

• Conquista : Ordenar os dois subvetores por chamadas recursivas.

• Combinação : Como os subvetores já estão ordenados, nada é feito.

O Algoritmo 15 traz uma descrição em pseudo-código do Quicksort. A versão do
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Quicksort depende exclusivamente de seu método de partição.

Algoritmo 15: Quicksort
Input : Um vetor A, um índice p e r identi�cando o intervalo fechado de posições que

serão ordenadas.

1 if p Ç r then

2 q Ã Partição( A,p,r )

3 Quicksort( A,p,q ¡ 1)

4 Quicksort( A,q Å 1,r )

O algoritmo de partição (Algoritmo 16) seleciona um pivô na posição mais à direita

do vetor. Depois, realiza uma movimentação dos menores elementos para à esquerda

do pivô e dos maiores para a direita.

Algoritmo 16: Partição
Input : Um vetor A, um índice p e r identi�cando o intervalo fechado de posições

particionadas.

1 x Ã Ar

2 i Ã p ¡ 1

3 for j Ã p to r ¡ 1 do

4 if A j · x then

5 i Ã i Å 1

6 swap(Ai , A j )

7 swap(Ai Å1, Ar )

8 return i Å 1

����� #ORRETUDE

As seguintes propriedades se mantém no início de cada iteração do laço das linhas

entre 3 e 6 (CORMEN et al., 2012) para qualquer índice k do vetor:

1. Sep · k · i , então Ak · x;

2. Sei Å 1 · k · j ¡ 1, então Ak È x;

3. Sek Ær , então Ak Æx.
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Essa invariante de laço é verdadeira e é útil para demonstrar a corretude de Quick-

sort:

• Inicialização : Antes da primeira iteração, i Æp ¡ 1 e j Æp, portanto as duas

primeiras propriedades são satisfeitas. A atribuição da linha 1 satisfaz a teceira

propriedade.

• Manutenção : Dependendo do teste da linha 4, considera-se dois casos:

– Quando A j È x, a única ação do laço é incrementar j . Depois que j é in-

crementado, a propriedade 2 é válida para A j ¡ 1 e todas as outras entradas

permanecem inalteradas.

– Quando A j · x, o laço incrementa i e a propriedade 1 é satisfeita. Desse

modo, têm-se A j ¡ 1 È x, visto que o elemento que foi permutado para dentro

de A j ¡ 1 é maior que x.

• Término : No término, j Ær . Portanto o divide-se o vetor em três partes: os ele-

mentos maiores que x estão no subvetor à direita, os elementos menores que x

estão à esquerda ex está na i -ésima estatística de ordem.

Como o algoritmo de Quicksort subdivide o vetor até uma unidade e a cada unidade

submete-se ao algoritmo de partição, ao �nal do Quicksort, todos os valores estarão em

suas respectivas estatísticas de ordem, ou seja, o vetor estará ordenado.

����� #OMPLEXIDADE 0ESSIMISTA

O tempo de execução do Quicksort no pior caso pode ser dado pelo seguinte limitante

superior

T (n) · max
0· q· n¡ 1

¡
T (q) Å T (n ¡ q ¡ 1)

¢
Å £ (n). (4.22)

Produz-se problemas com tamanho total n ¡ 1. O pior caso acontece quando dado n

elementos, uma partição tem 0 elementos e a outra possui n ¡ 1 elementos. Esse é o pior
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caso, pois na linha 4 do Algoritmo 16, as posições r (denominada de valor x) é compa-

rada com todos os demais elementos. Considerando essa divisão, há mais comparações

entre os n ¡ 1 elementos do que se obtiver duas partições de n¡ 1
2 elementos. Para esse

último caso, um número maior de elementos da esquerda não será comparado com a

partição da direita na linha 4. Portanto, têm-se a seguinte recorrência representando o

pior caso:

T (n) · T (n ¡ 1)Å £ (n). (4.23)

Desa�o

Encontre a fómula fechada para a recorrência que de�ne a complexidade pessi-

mista do Quicksort.

����� #OMPLEXIDADE %SPERADA

Considere X o número de comparações executadas na linha 4 da partição (Algoritmo

16. Considerando um vetor Z , sabe-se que no máximo Zi será comparado uma vez com

Z j . Nesse sentido, a análise a seguir utiliza a variável aleatória Xi j que identi�ca se Zi é

comparado com Z j . O número total de comparações para o algoritmo de Quicksort é

X Æ
n¡ 1X

i Æ1

nX

j Æi Å1
Xi j . (4.24)

Tomando os valores esperados, têm-se:

E[X] ÆE
· n¡ 1X

i Æ1

nX

j Æi Å1
Xi j

¸

Æ
n¡ 1X

i Æ1

nX

j Æi Å1
E[Xi j ]

Æ
n¡ 1X

i Æ1

nX

j Æi Å1
Pr {Zi é comparado com Z j }.

(4.25)

Pr {Zi é comparado com Z j } é a probabilidade de Zi ser comparado com Z j . Para
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calculá-la, têm-se:

Pr {Zi é comparado com Z j } ÆPr {Zi ou Z j é o primeiro pivô escolhido de Zi j }

ÆPr {Zi é o primeiro pivô escolhido de Zi j }

Å Pr {Z j é o primeiro pivô escolhido de Zi j }

Æ
1

j ¡ i Å 1
Å

1

j ¡ i Å 1

Æ
2

j ¡ i Å 1

(4.26)

Considere que Zi j Æ{Zi , Zi Å1, . . . ,Z j } é o subvetor com j ¡ i Å 1 elementos (elementos

entre i e j incluindo-os). Desse modo, obtêm-se o número esperado de comparações:

E[X ] Æ
n¡ 1X

i Æ1

nX

j Æi Å1

2

j ¡ i Å 1

Æ
n¡ 1X

i Æ1

n¡ iX

kÆ1

2

k Å 1

Ç
n¡ 1X

i Æ1

n¡ iX

kÆ1

2

k

Ç
n¡ 1X

i Æ1
2
³
ln n Å o(1)

´

Æ
n¡ 1X

i Æ1
O(lg n)

ÆO(n lgn)

(4.27)

Então, o tempo esperado para execução do Quicksort é de O(n lgn).



CAPÍTULO 5
Grafos e Buscas

��� )NTRODU¦¢O

����� (IST²RICO

Uma breve história do passado da Teoria de Grafos (NETTO, 2006):

• 1847: Kirchhoff utilizou modelos de grafos no estudo de circuitos elétricos, cri-

ando a teoria de árvores;

• 1857: Cayley usou grafos em química orgânica para enumeração de isômetos dos

hidrocarbonetos alifáticos saturados;

• 1859: Hamilton inventou um jogo de buscar um percurso fechado envolvendo

todos os vértices de um dodecaedro regular, de tal modo que cada vértice fosse

visitado apenas uma vez;

• 1869: Jordan estudou matematicamente as árvores (grafos acíclicos);

• 1878: Sylvester foi o primeiro a utilizar o termo graph;

• 1879: Kempe não conseguiu demonstrar a conjectura das 4 cores;

• 1880: Tait falhou ao demonstrar uma prova falsa da conjectura das 4 cores;
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• 1890: Haewood provou que a prova de Kempe estava errada e demonstrou uma

prova consistente para 5 cores. A de 4 cores só saiu em 1976;

• 1912: Birkhoff de�niu os polinômios cromáticos;

• 1926: Menger demonstour um importante teorema sobre o problema de descone-

xão de itinerários em grafos;

• 1930: Kuratowski encontrou uma condição necessária e su�ciente para a planari-

dade de um grafo;

• 1931: Whitney criou a noção de grafo dual;

• 1936: Primeiro livro sobre grafos foi lançado por König;

• 1941: Brooks enunciou um teorema fornecendo um limite para o número cromá-

tico de um grafo;

• 1941: Turán foi o primeiro da teoria extremal dos grafos;

• 1947: Tutte resolveu o problema da existência de uma cobertura minimal em um

grafo;

• 1956+: Com as publicações de Ford e Fulkerson, Berge (1957) e Ore (1962), a teoria

de grafos passa a receber mais interesse;

����� $E 1NI¦´ES )NICIAIS

Antes de visitar a representação de grafos, é importante que saibamos o que são vér-

tices e arestas. Vértices geralmente são representados como unidades, elementos ou

entidades, enquanto as arestas representam as ligações/conexões entre pares de vér-

tices. Geralmente, chamaremos o conjunto de vértices de V e o conjunto de arestas

de E. De�ne-se que E µ V £ V . Também usaremos n e m para denotarem o número

de vértices e arestas respectivamente, então n Æ jV j e m Æ jEj. O número de arestas

possível em um grafo é n2¡ n
2 .
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Um grafo pode ser representado de duas formas (CORMEN et al., 2012). A primeira

forma é chamada de lista de adjacências e tem mais popularidade em artigos cientí�cos.

Nela, o grafo é representado como uma dupla para especi�car vértices e arestas. Por

exemplo, para um grafo G, pode-se dizer que o mesmo é uma dupla G Æ(V,E), especi�-

cando assim que o grafo G possui um conjunto V de vértices e E de arestas. A segunda

forma seria uma através de uma matriz binária, chamada de matriz de adjacência.

Normalmente representada pela letra A(G), a matriz é de�nida por A(G) Æ{0,1}jV j£j V j ,

a qual seus elementos au,v Æ1 se existir uma aresta entre os vértices u e v. Um exemplo

das das formas para um mesmo grafo pode ser visualizado no Exemplo 5.1.1.

Example 5.1.1. A Figura 7 exibe um grafo de 4 vértices e 4 arestas. Na representação

por listas de adjacências, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G Æ({1,2,3,4}, {{1,2}, {1,4}, {2,4}, {3,4}}). (5.1)

A representação por uma matriz de adjacência �caria assim

1 2 3 4

1 0 1 0 1

A(G) Æ 2 1 0 0 1

3 0 0 0 1

4 1 1 1 0

.

Figura 7 – Exemplo de grafo com 4 vértices e 4 arestas.
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������� 'RAFOS 6ALORADOS OU 0ONDERADOS

Um grafo é valorado quando um peso ou valor é associado a suas arestas. Na literatura,

a de�nição do grafo passa a ser uma tripla G Æ(V,E,w ), na qual V é o conjunto de

vértices, E é o conjunto de arestas e w : e 2 E ! R é a função que especi�ca o valor.

Quando não se possui valornas arestas, parte-se de uma relação binária entre existir

ou não uma aresta entre dois vértices. Neste caso, se u e v possui uma aresta, geralmente

se simboliza essa ligação com o valor 1, e se não existir 0.

Em uma matriz de adjacências para grafos valorados, o valor das arestas aparecem

nas células da matriz. Em um par de vértices que não possui valor estabelecido (não há

aresta), representa-se com uma lacuna ou com um valor simbólico para o problema que

o grafo representa. Por exemplo, se os valores representam as distâncias, geralmente se

associa o valor in�nito aos pares de vértices que não possuem arestas.

Um exemplo de grafo valorado e suas representações pode ser visualizado no Exem-

plo 5.1.2.

Example 5.1.2. A Figura 8 exibe um grafo valorado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentação por listas de adjacências, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G Æ({1,2,3,4}, {{1,2}, {1,4}, {2,4}, {3,4}},w ). (5.2)

A função w teria os seguintes valores: w ({1,2}) Æ8, w ({1,4}) Æ9, w ({2,4}) Æ5 ew ({3,4}) Æ

7.

A representação por uma matriz de adjacência �caria assim

1 2 3 4

1 0 8 0 9

A(G) Æ 2 8 0 0 5

3 0 0 0 7

4 9 5 7 0
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ou desta outra forma para o caso de uma aplicação a problemas que envolvam

distâncias

1 2 3 4

1 1 8 1 9

A(G) Æ 2 8 1 1 5

3 1 1 1 7

4 9 5 7 1

.

Figura 8 – Exemplo de grafo valorado com 4 vértices e 4 arestas.

'RAFOS COM 3INAIS

Para representar alguns problemas, utiliza-se valores negativos associados às arestas.

Um exemplo disso, seriam grafos que representem relações de amizade e de inimizade.

Para amizade, utiliza-se o valor 1 e para inimizade o valor ¡ 1. Nesse caso, não dizemos

que o grafo é valorado ou ponderado, mas sim um grafo com sinais. Quando os valores

negativos e positivos podem ser diferentes de 1 e ¡ 1, diz-se que os grafos são valorados

e com sinais.

������� 'RAFOS /RIENTADOS

Um grafo orientado é aquele no qual suas arestas possuem direção. Nesse caso, não

chamamos mais de arestas e sim de arcos. Um grafo orientado é de�nido como uma
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dupla G Æ(V, A), a qual V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de arcos. O conjunto

de arcos é composto por pares ordenados ( u ,v), os quais u,v 2 V e representam um

arco saindo de u e incidindo em v. Duas funções importantes devem ser consideradas

nesse contexto: a função de arcos saintes ±Å(v) Æ{(v,u) : (v,u) 2 A} e arcos entrantes

±¡ (v) Æ{(u ,v) : (u ,v) 2 A}.

O Exemplo 5.1.3 exibe a representação de um grafo orientado.

Example 5.1.3. A Figura 9 exibe um grafo orientado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentação por listas de adjacências, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G Æ({1,2,3,4}, {(1,4), (2,1), (4,2), (4,3)}). (5.3)

A representação por uma matriz de adjacência �caria assim

1 2 3 4

1 0 0 0 1

A(G) Æ 2 1 0 0 0

3 0 0 0 0

4 0 1 1 0

.

Figura 9 – Exemplo de grafo orientado com 4 vértices e 4 arcos.
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������� (IPERGRAFO

Um hipergrafo H Æ(V,E) é um grafo no qual as arestas podem conectar qualquer

número de vértices. Cada aresta é chamada de hiperaresta E µ 2V \{}.

������� -ULTIGRAFO

Um multigrafo G Æ(V,E) é um grafo que permite múltiplas arestas para o mesmo par de

vértices. Logo, não se tem mais um conjunto de arestas, mas sim uma tupla de arestas.

Para o exemplo da Figura 10, têm-se E Æ({1,2}, {1,2}, {1,4}, {2,4}, {3,4}, {3,4}).

Figura 10 – Exemplo de um multigrafo com 4 vértices e 6 arestas.

������� 'RAU DE UM 6¨RTICE

O grau de um vértice é a quantidade de arestas que se conectam a determinado vértice.

É denotada por uma função dv , onde v 2 V . Em um grafo orientado, o número de arcos

saintes para um vértice v é denotado por d Å
v , e o número de arcos entrantes é denotado

por d ¡
v .

������� )GUALDADE E )SOMOR1SMO

Diz-se que dois grafos G1 Æ(V1,E1) e G2 Æ(V2,E2) são iguais seV1 ÆV2 e E1 ÆE2. Os

dois grafos são considerados isomorfos se existir uma função bijetora (uma-por-uma)

para todo v 2 V1 e para todo u 2 V2 preserve as relações de adjacência (NETTO, 2006).
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������� 0ARTI¦¢O DE 'RAFOS

Uma partição de um grafo é uma divisão disjunta de seu conjunto de vértices. Um grafo

G Æ(V,E) é dito k -partido se existir uma partição P Æ{p i ji Æ1, . . . ,k ^8 j 2 {1, . . . ,k }, j 6Æ

i (p i \ p j 6Æ{})}. Quando k Æ2, dize que o grafo é bipartido (NETTO, 2006).

������� -ATRIZ DE )NCID©NCIA

Sobre um grafo orientado G Æ(V,E), uma matriz de incidência B(G) Æ{Å1,¡ 1,}jV j£j Aj

mapeia a origem e o destino de cada arco no grafo G. Dado um arco ( u ,v), bu,(u ,v) Æ Å1

e bv,(u ,v) Æ ¡1 (NETTO, 2006).

������� /PERA¦´ES COM 'RAFOS

As seguintes operações binárias são descritas em Netto (2006):

• União: Dados os grafos G1 Æ(V1,E1) e G2 Æ(V2,E2), G1 [ G2 Æ(V1 [ V2,E1 [ E2);

• Soma (ou join ): Dados os grafosG1 Æ(V1,E1) eG2 Æ(V2,E2), G1ÅG2 Æ(V1[ V2,E1[

E2 [ {{u ,v} : u 2 V1 ^ v 2 V2});

• Produto cartesiano: Dados os grafos G1 Æ(V1,E1) e G2 Æ(V2,E2), G1 £ G2 Æ(V1 £

V2,E), onde E Æ{{(v,w ),(x, y)} : (v Æx ^ {w, y} 2 E2)_ (w Æy ^ {x, y} 2 E1)}. G1£ G2

e G2 £ G1 são isomorfos;

• Composição ou produto lexicográ�co: Dados os grafos G1 Æ(V1,E1) eG2 Æ(V2,E2),

G1 ±G2 Æ(V1 £ V2,E), onde E Æ{{(v,w ), (x, y)} : ({v,x} 2 E1 _ v Æx) ^ {w, y} 2 E2};

• Soma de arestas: Dados os grafosG1 Æ(V1,E1) e G2 Æ(V2,E2), os quais V1 ÆV2,

G1 ©G2 Æ(V1,E1 [ E2).

A seguinte operação unária é descrita em Netto (2006):

• Contração de dois vértices: Dado um grafo G Æ(V,E) e dois vértices u,v 2 V , a

operação de contração desses dois vértices em G, gera um grafo G0Æ(V 0,E0) o qual

V 0ÆV \{ u ,v} [ {uv } e E0Æ{{x, y} 2 E : x 6Æu ^ x 6Æv} [ {{x,uv } : {x,u}, {x,v} 2 E}.
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Outras operações sobre grafos são descritas na literatura. Esse texto irá omití-las

por enquanto para que sejam utilizados no momento mais oportuno. Sõ elas: inserção

e remoção de vértices e arestas, desdobramento de um vértice. Essa última depende do

contexto de aplicação.

�������� 6IZINHAN¦A

A vizinhança de vértices é diferente para grafos não-orientados e orientados. Para

um grafo grafo não-orientado G Æ(V,E), uma função de vizinhança é de�nida por

N : v 2 V ! {u 2 V : {v,u} 2 E} e indica o conjunto de todos os vizinhos de um vértice

especí�co. Para o grafo do Exemplo 5.1.1, N (1) Æ{2,4}.

Para um grafo orientado G Æ(V, A), diz-se que um vértice u 2 V é sucessor dev 2 V

quando ( v,u) 2 A; e u 2 V é antecessor de v 2 V quando ( u,v) 2 A. As funções de

vizinhança para um grafo orientado G são N Å : v 2 V ! {u 2 V : (v,u) 2 A}, N ¡ : v 2 V !

{u 2 V : (u ,v) 2 A}, e N (v) ÆN Å(v) [ N ¡ (v).

Diz-se que a vizinhança de v é fechada quando esse mesmo vértice se inclui no

conjunto de vizinhos. A função que representa vizinhança fechada v é simbolizada

neste texto como N¤ (v) ÆN (v) [ {v}.

As funções de vizinhança também podem ser utilizadas para identi�car um conjunto

de vértices vizinhos de um grupo de vértices em um grafo G Æ(V,E) (orientado ou não).

Nesse contexto, N (S) Æ
S

v2SN (v), N Å(S) Æ
S

v2SN Å(v), e N ¡ (S) Æ
S

v2SN ¡ (v).

As noções de sucessor e antecessor podem ser aplicadas iterativamente. As Equações

(5.4), (5.5), (5.6) e (5.7) exibem exemplos de fechos transitivos diretos.

N 0(v) Æ{v} (5.4)

N Å1(v) ÆN Å(v) (5.5)

N Å2(v) ÆN Å¡
N Å1(v)

¢
(5.6)
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N Ån (v) ÆN Å¡
N Å(n¡ 1)(v)

¢
(5.7)

Chama-se de fecho transitivo direto aqueles que correspondem aos vizinhos suces-

sivos e os inversos os que correspondem aos vizinhos antecessores. Um fecho transitivo

direto de um vértice v de um grafo G Æ(V,E) são todos os vértices atingíveis a partir v

no grafo G; ele é representado pela função RÅ(v) Æ
S jV j

kÆ0 N Åk (v). Um fecho transitivo

inverso de v é o conjunto de vértices que atingem v; ele é representado pela função

R¡ (v) Æ
S jV j

kÆ0 N ¡ k (v). Diz-se que w é descendente de v se w 2 RÅ(v). Diz-se que w é

ascendente de v se w 2 R¡ (v).

�������� 'RAFO 2EGULAR

Um grafo não-orientado G Æ(V,E) que tenha d(v) Æk8 v 2 V é chamado de grafo

k-regular ou de grau k . Um grafo orientado Go Æ(V, A) que possui a propriedade

d Å(v) Æk8 v 2 V é chamado de grafo exteriormente regular de semigrau k . SeGo tiver

d ¡ (v) Æk8 v 2 V é chamado de grafo interiormente regular de semigrau k .

�������� 'RAFO 3IM¨TRICO

Um grafo orientado G Æ(V, A) é simétrico se ( u ,v) 2 A () (v,u) 2 A8 u,v 2 V .

�������� 'RAFO !NTI
SIM¨TRICO

Um grafo orientado G Æ(V, A) é anti-simétrico se ( u ,v) 2 A () (v,u) Ý A8 u,v 2 V .

�������� 'RAFO #OMPLETO

Um grafo completo G Æ(V,E) é completo se E ÆV £ V .

Grafos bipartidos completos GB Æ((X,Y ),E) possuem E ÆX £ Y .

�������� 'RAFO #OMPLEMENTAR

Para um grafo G Æ(V,E), um grafo complementar é de�nido por Gc ÆG Æ(V,(V £ V )\ E).
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�������� 0ERCURSOS EM 'RAFOS

“Um percurso, itinerário ou cadeia é uma família de ligações sucessivamente adjacentes,

cada uma tendo uma extremidade adjacente a anterior e a outra à subsequente (à

execeção da primeira e da última)” (NETTO, 2006). Diz-se que um percurso é aberto

quando a última ligação é adjacente a primeira. Têm-se desse modo um ciclo.

Um percurso é considerado simples se não repetir ligações (NETTO, 2006).

Caminhos são cadeias em grafos orientados.

Circuitos são ciclos em grafos orientados.

�������� #INTURA E #IRCUNFER©NCIA

Cintura de um grafo G é comprimendo do menor ciclo existente no grafo. É representada

pela função g(G). A circunferência é comprimento do maior ciclo. A circunferência do

grafo G é representada pela função c(G).

��� 2EPRESENTA¦´ES #OMPUTACIONAIS

Duas formas de representação computacional de grafos são amplamente utilizadas.

São elas “listas de adjacências” e “por matriz de adjacências” (CORMEN et al., 2012).

Elas possuem vantagens e desvantagens principamente relacionadas à complexidade

computacional (consumo de recursos em tempo e espaço). Detalhes sobre vantagens e

desvantagens não aparecerão nesse documento. Um de nossos objetivos do momento

será implementar e avaliar as duas formas de representação.

����� ,ISTA DE !DJAC©NCIAS

A representação de um grafo G Æ(V,E) por listas de adjacências consiste em um arranjo,

chamado aqui de Adj. Esse arranjo é composto por jV j listas, e cada posição do arranjo

representa as adjacências de um vértice especí�co (CORMEN et al., 2012). Para cada



84 Capítulo 5. Grafos e Buscas

{u ,v} 2 E, têm-se Adj[u ] Æ(. . . ,v, . . .) e Adj[v] Æ(. . . ,u , . . .) quando G for não-dirigido.

Quando G for dirigido, para cada ( u ,v) 2 E, têm-se Adj[u ] Æ(. . . ,v, . . .).

Para grafos ponderados, Cormen et al. (2012) sugere o uso da própria estrutura de ad-

jacências para armazenar o peso. Dado um grafo ponderado não-dirigido G Æ(V,E,w ),

para cada {u ,v} 2 E, têm-se Adj[u ] Æ
¡
. . . ,

¡
v,w ({u ,v})

¢
, . . .

¢
eAdj[v ] Æ

¡
. . . ,

¡
u ,w ({u ,v})

¢
, . . .

¢
.

Quando o grafo for dirigido, para cada ( u ,v) 2 E, têm-se Adj[u ] Æ
¡
. . . ,

¡
v,w ((u ,v))

¢
, . . .

¢
.

O Algoritmo 17 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G Æ(V, A,w )

em uma lista de adjacências Adj.

Algoritmo 17: Criação de uma lista de adjacências para um grafo dirigido e pon-
derado.

Input : um grafo dirigido e ponderado G Æ(V, A,w )
1 criar arranjo Adj[jV j]
2 foreach v 2 V do
3 Adj[v] Ã listaVazia()

4 foreach (u ,v) 2 A do
5 Adj[u ] Ã Adj[u ] [

¡
v,w ((u ,v))

¢

6 return Adj

����� -ATRIZ DE !DJAC©NCIAS

Uma matriz de adjacência é uma representação de um grafo através de uma matriz A.

Para um grafo não-dirigido G Æ(V,E), A ÆBjV j£j V j , na qual cada elemento au,v Æ1 e

av,u Æ1 se{u,v} 2 E; au,v Æ0 e av,u Æ0 caso{u,v} ÝE. Para todo grafo não-dirigido G,

au,v Æav,u .

Para um grafo dirigido G Æ(V,X), A ÆBjV j£j V j , na qual cada elemento au,v Æ1 se

(u,v) 2 A; au,v Æ0 e au,v Æ0 caso (u ,v) Ý X.

Para um grafo não-dirigido e ponderado G Æ(V,E,w ), a matriz será formada por

células que comportem o tipo de dado representado pelos pesos. Assumindo que

os pesos serão números reais, então a matriz de adjacências será A ÆRjV j£j V j . Cada

elemento au,v Æw ({u,v}) e av,u Æw ({u,v}) se {u ,v} 2 E; au,v Æ² e av,u Æ² caso {u ,v} Ý
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E. ² é um valor que representa a não conexão, geralmente 0, Å1 ou ¡1 dependendo

do contexto de aplicação.

O Algoritmo 18 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G Æ(V, A,w )

em uma matriz de adjacências Adj.

Algoritmo 18: Criação de uma matriz de adjacências para um grafo dirigido e
ponderado.

Input : um grafo dirigido e ponderado G Æ(V, A,w : A ! R), um símbolo ² que
representa a não adjacência

1 Ad j Ã RjV j£j V j

2 foreach v 2 V do
3 foreach u 2 V do
4 Adju,v Ã ²

5 foreach (u ,v) 2 A do
6 Adju,v Ã w ((u ,v))

7 return Adj

����� %XERC¬CIOS

Implemente as duas bibliotecas para grafos. Preencha a seguinte tabela a partir da

análise computacional, de acordo com as operações abaixo determinadas.

Lista de Adjacências Matriz de Adjacências

Inserção de vértice

inserção de arestas

Remoção de vértice

Remoção de arestas

Teste se{u ,v} 2 E

Percorrer vizinhos

Grau de um vértice
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��� "USCAS EM 'RAFOS

����� "USCA EM ,ARGURA

Dado um grafo G Æ(V,E) e uma origem s, a busca em largura (Breadth-First Search -

BFS) explora as arestas/arcos deG a partir de s para cada vértice que pode ser atingido a

partir de s. É uma exploração por nível. O procedimento descobre as distâncias (número

de arestas/arcos) entre s e os demais vértices atingíveis de G. Pode ser aplicado para

grafos orientados e não-orientados (CORMEN et al., 2012).

O algoritmo pode produzir uma árvore de busca em largur com raiz s. Nesta árvore,

o caminho de s até qualquer outro vértice é um caminho mínimo em número de

arestas/arcos (CORMEN et al., 2012).

O Algoritmo 19 descreve as operações realizadas em uma busca em largura. Nele,

criam-se três estruturas de dados que serão utilizados para armazenar os resultados

da busca. O arranjo Cv é utilizado para determinar se um vértice v 2 V foi visitado ou

não; D v determina a distância percorrida até encontrar o vértice v 2 V ; e Av determina

o vértice antecessor ao v 2 V em uma busca em largura a partir de s (CORMEN et al.,

2012).

������� #OMPLEXIDADE DA "USCA EM ,ARGURA

O número de operações de en�leiramento e desen�leiramento é limitado a jV j vezes,

pois visita-se no máximo jV j vértices. Como as operações de en�leirar e desen�leirar

podem ser realizadas em tempo £ (1), então para realizar estas operações demanda-se

tempo de O(jV j). Deve-se considerar ainda, que muitas arestas/arcos incidem em vérti-

ces já visitados, então inclui-se na complexidade de uma BFS a varredura de todas as

adjacências, que demandaria £ (jEj). Diz-se então, que a complexidade computacional

da BFS éO(jV jÅ j Ej) .
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Algoritmo 19: Busca em largura.
Input : um grafo G Æ(V,E), vértice de origem s2 V
�� CONFIGURANDO TODOS OS V¨RTICES

1 Cv Ã false 8 v 2 V
2 D v Ã 1 8 v 2 V
3 Av Ã null 8 v 2 V

�� CONFIGURANDO O V¨RTICE DE ORIGEM

4 Cs Ã true
5 D s Ã 0

�� PREPARANDO FILA DE VISITAS

6 Q Ã Fila()
7 Q.enqueue(s)

�� PROPAGA¦¢O DAS VISITAS

8 while Q.empty() Æfalse do
9 u Ã Q.dequeue()

10 foreach v 2 N (u) do
11 if Cv Æfalse then
12 Cv Ã true
13 D v Ã Du Å 1
14 Av Ã u
15 Q.enqueue(v)

16 return (D, A)

������� 0ROPRIEDADES E 0ROVAS

#AMINHOS -¬NIMOS

A busca em largura garante a descoberta dos caminhos mínimos em um grafo não-

ponderados G Æ(V,E) de um vértice de origem s2 V para todos os demais atingíveis.

Para demonstrar isso, Cormen et al. (2012) examina algumas propriedades importantes

a seguir. Considere a distância de um caminho mínimo ±(s,v) de s a v como o número

mínimo de arestas/arcos necessários para percorrer esse caminho.

Lema 5.3.1. SejaG Æ(V,E) um grafo orientado ou não-orientado e seja s2 V um vértice

arbitrário, então ±(s,v) · ±(s,u) Å 1 para qualquer aresta/arco (u ,v) 2 E.

Prova: Seu pode ser atingido a partir de s, então o mesmo ocorre com v. Desse modo,

o caminho mínimo de s para v não pode ser mais longo do que o caminho de s para u

seguido pela aresta/arco ( u ,v) e a desigualdade vale. Seu não pode ser alcançado por s,

então ±(s,u) Æ 1 , e a desigualdade é válida. �
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Lema 5.3.2. SejaG Æ(V,E) um grafo orientado ou não-orientado e suponha que G tenha

sido submetido ao algoritmo BFS (Algoritmo 19) partindo de um dado vértice de origem

s2 V . Ao parar, o algoritmo BFS satisfará D v ¸ ±(s,v)8 v 2 V .

Prova: Utiliza-se a indução em relação ao número de operações de en�leiramento

(enqueue). A hipótese indutiva é D v ¸ ±(s,v)8 v 2 V .

A base da indução é a situação imediatamente após s ser en�leirado na linha 7 do

Algoritmo 19. A hipótese indutiva se mantém válida nesse momento porque D s Æ0 Æ

±(s,s) e D v Æ 1 ¸ ±(s,v)8 v 2 V \{ s}.

Para o passo da indução, considere um vértice v não-visitado ( Cv Æfalse) que é

descoberto depois do último desempinhamento. Consideramos que o vértice desempu-

nhado é u 2 V . A hipótese da indução implica que Du ¸ ±(s,u). Pela atribuição da linha

13 e pelo Lema 5.3.1, obtem-se

D v ÆDu Å 1 ¸ ±(s,u) Å 1 ¸ ±(s,v). (5.8)

Então, o vértice v é en�leirado e nunca será en�leirado novamente porque ele também

é marcado como visitado e as operações entre as linhas 12 e 15 são apenas executadas

para vértices não-visitados. Desse modo, o valor de D v nunca muda novamente e a

hipótese de indução é mantida. �

Lema 5.3.3. Suponha que durante a execução do algoritmo de busca em largura (Al-

goritmo 19) em um grafo G Æ(V,E), a �la Q contenha os vértices(v1,v2, . . . ,vr ), onde

v1 é o início da �la e vr é o �nal da �la. Então, D vr · D v1 Å 1 e D v i · D v i Å1 para todo

i 2 {1,2, . . . ,r ¡ 1}.

Prova: A prova é realizada por indução relacionada ao número de operações de �la.

Para a base da indução, imediatamente antes do laço de repetição (antes da linha 8),

têm-se apenas o vértice s na �la. O lema se mantém nessa condição.

Para o passo da indução, deve-se provar que o lema se mantém para depois do de-

sen�leiramento quanto do en�leiramento de um vértice. Se o início v1 é desen�leirado,



5.3. Buscas em Grafos 89

v2 torna-se o início. Pela hipótese de indução, D v1 · D v2. Então D vr · D v1 Å 1 · D v2 Å 1.

Assim, o lema prossegue com v2 no início.

Quando en�leira-se um vértice v (linha 15), ele se torna vr Å1. Nesse momento, já se

removeu da �la o vértice u cujo as adjacências estão sendo analisadas, e pela hipótese

de indução, o novo início v1 deve ter D v1 ¸ Du . Assim, D v i Å1 ÆD v ÆDu Å 1 · D v1 Å 1.

Pela hipótese indutiva, têm-se D vr · Du Å 1, portanto D vr · Du Å 1 ÆD v ÆD v i Å1 e o

lema se mantém quando um vértice é en�leirado. �

Corolário 5.3.4. Suponha que os vérticesv i e v j sejam en�leirados durante a execução

do algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) e que v i seja en�leirado antes de v j .

Então, D v i · D v j no momento que v j é en�leirado.

Prova: Imediata pelo Lema 5.3.3 e pela propriedade de que cada vértice recebe um

valor D �nito no máximo uma vez durante a execução do algoritmo. �

Teorema 5.3.5. SejaG Æ(V,E) um grafo orientado ou não-orientado, e suponha que o

algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) seja executado em G partindo de um dado

vértice s 2 V . Então, durante sua execução, o algoritmo descobre todo o vértice v 2 V

atingível por s. Ao �ndar sua execução, o algoritmo retornará a distância mínima entre s

e v 2 V , então Dv Æ±(s,v)8 v 2 V .

Prova: Por contradição, suponha que algum vértice receba um valor d não igual à

distância de seu caminho mínimo. Seja v um vértice com ±(s,v) mínimo que recebe tal

valor d incorreto. O vértice v não poderia ser s, pois o algoritmo de�ne D s Æ0, o que

estaria correto. Então deve-se encontrar um outro v 6Æs. Pelo Lema 5.3.2,D v ¸ ±(s,v)

e portanto, temos D v È ±(s,v). O vértice v deve poder ser visitado a partir de s, se não

puder, ±(s,v) Æ 1 ¸ D v . Sejau o vértice imediatamente anterior a v em um caminho

mínimo de s a v, de modo que ±(s,v) Æ±(s,u) Å 1. Como ±(s,u) Ç ±(s,v), e em razão de

selecionar-se v, têm-se Du Æ±(s,u). Reunindo essas propriedades, têm-se

D v È ±(s,v) Æ±(s,u) Å 1 ÆDu Å 1. (5.9)
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Considere o momento que o algoritmo opta por desen�leirar o vértice u de Q. Nesse

momento, o vértice v pode ter sido não-visitado, visitado e está na �la, ou visitado e já

foi removido da �la. O restante da prova trabalha em cada um desses casos:

• Sev é não-visitado ( Cv Æfalse), então a operação na linha 13 de�ne D v ÆDu Å 1,

contradizendo o que é dito na Equação 5.9.

• Sev já foi visitado ( Cv Ætrue ) e foi removido da �la, pelo Corolário 5.3.4, têm-se

D v · Du que também contradiz o que é dito na Equação 5.9.

• Sev já foi visitado e permanece na �la, quando v fora en�leirado w era o vértice

antecessor imediato no caminho até v, logo D v ÆD w Å 1. Considere também

que w já foi desen�leirado. Porém, pelo Corolário 5.3.4, D w · Du , então, temos

D v ÆD w Å 1 · Du Å 1, contradizendo a Equação 5.9.

�

€RVORES EM ,ARGURA

O algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) criar uma árvore de busca em largura

à medida que efetua busca no grafo G Æ(V,E). Também chamada de “subgrafo dos

predecessores”, uma árvore de busca em lagura pode ser de�nida como G¼Æ(V¼,E¼),

na qual V¼Æ{v 2 V : Av 6Ænull } [ {s} e E¼Æ{(Av ,¼,v) : v 2 V¼\{ s}}.

����� "USCA EM 0ROFUNDIDADE

A busca em profundidade (Depth-First Search - DFS) realiza a visita a vértices cada vez

mais profundos/distantes de um vértice de origem s até que todos os vértices sejam

visitados. Parte-se a busca do vértice mais recentemente descoberto do qual ainda saem

arestas inexploradas. Depois que todas as arestas foram visitadas no mesmo caminho,

a busca retorna pelo mesmo caminho para passar por arestas inexploradas. Quando

não houver mais arestas inexploradas a busca em profundidade pára (CORMEN et al.,

2012).
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O Algoritmo 20 apresenta um pseudo-código para a busca em profundidade. Note

que no lugar de usar uma �la, como na busca em largura (vide Algoritmo 19, utiliza-se

uma pilha. Os arranjos Cv , Tv , e Av 8 v 2 V são respectivamente o arranjo de marcação

de visitados, do tempo de visita e do vértice antecessor à visita.

Algoritmo 20: Busca em profundidade.
Input : um grafo G Æ(V,E), vértice de origem s2 V
�� CONFIGURANDO TODOS OS V¨RTICES

1 Cv Ã false 8 v 2 V
2 Tv Ã 1 8 v 2 V
3 Av Ã null 8 v 2 V

�� CONFIGURANDO O V¨RTICE DE ORIGEM

4 Cs Ã true
5 tempo Ã 0

�� PREPARANDO FILA DE VISITAS

6 S Ã Pilha()
7 S.push(s)

�� PROPAGA¦¢O DAS VISITAS

8 while S.empty() Æfalse do
9 tempo Ã tempo Å1

10 u Ã S.pop()
11 Tu Ã tempo
12 foreach v 2 N (u) do
13 if Cv Æfalse then
14 Cv Ã true
15 Av Ã u
16 S.push(v)

17 return (C,T, A)

Cormen et al. (2012) a�rma que é mais comum realizar a busca em profundidade de

várias fontes. Desse modo, seu livro reporta um algoritmo que sempre que um subgrafo

conexo é completamente buscado, parte-se de um outro vértice de origem não-visitado

ainda (um vértice não atingível por s).

������� #OMPLEXIDADE DA "USCA EM 0ROFUNDIDADE

Da mesma maneira que a complexidade da busca em largura, a busca em profundidade

possui complexidade O(jV j Å j Ej). As operações da pilha resultariam tempo O(jV j).
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Muitos arestas/arcos incidem em vértices já visitados, então inclui-se na complexidade

de uma DFS a varredura de todas as adjacências, que demandaria £ (jEj).

����� !PLICA¦´ES DE "USCAS EM 0ROFUNDIDADE

������� #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

Um grafo conexo é aquele no qual há um caminho entre todos os pares de vértices. É dita

uma componente fortemente conexa de um grafo dirigido não-ponderado G Æ(V, A) é

um conjunto máximo de vértices C µ V , tal que para todo o par de vértices u,v em C

têm-se u  v e v  u.

Um algoritmo para identi�car as Componentes Fortemente Conexas é relatado por

Cormen et al. (2012) e apresentado aqui no Algoritmo 21. Nele, utiliza-se duas vezes

a busca em profundidade sugerida também por Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22

(DFS) e 23 (DFS-Visit)). Primeiramente, faz-se a busca em largura para descobrir os

caminhos de todos os vértices para todos os outros. Depois, percorre-se os mesmos

caminhos em um grafo transposto ( GT ). As árvores representadas como os antecessores
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em AT trarão a resposta: cada árvore é uma componente fortemente conexa.

Algoritmo 21: Algoritmo de Componentes-Fortemente-Conexas
Input : um grafo dirigido não ponderado G Æ(V, A)

� 
 #HAMAR A $&3 �DO !LGORITMO ��	 PARA COMPUTAR OS TEMPOS DE T¨RMINO PARA

CADA V¨RTICE 
 �

1 (C,T, A0,F) Ã DFS(G)

� 
 #RIAR GRAFO TRANSPOSTO DEG� CHAMADO DEGT � 
 �

2 AT Ã {}

3 foreach (u ,v) 2 A do

4 AT Ã AT [ {(v,u)} � 
 )NVERTE
SE TODOS OS ARCOS PARAGT � 
 �

5 GT Ã (V, AT )

� 
 #HAMAR A $&3 �DO !LGORITMO ��	 ALTERADO PARA QUE ELE EXECUTE O LA¦O DA

LINHA �� SELECIONANDO V¨RTICES EM ORDEM DECRESCENTE DEF 
 �

6 (CT ,T T , A0T ,FT ) Ã DFS-adaptado(GT )

� 
 DAR SA¬DA DE CADA  RVORE NA FLORESTA EM PROFUNDIDADE EMAT COMO UMA

COMPONENTE FORTEMENTE CONEXA� 
 �

7 return AT

Algoritmo 22: DFS de Cormen et al. (2012).
Input : um grafo dirigido não ponderado G Æ(V,E)

�� #ONFIGURANDO TODOS OS V¨RTICES

1 Cv Ã false 8 v 2 V

2 Tv Ã 1 8 v 2 V

3 Fv Ã 1 8 v 2 V

4 Av Ã null 8 v 2 V

�� CONFIGURANDO O TEMPO DE IN¬CIO

5 tempo Ã 0

6 foreach u 2 V do

7 if Cu Æfalse then

�� $&3
6ISIT ¨ ESPECIFICADO NO !LGORITMO ��

8 DFS-Visit(G, u , C, T , A, F, tempo)

9 return (C,T, A,F)
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Algoritmo 23: DFS-Visit de Cormen et al. (2012).
Input : um grafo G Æ(V,E), vértice de origem v 2 V , e os vetoresC, T , A e F, e uma

variável tempo 2 ZÅ
¤

1 Cu Ã true
2 tempo Ã tempo Å1
3 Tv Ã tempo
4 foreach u 2 N Å(v) do
5 if Cu Æfalse then
6 Au Ã v
7 DFS-Visit(G, u , C, T , A, F, tempo)

8 tempo Ã tempo Å1
9 Fv Ã tempo

#OMPLEXIDADE DO !LGORITMO DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

A complexidade de tempo computacional do Algoritmo 21 é dependente da comple-

xidade de tempo do algoritmo DFS de Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22 (DFS) e

23 (DFS-Visit)). Para o algoritmo DFS, as instruções das linhas 1 a 4 demandam uma

quantidade de instruções igual a £ (jV j). O laço entre as linhas 6 a 8 é executado por

um número de iterações dependente do número de vértices ( £ (jV j)). O procedimento

DFS-Visit é invocado apenas uma vez para cada vértice, graças ao vetor de visitados

C. Como nesse procedimento as adjacências de cada vértice são visitadas, há também

uma dependência do número de arcos saintes em cada vértice. Logo, a complexidade

computacional do Algoritmo 22, e consequentemente, a do algoritmo de Componentes

Fortemente Conexas, é £ (jV jÅ j Ej).

#ORRETUDE DO !LGORITMO DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

0ROPRIEDADES DE "USCAS EM 0ROFUNDIDADE

Teorema 5.3.6. Em qualquer busca em profundidade em um grafo dirigido ou não

G Æ(V,E), para quaisquer dois vértices u e v, exatamente uma das três condições é

válida:

• Os intervalos [Tu ,Fu ] e [Tv ,Fv ] são completamente disjuntos, e nem u nem v é
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descendente do outro na �oresta de profundidade.

• O intervalo [Tu ,Fu ] está contido inteiramente dentro do intervalo [Tv ,Fv ] eu é um

descendente de v em uma árvore de profundidade.

• O intervalo [Tv ,Fv ] está contido inteiramente dentro do intervalo [Tu ,Fu ] e v é um

descendente de u em uma árvore de profundidade.

Prova: A prova começará com o caso de Tu Ç Tv . Para isso, consideramos dois subcasos:

Tv Ç Fu ou não. O primeiro subcaso ocorre quando Tv Ç Fu , portanto v foi descoberto

quando Cu Ætrue , ou seja, v foi descoberto mais recentemente que u, o que implica que

v é descendente de u. Ao �ndar a busca de u (linha 9 do Algoritmo 23), todas as arestas

de u foram exploradas, e consequentemente [ Tv ,Fv ] está completamente contido no

intervalo [ Tu ,Fu ].

Ainda considerando Tu Ç Tv , mas no subcaso de Fu Ç Tv , devido a Tw Ç Fw para

todo w 2 V , Tu Ç Fu Ç Tv Ç Fv , assim os intervalos [ Tu ,Fu ] e [Tv ,Fv ] são disjuntos.

Como os intervalos são disjuntos, nenhum vértice foi descoberto enquanto o outro

ainda não havia �ndado (linha 9 do Algoritmo 23), então nenhum é descendente do

outro.

O caso de Tv Ç Tu é semelhante, com papéis de u e v invertidos no argumento

anterior. �

Corolário 5.3.7. O vértice v é um descendente adequado do vérticeu na �oresta em

profundidade para um grafo dirigido ou não G Æ(V,E) sse Tu Ç Tv Ç Fv Ç Fu .

Prova: Imediata pelo Teorema 5.3.6. �

Teorema 5.3.8. Em uma �oresta em profundidade de um grafo dirigido ou não G Æ(V,E),

o vértice v é um descendente do vérticeu sse no momentoTu , em que uma busca descobre

u, há um caminho de u a v inteiramente de vértices w marcados com C w Æfalse.

Prova: Sev Æu, então o caminho de u a v não possui vértices além dele mesmo.
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Agora, supõe-se que v seja um descendente próprio de u, que ainda tem Cv Æfalse

quando se de�ne o valor de Tu . Pelo Corolário 5.3.7, Tu Ç Tv e portanto Cv Æfalse no

tempo Tu . Visto que v pode ser descendente de u, todos os vértices w num caminho

simples de u até v tem Cw Æfalse.

Agora, supõe-se que haja um caminho de vértices w marcados com Cw Æfalse no

caminho de u a v no tempo Tu , mas v não se torna descendente de u na árvore de

profundidade. Sem prejuízo, considera-se que todo o vértice exceto v ao longo do

caminho se torne um descendente de u. Seja w o predecessor de v no camino, de

modo que w seja um descendente de u. Pelo Corolário 5.3.7, Fw Ç Fu . Como v tem

que ser descoberto depois de u ser descoberto, mas antes de w ser terminado, têm-se

Tu Ç Tv Ç Fw Ç Fu . Então o Teorema 5.3.6 implica que o intervalo [ Tv ,Fv ] está contido

no intervalor [ Tu ,Fu ]. Pelo Corolário 5.3.7, v deve ser descendente de u. �

0ROPRIEDADES DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

Para as propriedades abaixo, considere que:

• d (S) Æmin v2S{Tv };

• f (S) Æmaxv2S{Fv };

Lema 5.3.9. Considerando C e C0 componentes fortemente conexas distintas em um

grafo dirigido G Æ(V, A), sejau,v 2 C eu0,v02 C0e suponha que G tenha um caminho

u  u0. Então, G não pode conter um caminho v 0 v.

Prova: SeG possui um caminho v0  v, então contém os caminhos u  u0  v0 e

v0  v  u em G. Assim, u e v0 podem ser visitados um a partir do outro, o que

contradiz a hipótese de que C e C0são componentes fortemente conexas distintas. �

Lema 5.3.10. SejamC eC0componentes fortemente conexas distintas no grafo dirigido

G Æ(V, A). Suponha que haja um arco (u ,v) 2 A, na qual u 2 C e v 2 C0. Então, f (C) È

f (C0).
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Prova: Considera-se dois casos dependendo qual das componentes fortemente conexas

(C ou C0) têm o primeiro vértice descoberto na busca em profundidade.

Sed(C) Ç d(C0), seja x o primeiro vértice descoberto em C. No tempo Tx , todos os

vértices em C e C0são não visitados (Cv Æfalse para todo v 2 C [ C0). Pode-se a�rmar

então que há um caminho em x a w para qualquer w 2 C0por causa do arco ( u ,v) 2 A,

então x  u ! v  w . Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices em C e C0 se tornam

descendentes de x ma árvore de profundidade. Pelo Corolário 5.3.7, x tem o tempo de

término mais recente que qualquer um de seus descendentes, portanto Fx Æf (C) È

f (C0);

Sed(C) È d(C0), seja y o primeiro vértice descoberto em C0. No tempo Ty , todos

os vértices w em C0 têm Cw Æfalse e G contém um caminho de y a cada vértice em

C0formado apenas por vértices z com Cz Æfalse. Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices

em C0se tornam descendentes de y na árvore de profundidade. Pelo Teorema 5.3.8,

Fy ÆF(C0). No tempo Ty , todos os vértices w em C têm Cw Æfalse. Como existe um

arco (u ,v) de C a C0, o Lema 5.3.9 implica que não pode haver um caminho de C0a C.

Consequentemente, nenhum vértice em C pode ser visitado por y. Portanto, no tempo

Fy , todos os vértices w em C ainda tem Cw Æfalse. Assim, para qualquer vértice em

w 2 C, têm-se Fw È Fy , o que implica que f (C) È f (C0). �

Corolário 5.3.11. Considerando C eC0componentes fortemente conexas distintas no

grafo dirigido G Æ(V, A), suponha que hava um arco (u ,v) 2 AT , na qual u 2 C e v 2 C0.

Então, f (C) Ç f (C0).

Prova: Como (u,v) 2 AT , têm-se (v,u) 2 A. Visto que as componentes fortemente cone-

xas emGT são as mesmas, o Lema 5.3.10 implica que f (C) Ç f (C0). �

Teorema 5.3.12. O Algoritmo 21 (de Componentes-Fortemente-Conexas) encontra corre-

tamente as componentes fortemente conexas de um grafo dirigido G Æ(V, A) dado como

sua entrada.
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Prova: A prova é realizada por indução em relação ao número de árvores de busca

encontradas na busca em profundidade de GT na linha 6. Cada árvore forma uma

componente fortemente conexa.

A hipótese da indução é que as primeiras k árvores produzidas na linha 6 são

componentes fortemente conexas.

A base da indução, quando k Æ0, é trivial.

No passo da indução, supõe-se que cada uma das k primeiras árvores de profundi-

dade produzidas na linha 6 é uma componente fortemente conexa, e consideramos a

(k Å 1)-ésima árvore produzida. Seja u a raiz dessa árvore, e supondo que u esteja na

componente fortemente conexa C. Como resultado do modo que se escolhe a raiz da

árvore na linha 6, Fu ¡ f (C) È f (C0) para qualquer componente fortemente conexa C0

exceto C que ainda tenha de ser visitada. Pela hipótese de indução, no momento da

busca de u na árvore de profundidade, todos os vértices w em C tem Cw Æfalse. Então,

pelo Teorema 5.3.8, todos os outros vértices de C são descendentes deu nessa árvore de

profundidade. Além disso, pela hipótese de indução e pelo Corolário 5.3.11, qualquer

arco em GT que saem de C devem ir até componentes fortemente conexas que já foram

visitadas. Assim, nenhum vértice em uma componente fortemente conexa, exceto C,

será um descendente de u durante a busca em profundidade de GT . Portanto, os vérti-

ces da árvore de busca em profundidade em GT enraizada em u formam exatamente

uma componente fortemente conexa, o que conclui o passo de indução e a prova. �

������� /RDENA¦¢O 4OPOL²GICA

A ordenação topológica no contexto de grafos, recebe um grafo acíclico dirigido G Æ

(V, A) e ordena linearmente todos os vértices tal que se existe um arco ( u ,v) 2 A então

u aparece antes de v na ordenação. O algoritmo de Ordenação Topológica tem como

base uma busca em largura com a adição de uma lista O para inserir os vértices, como

pode ser visto no Algoritmo 25. Os vértices são inseridos sempre no início da lista O
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logo que o algoritmo termina de visitá-lo (linha 10 do Algoritmo 25).

Algoritmo 24: DFS para Ordenação Topológica
Input : um grafo dirigido não ponderado G Æ(V, A)

�� #ONFIGURANDO TODOS OS V¨RTICES

1 Cv Ã false 8 v 2 V

2 Tv Ã 1 8 v 2 V

3 Fv Ã 1 8 v 2 V

�� CONFIGURANDO O TEMPO DE IN¬CIO

4 tempo Ã 0

�� #RIANDO LISTA COM OS V¨RTICES ORDENADOS TOPOLOGICAMENTE

5 O Ã ()

6 foreach u 2 V do

7 if Cu Æfalse then

�� $&3
6ISIT
/4 ¨ ESPECIFICADO NO !LGORITMO ��

8 DFS-Visit-OT(G, u, C, T , F, tempo, O)

9 return O

Algoritmo 25: DFS-Visit-OT.
Input : um grafo G Æ(V,E), vértice de origem v 2 V , e os vetoresC, T e F, e uma variável

tempo 2 ZÅ
¤ , uma lista O

1 Cv Ã true

2 tempo Ã tempo Å1

3 Tv Ã tempo

4 foreach u 2 N Å(v) do

5 if Cu Æfalse then

6 DFS-Visit(G, u , C, T , A, F, tempo)

7 tempo Ã tempo Å1

8 Fv Ã tempo

�� !DICIONA O V¨RTICE v NO IN¬CIO DA LISTA O

9 O Ã (v) [ O
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#OMPLEXIDADE DA /RDENA¦¢O 4OPOL²GICA

Como a inserção no início de uma lista demanda tempo O(1), a complexidade de tempo

da Ordenação Topológica de um grafo acíclico é dependente da Busca em Profundidade.

Logo, a complexidade da Ordenação Topológica é O(jV jÅ j Aj). 0

#ORRETUDE DA /RDENA¦¢O 4OPOL²GICA

Lema 5.3.13. Um grafo dirigido G Æ(V, A) é acíclico sse uma busca em profundidade de

G não produz nenhum arco de retorno.

Prova: Supondo que uma busca em profundidade produza um arco de retorno ( u ,v).

Então, o vértice v é um ascendente (ancestral) do vértice u na �oresta em profundidade.

Assim, G contém um caminho de v a u, e o arco (u ,v) completa o ciclo.

Supondo que G contenha um ciclo c, mostrou-se que uma busca em profundidade

de G produz um arco de retorno. Seja v o primeiro vértice a ser descoberto em c e seja

(u ,v) o arco precedente em c. No tempo Tv , os vértices em c formam um caminho

de vértices w com Cw Æfalse de v a u. Pelo Teorema 5.3.8, o vértice u se torna um

descendente de v na �oresta em profundidade. Então ( u ,v) é um arco de retorno. �

Teorema 5.3.14. O Algoritmo 24 produz uma ordenação topológica de um grafo dirigido

acíclico G Æ(V, A) dado como entrada.

Prova: Supondo que o algoritmo seja executado sobre um determinado grafo dirigido

acíclico G Æ(V, A) para determinar os tempos de término para seus vértices. É su�ciente

mostrar que, para qualquer par de vértices distintos u,v 2 V , seG contém um arco de u

a v, então Fv Ç Fu . Considere qualquer arco ( u ,v) explorado no algoritmo. Quando esse

arco é explorado, v ainda não foi visitado (por DFS-Visit-OT), já que v é ascendente

(ancestral) de u e (u ,v) é um arco de retorno, o que contradiz o Lema 5.3.13. Portanto, v

já deve ter Cv Æfalse ou já foi visitado. Se v tem Cv Æfalse, ele se torna um descendente

de u e Fv Ç Fu . Sev já foi visitado Fv já foi de�nido, então Fv Ç Fu . Assim, para qualquer

arco (u ,v) 2 A, têm-se Fv Ç Fu . �
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��� #AMINHOS -¬NIMOS

Em um problema de Caminho Mínimo, há um grafo ponderado orientado ou não G Æ

(V,E,w ), onde V é o conjunto de vértices, E é o conjunto de arcos ou arestas, e w : E ! R

é a função que representa o peso entre dois vértices (distância ou custo das arestas).

Para um caminho p Æ hv1,v2, . . . ,vk i seu peso é dado por w (p) Æ
P k

i Æ2 w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢

(CORMEN et al., 2012).

O peso de um caminho mínimo de u a v é dado por

±(u ,v) Æ

8
>><

>>:

min {w (p) : u
p
 v}, se há um caminho de u para v ,

1 , caso contrário.

(5.10)

Há algumas variantes para os problemas de caminho mínimo (CORMEN et al.,

2012):

• Problema de caminhos mínimos de fonte única: dado um grafo ponderado G Æ

(V,E,w ) e um vértice de origem s2 V , encontrar o caminho de custo ±(s,v) para

todo o v 2 V ;

• Problema de caminhos mínimos para um destino:dado um grafo ponderado

G Æ(V,E,w ), um vértice de destino t 2 V , determinar o caminho de custo ±(v, t )

para todo o v 2 V ;

• Problema de caminhos mínimos para um par: dado um grafo ponderado G Æ

(V,E,w ), um vértice de origem s 2 V e um vértice de destino t , determinar o

caminho de custo ±(s, t );

• Problema de caminhos mínimos para todos os pares: dado um grafo ponderado

G Æ(V,E,w ), encontrar o caminho de curso ±(u ,v) para todo o par u ,v 2 V .
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0ESOS .EGATIVOS

Os problemas de caminho mínimo geralmente operam sem erros em grafos com pe-

sos negativos. Uma exceção a isso é quando há um ciclo com peso negativo. Nesse

caso, nunca haverá um peso de�nido, pois é sempre possível diminuir o peso total do

caminho percorrendo o ciclo mais uma vez.

)NICIALIZA¦¢O E 2ELAXAMENTO

Os Algoritmos 26 e 27 são utilizados em diversos algoritmos de resolução de caminhos

mínimos. A estrutura de dados D é referente a estimativa de caminho que será obtida

ao longo da execução de um caminho mínimo para cada vértice v 2 V . A estrutura de

dados A é utilizada para identi�car o vértice anterior em cada caminho mínimo para

um vértice v 2 V .

Algoritmo 26: Inicialização de G.
Input : um grafo G Æ(V,E,w ), um vértice de origem s2 V

�� INICIALIZA¦¢O

1 D v Ã 1 8 v 2 V

2 Av Ã null 8 v 2 V

3 D s Ã 0

4 return (D, A)

Algoritmo 27: Relaxamento de v.
Input : um grafo G Æ(V,E,w )a, (u ,v) 2 E, A, D

1 if D v È Du Å w
¡
(u ,v)

¢
then

2 D v Ã Du Å w
¡
(u ,v)

¢

3 Av Ã u

a Para o caso deG ser não-dirigido, deve-se realizar o relaxamento em ( u,v) e (v,u) para uma aresta
{u ,v} 2 E, ou seja, deve-se realizar o relaxamento nos dois sentidos.
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����� 0ROPRIEDADES DE #AMINHOS -¬NIMOS

������� 0ROPRIEDADE DE SUBCAMINHOS DE CAMINHOS M¬NIMOS O S¢O

Lema 5.4.1. Dado um grafo ponderado G Æ(V,E,w ), um caminho mínimo entre v1 evk

p Æ hv1,v2, . . . ,vk i , suponha que para quaisquer i e j , 1 · i · j · k . Todo o subcaminho

de p chamado de p i j Æ hv i ,v i Å1, . . . ,v j i é um caminho mínimo de v i a v j .

Prova: Se o caminho p for decomposto em v1
p1i v i

p i j
 v j

p j k
 vk , têm-se w (p) Æw (p0j )Å

w (p i j ) Å w (p j k ). Suponha que exista um caminho p0
i j de v i a v j com peso w (p0

i j ) Ç

w (p i j ). Então, v1
p1i v i

p0
i j

 v j
p j k
 vk é um caminho de v1 a vk cujo o peso w (p) Æw (p0j )Å

w (p0
i j ) Å w (p j k ) é menor do que w (p), o que contradiz a hipótese de que p seja um

caminho mínimo de v1 a vk . �

������� 0ROPRIEDADE DE DESIGUALDADE TRIANGULAR

Lema 5.4.2. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado e s2 V um vértice de origem, então

para todas as arcos/arestas(u ,v) 2 E têm-se

±(s,v) · ±(s,u) Å w
¡
(u ,v)

¢
. (5.11)

Prova: Suponha que p seja um caminho entre s e v. Então, p não tem peso maior do

que qualquer outro caminho de s a v. Especi�camente, p não possui peso maior que o

caminho de s até o vértice u que utiliza a aresta/arco ( u ,v) para atingir o destino v. �

������� 0ROPRIEDADE DE LIMITE SUPERIOR

Lema 5.4.3. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado dirigido ou não com a função de

pesow : E ! R. Sejas2 V o vértice de origem, considera-se também o grafo G inicializado

(Algoritmo 26). Então, D v ¸ ±(s,v) para todo v 2 V , e esse invariante é mantido para

qualquer sequência de etapas de relaxamentos emG (Algoritmo 27). Além disso, tão logo

D v alcance seu limite inferior ±(s,v), nunca mais se altera.
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Prova: Prova-se que o invariante D v ¸ ±(s,v) para todo o vértice v 2 V por indução em

relação ao número de etapas de relaxamento.

Para a base da indução, D v ¸ ±(s,v) é verdadeiro após a inicialização (Algoritmo 26),

pois esse procedimento de�ne que D v Æ 1 para todo v 2 V \{ s}, ou seja, D v ¸ ±(s,v)

mesmo que v seja inatingível em um caminho mínimo a partir de s. Nesse momento

D s Æ0 ¸ ±(s,s), observando que ±(s,s) Æ 1 caso s participa de um ciclo negativo.

Para o passo da indução, considere o relaxamento de uma aresta/arco ( u ,v). Pela

hipótese de indução, D x ¸ ±(s,x) para todo o x 2 V antes do relaxamento. O único valor

de D que pode mudar é D v . Se ele mudar, têm-se

D v ÆDu Å w
¡
(u ,v)

¢

¸ ±(s,u) Å w
¡
(u ,v)

¢
(pela hipótese da indução)

¸ ±(s,v) (pela desigualdade triangular,

Lema 5.4.2)

(5.12)

e, portanto o invariante é mantido.

Para demonstrar que D v não se altera depois que D v Æ±(s,v), por ter alcaçado seu

limite inferior, D v não pode diminuir porque D v ¸ ±(s,v) e não pode aumentar porque

o relaxamento não aumenta valores de D. �

������� 0ROPRIEDADE DE INEXIST©NCIA DE CAMINHO

Corolário 5.4.4. Supõe-se que, em um grafoG Æ(V,E,w ) ponderado dirigido ou não,

nenhum caminho conecte o vértice de origem s 2 V a um vértice v 2 V . Então, depois

que o grafo G é inicializado (Algoritmo 26), temos D v Æ±(s,v) Æ 1 e essa desigualdade

é mantida como um invariante para qualquer sequência de etapas de relaxamento

(Algoritmo 27) nas arestas de G;

Prova: Pela propriedade de limite superior (Lema 5.4.3), têm-se sempre 1 Æ ±(s,v) ·

D v , portanto D v Æ 1 Æ±(s,v). �
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������� 0ROPRIEDADE DE CONVERG©NCIA

Lema 5.4.5. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado dirigido ou não, s2 V um vértice de

origem e s  u ! v um caminho mínimo de s a v em G. Suponha que G seja iniciali-

zado (Algoritmo 26) e depois uma sequência de etapas de relaxamento (Algoritmo 27) é

executado para todas as arestas/arcos deG. SeDu Æ±(s,u) em qualquer tempo anterior

da chamada, então D u Æ±(s,u) igual em toda a chamada.

Prova: Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3), se Du Æ±(s,u) em algum

momento antes do relacamento da aresta/arco ( u ,v), então essa igualdade se mantém

válida a partir de sua de�nição. Em particular, após o relaxamento (Algoritmo 27) da

aresta/arco ( u ,v), têm-se:

D v · Du Å w
¡
(u ,v)

¢
pelo Corolário 5.4.4)

Æ±(s,u) Å w
¡
(u ,v)

¢

Æ±(s,v) pelo Lema 5.4.1.)

(5.13)

Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) D v ¸ ±(s,v), da qual concluímos

que D v Æ±(s,v), e essa igualdade é mantida daí em diante. �

������� 0ROPRIEDADE DE RELAXAMENTO DE CAMINHO

Lema 5.4.6. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado dirigido ou não e s 2 V um vértice

de origem. Considere qualquer caminho mínimo p Æ hv1,v2, . . .vk i de sÆv1 a vk . SeG é

inicializado (Algoritmo 26) e depois ocorre uma sequência de etapas de relaxamento (Al-

goritmo 27) que inclui, pela ordem, relaxar as arestas/arcos (v1,v2),(v2,v3), . . .(vk¡ 1,vk ),

então Dk Æ±(s,vk ) depois desses relaxamentos e todas as vezes daí em diante. Essa

propriedade se mantém válida, não importa quais outros relaxamentos forem realizados.

Prova: Esta prova é realizada por indução, na qual têm-se D v i Æ±(s,v i ) depois que o

i -ésimo aresta/arco do caminho p é relaxado.
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Para a base,i Æ1 antes que quaisquer arestas/arcos em p sejam relaxados. Têm-se

D v1 ÆD s Æ0 Æ±(s,s) pela inicialização. Pela propriedade do limite superior (Lema

5.4.3) o valor D s nunca se altera depois da inicialização.

Pelo passo da indução, supõe-se que v i ¡ 1 Æ±(s,v i ¡ 1) e examina-se o que acontece

quando se relaxa a aresta (v i ¡ 1,v i ). Pela propriedade de convergência (Lema 5.4.5),

após o relaxamento dessa aresta, têm-se D v Æ±(s,v i ) e essa igualdade é mantida todas

as vezes depois disso.�

������� 0ROPRIEDADE DE RELAXAMENTO E  RVORES DE CAMINHO M¬NIMO

Lema 5.4.7. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado dirigido ou não e sinV um vértice de

origem, suponha que G não possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por

s. Então, depois que o grafoG é inicializado (Algoritmo 26), o subgrafo dos predecessores

G¼ Æ(V¼,E¼) forma uma árvore enraizada em s, e qualquer sequência de etapas de

relaxamento em arestas em G (Algoritmo 27) mantém essa propriedade invariante.

Prova: Inicialmentem o único vértice em G¼ é o vértice s, e o lema é trivialmente ver-

dade. Considere um subgrafo dos predecessores G¼ que surja depois de uma sequência

de etapas de relavamento.

Primeiro, prova-se que o subgrafo é acíclico. Suponha por contradição que alguma

etapa de relaxamento cria um ciclo no grafo G¼. Sejac Æ hv1,v2, . . . ,vk i o ciclo onde

v1 Ævk . Então, Av i Æv i ¡ 1 para i Æ1,2, . . . ,k e, sem prejuízo de generalidade, pode-se

supor que o relaxamento de arestas ( vk¡ 1,vk ) criou o ciclo em G¼. A�rma-se que todos

os vértices do ciclo c podem ser atingidos por s, pois cada um tem um predecessor não

nulo ( null ). Portanto, uma estimativa de caminho mínimo fora atribuída a cada vértice

em c quando um valor atribuídoo à Av não foi igual a null . Pela propriedade do limite

superior (Lema 5.4.3), cada vértice no ciclo c tem um peso de caminho mínimo in�nito,

o que implica que ele pode ser atingido por s.

Examina-se as estimativas de caminhos mínimos em c imediatamente antes de cha-

mar o procedimento de relaxamento (Algoritmo 27) passando os parâmetros G,(vk¡ 1,vk ), A,D
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e mostra-se que c é um ciclo de peso negativo, contradizendo a hipótese que G não

possui um ciclo negativo que possa ser atingido por s. Imediatamente antes da cha-

mada, têm0se Av i Æv i ¡ 1 para i Æ2,3, . . . ,k ¡ 1. Assim, para i Æ2,3, . . . ,k ¡ 1, a última

atualização para D v i foi realizada pela atribuição D v i Ã D v i ¡ 1 Å w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
. SeD v i ¡ 1

mudou desde então, ela diminuiu. Por essa razão, imediatamente antes da chamada de

relaxamento, têm-se

D v i ¸ D v i ¡ 1 Å w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
8 i 2 {2,3, . . . ,k ¡ 1} (5.14)

Como Ak é alterado pela chamada, imediatamente antes têm-se também a desi-

gualdade estrita

D vk È D vk¡ 1 Å w
¡
(vk¡ 1,vk )

¢
. (5.15)

Somando essa desigualdade estrita com as k ¡ 1 desigualdades (Equação (5.14)),

obtêm-se a soma das estimativas dos caminhos mínimos em torno do ciclo c:

kX

i Æ2
D v i È

kX

i Æ2

³
D v i ¡ 1 Å w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢́
Æ

kX

i Æ2
D v i ¡ 1 Å

kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
. (5.16)

Mas,
kX

i Æ2
D v i Æ

kX

i Æ2
D v i ¡ 1, (5.17)

já que cada vértice no ciclo c aparece exatamente uma vez em cada somatório. Esa

desigualdade implica

0 È
kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
. (5.18)

Assim a soma dos pesos no ciclo c é negativa, o que dá acontradição desejada.

Agora, provamos que G¼é acíclico. Para mostrar que ele forma uma árvore enraizada

em s, basta provar que há um único caminho simples de s a v em G¼ para cada v 2 V¼.

Primeiro, deve-se mostrar que existe um caminho de s a cada vértice em v 2 V¼. Os

vértices em V¼ são os que têm os valores A não null , e o vértice s. Aqui a ideia é provar a

indução que existe em um caminho de s para todos os vértices em V¼.

Para concluir a prova do lema, deve-se mostrar agora que, para qualquer vértice v 2

V¼ , o grafo G¼ contém no máximo um caminho simples de s a v. Suponha o contrário:
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que existam dois caminhos simples de s a algum outro vértice p1hs  u  x ! z  v,

e p2hs  u  y ! z  v onde x 6Æy. Mas então Az Æx e Az Æy o que implica uma

contradição, pois x Æy. Conclui-se que G¼ contém um caminho simples único de s a v

e G¼ forma uma árvore enraizada em s. �

������� 0ROPRIEDADE DE SUBGRAFO DOS PREDECESSORES

Lema 5.4.8. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado orientado ou não e um vértice de

origem s2 V . Suponha que G não possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido

por s. Chama-se de inicialização o procedimento do inicializado Algoritmo 26 e depois

executar qualquer sequência de etapas de relaxamento de arestas deG (Algoritmo 27) que

produza D v Æ±(s,v) para todo v 2 V . Então, o subgrafo predecessorG¼(V¼,E¼) é uma

árvore de caminhos mínimos com uma raiz em s.

Prova: Para ilustrar a primeira propriedade, deve-se mostrar V¼é o conjunto de vértices

atingidos por s. Por de�nição, um peso de caminho mínimo ±(s,v) é �nito sse v pode ser

alcançado por s. Isso implica que os vértices atingidos por s possuem peso de caminho

�nito. Porém, um vértice v 2 V \{ s} recebeu um valor �nito para D v sseAv 6Ænull . Assim,

os vértices em V¼ são exatamente aqueles que podem ser alcançados por s.

O Lema 5.4.7 de�ne que após a inicialização, G¼possui raiz em s e assim permanece

mesmo depois de sucessivas etapas de relaxamento.

Agora, prova-se que para todo vértice em v 2 V¼, o único caminho simples em

G¼ de s a v é o caminho mínimo de s a v em G. Seja p Æ hv1,v2, . . .vk i , onde v1 Æs

e vk Æv. Para i Æ2,3, . . . ,k , temos D v Æ±(s,v i ) e também D v ¸ D v i ¡ 1 Å w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
,

do que concluímos w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
· ±(s,v i ) ¡ ±(s,v i ¡ 1). A soma dos pesos ao longo de p
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produz

w (p) Æ
kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢

·
kX

i Æ2
±(s,v i ) ¡ ±(s,v i ¡ 1)

Æ±(s,vk ) ¡ ±(s,v0)

Æ±(s,vk )

(5.19)

Assim w (p) · ±(s,vk ). Visto que ±(s,vk ) é um limite inferior para o peso de qualquer

caminho de sa vk , conclui-se que w (p) Æ±(s,vk ). Deste modo, p é um caminho mínimo

de s a v Ævk .

�

����� "ELLMAN
&ORD

O algoritmo de Bellman-Ford resolve o problema de caminhos minimos de uma única

fonte. Um pseudo-código está representado no Algoritmo 28. Como entrada para o

algoritmo deve-se determinar um grafo ponderado orientado ou não G Æ(V,E,w ), onde

V é o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas/arcos e w : E ! R, e um vértice de

origem s2 V . O algoritmo devolve um valor booleano false quando não foi encontrado

um ciclo de peso negativo em G. Caso contrário, retorna true , o antecessor de cada

vértice v no caminho mínimo em Av e a peso±(s,v) em D v .

O algoritmo vai progressivamente diminuindo a estimativa de peso do caminho de
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s a v 2 V até que se obtenha o caminho mínimo e D v Æ±(s,v) para todo v 2 V .

Algoritmo 28: Algoritmo de Bellman-Ford.
Input : um grafo G Æ(V,E,w ), um vértice de origem s2 V

�� INICIALIZA¦¢O

1 D v Ã 1 8 v 2 V

2 Av Ã null 8 v 2 V

3 D s Ã 0

4 for i Ã 1 to jV j ¡ 1 do

5 foreach (u ,v) 2 E do

�� RELAXAMENTO

6 if D v È Du Å w
¡
(u ,v)

¢
then

7 D v Ã Du Å w
¡
(u ,v)

¢

8 Av Ã u

9 foreach (u ,v) 2 E do

10 if D v È Du Å w
¡
(u ,v)

¢
then

11 return (false,null ,null )

12 return (true ,D, A)

������� #OMPLEXIDADE DE "ELLMAN
&ORD

Quanto a complexidade computacional em tempo computacional de Bellman-Ford,

observando as primeiras instruções, têm-se a inicialização que demanda £ (jV j) pois

as estruturas são inicializadas para cada vértice. A partir do primeiro conjunto de

laços de repetição, há o laço mais externo que repete jV j ¡ 1 vezes. Para cada repetição

desse laço, passa-se por cada aresta emE, logo esse primeiro conjunto de laços dita

(jV j ¡ 1)jEj execuções da comparação na linha 6. O último laço de repetição, faz ao

máximo jEj veri�cações da comparação na linha 10. Então, o algoritmo de Bellman-

Ford é executado no tempo computacional de O(jV jjEj).
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������� #ORRETUDE DE "ELLMAN
&ORD

Lema 5.4.9. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado e um vértice de origem s 2 V , su-

ponha que G não possua nenhum ciclo de peso negativo que possa ser alcançado por

s. Então, depois de executar asjV j ¡ 1 iterações nas linhas 4 a 8 com o algoritmo de

Bellman-Ford (Algoritmo 28), têm-se D v Æ±(s,v) para todo v 2 V .

Prova: Prova-se o esse lema através da propriedade de relaxamento de caminho (Lema

5.4.6). Considera-se que qualquer vértice v possa ser atingido por se sejap Æ hv1,v2, . . . ,vk i

um caminho mínimo de s a v, no qual v1 Æs e vk Æv. Como caminhos mínimos são

simples, p tem no máximo jV j ¡ 1 arestas/arcos, sendo k · j V j ¡ 1. Cada uma das jV j ¡ 1

iterações do laço da linha 4 relaxa todas as jEj arestas/arcos. Entre as arestas relaxa-

das na i -ésima iteração, para i Æ1,2, . . .k , está (v i ¡ 1,v i ). Então, pela propriedade de

relaxamento de caminho D v ÆD vk Æ±(s,vk ) Æ±(s,v). �

Corolário 5.4.10. SejaG Æ(V,E,w ) um grafo ponderado dirigido ou não e s2 V o vértice

de origem, supõe-se queG não tenha nenhum ciclo negativo que possa ser atingido por s.

Então, para cada vértice v 2 V , existe um caminho de s a v sse o algoritmo de Bellman-

Ford termina com D v Ç 1 quando é executado para G e s.

Prova: Se v 2 V pode ser atingido por s, então existe uma aresta/arco ( u ,v). Então,

±(s,v) Ç 1 através da propriedade de convergência (Lema 5.4.5). �

Teorema 5.4.11. Considera-se o algoritmo de Bellman-Ford (Algoritmo 28) executado

para um grafo G Æ(V,E,w ) e o vértice de origems2 V . SeG não contém nenhum ciclo de

custo negativo, que pode ser alcançado des, então o algoritmo retorna true , D v Æ±(s,v)

para todo v 2 V e o subgrafo predecessorG¼ é uma árvore de caminhos mínimos com

raiz em s. SeG contém um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por s, então o

algoritmo retorna false.

Prova: Suponha que o grafo G não tenha um ciclo de peso negativo atingível por s.

Primeiro, prova-se que D v Æ±(s,v) para todo v 2 V . Se o vértice v pode ser atingido
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por s, então o Lema 5.4.9 prova essa a�rmação. Se v não pode ser atingido por s, a

prova decorre da propriedade da inexistência de caminho (Corolário 5.4.4). Portanto,

a a�rmação está provada. A propriedade de subgrafo dos predecessores (Lema 5.4.8)

juntamente com essa última a�rmação implica que G¼ é uma árvore de caminhos

mínimos. Agora, usa-se a a�rmação para mostrar que Bellman-Ford retorna true . No

término, têm-se para todas as arestas/arcos ( u ,v)inE ,

D v Æ±(s,v)

· ±(s,u) Å w
¡
(u ,v)

¢
(pela desigualdade triangular – Lema 5.4.2)

ÆDu Å w
¡
(u ,v)

¢
,

(5.20)

e, assim, nenhum dos testes na linha 10 serão verdadeiros e Bellamn-Ford retorna false.

Então, ele retorna true .

Agora, suponha que o grafo G contenha o ciclo de peso negativo que possa ser

atingido por s. Seja esse cicloc Æ hv1,v2, . . . ,vk i , onde v1 Ævk . Então,

kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
Ç 0 (5.21)

Considere, por contradição, que o algoritmo de Bellman-Ford retorna true . Assim,

D v i · D v i ¡ 1 Å w
¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
para i Æ2,3, . . . ,k . Somando as desigualdades em torno do

ciclo c têm-se

kX

i Æ2
D v i ·

kX

i Æ2
D v i ¡ 1 Å w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
Æ

kX

i Æ2
D v i ¡ 1 Å

kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
. (5.22)

Como v0 Ævk , cada vértice em c aparece exatamente apenas uma vez em cada um

dos somatórios, portanto
kX

i Æ2
D v i Æ

kX

i Æ2
D v i ¡ 1 (5.23)

Além disso, pelo Corolário 5.4.10, D v i é �nito para i Æ2,3, . . . ,k . Assim,

0 ·
kX

i Æ2
w

¡
(v i ¡ 1,v i )

¢
, (5.24)
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o que contradiz a desigualdade da Equação (5.21). Conclui-se que o algoritmo de

Bellman-Ford retorna true se o grafo G não contém nenhum ciclo negativo que possa

ser alcançado a partir da fonte e false caso contrário.

�

����� &LOYD
7ARSHALL

O algoritmo de Floyd-Warshall (Algoritmo 29) encontra o caminho mínimo para um

grafo G(V,E,w ) ponderado dirigido ou não para todos os pares de vértices. O algoritmo

suporta arestas/arcos de pesos negativos, mas não opera em grafos com ciclos de peso

negativo.

A função W (Equation (5.25)) de�ne uma matriz de adjacências 1 para o algoritmo

de Floyd-Warshall.

W
³
G(V,E,w )

´

uv
Æ

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

0, seu Æv,

w
¡
(u ,v)

¢
, seu 6Æv ^ (u ,v) 2 E,

1 , seu 6Æv ^ (u ,v) ÝE.

(5.25)

O algoritmo de�ne um número de matrizes igual a jV j. Inicialmente, a matriz D (0) é

de�nida como a matriz de adjacência de G (linha 1). Depois repete-se o procedimento

de criar uma nova matriz e atualizar as distâncias de cada celula da nova matriz por jV j

1 Para grafos não-dirigidos, deve-se preencher a matriz resultante de W (G) nas coordenadas (u ,v) e
(v,u)
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vezes (linhas 2 a 6).

Algoritmo 29: Algoritmo de Floyd-Warshall.
Input : um grafo G Æ(V,E,w )

1 D (0) Ã W
³
G

´

2 foreach k 2 V do

3 seja D (k ) Æ
¡
d (k )

uv
¢

uma nova matriz jV j£ j V j

4 foreach u 2 V do

5 foreach v 2 V do

6 d (k )
uv Ã min

n
d (k ¡ 1)

uv ,d (k ¡ 1)
uk Å d (k ¡ 1)

kv

o

7 return D (jV j)

������� #OMPLEXIDADE DE &LOYD
7ARSHALL

O algoritmo Floyd-Warshall (Algoritmo 29) demanda jV j2 operações para executar a

linha 1. Como há o aninhamento de três laços limitados a jV j iterações na sequên-

cia, a operação na linha 6 será executada jV j3 vezes. Logo, a complexidade de tempo

computacional de Floyd-Warshall é de £ (jV j3).

Para este algoritmo, é interessante notar que foram utilizadas jV j matrizes de jV j

linhas e jV j colunas. Logo a complexidade de espaço para uma implementação que

utilize o pseudo-código do Algoritmo 29 utilizaria espaço computacional de £ (jV j3).

No entanto, é possível reduzir essa complexidade de espaço computacional em £ (jV j2).

Desa�o

Crie um pseudo-código para o Algoritmo 29 que demande complexidade de

espaço computacional £ (jV j2).

������� #ORRETUDE DE &LOYD
7ARSHALL

Desa�o

Prove que quando o Floyd-Warshall pára sobre uma entrada G Æ(V,E,w ) ele

retornará as distâncias de caminhos mínimos para todo o par de vértice em V .
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������� #ONSTRU¦¢O DE #AMINHOS -¬NIMOS PARA &LOYD
7ARSHALL

O Algoritmo 30 além do peso dos caminhos mínimos em D, retorna a matriz dos

predecessores¦ , ou seja, uma matriz que indica o vértice anterior no caminho de cada

coordenada u,v.

Algoritmo 30: Algoritmo de Floyd-Warshall com Matriz dos Predecessores.
Input : um grafo G Æ(V,E,w )

1 D (0) Ã W
³
G

´

�� -ATRIZ DOS PREDECESSORES

2 ¦ (0)
uv Ã

¡
¼(0)

uv
¢

uma nova matriz jV j£ j V j

3 foreach u 2 V do

4 foreach v 2 V do

5 if (u ,v) 2 E then

6 ¼(0)
uv Ã u

7 else

8 ¼(0)
uv Ã null

9 foreach k 2 V do

10 seja D (k ) Æ
¡
d (k )

uv
¢

uma nova matriz jV j£ j V j

11 seja ¦ (k ) Æ
¡
¼(k )

uv
¢

uma nova matriz jV j£ j V j

12 foreach u 2 V do

13 foreach v 2 V do

�� ATUALIZANDO MATRIZ DOS PREDECESSORES

14 if d (k ¡ 1)
uv È d (k ¡ 1)

uk Å d (k ¡ 1)
kv then

15 ¼(k )
uv Ã ¼(k ¡ 1)

kv

16 d (k )
uv Ã min

n
d (k ¡ 1)

uv ,d (k ¡ 1)
uk Å d (k ¡ 1)

kv

o

17 return (D (jV j), ¦ (jV j))

A impressão de cada caminho pode ser realizada através do Algoritmo 31, que

recebe como entrada a matriz de predecessores gerada pelo Algoritmo 30, um vértice de

origem u e um de destino v. Ao terminar, o algoritmo terá impresso na tela o caminho
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mínimo de u a v.
Algoritmo 31: Print-Shortest-Path.

Input : a matriz dos predecessores ¦ , um vértice de origem u, um vértice de destino v

1 if u Æv then

2 pr int (i )

3 else

4 if ¼uv Ænull then

5 pr int (“Caminho inexistente de u para v”)

6 else

7 Pr int -Shor test-Path(¦ ,u ,¼uv )

8 pr int (v)



CAPÍTULO 6
Algoritmos Gulosos

Um algoritmo é dito guloso ou cobiçoso se constrói uma solução em pequenos passos,

tomando uma decisão “míope” a cada passo para otimizar algum critério relacionado

ao problema (geralmente não óbvio). Quando um algoritmo guloso resolve algum pro-

blema não trivial, geralmente implica na descoberta de algum padrão útil na estrutura

do problema (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

��� %XEMPLO DE !LGORITMOS 'ULOSOS

����� !GENDAMENTO DE )NTERVALOS

Considere um conjunto de intervalos R Æ{r 1, r 2, . . . ,r n } no qual cada intervalo r i inicia

em s(r i ) e termina em f (r i ). Diz-se que dois intervalos são compatíveis se eles não

possuem sobreposição de tempo. Deseja-se encontrar um subconjunto de R com o

maior número de intervalos compatíveis entre si. Pense sobre quais regras naturais

poderiam ser empregadas nessa busca (como critério simples) e imagine como elas

trabalham. Alguns exemplos simples (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

• Inserir pela ordem de s(r i );
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• Inserir pela ordem de menor intervalo, pois quer se selecionar o maior número

possível deles;

• Contagem de recursos não compatíveis e utilizar aquele com o menor número de

incompatibilidades.

Nenhum desses critérios levariam a solução ótima para todas as instâncias do

problema. A Figura 11 ajuda a enteder o porquê. Utilizando a ordem s(r i ), o exemplo

presente na Figura 11(a) a solução seria apenas um intervalo. Quanto a ordem pelo

menor intervalo, a Figura 11(b) demonstra que apenas um intervalo seria marcado

para uma instância cuja solução ótima conta com dois intervalos. Ao utilizar o critério

a quantidade mínima de intervalos não compatíveis, a Figura 11(c) demonstra uma

instância cuja solução ótima seria selecionar os 4 intervalos da primeira linha. No

entanto, com esse último critério, iniciaria-se selecionando o segundo intervalo da

segunda linha e depois qualquer outro intevalo não con�itante na esquerda e na direita,

ou seja, no máximo três intervalos.

Figura 11 – Exemplos de Kleinberg e Tardos (2005) para refutar as três regras naturais
levantadas anteriormente para o problema de agendamento do maior nú-
mero de intervalos.

Para resolver o problema com uma estratégia gulosa, Kleinberg e Tardos (2005)
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utilizam o menor valor de f (i ). Então, inicialmente se escolhe o intervalo de menor

tempo que termina mais cedo na instância. Depois, seleciona-se o próximo intervalo

compatível de menor tempo de �m, até que não haja mais intervalos compatíveis.

O Algoritmo 32 exibe o algoritmo guloso sugerido por (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Algoritmo 32: Maior número de Intervalos.
Input : O conjunto de intervalos R, os valores s(r i ) e f (r i ) para cada intervalo r i 2 R.

�� #RIAR LISTA L COM OS INTERVALOS NA ORDEM CRESCENTE DEf (¢)

1 L Ã sor t (R, f (¢))

�� !GORA� CONSIDERE QUE L Æ(l 1, l 2, . . . ,l n )

2 A Ã {}

3 i Ã 1

4 while i · n do

5 A Ã A[ {l i }

6 j Ã i Å 1

�� "USCA PR²XIMO INTERVALO COMPAT¬VEL

7 while j · n ^ s(l j ) · f (l i ) do

8 j Ã j Å 1

9 i Ã j

10 return A

������� #OMPLEXIDADE DO 0ROBLEMA DE !GENDAMENTO DE )NTERVALOS

Analisando a complexidade de tempo computacional para o Algoritmo 32, destacam-se

duas partes mais signi�cativas do pseudo-código. A primeira é relativa ao algoritmo de

ordenação utilizado na linha 1. Sabe-se que o algoritmo mais e�ciente para ordenação

demanda £ (n log2 n). Além dessa parte do algoritmo, há o laço de repetição nas linhas

4 à 9. Pode-se observar que as instruções internas ao laço de repetição da linha 4

serão executadas um número de vezes igual a jRj. Então, o algoritmo demanda tempo

computacional de £ (jRj log2 jRj).
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������� #ORRETUDE DO 0ROBLEMA DE !GENDAMENTO DE )NTERVALOS

Lema 6.1.1. Considerando que a solução ótima para o problema de agendamento de

intervalos é O Æ{j 1, j 2, . . . , j m } e a solução obtida pelo Algoritmo 32 é A Æ{i 1, i 2, . . . ,i k },

têm-se f (i r ) · f ( j r ) para todo r · k.

Prova: Essa prova será realizada por indução. Para r Æ1, a a�rmação é claramente

verdadeira, pois o algoritmo inicia selecionando.

Agora se analisa os casos nos quaisr È 1. Assume-se a hipótese de que a a�rmação é

verdadeira para r ¡ 1, e tenta-se provar isso para r . Desse modo, f (i r ¡ 1) · f ( j r ¡ 1).

Sabe-se que f ( j r ¡ 1) · s( j r ), combinando isso com a hipótese da indução, têm-se

f (i r ¡ 1) · s( j r ). Então, o intervalo j r está no conjunto de intervalos disponíveis quando

o algoritmo seleciona i r . Como o algoritmo sempre seleciona o intervalo de menor

tempo de término, têm-se f (i r ) · f ( j r ). Isso completa o passo da indução. �

Teorema 6.1.2. Algoritmo 32 retorna o conjunto ótimo A.

Prova: Prova-se por contradição. Se A não é ótimo, então um conjunto O precisa ter

mais intervalos, ou seja, m È k. Aplicando o Lema 6.1.1 com r Æk, têm-se f (i k ) ·

f ( j k ). Como m È k, então há um intervalo em j kÅ1 em O. Esse intervalo inicia depois

que j k termina, e depois que i k termina. Então, depois de passar todos os intervalos

incompatíveis (linhas 7 e 8) com os intervalos i 1, i 2, . . . ,i k , haveria ainda um intervalo

j kÅ1. Mas o algoritmo guloso parou com o intervalo i k , e ele só pára quando não houver

mais intervalos em L a analisar, ou seja, uma contradição. �

����� $IJKSTRA

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de encontrar um caminho mínimos de fonte

única em um grafo G Æ(V,E,w ) ponderados dirigidos ou não. Para esse algoritmo, as

arestas/arcos não devem ter pesos negativos. Então, a função de pesos é rede�nida

como w : E ! RÅ
¤ . A vantagem está em o algoritmo de Dijkstra ser mais e�ciente que o
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do Bellman-Ford se as for utilizada uma estrutura de dados adequada (CORMEN et al.,

2012).

O algoritmo repetidamente seleciona o vértice de menor custo estimado até então.

Quando esse vértice é selecionado, ele não é mais atualizado e sua distância é propagada

para suas adjacências. A estrutura de dados C é utilizada no pseudo-código abaixo para

de�nir se um vértice foi visitado (contém true ) ou não (contém false).

Algoritmo 33: Algoritmo de Dijkstra.
Input : um grafo G Æ(V,E,w : E ! RÅ

¤ ), um vértice de origem s2 V

1 D v Ã 1 8 v 2 V

2 Av Ã null 8 v 2 V

3 Cv Ã false 8 v 2 V

4 D s Ã 0

5 while 9v 2 V (Cv Æfalse) do

6 u Ã arg min v2V {D v jCv Æfalse}

7 Cu Ã true

8 foreach v 2 N (u) : Cv Æfalse do

9 if D v È Du Å w
¡
(u ,v)

¢
then

10 D v Ã Du Å w
¡
(u ,v)

¢

11 Av Ã u

12 return (D, A)

������� #OMPLEXIDADE DE $IJKSTRA

Se o algoritmo de Dijkstra manter uma �la de prioridades mínimas para mapear a

distância estimada no lugar de D, o algoritmo torna-se mais e�ciente que o Bellman-

Ford. Seria utilizada uma operação do tipo “EXTRACT-MIN” no lugar da que está na

linha 6, para encontrar o vértice com a menor distância. Ao extraí-lo da estrutura de

prioridade, não mais seria necessário. Poderia-se gravar sua distância mínima em uma

estrutura auxiliar e não mais utilizar a estrutura de visitas C. Ao atualizar as distâncias,

poderia-se utilizar a operação de “DECREASE-KEY” da �la de prioridades no lugar da



122 Capítulo 6. Algoritmos Gulosos

operação da linha 10.

Para essa �la de prioridades, poderia se utilizar um Heap, como o Heap Binário,

no qual a implementação das operações supracitadas tem complexidade de tempo

computacional O(log2 n) para o “DECREASE-KEY” eO(log2 n) para o “EXTRACT-MIN”.

Para essa aplicação,n Æ jV j. Utilizando essa estrutura de dados, sabe-se que no máximo

executa-se jEj operações de “DECREASE-KEY” ejV j operações de “EXTRACT-MIN”.

Então a complexidade computacional seria O
¡
(jV jÅ j Ej) log2 jV j

¢
.

������� #ORRETUDE DO !LGORITMO DE $IJKSTRA

Teorema 6.1.3. Dado um grafo G Æ(V,E,w : E ! RÅ
¤ ) e um vértice de origem s 2 V , o

algoritmo de Dijkstra termina com D v Æ±(s,v) para todo v 2 V .

Prova: Usa-se a seguinte invariante de laço: no início de cada iteração do laço das

linhas 5 – 11, D v Æ±(s,v) para todo v o qual Cv Ætrue . Para demonstrar isso, diz-se que

D v Æ±(s,v) no momento em que v é marcado como visitado, ou seja, na linha 7. Uma

vez demonstrado isso, recorre-se à propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) para

demonstrar que a igualdade é válida em todos os momentos a partir desse.

Inicialização: Inicialmente, Cu Æfalse para todos u 2 V . Então, a invariante é trivial-

mente verdadeiro.

Manutenção:

Por contradição, seja u o primeiro vértice para o qual Du 6Æ±(s,u) quando Cu torna-

se true . O vértice u não pode ser s, pois D s Æ±(s,v) Æ0 nesse momento. Como u 6Æs,

deve existir algum caminho de s a u, senão Du Æ±(s,u) Æ 1 pela propriedade de

inexistência de caminho (Lema 5.4.4), o que contradiz Du 6Æ±(s,u).

Assume-se então que haja um mínimo caminho p de s a u. Antes de Cu se tornar

true , o caminho p conecta um vértice v o qual Cv Ætrue a u. Decompõe-se o caminho

p em s
p1 x ! y

p2 u, no qual Cx Ætrue e Cy Æfalse. A�rma-se que D y Æ±(s, y) no

momento que Cu se torna true . Para provar essa a�rmação, observa-se que Cx Ætrue .

Então, u foi escolhido como primeiro vértice para o qual Du 6Æ±(s,u) quando Cu se torna
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true , tínha-se D x Æ±(s,x) quando Cx se tornou true . A aresta/arco ( x, y) foi relaxada

naquele momento, e a a�rmação decorre da propriedade de convergência (Lema 5.4.5).

Agora, pode-se obter uma contradição para provar que Du Æ±(s,u). Como y aparece

antes de u em um caminho mínimo de s a u e todos os pesoas das arestas/arcos são

não-negativos, temos ±(s, y) · ±(s,u) e assim,

D y Æ±(s, y)

· ±(s,u)

· Du ( pela propriedade do limite superior – Lema 5.4.3).

(6.1)

Porém, como Cu Æfalse e Cy Æfalse quando u foi escolhido na linha 6, tem-se

Du · D y . Assim, as duas desigualdades da Equação(6.1) são de fato igualdades, o que

dá

D y Æ±(s, y) Æ±(s,u) ÆDu . (6.2)

Consequentemente, Du Æ±(s,u), o que contradiz a escolha de u. Conclui-se que

Du Æ±(s,u) quando Cu se torna true e que essa igualdade é mantida até o término do

algoritmo.

Término:

No término, quanto para Cv Ætrue para todo v 2 V , D v Æ±(s,v) para todo v 2 V . �

Corolário 6.1.4. Ao executar algoritmo de Dijkstra (Algoritmo 33) sobre o grafo G Æ

(V,E,w ) ponderado orientado ou não, sem ciclos de peso negativo, para o vértice de

origem s2 V , o subgrafo dos predecessoresG¼ será uma árvore de caminhos mínimos em

s.

Prova: Imediata pelo Teorema 6.1.3 e a propriedade do subgrafo dos predecessores

(Lema 5.4.8). �
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����� €RVORES 'ERADORAS -¬NIMAS

Uma árvore geradora é um subconjunto acíclico (uma árvore) de todos os vértices

de um grafo. Dado um grafo ponderado G Æ(V,E,w ), o problema de encontrar uma

arvore geradora mínima é aquele no qual busca-se encontrar uma árvore que conecte

todos os vértices do grafo G, tal que a soma dos pesos das arestas seja o menor possível.

SejaT uma árvore geradora, diz-se que o custo da árvore geradora de T é dado por

w (T ) Æ
P

{u ,v}2T w
¡
{u ,v}

¢
.

Este capítulo apresenta dois métodos para encontrar árvores geradoras mínimas:

Kruskal e Prim. Esses dois algoritmos gulosos se baseiam em um método genérico

apresentado por Cormen et al. (2012). Dada um grafo não-dirigido e ponderado G Æ

(V,E,w ), esse método genérico encontra uma árvore geradora mínima.

O Algoritmo 34 apresenta o método genérico para uma árvore geradora mínima

para G. O método se baseia na seguinte invariante de laço: “Antes de cada iteração, A é

um subconjunto de alguma árvore geradora mínima.”. A cada iteração, determina-se

uma aresta que pode ser adicionada a A sem violar a invariante de laço. A aresta segura

é uma aresta que se adicionada a A mantém a invariante.

Algoritmo 34: Método Genérico de Cormen et al. (2012).
Input : um grafo G Æ(V,E,w )

1 A Ã {}

2 while A não formar uma árvore geradora do

3 encontrar uma aresta { u ,v} que seja segura para A

4 A Ã A[
©
{u ,v}

ª

5 return A

������� 0ROPRIEDADES DO -¨TODO 'EN¨RICO

Teorema 6.1.5. Considere um grafo conexo não-dirigido ponderado G Æ(V,E,w ). Seja

A µ E uma árvore geradora mínima de G. Seja(S,V \ S) qualquer conjunto de corte de G

que respeita A e seja{u ,v} uma aresta leve1 que cruza (S,V \ S), então {u ,v} é uma aresta

1 de baixo custo
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segura para A.

Prova:

SejaT uma árvore geradora mínima que inclui A e suponha que T não contenha

a aresta leve {u ,v}, pois se tiver, o processo termina. Constrói-se então outra árvore

geradora mínima T 0 que inclui A [
©
{u,v}

ª
usando uma técnica de recortar e colar,

mostrando assim que { u,v} é uma aresta segura para A.

Desde que u esteja em S e v em V \ S, a aresta {u ,v} forma um ciclo com as arestas

de caminho simples p de u a v em T . No mínimo uma aresta em T está no caminho

simples p e cruza o corte. Considere que {x, y} seja essa aresta de corte. A aresta{x, y}

não está em A, pois o corte respeita A. Desde que {x, y} está no único caminho de u a v

em T , removê-lo divide T em duas componentes. Adicionar {u ,v} o reconecta a forma

de uma nova árvore geradora T 0ÆT [
©
{u,v}

ª
\
©
{x, y}

ª
.

Depois, mostra-se que T 0é uma árvore geradora mínima. Desde que {u,v} é uma

aresta leve atravessando (S,S\ V ) e {x, y} também atravessa esse corte, w
¡
{u ,v}

¢
·

w
¡
{x, y}

¢
. Por essa razão:

w (T 0) Æw (T ) Å w
¡
{u ,v}

¢
¡ w

¡
{x, y}

¢

· w (T 0).
(6.3)

Mas, T é uma árvore geradora mínima, então w (T ) · w (T 0). Desse modo, T 0precisa ser

uma árvore geradora mínima também.

Falta mostrar que {u ,v} é uma aresta segura para A. Têm-se A µ T 0, desde que A µ T

e {x, y} Ý A; então A [
©
{u,v}

ª
µ T 0. Consequentemente, desde que T 0 é uma árvore

geradora mínima, { u ,v} é uma aresta segura para A. �

Corolário 6.1.6. Considere um grafo conectado não-dirigido e ponderado G Æ(V,E,w ).

Seja A µ E incluído em alguma árvore geradora mínima de G e sejaC Æ(VC ,EC) um

componente conectado (uma árvore) na �oresta GA Æ(V, A). Se{u ,v} é uma aresta leve

conectando C a algum outro componente em G A, então {u ,v} é uma aresta segura.
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Prova: O corte (VC ,V \ VC) respeita A e {u ,v} é uma aresta leve para esse corte. Por essa

razão, {u ,v} é uma aresta segura para A (com base no Teorema 6.1.5). �

������� !LGORITMO DE +RUSKAL

O algoritmo de Kruskal inicia com jV j árvores (conjuntos de um vértice cada). Ele

encontra uma aresta segura e a adiciona a uma �oresta, que está sendo montada,

conectando duas árvores na �oresta. Essa aresta {u ,v} é de peso mínimo. Suponha

que C1 e C2 sejam duas árvores conectadas por uma aresta {u ,v}. Visto que essa deve

ser uma aresta leve, o Corolário 6.1.6 implica que {u,v} é uma aresta segura para C1.

Kruskal é um algoritmo guloso, pois ele adiciona à �oresta uma aresta de menor peso

possível a cada iteração.

Um pseudo-código de Kruskal pode ser visualizado no Algoritmo 35. O algoritmo se

inicia de�nindo as jV j árvores desconectadas; cada uma contendo um vértice (linhas

2 a 4). Então, cria-se uma lista das arestas E0 ordenadas por peso (linha 5). Depois,

iterativamente, se tenta inserir uma aresta leve em duas árvores que contém nodos não

foram conectadas ainda (linhas 7 a 9). Quando a inserção ocorre, a estrutura de dados

Sv que mapeia a árvore de cada vértice v é é atualizada. O procedimento se repete até
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que todas as arestas tenham sido avaliadas no laço.

Algoritmo 35: Algoritmo de Kruskal.
Input : um grafo G Æ(V,E,w )

1 A Ã {}

2 S Ã {{}}jV j

3 foreach v 2 V do

4 Sv Ã {v}

5 E0Ã lista de arestas ordenadas por ordem crescente de peso

6 foreach {u ,v} 2 E0do

7 if Su 6ÆSv then

8 A Ã A[ {{u ,v}}

9 x Ã Su [ Sv

10 foreach w 2 x do

11 Sw Ã x

12 return A

#OMPLEXIDADE DO !LGORITMO DE +RUSKAL

A complexidade de tempo do algoritmo de Kruskal depende da estrutura de dados utili-

zada para implementar o mapeamento das árvores de cada vértice, ou seja, da estrutura

S do Algoritmo 35. Para a implementação mais e�ciente, veri�que as operações de

caminhos disjuntos no Capítulo 21 de Cormen et al. (2012). Sabe-se que para ordenar o

conjunto de arestas na linha 5, deve-se executar um algoritmo de ordenação. O mais

e�ciente conhecido demanda tempo £ (jEj log2 jEj).

Desa�o

Qual a complexidade em tempo computacional da versão mais e�ciente do

Algoritmo de Kruskal?
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������� !LGORITMO DE 0RIM

O algoritmo de Prim é (também) um caso especial do método genérico apresentado no

Algoritmo 34. O algoritmo de Prim é semelhante ao algoritmo de Dijkstra, como pode

ser observado no pseudo-código do Algoritmo 36. As arestas no vetor A formam uma

árvore única. Essa árvore tem raízes em um vértice arbitrário r . Essa arbitrariedade

não gera problemas de corretudo no algoritmo, pois uma árvore geradora mínima deve

conter todos os vértices do grafo. A cada iteração, seleciona-se o vértice que é atingido

por uma aresta de custo mínimo (linha 7), sendo que o vértice selecionado adiciona

suas adjacências e pesos na estrutura de prioridade Q, que, futuramente, selecionará a

chave de menor custo, ou seja, o vértice conectado a árvore que possui o menor custo.

Pelo Corolário 6.1.6, esse comportamento adiciona-se apenas arestas seguras em A.

Antes de cada iteração do laço da linha 6, a árvore obtida é dada por
©
{v, Av } : v 2

V \{ r }\ Q
ª
. Os vértices que já participam da solução �nal são V \ Q. Além disso, para todo

v 2 Q, se Av 6Ænull , então Kv Ç 1 e Kv é o peso de uma resta leve {v, Av } que conecta o

vértice v a algum vértice que já está na árvore que está sendo construída. As linhas 7

e 8 indenti�cam um vértice u 2 Q incidente em alguma aresta leve que cruza o corte

(V \ Q,Q), exceto na primeira iteração. Ao remover u de Q, o mesmo é acrescido ao

conjunto V \ Q na árvore, adicionando a aresta ( u , Au ) na solução.

SeG é conexo, para montar a árvore geradora mínima a partir do vetor resultante A,



6.1. Exemplo de Algoritmos Gulosos 129

deve-se criar o conjunto
©
{v, Av } : v 2 V \{ r }

ª
.

Algoritmo 36: Algoritmo de Prim.
Input : um grafo G Æ(V,E,w )

1 r Ã selecionar um vértice arbitrário em V

�� $EFININDO O VETOR DOS ANTECESSORESA E UMA CHAVE PARA CADA V¨RTICEK

2 Av Ã null 8 v 2 V

3 Kv Ã 1 8 v 2 V

4 Kr Ã 0

�� $EFININDO A ESTRUTURA DE PRIORIDADE DE CHAVE M¬NIMAQ

5 Q Ã (V,K )

6 while Q 6Æ{} do

7 u Ã arg min v2Q{Kv }

8 Q Ã Q\{ u}

9 foreach v 2 N (u) do

10 if v 2 Q ^ w
¡
{u ,v}

¢
Ç Kv then

11 Av Ã u

12 Kv Ã w
¡
{u ,v}

¢

13 return A

#OMPLEXIDADE DO !LGORITMO DE 0RIM

Para implementar o algoritmo de Prim de maneira mais e�ciente possível, deve-se

encontrar uma estrutura de prioridade que realize as operações de extração do valor

mínimo e da alteração das chave de maneira rápida.

Desa�o

Qual a complexidade em tempo computacional da versão mais e�ciente do

Algoritmo de Prim?
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����� #²DIGOS DE (UFFMAN

Códigos de Huffman comprimem dados efetivamente de 20% a 90%. A estratégia utili-

zada é empregar a frequência em que os caracteres aparecem para reduzir a represen-

tação dos mesmos. Ao usar-se uma tabela de tamanho �xo, caracteres frequentes e os

demais utilizam a mesma quantidade de bits. A ideia de códigos de Huffman é aplicar

a frequência na redução de codi�cação de caracteres mais frequentemente utilizados

(CORMEN et al., 2012).

Para o Algoritmo 37, considere que C é um conjunto de nodos de uma árvore binária

(ou árvore de Huffman), onde para cada c.f requenci a 2 ZÅ
¤ é a frequência do caracter

representado por c 2 C. c.esquerdaÆnull e c.di rei ta Ænull são os ponteiros para os

descendentes na árvore de Huffman.

Algoritmo 37: Huffman.
Input : um conjunto de caracteres C

�� #RIANDO FILA DE PRIORIDADE PELA FREQU©NCIA MAPEADA PORf (�)

1 Q Ã (C, f )

2 for i Ã 1 to jCj ¡ 1 do

3 alocar um novo nodo de uma árvore binária r

4 e Ã E X T R ACT¡ MI N (Q)

5 d Ã E X T R ACT¡ MI N (Q)

6 r .esquerdaÃ e

7 r .d i rei ta Ã d

8 r . f requenci a Ã e.f requenci a + d .f requenci a

9 I NSERT(Q,r )

10 return E X T R ACT¡ MI N (Q)

O Algoritmo 37 retorna a Árvore de Huffman que é utilizada para estabelecer a nova

codi�cação do conjunto de caracteres representados por C. Geralmente, considera-se

que cada rami�cação para esquerda produz um número 0 e cada para direita produz

um número 1. Então, as arestas da raiz até um caractere (nodo folha) estabelece a nova

codi�cação do mesmo.
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������� #OMPLEXIDADE

Desa�o

Qual a complexidade de tempo do Algoritmo 37?





CAPÍTULO 7
Programação Dinâmica

Em momentos anteriores nessas notas, problemas foram tratados por estratégias gu-

losas que operavam e�cientemente. Infelizmente, para a maioria dos problemas, a

di�culdade não está em determinar qual critério guloso utilizar, pois não há estratégia

gulosa que conduza à solução ótima. Para problemas como esses, é importante usar

outras estratégias. A Divisão e Conquista pode servir como uma alternativa, mas as

versões conhecidas podem não ser su�cientemente fortes para evitar uma busca de

força-bruta (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Neste capítulo lida-se com a Programação Dinâmica. É fácil dizer o que é progra-

mação dinâmica depois de trabalhar com alguns exemplos. A ideia básica vem de uma

intuição a partir da divisão e conquista e é essencialmente o oposto de uma estraté-

gia gulosa. A Programação Dinâmica implica explorar o espaço de todas as soluções

possíveis, por cuidadosamente, decompor o problema em subproblemas, e então cons-

truir soluções corretas para problemas maiores e maiores. Pode-se considerar que a

Programação Dinâmica opera perigosamente próxima a algoritmos de força-bruta.

Apesar disso, essa estratégia opera sobre um conjunto exponencialmente grande de

subproblemas sem a necessidade de examinar todos eles explicitamente (KLEINBERG;

TARDOS, 2005).
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��� /RGANIZA¦¢O DE )NTERVALOS COM 0ESOS

Anteriormente, fora conhecido um problema de identi�car o conjunto maximal de

intervalos quando visitou-se o conceito de algoritmos gulosos, agora trabalha-se com

uma variação desse problema, chamado de problema de Intervalos com Pesos. Consi-

dere um conjunto de intervalos I Æ{I1, I2, . . . ,In } onde cada intervalo I i inicia no tempo

s(i ) 2 ZÅ , termina no tempo f (i ) 2 ZÅ , e possui o valor v(i ) 2 ZÅ , precisa-se encontrar o

conjunto de intervalos que maximiza o valor de
P

i 2Sv(i ), onde S é um subconjunto de

intervalos sem sobreposição de tempo (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Supõe-se que o os intervalos estejam organizados em uma ordem crescente de tem-

pos de �m: F Æ( f (I1) · f (I2) · . . . · f (In )). Agora supõe-se a existência de uma função

p : I ! I . p(I i ) determina o intervalo I j que é o primeiro intervalo compatível antes de

I i na lista F. Considere a solução ótima O. SeIn 2 O, não há intervalos compatíveis entre

p(In ) e In . Ainda considerando que In pertence a solução ótima, considera-se como

potenciais candidatos a solução ótima {I1, I2, . . . ,p(In )}. Caso In ÝO, deve-se considerar

como potenciais candidatos a solução ótima { I1, I2, . . . ,In¡ 1}.

Pensando na recorrência para a programação dinâmica, considera-se OPT(I i ) como

o valor da solução ótima para os intervalos {I1, I2, . . . ,I i }. Por questões de convenção,

assume-se queOPT(I0) Æ0. A recorrência representando a solução ótima considerando

o problema é dado por

OPT(I i ) Æmax
n
v(I i ) Å OPT

¡
p(I i )

¢
,OPT(I i ¡ 1)

o
. (7.1)

. Então, se está assumindo que I i pertence a solução ótima sse v(I i ) Å OPT
¡
p(I i )

¢
È

OPT(I i ¡ 1).
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Um algoritmo recursivo para resolver a recorrência pode ser visualizado abaixo.

Algoritmo 38: ARPIP: Algoritmo Recursivo para o Problema de Intervalos com

Peso.
Input : um conjunto de itens I Æ{1,2, . . . ,n }, s(i ) 2 ZÅ , f (i ) 2 ZÅ , v(i ) 2 ZÅ , o intervalo I j

1 if j Æ0 then

2 return 0

3 else

4 return max
n
v(I j ) Å ARPIP

¡
I ,s, f ,v,p(I j )

¢
, ARPIP(I ,s, f ,v, I j ¡ 1)

o

Teorema 7.1.1. O Algoritmo 38 calcula o valor e OPT (I j ).

Prova: Por de�nição OPT(I0) Æ0 (linha 1 e 2). Para algum j È 0, supõe-se, por indução,

que o algoritmo calcula corretamente o valor OPT(I i ) para um i Ç j . Pela hipótese da

indução, sabe-se que o algoritmo encontra a solução para OPT(I p(I j )) e para OPT(I j ¡ 1);

e por essa razão

OPT(I j ) Æmax
n
v(I j )ÅARPIP

¡
I ,s, f ,v,p(I j )

¢
, ARPIP(I ,s, f ,v, I j ¡ 1)

o
ÆARPIP(I ,s, f ,v, I j ).

(7.2)

�

Infelizmente, ao executar o Algoritmo 38, percebe-se que a árvore de subproblemas

cresce muito rapidamente, o que impacta no tempo de execução (não-polinomial). A

árvore cresce rapidamente porque há recálculo de subproblemas. A próxima tentativa

irá utilizar uma memória para evitar tais recálculos (KLEINBERG; TARDOS, 2005). Tal

método é conhecido como Memoização (CORMEN et al., 2012).

No novo algoritmo, a memoização é implementada através de um vetor M indexado

de 0 a n. Assuma que M i Æ ¡1 para todo i 2 {1,2, . . . ,n }. O Algoritmo 39 exibe o pseudo-
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código.

Algoritmo 39: AMIP: Algoritmo “Memoizado” para Intervalos com Peso.
Input : um conjunto de itens I Æ{1,2, . . . ,n }, s(i ) 2 ZÅ , f (i ) 2 ZÅ , v(i ) 2 ZÅ , o intervalo I j

1 if j Æ0 then

2 return 0

3 else

4 if M j Æ ¡1 then

5 M j Ã max
n
v(I j ) Å AMIP

¡
I ,s, f ,v,p(I j )

¢
, AMIP (I ,s, f ,v, I j ¡ 1)

o

6 return M j

Para encontrar a solução a partir do vetor M , pode-se utilizar o Algoritmo 40 .

Algoritmo 40: AESPA: Algoritmo para encontrar solução a partir de AMIP.
Input : um conjunto de itens I Æ{1,2, . . . ,n }, s(i ) 2 ZÅ , f (i ) 2 ZÅ , v(i ) 2 ZÅ , o intervalo I j ,

vetor M

1 if j Æ0 then

2 não gera saída

3 else

4 if v j Å M p(I j )¸ M I j ¡ 1
then

5 dar saída I j concatenada com o resultado de AESPA(I ,s, f ,v,p(I j ),M )

6 else

7 dar saída o resultado de AESPA(I ,s, f ,v, I j ¡ 1),M )

8 return M j

����� #OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo dos Algoritmo 39 e 40 é O(n).

��� / 0ROBLEMA DA -OCHILA

Antes de começar a analisar o problema da mochila, apresenta-se um problema mais

simples, que chamaremos aqui de “Subconjunto de Somas”.
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O Subconjunto de Somas é um problema no qual, dado um conjunto dos items

I Æ{1,2, . . . ,n }, uma função de peso w : I ! ZÅ e um limite de peso W 2 ZÅ, deseja-se

encontrar um subconjunto de Sµ I com a maior soma
P

s2Sw (s) tal que
P

s2Sw (s) · W

(KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Pode-se tentar resolver por programação dinâmica utilizando o OPT(i ) para deno-

tar o valor da solção ótima para a subsolução {1,2, . . . ,n }. Desse modo, considerando O a

solução ótima, se i ÝO, então OPT(i ) ÆOPT(i ¡ 1), senãoOPT(i ) Æw (i ) Å OPT(i ¡ 1).

O problema nessa tentativa está em que ao aceitar i não implica a rejeição de qualquer

outro item. Isso indica a necessidade de trabalhar com mais subproblemas.

A recorrência que funciona para o problema de Subconjunto de Somas utiliza a

ideia de considerar o limite de peso W , no qual, se um item é adicionado a subsolução,

ele diminui seu peso ao valor de W . Logo, utiliza-se a seguinte recorrência

OPT(i ,w ) Æ

8
>><

>>:

OPT(i ¡ 1,w ), w Ç w (i )

max{OPT(i ¡ 1,w ),w (i ) Å OPT(i ¡ 1,w ¡ w (i ))}, w ¸ w (i )

(7.3)

, na qual w é o valor corrente de peso restante a ser considerado para os subproblemas.

O Problema da Mochila (ou Knapsack Problem) é muito semelhante ao de Subcon-

junto de Somas. Nele, além do conjunto de itens I , da função de peso w para cada

item e do limite de peso W , considera-se que cada item tem um valor associado, dado

pela função v : I ! R. Deve-se buscar o subconjunto S µ I no qual
P

s2Sv(s) tal que
P

s2Sw (s) · W . Podemos então utilizar uma função de recorrência muito semelhante à

proposta para o problema do Subconjunto de Somas. Segue a recorrência adaptada

OPT(i ,w ) Æ

8
>><

>>:

OPT(i ¡ 1,w ), w Ç w (i )

max{OPT(i ¡ 1,w ), v(i ) Å OPT(i ¡ 1,w ¡ w (i ))}, w ¸ w (i )

(7.4)
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O Algoritmo 41 proposto pode ser visualizado abaixo, já com a memorização.

Algoritmo 41: Algoritmo para o Problema da Mochila.
Input : um conjunto de itens I Æ{1,2, . . . ,n }, uma função de pesos w : I ! ZÅ , uma

função de valor v : I ! R e um peso limite W 2 ZÅ

�� -ATRIZ DE MEMORIZA¦¢O

1 Criar matriz M 2 R(j I jÅ1)£ (W Å1)

2 M [0, w ] Æ0 8 w 2 {0,1,2, . . . ,W }

3 foreach i 2 (1,2, . . . ,n ) do

4 for w Ã 0 to W do

5 if w Ç w (i ) then

6 M [i ,w ] Ã M [i ¡ 1,w ]

7 else

8 M [i ,w ] Ã max{M [i ¡ 1,w ], v(i ) Å M [i ¡ 1,w ¡ w (i )]}

9 return M [n,W ]

����� #OMPLEXIDADE

A complexidade do algoritmo de programação dinâmica proposto é de £ (jI jW ) ou seja,

não pode ser considerado resolvível em tempo polinomial.

��� 3UBSEQU©NCIA #OMUM -AIS ,ONGA

Um �lamento de DNA consiste em uma cadeia de moléculas denominadas bases.

Dentre essas bases têm-se Adenina (A), Guanina (G), Citosina (C) e Timina (T). Dois

indivíduos podem ser considerados semelhantes se suas cadeias de DNA também o são.

Nesse contexto, emerge a necessidade de comparar duas cadeias que compartilhem

de uma terceira cadeia formada em uma mesma ordem, mas não necessariamente

na mesma sequência. Chama-se esse problema de Subsequência Comum Mais Longa

(SCML, ou Longest Common Subsequence) (CORMEN et al., 2012).
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Considere que as cadeias X Æ hx1,x2, . . . ,xm i e Y Æ hy1, y2, . . . ,yn i , procura-se encon-

trar a subsequência mais longa Z Æ hz1,z2, . . . ,zk i . Para compreender as propriedades o

teorema a seguir, assuma que dada uma cadeia W , Wi Æ hw1,w2, . . . ,w i i é o pre�xo de

W até o i -ésimo símbolo.

A seguir, há um importante teorema quanto a esse problema que de�ne a subestru-

tura ótima

Teorema 7.3.1. Sejam X Æ hx1,x2, . . . ,xm i e Y Æ hy1, y2, . . . ,yn i as sequências, eZ Æ

hz1,z2, . . . ,zk i uma subsequência mais longa de X e Y , têm-se:

1. Sexm Æyn , então zk Æxm Æyn eZk¡ 1 uma subsequência mais longa de Xm¡ 1eYn¡ 1;

2. Sexm 6Æyn , então zk Æxm implica que Z é uma subcadeia mais longa de Xm¡ 1 e

Y ;

3. Sexm 6Æyn , então zk Æyn implica que Z é uma subcadeia mais longa de X eYn¡ 1.

Prova: Para o item (1), se zk 6Æxm , então podemos anexar a xm Æyn a Z para obter a

subsequência comum mais longa de comprimento k Å1, contradizendo de que Z é uma

subsequência comum mais longa. Desse modo, deve-se ter zk Æxm Æyn . O pre�xo Zk¡ 1

é uma subsequência comum de comprimento k ¡ 1 de Xm¡ 1 e Yn¡ 1. Deseja-se mostrar

que ela é uma subsequência comum mais longa. Supõe-se por contradição, que há uma

sequência comum W de Xm¡ 1 e Yn¡ 1 com comprimento maior que k ¡ 1. Então, anexar

xm Æyn a W produz uma subsequência máxima de X e Y cujo o comprimento é maior

que k , o que é uma contradição.

Para o item (2), se zk 6Æxm , então Z é a subsequência comum de Xm¡ 1 e Y . Se

existisse uma subsequência comum W de Xm¡ 1 e Y com comprimento maior que

k, então W seria também uma subsequência comum de Xm e Y , contradizendo a

suposição de que Z é uma subsequência comum mais longa.

Para o item (3), a prova é simétrica à explicação ao item (2). �
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Algoritmo 42: Algoritmo para encontrar o comprimento da Subsequência Comum

Mais Longa.
Input : duas palavras X Æ hx1,x2, . . . ,xm i e Y Æ hy1, y2, . . . ,yn i .

1 Criar matriz M 2 Z (mÅ1)£ (nÅ1)

2 Criar matriz B 2 {Ã ,- ," }m£ n

3 for i Ã 0 to m do

4 M [i ,0] Ã 0

5 for j Ã 0 to n do

6 M [0, j ] Ã 0

7 for i Ã 1 to m do

8 for j Ã 1 to n do

9 if xi Æy j then

10 M [i , j ] Ã M [i ¡ 1, j ¡ 1] Å 1

11 B[i , j ] Ã “ - ”

12 else

13 if M [i ¡ 1, j ] ¸ M [i , j ¡ 1] then

14 M [i , j ] Ã M [i ¡ 1, j ]

15 B[i , j ] Ã “ " ”

16 else

17 M [i , j ] Ã M [i , j ¡ 1]

18 B[i , j ] Ã “Ã ”

19 return (M, B)

����� #OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo computacional para se determinar a subsequência comum

mais longa é de £ (jX j¢ jY j) devido a dominância assintótica da complexidade do Algo-

ritmo 43.
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Algoritmo 43: SCMLalg – Algoritmo para encontrar a Subsequência Comum Mais
Longa.

Input : duas palavras X Æ hx1,x2, . . . ,xm i e Y Æ hy1, y2, . . . ,yn i , as matrizes M e B geradas
no Algoritmo 42, os inteiros i e j correspondentes aos índices de X e Y
analisados na chamada atual, uma String result .

1 if i Æ0 _ j Æ0 then
2 return

3 if B[i , j ] Æ“- ” then
4 SCMLalg(X,Y,i ¡ 1, j ¡ 1,resul t )
5 result Ã result ¢xi

6 else
7 if B[i , j ] Æ“" ” then
8 SCMLalg(X,Y,i ¡ 1, j , resul t )

9 else
10 SCMLalg(X,Y,i , j ¡ 1,resul t )

��� -ULTIPLICA¦¢O DE #ADEIAS DE -ATRIZES

O problema de Multiplicação de Cadeias de Matrizes busca determinar quais matrizes

multiplicar primeiro para reduzir o número de operações em uma multiplicação. A mul-

tiplicação de matrizes é uma operação binária que demanda £ (nml ) para multiplicar

as matrizes An£ m e Bm£ l .

Dada um conjunto de matrizes A1A2 . . . A j arranjadas respeitando os requisitos

de linha e coluna necessários para que ocorra a multiplicação, deseja-se saber qual a

ordem de multiplicações tal que o número de operações seja o mínimo possível.

Considere Ai .. j como a matriz resultante da multiplicação entre as matrizes da

sequência Ai , Ai Å1, . . . ,A j . Considere também p0,p1, . . . ,p j os valores de linha e coluna

tal que Ai tenha p i ¡ 1 linhas e p i colunas. A recorrência para encontrar o valor ótimo de

número de operações pode ser visualizada abaixo:

OPT(i , j ) Æ

8
>><

>>:

0, se i=j

min i · k · j
©
OPT(i ,k ) Å OPT(k Å 1, j ) Å p i ¡ 1pk p j

ª
(7.5)

. onde OPT(i , j ) representa o valor mínimo de operações para realizar a multiplicação

das matrizes Ai , Ai Å1, . . . ,A j .
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O Algoritmo 44 descreve a resolução do problema. A matriz M realiza a memorização

dos valores e S possui dados necessários para construir a solução.

O Algoritmo 45 exibe como construir a solução.

Algoritmo 44: Encontra ordem de multiplicação das matriz.
Input : o conjunto p

1 Criar tabela Mn£ n

2 Criar tabela Sn£ n

3 for i Ã 1 to n do

4 M [i , i ] Ã 0

5 for l Ã 2 to n do

6 for i Ã 1 to n ¡ l ¡ 1 do

7 j Ã i Å l ¡ 1

8 M [i , j ] Ã 1

9 for k Ã i to j ¡ 1 do

10 q Ã M [i ,k ] Å M [k Å 1, j ] Å p i ¡ 1pk ,p j

11 if q Ç M [i , j ] then

12 M [i , j ] Ã q

13 S[i , j ] Ã k

Algoritmo 45: PRINT-OPTIMAL-PARENS.
Input : a matriz s, os inteiros i e j

1 if i Æj then

2 print “A”

3 else

4 print “(”

5 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S,i ,S[i , j ])

6 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S,S[i , j ] Å 1, j )

7 print “)”
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����� #OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo computacional para o Algoritmo 44 é de O(n3).





CAPÍTULO 8
NP-Completude e Reduções

Muitos problemas que foram visitados na disciplina são conhecidos como problemas

de otimização . Para eles, há um valor que quanti�ca uma solução. Os algoritmos que

resolvem esses problemas devem encontrar a solução de valor máximo ou mínimo,

também chamado de valor ótimo. A função que mapeia a solução para seu valor é

chamada de função objetivo 1.

No entanto, as de�nições e teorias da NP-Completude baseiam-se em problemas

diferentes, chamados de problemas de decisão . Para esses problemas, espera-se uma

resposta sim ou não. O uso desses problemas vem de resultados obtidos através de

demonstrações utilizando a máquina de Turing, que aceita (decisão sim ) ou rejeita

(decisão não) uma palavra de entrada.

Embora a NP-Completude trata de problemas de decisão, pode-se tirar proveito

de uma relação conveniente com problemas de otimização. Geralmente, pode-se re-

presentar um problema de otimização em um problema de decisão, relacionando-o a

um determinado valor limite em relação ao objetivo do problema de otimização. Um

exemplo citado por Cormen et al. (2012) é um problema de otimização cujo objetivo é

encontrar o caminho com o menor número de arcos entre os vértices u e v em um grafo.

1 Alguns problemas de otimização necessitam de mais de uma função objetivo. Por exemplo, pode-se
desejar fazer o máximo de entregas possíveis em um percurso de menor curso. Uma função objetivo
poderia representar a quantidade de entregas realizadas; outra função objetivo representaria o custo
do percuso.
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Sua versão como problema de decisão pode impor um limite k : é possível estabelecer

um caminho entre u e v com no máximo k arestas?

Este capítulo tem o objetivo de revisar rapidamente os conceitos e requisitos relaci-

onadas a NP-Completude.

��� - QUINAS DE 4URING

Uma máquina de Turing é formalmente de�nida como M Æ(§,Q,¡ ,±,q0,qacei ta ,qre jei ta )

(SIPSER, 2007):

• § é o conjunto �nito de símbolos da palavra de entrada (símbolos do alfabeto).

t Ý § não pertence ao alfabeto e marca uma célula que não possui símbolo (célula

vazia);

• Q é o conjunto �nito de estados;

• ¡ é o conjunto �nito de símbolos que podem ser lidos ou escritos na �ta, no qual

§ ½¡ , {t ,Ç} µ ¡ ;

• ± : Q £ ¡ ! Q £ ¡ £ {E,D} é a função de transição, onde E e D representam a

próxima célula vizinha a ser visitada pela cabeça de leitura e gravação;

• q0 2 Q é o estado inicial;

• qacei ta 2 Q ¡ {qre jei ta } é o estado que denota a aceitação da palavra de entrada;

• qre jei ta 2 Q ¡ {qacei ta} é o estado que denota a rejeição da palavra de entrada.

A �ta de entrada é o dispositivo de “memória” que armazena a palavra de entrada.

A �ta é limitada à esquerda e in�nita à direita. Na extremidade esquerda da �ta de

entrada, há o símbolo Ç seguido da palavra de entrada. As demais células possuem o

símbolo t .

A cabeça de leitura e gravação está sempre sobre uma célula. A função de transição

± determina o qual o próximo estado dado o símbolo da célula que está sob a cabeça de



8.1. Máquinas de Turing 147

leitura e gravação. Esta função também determina qual o símbolo deverá ser substituir

o símbolo antigo da célula e qual a próxima posição da cabeça. Se a função especi�car

E, a cabeça deverá se movimentar para a célula adjacente da esquerda; se especi�car D,

a cabeça se movimenta para a célula adjacente da direita.

Há três conclusões possíveis quando uma máquina de Turing recebe uma palavra

de entrada. Caso o estado atual seja qacei ta , a máquina pára e a palavra de entrada

é aceita (pertence a linguagem que a máquina reconhece). Caso o estado atual seja

qre jei ta , a máquina pára e a palavra de entrada é rejeitada (não pertence a linguagem

que a máquina reconhece). Uma última conclusão possível seria a máquina não parar,

executando in�nitamente sobre a palavra de entrada. Esta última conclusão tem relação

direta com problemas (linguagens) que os computadores não conseguem resolver.

����� !LGORITMOS E A - QUINA DE 4URING

Em 1900, David Hilbert proferiu uma palestra no Congresso Internacional de Mate-

mática em Paris. Nesta apresentação, ele enumerou 23 problemas matemáticos e os

colocou como um desa�o para o século XX. O décimo problema era sobre algoritmos

(SIPSER, 2007).

O décimo problema de Hilbert era conceber um algoritmo que testasse se um

polinômio possui uma raiz inteira. Até então não se tinha o conceito de algoritmo,

então a ideia dele era identi�car um processo que determine a raiz com um número

�nito de operações .

Hoje, já se sabe que não existe algoritmo para tal tarefa. Na época, isto era impossível

de se conceber, pois não existia uma concepção do que era um algoritmo e quais suas

limitações.

A de�nição chegou nos artigos de Alonzo Church e Alan Turing em 1936. Church

usou um sistema denominado ¸ ¡ cálculo e Turing usou suas máquinas (máquina

de Turing). Estas duas de�nições se demonstraram equivalentes. A noção precisa de

algoritmo veio a ser chamada de Tese de Church-Turing . Deste modo, a noção intuitiva
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de algoritmos é igual a algoritmos de máquinas de Turing.

Em 1970, a tese de Church-Turing proveu a de�nição necessária para que Yuri

Matijasevic (inspirado no trabalho de Martin Davis, Hilary Putnam, e Julia Robinson)

demonstrasse que o décimo problema de Hilbert não existe algoritmo para se testar se

um polinômio tem raizes inteiras.

����� 2EDUTIBILIDADE

Uma redução é uma meneira de converter um problema em outro de forma que uma

solução para o segundo problema possa ser utilizada para resolver o primeiro. Sejam A

e B dois problemas, se A reduz B, pode-se usar uma solução de B para resolver A.

Geralmente, são utilizadas para demonstrar que problemas são computacional-

mente insolúveis.

��� 6ERI 1CA¦¢O DE 0ROBLEMAS

Um algoritmo que veri�ca um problema recebe como entrada a instância para o pro-

blema e um certi�cado. Esse certi�cado é uma construção que auxília na identi�cação

se aquele problema decide sim. Normalmente, o certi�cado é a própria solução do

problema.

Para exempli�car a veri�cação, imagine o problema

H AM ¡ CY CLEÆ{hGi : G é um grafo hamiltoniano }.

O problema de decisão H AM ¡ CY CLE determina se um grafo não-dirigido e não-

ponderado G Æ(V,E) possui um ciclo hamiltoniano, ou seja, um ciclo que passa por

todos os vértices de G sem repetição de vértices. Um veri�cador para o problema

H AM ¡ CY CLEdeve identi�car se dada um grafo não-dirigido e não-ponderado G e

um certi�cado y deve determinar se y é um ciclo hamiltoniano para G. O certi�cado y
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pode ser a representação do ciclo hy1, y2, . . . ,yn i , ou seja, uma sequência de vértices. O

veri�cador terá que identi�car se { yi , yi Å1} 2 E para todo i 2 {1,2, . . . ,n ¡ 1}.

Note algo interessante: para H AM ¡ CY CLE, não se conhece um algoritmo decisor

cuja a função de complexidade de tempo seja polinomial; em contraste, um algoritmo

veri�cador demanda tempo polinomial.

Uma de�nição mais formal é apresentada em Sipser (2007):

De�nição 1. Um veri�cador para uma linguagem A é um algoritmo V , onde A Æ{w jV

aceita Ç w,c È para alguma cadeia c }.

��� #OMPLEXIDADE DE 4EMPO

De�nição 2. SejaM uma máquina de Turing que pára sobre todas as entradas, o tempo

de execução ou complexidade de tempo deM é a função f : N ! N, onde f (n) é o número

máximo de passos queM usa sobre entradas de comprimento n. Sef (n) for o tempo de

execução deM , diz-se queM roda em tempo f (n) e queM é uma máquina de Turing de

tempo f (n).

����� #LASSES DE #OMPLEXIDADE

As classes de complexidade são maneiras de agrupar problemas computacionais que

possuam semelhanças quanto a di�culdade computacional para resolvê-los.

De�nição 3. Sejat : N ! RÅ uma função, de�ne-se a classe de complexidade de tempo

T I ME (t (n)), como a coleção de todas as linguagens que são decidíveis por uma máquina

de Turing determinística em tempo O(t (n)). T I ME Æ{LjL é uma linguagem decidida

por uma máquina de Turing determinística de tempo O (t (n))}.

De�nição 4. Sejat : N ! RÅ uma função, de�ne-se a classe de complexidade de tempo

NT I ME (t (n)), como a coleção de todas as linguagens que são decidíveis por uma má-
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quina de Turing não-determinística em tempo O(t (n)). NT I ME Æ{LjL é uma linguagem

decidida por uma máquina de Turing não-determinística de tempo O (t (n))}.

De�nição 5. SejaN uma máquina de Turing não-determinística decisora, seu tempo

de execução é a funçãof : N ! N, onde f (n) representa a profundidade da árvore de

computações determinísticas e não a quantidade de nodos nesta árvore.

������� ! #LASSE P

P ou PT I ME é a classe constituída de problemas resolvidos em tempo determinístico

polinomial.

De�nição 6. P ou PT I ME é a classe constituída de todas as linguagens decidíveis por

uma máquina de Turing determinística em tempo polinomial. Em outras palavras

P Æ
[

k
T I ME (n k ), (8.1)

onde k são valores constantes.

������� ! #LASSE NP

NP ou NPT I ME é a classe de problemas resolvidos em tempo não-determinístico

polinomial. Também pode ser de�nida como a classe de todos os problemas veri�cáveis

em tempo polinomial determinístico 2.

Quanto a de�nição mais formal de (SIPSER, 2007), considera-se um veri�cador

para uma linguagem A é um algoritmo V , onde A Æ{w jV aceita Ç w,c È para alguma

cadeia c}. Mede-se o tempo de um veri�cador em termos apenas de comprimento

de w , portanto um veri�cador de tempo polinomial executa a veri�cação em tempo

polinomial no comprimento de w . Uma linguagem A é polinomialmente veri�cável se

ela tem um veri�cador de tempo polinomial.

De�nição 7. NP e NPT I ME é a classe de linguagens que tem veri�cadores de tempo

polinomial.
2 De acordo com Arora e Barak (2009), essa de�nição é mais fácil de compreender.
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De�nição 8. NP Æ
S

k NT I ME (n k ), onde k são valores constantes.

������� 0 VERSUS .0

A questão “P ÆNP?” é uma grande questão aberta. Ela basicamente poderia ser lida

como “Todos os problemas veri�cados em tempo polinomial determinístico podem ser

resolvidos em tempo polinomial determinístico?”. Sabe-se que

NP µ E X PT I ME Æ
[

k
T I ME (n k ), (8.2)

k é uma constante.

������� NP 
#OMPLETUDE

Um avanço importante na questão “ P versus NP” surgiu nos anos iniciais da década

de 70 com os trabalhos de Stephen Cook, Leonid Levin e Richard Karp. Stephen Cook e

Leonid Levin descobriram que certos problemas em NP cuja a complexidade individual

está relacionada a toda a classe. Se existir um algoritmo polinomial para um destes

problemas, então todas os demais problemas da classe NP seriam decididos em tempo

polinomial. Estes problemas são de�nidos como NP-Completos.

Um dos primeiros problemas NP-Completo (descoberto por Stephen Cook) foi o

problema da satisfazibilidade SAT Æ{Ç Á È jÁ é uma fórmula booleana satisfazível }. Á

é uma fórmula booleana composta por variáveis booleanas usando as operações do e

(^ ), ou (_ ), e não (: ) lógicos. O Teorema de Cook-Levin relaciona a complexidade de

SAT às complexidades de todos os problemas em NP.

Teorema 8.3.1. SAT 2 P se e somente se PÆNP.

2EDUTIBILIDADE EM 4EMPO 0OLINOMIAL

Redutibilidade em tempo polinomial é o método central do teorema de Cook-Levin.

Quando um problema A é e�cientemente redutível ao problema B, uma solução e�ci-
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ente para B pode ser utilizada para resolver A e�cientemente.

De�nição 9. Uma função f : §¤ ! §¤ é uma função computável em tempo polinomial

se existe alguma máquina de Turing de tempo polinomial M que pára com exatamente

f (w ) na sua �ta, quando iniciada com a entrada de w.

De�nição 10. A linguagem A é redutível por mapeamento em tempo polinomial, ou

simplesmente redutível em tempo polinomial, ou ainda redutível em tempo polinomial

de muitos-para-um, à linguagem B em símbolos A · P B, se existe uma função computá-

vel em tempo polinomial f : §¤ ! §¤ , onde para toda w , w 2 A () f (w ) 2 B. A função

f é denominada redução de tempo polinomial de A para B.

De�nição 11. Uma linguagem B é NP-Completa se satisfaz duas condições:

1. B 2 NP;

2. toda A 2 NP é redutível em tempo polinomial a B.

Teorema 8.3.2. Se B for NP-Completa e B· P C para C 2 NP, então C é NP-Completa.

Prova: Prove . . .

Teorema 8.3.3. SAT é NP-Completo.

Para provar que SAT é NP-Completo, deve-se primeiro demonstrar que ele está

em NP. Em seguida, deve-se mostrar que todas as linguagens em NP são redutíveis

polinomialmente a SAT. Para este último, deve-se construir uma redução polinomial

para cada linguagem A em NP para SAT. A redução para A recebe uma cadeia w e

produz uma fórmula booleana Á que simula a máquina NP para A sobre a entrada w .

Se a máquina aceita, Á é satisfazível.
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Prova: Primeiro, deve-se mostrar que SAT está em NP. Uma máquina de tempo polino-

mial não-determinístico pode encontrar se existe uma atribuição às variáveis binárias é

satisfazível. Uma árvore de tentativas não-determinísticas possui profundidade igual

ao número de variáveis binárias. Portanto, SAT 2 NP.

A outra parte da prova deve demonstrar que toda linguagem A 2 NP é redutível

em tempo polinomial a SAT. SejaN uma máquina de Turing não-determinística que

decide A em tempo n k para alguma constante k .

Um tableau para N sobre w é uma tabela {0,1}n k £ n k
cujas linhas são as con�gura-

ções de um ramo da computação de N sobre a entrada w . Na primeira e na última célula

de cada linha, assume-se que há o símbolo #. Na primeira linha, há a con�guração

inicial (estado inicial + w ). Um tableau é de aceitação se qualquer linha dele for uma

con�guração de aceitação. O problema de determinar se N aceita w é equivalente ao

problema de se determinar se existe um tableau de aceitação para N sobre w .

Com isto, pode-se introduzir a descrição da redução polinomial f de A para SAT.

Sobre a entrada w , a redução produz uma fórmula Á. As variáveis de Á representam

cada uma das (n k )2 células do tableau. De�ne-se xi , j ,s uma variável binária de Á, onde

i e j representam a coordenada da célula no tableau e s2 C ÆQ [ ¡ [ {#} o símbolo ou o

estado. Sexi , j ,s é 0, então o símbolo s2 C está presente na célula de coordenada ( i , j )

no tableau.

Deve-se projetar um Á de modo que se houver uma atribuição às variáveis que

satisfaça Á, então N aceita w . A formula se divide em quatro partes Á ÆÁcélul a ^

Ái n ício ^ Ámovimento ^ Áacei ta .

A parte Ácélula garante que cada célula tenha um símbolo e apenas uma célula

tenha um símbolo. Logo, tem-se a de�nição de

Ácélul a Æ
^

1· i , j · n k

h³ _

s2C
xi , j ,s

´ ^ ³ ^

t ,u2C,u6Æt
(: xi , j ,u _ : xi , j ,t )

´i
. (8.3)

A parte Ái n ício garante que a primeira linha seja uma con�guração inicial de N sobre
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w . Deste modo,

Ái n ício Æx1,1,#^ x1,2,q0 ^ x1,3,w1 ^ x1,4,w2 ^ . . .^ x1,n k ¡ 1,t ^ x1,n k ,#. (8.4)

Para representar a aceitação de N , de�ne-se a parte de aceitação

Áacei ta Æ
_

1· i , j · n k

xi , j ,qacei ta . (8.5)

Ámovimento garante cada linha correspondente a uma con�guração siga legalmente

uma con�guração da linha precedente conforme de�nido nas transições de N . Para isto,

de�ne-se uma sequência de trechos para Á con�gurando as possíveis janelas legais que

representam as transições possíveis de N . Uma janela legal é uma matriz 2 £ 3 dentro

do tableau. Por exemplo, a Janela Legal 2 de�ne demonstram uma janela legal para a

transição ±(q1,a) Æ{(q2,b,D)}.

a q1 a
a b q2

Tabela 1 – Um exemplo de janela legal para a transição ±(q1,a) Æ{(q2,b,D)}.

Logo, Ámovimento Æ
V

1· i · n k ,1· j · n k

³
a janela (i , j ) é legal

´
. Substitui-se “a janela

legal” por

_

w 2W (i , j )

³
xi , j ¡ 1,a1 ^ xi , j ,a2 ^ xi , j Å1,a3 ^ xi Å1,j ¡ 1,a4 ^ xi Å1,j ,a5 ^ xi Å1,j Å1,a6

´
, (8.6)

onde W (i , j ) é o conjunto de todas as janelas legais para a coordenada (i,j), a1, a2, a3,

a4, a5, e a6 são os símbolos de uma janela legal.

A seguir demonstra-se que a redução demanda tempo polinomial determinística

por relacionar o tamanho de Á. O número de variáveis de Á é n2k jCj, ou seja, o tamanho

do tableau vezes o número de símbolos. Como jCj depende apenas de N e não de

n Æ jw j, então diz-se que o total de variáveis é O(n2k ).

Em Ácélul a , há um fragmento de tamanho �xo para cada variável, portanto demanda

tempo O(n2k ). Para formular a parte Ái n ício é necessário uma construção de tamanho
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igual a quantidade de células da primeira linha do tableau, portanto demanda tempo

O(n k ). As fórmulas Áacei ta e Ámovimento possuem um fragmento �xo para cada célula

do tableau, então o tempo computacional é O(n2k ). A formulação completa de Á é um

polinômio sobre a variável n (tamanho do problema) então a redução é polinomial.

Deste modo, conclui-se que SAT 2 NP-Completo. �

De�nição 12. Uma linguagem B é NP-Difícil se toda A 2 NP é redutível em tempo

polinomial a B.

Com a de�nição acima, podemos assumir que NP-Completo µ NP-Difícil. Mesmo

que P ÆNP, há problemas em NP-Difícil que não seriam resolvidos em tempo polino-

mial determinístico.

Mantenha em mente que:

• todo problema que “resolve” toda uma classe e pertence a mesma é dito COM-

PLETO;

• todo problema que “resolve” toda uma classe é dito DIFÍCIL.

Logo, todo problema COMPLETO é DIFÍCIL, mas não o contrário.

4EOREMA DE #OOK
,EVIN COM #)2#5)4
3!4

Em 1971, Cook e Levin provaram que SAT (por Cook) e 3-SAT (por Levin) provaram

que esses problemas resolviam toda a classe NP. Ou seja, encontraram os primeiros

NP-Completos. Kleinberg e Tardos (2005) coloca que talvez a forma mais simples de

entender esse teorema seja utilizar uma variação desses dois problemas, chamado aqui

de C IRCU IT ¡ SAT. Para esse problema, há um circuito K que pode ser representado

por um grafo acíclico, no qual os vértices podem representar:

• Os vértices de entradas podem ser rotulados com valores 0 ou 1, ou podem estar

associados a uma variável v i distinta (sem valor ainda de�nido para 0 ou 1);
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• Cada outro vértice que não está na entrada está associado a um dos seguintes

operadores booleanos ^ (2 entradas), _ (2 entradas) ou : (1 entrada);

• um dos vértices é o resultante e de�ne a aceitação (1) ou a rejeição (0) da entrada.

O problema C IRCU IT ¡ SAT deve determinar se há um conjunto de valores biná-

rios associados às variáveis booleanas de entrada cuja saída resulte em 1.

Utiliza-se agora o problema para se ter uma ideia da prova do Teorema de Cook-

Levin através de C IRCU IT ¡ SAT. Considere um algoritmo que toma uma entrada de

tamanho n e produza uma resposta SIM ou NÃO. Esse algoritmo pode ser representado

por um circuito do tipo C IRCU IT ¡ SAT. O circuito deve responder 1 quando a resposta

do algoritmo é SIM e 0 quando a resposta for NÃO. A transformação de um algoritmo

para um circuito demanda um número de passos polinomial em n, então circuito terá

tamanho polinomial.

Agora imagine um problema arbitrário X em NP. Deseja-se decidir se uma en-

trada s pertence ou não a X usando uma “black-box” que pode resolver instâncias do

C IRCU IT ¡ SAT. Será tentado demonstrar que X · P C IRCU IT ¡ SAT.

Sabe-se queX possui um certi�cador e�ciente B(s, t ) que determina se s2 X. Agora

a pergunta é, existe um certi�cado t com tamanho polinomial em relação ao com-

primento de s? Considerando que s possui n bits e t possui p(n) bits, somando uma

entrada de tamanho n Å p(n), converte-se B(s, t ) para um circuito K de tamanho po-

linomial com n Å p(n) vértices de entrada. Os primeiros n vértices serão receberam

literalmente os bits em s e as demais entradas receberão p(n) variáveis que representa-

rão o certi�cado t .

Agora simplesmente observa-se que s 2 X sse há um conjunto de bits de entrada

em K que produzem a saída 1, ou seja, se K for satisfazível.

0ROBLEMAS DE /TIMIZA¦¢O E .0

De acordo com (ARORA; BARAK, 2009), para que um problema esteja em NP, ele deve

ser um problema de decisão. Problemas de otimização são problemas claramente mais
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difíceis que suas versões correspondentes de decisão. Logo, problemas de otimização

podem ser NP-Difíceis, mas não poderiam ser NP. No entanto, se P=NP, então a versão

de decisão é resolvida em tempo polinomial, então a versão de otimização também

pode ser resolvida em tempo polinomial.





CAPÍTULO 9
Algoritmos Aproximados e Buscas

Heurísticas

��� !LGORITMOS !PROXIMADOS

Algoritmos aproximados não garantem a solução ótima para o problema, mas sim uma

solução aproximada por uma razão. Essa razão é chamada de razão de aproximação

e é denotada por ½(n) para toda entrada de tamanho n (CORMEN et al., 2012). Con-

siderando C¤ o valor objetivo da solução ótima, e C o valor objetivo obtido por um

algoritmo aproximado, uma razão de aproximação é dada por

max
½

C

C¤ ,
C¤

C

¾
· ½(n). (9.1)

Se a razão de aproximação de um algoritmo é ½(n) diz-se que ele é um algoritmo de

½(n)¡ aproximação. A razão nunca é menor que 1 (CORMEN et al., 2012).

Existem problemas para os quais se conhece um algoritmo de tempo polinomial

com razões de aproximação constante, mas existem problemas que a razão de aproxi-

mação é uma função relacionada ao tamanho do problema (CORMEN et al., 2012).

Existem também problemas nos quais pode-se permutar o tempo de computação

por uma aproximação melhor. Algoritmos aproximados com essa característica são
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chamados de esquemas de aproximação. Um esquema de aproximação é um algoritmo

de aproximação que adota como entrada não somente uma instância do problema,

mas também um valor ² È 0, tal que para todo ² �xo, o esquema do algoritmo é de

(1Å ² )¡ aproximação. O tempo de um esquema de aproximação pode aumentar muito

rapidamente a medida que ² diminui.

����� / 0ROBLEMA DO #AIXEIRO 6IAJANTE

O problema do caixeiro viajante é dado por encontrar um ciclo hamiltoniano de menor

custo em um grafo não-dirigido e ponderado G Æ(V,E,w : E ! RÅ
¤ ). Cormen et al. (2012)

adiciona uma notação c(A) que seria o custo total no subconjunto de arestas A µ E

c(A) Æ
X

{u ,v}2A
w ({u ,v}).

Cormen et al. (2012) de�ne que c(A) deve respeitar a desigualdade triangular, então

w ({u ,w }) · w ({u ,v}) Å w ({v,w })

para todo u,v,w 2 V . Ela basicamente traduz a ideia “o modo menos caro de ir de um

lugar u para um lugar w é ur diretamente, sem nenhuma etapa intermediária”.

O algoritmo 2-aproximado para o problema do caixeiro viajante que respeita a

desigualdade triangular pode ser visualizado no Algoritmo 46. A complexidade do

algoritmo acompanha a do que demanda o algoritmo de PRIM, portanto, o algoritmo

2-aproximado demanda tempo polinomial determinístico.

Algoritmo 46: Algoritmo 2-aproximado para o Problema do Caixeiro Viajante
Input : Grafo não-dirigido e ponderado G Æ(V,E,w )

1 r Ã selecionar um vértice arbitrariamente um vértice

2 obter a árvore geradora mínima T para G partindo de r usando o algoritmo PRIM

3 seja H a lista de vértices, ordenados de acordo com a pré-ordem em T

4 return H sem repetiçao de vértices

Teorema 9.1.1. O Algoritmo 46 pe um algoritmo de tempo polinomial de 2-aproximação

do problema do Caixeiro Viajante com a desigualdade de triângulos.
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Figura 12 – Exemplo da execução do algoritmo de 2-aproximação para o PCV: (a) é o
grafo de entrada; (b) é a árvore geradora mínima T ; (c) é o caminho realizado
na pré-ordem em T ; (d) é a solução obtida pelo algoritmo; (e) é a solução
ótima (CORMEN et al., 2012).

Prova: Já foi visto que o algoritmo executa em tempo polinomial.

SejaH ¤ a solução ótima para o problema. Obtém-se a árvore geradora mínima T na

linha 2, o que gera um limite inferior

c(T ) · c(H ¤ ), (9.2)

pois a árvore geradora mapeia os vértices de menor custo para conectar todos os

vértices.

Quando se faz a pré ordem da linha 3, considere a formação de uma lista W na qual

adiciona-se o vértice no �nal da lista a cada visita no vértices e no retorno da visita a

uma adjacência. Para o exemplo da Figura 12, W Æ ha,b,c,b,h,b,a,d ,e, f ,e,g,e,d ,ai .

Então

c(W ) Æ2c(T ), (9.3)

pois nesse processo, visita-se cada aresta duas vezes. Considerando as Equações(9.2) e

(9.3) têm-se o seguinte limite inferior

c(W ) · 2c(H ¤ ). (9.4)
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Ao remover os vértices repetidos em W antes de retornar (linha 4), não há um

aumento no custo, devido a propriedade de deseigualdade triangular (Equação (9.2)).

Então dada a subsequência x, y,z em W , ao remover y não aumentará o custo de W ,

pois w ({x,z}) · w ({x, y}) Å w ({y,z}). Considerando H sendo W sem vértices repetidos

têm-se

c(H ) · c(W ). (9.5)

Considerando o que foi relatado nas Equações (9.2), (9.3) e (9.5) têm-se:

c(H ) · c(W ) · 2c(H ¤ ). (9.6)

�

��� (EUR¬STICAS

Heurísticas são métodos computacionais que tratam problemas de otimização e ten-

tam explorar um conhecimento especí�co do problema para o qua não há garantia

de solução ótima. Frequentemente, heurísticas procuram por soluções que possuem

características presentes em soluções ótimas (ROTHLAUF, 2011).

Dois tipos de heurísticas clássicas são (ROTHLAUF, 2011):

• Heurísticas de construção: constróem uma solução incrementalmente a partir de

uma solução vazia. Executam um processo iterativo que usa informações sobre o

problema para compor uma solução. Elas não tentam melhorar uma solução já

criada. Terminam de executar quando a solução estiver completa

• Heurísticas de melhoria: iniciam com uma solução completa e tentam iterativa-

mente melhorar a solução. Terminam quando um ótimo local 1 é encontrado.

Há muitas heurísticas de propósito geral modernas. Elas geralmente assumem

os nomes de métodos de otimização heurísticos ou metaheurísticas. Elas possuem

1 Ótimo local é uma solução no qual apenas mudanças signi�cativas poderiam melhorar seu valor
objetivo.
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os objetivos de intensi�car soluções para melhorar soluções já constituídas, ou de

diversi�car, que busca explorar novas áreas do espaço de busca.

Em Wolpert e Macready (1997), Wolpert and Macready apresentaram o teorema

“não há almoço livre” para a otimização. Ele basicamente demonstra que não é possível

de�nir uma heurística de propósito geral que funciona bem para todos os problemas

de otimização.
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APÊNDICE A
Ordenação em Tempo Linear

!�� /RDENA¦¢O POR #ONTAGEM
A ordenação por contagem é utilizada para ordenar inteiros na faixa de 1 a k para
qualquer inteiro k È 0. Quando k 2 £ (n), então a ordenação por contagem demanda
tempo £ (n) (CORMEN et al., 2012).

Algoritmo 47: Ordenação Por Contagem
Input : Um vetor de A de tamanho n contendo os valores a serem ordenados, e um vetor

B de tamanho n que receberá os valores de A em ordem crescente.
1 criar vetor C indexável de 0 até k
2 for i Ã 0 to k do
3 Ci Ã 0

�� &AZ Ci TER A CONTAGEM DO N¹MERO DE ELEMENTOS IGUAIS AO INTEIROi EM A�
4 for j Ã 1 to jAj do
5 CA j Ã CA j Å 1

�� &AZ Ci CONTER O N¹MERO DE ELEMENTOS MENORES OU IGUAIS Ai EM A�
6 for j Ã 1 to k do
7 Ci Ã Ci Å Ci ¡ 1

8 for j Ã j Aj downto 1 do
9 BCAj

Ã A j

10 CA j Ã CA j ¡ 1

!�� /RDENA¦¢O $IGITAL

!�� /RDENA¦¢O POR "ALDE





APÊNDICE B
Caminhos e Ciclos

Este capítulo tem o objetivo de introduzir o conceito de caminhos e ciclos, e seus
principais problemas. Dois problemas clássicos serão de�nidos e algoritmos para os
mesmos, apresentados.

Antes de iniciar a abordar os conteúdos deste capítulo, é importante entender o
que é um caminho e um ciclo, para estabelecer suas diferenças no contexto de grafos.
Um caminho 1 é uma sequência de vértices hv1,v2, . . .vn i conectados por uma aresta
ou arco. Gross e Yellen (2006) de�nem um caminho como um grafo com dois vértices
com grau 1 e os demais vértices com grau 2, formando uma estrutura linear. Um
ciclo (ou circuito) 2 é uma cadeia fechada de vértices hv1,v2, . . . ,vn ,v1i onde cada par
consecutivo é conectado por uma aresta ou arco. É como um caminho com o �m e o
início conectados.

"�� #AMINHOS E #ICLOS %ULERIANOS

Dado um grafo orientado ou não orientado G Æ(V,E), um caminho Euleriano é uma
“trilha” ou seja, uma sequência de arestas/arcos onde cada aresta/arco é visitada(o) uma
única vez. O ciclo Euleriano é semelhante ao caminho, com exceção de que começa e
termina na mesma aresta/arco. Um grafo é dito Euleriano se possui um ciclo Euleriano.

Os problemas de caminho e ciclo Euleriano surgiram com o conhecido problema
das Sete Pontes de Königsberg por Euler em 1736. O problema consistia em atravessar
as todas as sete pontes da cidade de Königsberg da Prussia (hoje Kaliningrado na Rússia)
sem repetí-las.

1 Em inglês, chamado de path .
2 Em inglês, chamado de cycleou circuit .
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