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CAPITULO

Introducéo ao Curso

O que veremos nessa disciplina?
e Como provar a “corretude” de um algoritmo;

e Estimar a quantidade de recursos (tempo, memoaria) de um algoritmo  Aanalise

de complexidade;

» Técnicas e idéias gerais de projeto de algoritmos: inducao, divisdo-e-conquista,

programacao dinamica, algoritmos gulosos, ...
» Tema recorrente: natureza recursiva de varios problemas

» Adiculdade intrinsica de alguns problemas: desconhecimento de algoritmos

e cientes.

ILGORITMOS

Cormen etal. (2012) de ne um algoritmo como “qualquer procedimento computacional
bem de nido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz
algum valor ou conjunto de valores como saida.”. Um algoritmo resolve um problema
computacional. De acordo com Cormen et al. (2012), a especi cacdo do problema

indica quais sdo as entradas e quais as saidas desejadas. Um algoritmo basicamente



6 Capitulo 1. Introdugéo ao Curso

especi ca o que deve ser feito com as entradas para que se possa gerar as saidas que
atendem ao problema.
Para exempli car, considere um problema de ordenacéo. Ele poderia ser de nido

formalmente por suas entradas e saidas (CORMEN et al., 2012):
» Entrada: uma sequéncia de nimeros haj,ay,...,ani.

» Saida: uma permutacdo (reordenagdo) haj,ad,...,adi, talque a’- a’;, paratodo

i 2{1,2,...n}.

. Um exemplo de entrada para esse problema seria 19,5,4,10,2i e um exemplo de
saida seriah2,4,5,9,10i . Um exemplo de entrada para um problema computacional é

chamado de instancia ou instancia para o problema.

De na formalmente cinco problemas computacionais. Relacione um algoritmo

para cada problema.

A importancia dos “e cientes” algoritmos:
* projeto genoma de seres Vivos;

» rede mundial de computadores;
 planejamento da producéao;

* logistica de distribuicéo;

» reconhecimento de padrées;

» entretenimento (games e Imes).

$I 1CULDADE #OMPUTACIONAL

O fato de conhecer algoritmos corretos ndo é su ciente. Precisa-se de algoritmos e ci-

entes no contexto em que serdo aplicados.
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Para medir a complexidade computacional de um algoritmo, pode-se utilizar a
medida empirica do tempo ou do espac¢o consumido. A medida empirica do tempo é
guestionavel, pois considera situagdes diferentes (arquiteturas, linguagens de progra-
macao, sistemas operacionais e, até mesmo, condi¢ées do tempo). No contexto dessa
disciplina, se deseja entender a e ciéncia de um algoritmo.

Para medir a di culdade de complexidade de um algoritmo, seréo utilizadas funcdes
de complexidade. Uma funcéo de complexidade é dadaporum f :n 2 zA ZA eindica
a quantidade de tempo requerido (contra-dominio) para uma entrada de tamanho n.
De maneira geral, diz-se que um algoritmo é e ciente se 0 mesmo possui uma funcéo
de complexidade polinomial (polinomial £ exponencial).

Para contextualizar a importancia da e ciéncia dos algoritmos, considere dois tipos
de algoritmos de ordenacéo: por insercdo e por intercalacdo. Considere também que um
determinado algoritmo de insercéo utiliza o tempo  c1n? e outro algoritmo de insercdo
utiliza conlogon. Assuma que cq C ¢, e que esses valores séo constantes sem qualquer
relacdo com n. Apesar dec; C ¢y, um algoritmo de intercalacéo é mais e ciente para
um n relativamente grande.

Considere dois computadores: um computador rapido A e um computador lento
B. Considere também que o computador A executa uma ordenagao por inser¢ao e o
computador B executa uma ordenacao por intercalacdo. Cada um deve ordenar um
vetor de 10 milhdes de elementos. O computador A executa 10 bilhdes de instru¢des por
segundo (!, enquanto o computador B executa 10 milhdes de instrucbes por segundo.

Considere que c; A2 e ¢, A50. Entdo, o demanda de tempo o computador A é

2%(107)? instrucBes
1010 instrucbes/segundo

AE20.000 segundos (5,5 horas)

. O computador B demanda

50¢(10")log, 10instrucdes
10’instrucées/segundo

%,1.163 segundos

(CORMEN etal., 2012).
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Existem casos onde a e ciéncia é ainda mais importante como os problemas NP-

Dificeis. Nao se conhece algoritmo com funcdo de complexidade polinomial para esses

problemas. Sdo exemplos:

» roteamento de veiculos para entregas ( vehicle routing );

+ calcular o numero minimo de containers para transportar um conjunto de caixas

com produtos ( bin-packing 3D);

+ calcular a localiza¢do e o nimero minimo de antenas para garantir a cobertura

de uma certa regido geogra ca ( facility location ).

Para contextualizar essa di culdade, imagine usar o computador A e B discutidos
acima para a ordenagédo acima sobre um algoritmo exato para uma versdo mais geneé-
rica (mais simples) do roteamento de entregas para varios veiculos conhecida como
Problema do Caixeiro Viajante. Assuma o algoritmo de Held-Karp com complexidade

c3n?2". Considere que c3 £1 e n A40. Para o computador A (mais veloz) obteria-se

1 ®(40? ¢2%%) instrucdes
1010 instrugGes/segundo

%,175.921, 86 segundos (48, 86 horas)

. Para o computador B obteria-se:

1 ¢(40° ¢29) instrucdes
107instrucbes/segundo

%,175.921.860, 44 segundos (5,57anos)

Desa o

Quais conclusdes vocé chegaria nessa comparagao?

E se fosse comprado um computador com o dobro do poder de processamento de

A, qual o valor de n eu poderia executar no mesmo tempo da maquina A, considerando

um algoritmo com funcdo de complexidade 2 "?

Desa o

Responda a questao acima.
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Por questdes de facilidade, supde-se que a maquina com o dobro do poder de
processamente de A de computador C. Considere que y é o tamanho do problema no
computador C, e x € o tamanho do problema no computador A. Se a maquina C é mais

rapida, signi ca que ela executa o dobro das instru¢des que o computador A, entdo

2Y /B2 0(2)
y Alog, 2¢2)
(1.1)

y Alog,(2) Alog,(2)

y E1A x

Desa o

Quais conclusdes vocé chegaria nessa comparacao?

Desa o
Considerando um computador que executa4 £ 10° instrucdes/segundo, calcule o

tamanho do problema que pode ser resolvido para cada um dos tempos abaixo:

1seg | 1minuto | l1hora | 1dia | 1més | 1ano | 1século
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Desa o

Considerando um computador que executa 4 £ 10° instrugées/segundo, calcule

o tempo necessario para executar cada tamanho de problema destacado:

nA20 | n A40 | n A£60 | n £80 | n A£100

Desa o

Se for usado um computador ?x mais rapido que o computador atual, qual
0 tamanho do problema que poderia ser resolvido sobre 0 mesmo tempo

copmputacional?

Computador Atual 100 £ mais rapido | 1000 £ mais rapido

logsn N1
PR N,

n N3
nlog >n N4
n2 N5
n3 Ng
2" N7
3n Ng




1.3. Projeto e Analise de Algoritmos 11

OROJETO E IN LISE DE 'LGORITMOS

Essa secdo tem o objetivo de introduzir o projeto e analise de algoritmos através de

alguns exemplos. Nesse contexto, € interessante analisar:
* Finitude: o algoritmo péara?
» Corretude: o algoritmo faz o que promete?

« Complexidade de tempo: quantas intrucdes sio necessarias no pior caso *?

/RDENA!¢O POR )NSER!¢O

Considere o seguinte problema de ordenac&o:
» Entrada: uma sequéncia de nimeros haj,as,...,ani.

« Saida: uma permutago (reordenacdo) haf,ad,...,a%i, talque a°- a’%, paratodo

i 2{1,2,...n}.

Um algoritmo para resolvé-lo pode ser visualizado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Insertion-Sort
Input : umvetor A& aq,as,...,ani

1 for j A 2to jAjdo
2 chave A A

JNSERE  Aj NO SUBVETORB.l,az,...,ajili

3 iAji1l

4 while i ;| 1and A; E chavedo
5 Azl A A

6 iAijl

7 A a1 A chave

1 Além do pior caso, podem ser considerados o melhor e o caso médio em pesquisas mais sensiveis.
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&INITUDE

Primeiro, veri ca-se se 0 algoritmo para, ou seja, ndo ca executando inde nidamente.

No lago dalinha 4, o valor de i decrementa a cada iterac¢do. O valor inicialde i éji 1,0u
seja,i , 1. Sua execucédo deve parar pois a condicéo de repeticdo desse lagco determina
quei , 1.0 lagodalinha 1 também péra, pois repete um nimero nito de vezes, dado
pela quantidade de elementos em jAj, que ndo se altera durante o processo. Portanto, o

algoritmo péra.

#ORRETUDE

Para veri carmos a corretude do Insertion-sort, € necessario primeiro conhecer um
conceito chamado de “Invariante de Laco”. Um invariante de lago € uma propriedade
gue relaciona as variaveis do algoritmo a cada execucdo completa de um lago de re-
peticdo. Desse modo, ao término do lago tém-se uma propriedade util para apoiar a
corretude do algoritmo.

A estratégia utilizada para demonstrar a corretude de um algoritmo iterativo atraves
de invariantes de laco segue 0s seguintes passos, que sdo muito semelhantes aos passos

adotados em uma prova por indugédo (CORMEN et al., 2012):

* Inicializag&o :demonstre que o invariante é verdadeiro antes da primeira iteragao;

» Manutencéo : se o invariante for verdadeiro antes de uma iteracdo do laco, de-

monstre que ele permanece verdadeiro antes da préxima iteracao;

« Término : quando o lago termina, o invariante fornece uma propriedade util que

ajuda a demonstrar que o algoritmo é correto.

Analisando o Algoritmo 1, podemos de nir 0 seguinte invariante de lago:
No comeco de cada iteracdo do lago que compreende as linhas entre 1 e 7, o subvetor
hay,...,a;; 1i esta ordenado.

Considerando esse invariante de lago, veri ca-se:
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« Inicializagdo : mostra-se que o invariante de laco € valido quando j=2. O subvetor

hay,...,aj; 1i esta obviamente ordenado, pois tem apenas um elemento.

« Manutencédo : deve-se checar se o invariante continua valido a cada iteracdo. A
cada iteracdo do lago entre as linhas 1 e 7, desloca-se os valores presentes nas
posicdes j i 1,ji 2,...até que encontrar a posicdo adequada para a chave (valor
da posicéo j noinicio do iteracéo). Entéo, o subvetor ha,...,a;ji esta ordenado.
Ao incrementar j, mantem-se o invariante de lago. Uma maneira mais formal,

deve-se considerar um invariante de laco para o lago entre as linhas 4 e 6.

« Término : examina-se 0 que ocorre quando o laco termina. A condi¢do que pro-
voca o término do lago é | EjAj. Cadaiteracfo do lago incrementao j em mais
uma unidade; desse modo, com o término do laco, j /& jAjA 1. Entdo, na dltima

iteracédo, j eraigual a jAj e ttm-se a ordenacao do vetor hay,ap,...,ajaji.

Demonstre que encontra-se a posicao adequada para a chave (descrita ha manu-

tencao) considerando o trecho de cédigo entre as linhas 4 e 6.

#OMPLEXIDADE DE 4EMPO

Agora, o0 objetivo é identi car a fungc&o de complexidade que corresponde ao tempo
computacional demandado pelo algoritmo Insertion-sort. A complexidade de tempo
deve ser realizada contanto o numero de instru¢des bésicas (operacdes elementares ou

primitivas) em relacdo a entrada de tamanho n.

Primeiramente, identi ca-se o custo computacional de cada instrugéo. Na tabela
abaixo, considera-se que cada instru¢cao possui um custo c¢g, ho qual k é a linha da

instrucdo.
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Linha Instrucéo Custo # Execucdes
1 for j A 2to jAjdo c1 ?
2 chave A A, C2 ?
3 iAjil C3 ?
4 while i ;| 1and A; E chave do Ca ?
5 AigiA A Cs ?
6 iAij1l Ce ?
7 Aia1 A chave C7 ?

Considere que t; € o nimero de vezes que o teste do lago while nalinha 4 € executado
para aquele valor de j. Considere também que o vetor possui n posi¢des. Atualiza-se

entdo a tabela com essas consideracoes.

Linha Instrucéo Custo # Execucdes
1 for j A 2to jAjdo c1 n
2 chave A A, Co nj 1
3 iAjil Ca ni 1
4 while i ;| 1and A; E chave do Ca P?@tj
5 AiarA A Cs P?A:_;(tji 1)
6 A1l Co P?ﬁe(tji 1)
7 Aix1 A chave cy nj 1

O tempo de execucao total € dado por

T(n) A

cinAcy(ni DAcs(ni DA

X X X (1.2)
ca tjAcs ()i 1)Acs (tji 1)
iR iR e
Ac;(ni 1).

Precisa-se identi car agora o valor de t;. No melhor caso, t; Z£L1. Ele ocorre quando
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o0 vetor j4 estd ordenado. Desse modo, tém-se

T(n) AcinAcy(ni 1)Acz(ni 1)Acs(nj DAcs(ni 1)

(1.3)
A(citAcoAcsAcsAcy)n (coAcsAcsAcy)
. Essa é uma funcéo linear de n.
No pior caso, o vetor esta na ordem inversa. Nesse caso, tj /&j. Sabendo que
X nnAil
JA——i1 (1.4)
2 2
e
X n(ni 1)
i DA —— (1.5)
iR
, tém-se

T(n) &£

cinAco(ni DAcs(nj 1)Acy(ni 1)
Mo A1) 1 Mo 1)‘IT Mo 1)‘IT (1.6)
4 Ti 1 AC5 > ACG >
C; Cpg L

lJ.C4 Cg Csﬂ 2 H Cyq
/E EAEAE n<A clAczAc3AEi oL EAC7 ni (ccAcsAcsAcy).

Ac

Obtém-se entdo uma funcao quadratica em relacao ao tamanho da entrada no pior

caso. Diz-se que a complexidade assintética do pior caso é £ (n?)

#OMPLEXIDADE ISSINT2TICA

Para essa disciplina, nos interessa a complexidade assintética dos algoritmos, ou seja,
0 comportamento mais signi cativo da fungéo para instancias de tamanho grande.
Portanto, podemos “esquecer” o valor dessas constantes e nos concentrar no termo

mais signi cativo da funcéo. Veja o exemplo abaixo
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n 3n2A10nA50 3n? Diferenca percentual
64 12978 12288 5,32%

128 50482 49152 2,63%

512 791602 786432 0,65%
1024 3156018 3145728 0,33%
2048 12603442 12582912 0,16%
4096 50372658 50331648 0,08%
8192 201408562 201326592 0,04%

16384 805470248 805306368 0,02%

32768 3221553202 322122547

0,01%

/RDENA|¢O POR )NTERCALA|¢O

Muitos algoritmos sdo recursivos em sua estrutura. Em geral, esses algoritmos utilizam

de uma abordagem conhecida como de divisdo e conquista, que sera alvo de maior

investigacdo em aulas futuras. Esse tipo de algoritmo divide o problema em subproble-

mas semelhantes ao original e as resolvem recursivamente, combinando as solu¢ces

para criar uma solucao para o problema original (CORMEN et al., 2012).

O paradigma de divisdo e conquista envolve trés passos e, cada nivel de recursao

(CORMEN et al., 2012):

 Divisédo : divide o problema em subproblemas menores;

» Conquista : resolve os subproblemas recursivamente. Se os subproblemas forem

de tamanho pequeno o su ciente, os resolve de maneira direta;

e Combinacgéo : combina as soluc¢des dos subproblemas para de nir uma solucao

para o problema original.

A ordenagéo por intercalagao aqui visitada utiliza os Algoritmos 2 e 3, que “im-

plementam” o algoritmo de Merge-Sort. Eles obdedecem o paradigma de divisao e

conquista:
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« Diviséo : divide a sequéncia de n elementos em duas subsequéncias com % ele-

mentos aproximadamente;

¢ Conguista : ordena as duas subsequéncias recursivamente, utilizando ordenacao

por intercalagéao;

« Combinacdo : intercala as duas subsequéncias para obter a resposta ordenada.

Desa o

Qual a complexidade de tempo do procedimento Merge (Algoritmo 2)?
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Algoritmo 2: Merge

=

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

Input : umvetor A/, a,,..
niA qj pAl
naArijq

.,ani, as posicdesp,qer

Sejal um vetor indexado de 1 até n1A1

SejaR um vetor indexado de 1 até n,A1

fori A 1tonqdo

Li A ApAii1

for jA 1ton,do

| RjA Agaj
Ln,Ar AL

Rn,A1 Al

i A1l

jA1

for KA ptor do
if Lj - Rj then
A A L

i AiA1

else

AcA R;

iAjAl

Algoritmo 3: Merge-Sort

=

Input
if p Cr then

qA b@c
Merge-Sort( A, p, q)

Merge-Sort(A, qA1,r)

Merge(A, p,q,r)

:umvetor A&, as,..

.,ani, as posicdesp er

O procedimento Merge (Algoritmo 2) utiliza tempo

£(n)noqual n &rj pALl
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O seguinte invariante de laco é destacado para o procedimento Merge:
No inicio de cada iteracdo do lago for entre as linhas 13 e 19, o subvetor hap,...,ay; 1i
contémoski p menores elementos del. e R ordenados. Para demonstrar que o invariante

de laco é valido, o mesmo sera analisado:

* Inicializagéo :naprimeiraiteragdodolago k Zp,portantoosubvetor hay,...,ag; 1i
de A é vazio. As primeiras posi¢des de L e R possuem 0s menores valores dos

subvetores aos quais receberam os valores;

+ Manutengéo : para a manutencéo, suponha primeiroque L; - R;j.Entéo, L €0
menor elemento ainda néo copiado para A. Esse vetor, no trecho hay,...,ax; 1i,
contera os k j p A1 menores elementos. O incremento de k e dei restabelece
o invariante de laco para a proxima iteracdo. Se L E R;, entdo o mesmo ocorre,
mas considerando R; como o menor elemento que ainda nao foi recolocado em

A;

e Término : Ao terminar, k &r A 1. Pelo invariante de lago, o subvetor hap,...,a; 1i,
que nesse momento € ha,,...,a;i,contémos rj p A1 menores elementos de L e
R ordenados. Todos os elementos, exceto os valores auxiliares 1 , foram copiados

em ordem crescente para A.

#OMPLEXIDADE DE 4EMPO

Quando se analisa um algoritmo recursivo, a funcdo de complexidade pode ser descrita
como uma recorréncia (funcéo que usa a si mesmo para de nir seu contradominio).
Para a analise do algoritmo de Merge-Sort é mais simples de ser compreendida se o
tamanho do vetor for igual a uma poténcia de 2, mas esse algoritmo funciona quando a
guantidade de elementos néo segue essa ordem (CORMEN et al., 2012).
Analisando as etapas de um algoritmo de divisédo e conquista no contexto do Merge-

Sort, tém-se:
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» Divisdo : a etapa de divisdo encontra a posi¢éo correspondente ao meio do subve-

tor. Tendo a complexidade £ (1);

» Conquista : Na conquista, resolve-se recursivamente dois problemas, cada qual
3 -

com tamanho 3. Portanto, a complexidade da conquistaé2 T 5 .

» Combinacgéo : A combinacg&o das partes ca por conta do procedimento Merge,

cuja complexidade é £ (n).

A fungdo de complexidade expressa através de uma recorréncia pode ser visualizada
a segquir:

8

5£ (2) sen /A1,
T(n) A 3 - 2.7)

©2T 5 AE(n) senEL
5 -
A Figura 1 exibe a arvore de reccurséo darecorréncia T(n) /A&2T % Acn. Ocusto do
3 7 3 7

primeiro nivel ¢ cn. O custo do segundo nivel é ¢ Ac 5 /Acn. No terceiro nivel, tém-
3 7 3 7 3 7 3 7

a

4

sec T Ac & Ac L Ac § Acn.Emgeral, onivel i tem 2' nodos, cada qual contribui
3 4 3 4

com c 2—, , sendo que cada nivel demanda2'c ;‘—, Acn. O ndmero total de niveis é igual

alogyn A 1. Se for somado os custos tém-se cnlog,n Acn .

3 -
Figura 1 — Arvore de recurséo para apoiar na resolucéo da recorréncia T (n) £2T % A
cn.



CAPITULO

Notacao Assintética e Crescimento de

Funcoes

Embora seja possivel determinar o tempo computacional exato de um algoritmo, a pre-
cisdo obtida ndo vale o esforco para instancias su cientemente grandes. As constantes
multiplicativas e os termos de ordem mais baixa ao determinar um tempo exato sdo

dominados pelo termo de maior relevancia (CORMEN et al., 2012).

“Sobre a entrada n, o algoritmo executano maximo 1 .62n2A3.5n A8 passos.” (KLEIN-
BERG; TARDOS, 2005). Este tipo de analise pode ser util em alguns contextos, mas de

modo geral ndo:

¢ Conseguir uma medida tdo precisa pode ser exaustivo;

» O objetivo na complexidade de algoritmos € identi car classes de algoritmos que

possuem comportamento similar;

* Precisa-se de uma medida menos detalhista.
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.OTA|¢O ISSINT2TICA

No capitulo anterior, a notacdo assintotica £ ja foi usada. O objetivo dessa secao é
formalizar essa e outras notag¢des assintdticas. Nesse contexto, serdo ignoradas as
constantes multiplicativas e os termos de menor ordem. Sao discutidas aqui as ordens

assintéticas O,- ,£,0e! .

OTAlICO £

Quando umafuncédo f(n)é encaixada entre os valores c,g(n) e c;g(n) para duas cons-
: i ¢ ) .
tantes c; e ¢y , diz-se que pertence ao grupo £ g(n) . Diz-se que g(n) é um limite

assintoticamente restrito para f (n)

' ¢ ©
£ Ig(n) A f (n)j existem constantes positivas c1, ¢z €ng
a (2.1)
taisque 0 - cpg(n)- f(n)- cig(n)paratodoo n, ng

' ¢
A Figura 2 exibe a notacdo sendo utilizada paraocaso f(n)2£ Ig(n) .

' ¢
Figura 2 — Exemplo da aplicacdo da notacéo assintdtica £. Nela, f(n)2 £ Ig(n) (COR-
MEN et al., 2012).

i ¢
Por forca de representacéo, € comum considerar que f(n) A££ Ig(n) , embora o
' ¢
corretoseja f(n)2 £ Ig(n) :

' ¢
Exemplos nos quais f(n)2 £ Ig(n) :

- f(n)A2in?j 3neg(n) An?
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« f(n)&£100n%; n?2A3.5n; 17eg(n) £ns.

OTAICO O

Quando uma funcdo f(n) possui como limite assintotico superior g(n) diz-se que f (n)

i ¢
pertence ao grupo Ol g(n) . Diz-se que g(n) € o limite assintético superior para f (n).

' ¢ ©
OI g(n) A f(n)j existem constantes positivas c e ng
a (2.2)

taisque0- f(n)- cg(n)paratodoo n, ng

i ¢
A Figura 3 exibe a notacéo sendo utilizada parao caso f(n)2 OI g(n) .

i ¢
Figura 3 — Exemplo da aplicacdo da notacdo assintética O. Nela, f (n) 2 OI g(n) (COR-
MEN et al., 2012).

E importante ter em mente que se f(n)2 £ ig(n)¢, entédo f(n) 2 Oi g(n)¢. Isso se deve
ao fato de que a notagcdo £ € uma nocao mais forte de O.

A notacao O é empregada para informar o pior caso da complexidade de um al-
goritmo. Desse modo, quando se diz que “a complexidade é O(n?)” que o algoritmo
demandara tempo de pior caso cn? para uma entrada de tamanho n.

i ¢
Exemplos nos quais f (n) 2 Olg(n) :
« f(n)&zn?i neg(n)An?j 6n;

« f(n)&£100n%; n2A3.5n; 17eg(n) £2" A3n?.
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OTAICO -

Quando uma fungéo f (n) possui como limite assintético inferior  g(n) diz-se que f (n)

i ¢
pertence ao grupo - Ig(n) .

i ¢ ©
- Ig(n) £ f(n)j existem constantes positivas ¢ eng
a (2.3)

taisque 0 - cg(n)- f(n)paratodoo n, ng

i ¢
A Figura 4 exibe a notacdo sendo utilizada paraocaso f(n)2- lg(n) .

' ¢
Figura 4 — Exemplo da aplicacdo da notacdo assintética - . Nela, f(n) 2 - Ig(n) (COR-
MEN et al., 2012).

' ¢
Teorema 2.1.1. Para quaisquer duas funcdes f(n) eg(n), f(n) 2 £ Ig(n) ssef(n) 2
i i
O g(n)E)ef(n)2- g(n)£).

i ¢
Exemplos nos quais f(n) 2 - Ig(n) ;
- f(n)&3n?j 3neg(n)Azn?j 2n;

« f(n)AE2"A3n%eg(n) £100n3; n?A3.5n; 17.

OTAICO o

CTH

A notacéo o é utilizada quando o limite superior assintético nao é “justo” (CORMEN

etal., 2012). Considera-se 2n2 2 O(n?) justo e 2n 2 O(n?) no justo. Um limite superior
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NP . N [ ¢
assintoético néo justo utiliza a notagdo o g(n) .

. ¢ © N
ol g(n) A f(n)j para qualguer constante positiva c, existe uma constante ngE 0
a

talque0 - f(n)Ccg(n)paratodoo n, ng .

(2.4)

TN i ¢
Desse modo, 2n2Yo0'n2  mas2n 20 n2 .

' ¢
Exemplos nos quais f (n) 2 oI g(n) :
« f(n)&£100n%; n?2A3.5ni 17eg(n) £2"A3n?;

« f(n)A£100n%eg(n) &£n3.

OTAlCO !

De acordo com Cormen et al. (2012), utiliza-se a notacdo ! para denotar um limite

i ¢ i ¢
inferior assintotico que néo é preciso. f(n)2! Ig(n) sseg(n) 2 o'f (n) .

. ¢ © N
! Ig(n) A f (n)j para qualquer constante positiva c, existe uma constante ngE 0
a

talque0 - cg(n)C f(n)paratodoo n, ng .

(2.5)

i ¢
Exemplos nos quais f(n) 2! lg(n) :
« f(n)AE2"A3n%eg(n) £100n3; n?A3.5n; 17;

* f(n) Epgn?eg(n) An.

OROPRIEDADES DAS .OTA'ES

Transitividade (CORMEN et al., 2012):

i ¢ i ¢ [ ¢
e f(nN)2£ g(n) eg(n)2£ h(n) implicam f(n)2£ h(n) ;
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i ¢ i ¢ i ¢
f(n)20 g(n) eg(n)20 h(n) implicam f(n)20 h(n) ;

i ¢ [ ¢ i ¢
f(n)2- g(n) eg(n)2- h(n) implicam f(n)2- h(n) ;

i ¢ i ¢ [ ¢
f(n)2o0 g(n) eg(n)2o0 h(n) implicam f(n)2o0 h(n) ;

i ¢ [ ¢ [ ¢
f(n)2! g(n) eg(n)2! h(n) implicam f(n)2! h(n) .

Re exidade:
i ¢
e f(N)2£ f(n);
i ¢
e f(n)20 f(n);
i ¢
e f(n)2- f(n).

Simetria: f(n)2£ ig(n)(tsseg(n) 2F | f (n)¢.

Simetria de Transposicéo:
i ¢ [ ¢
e f(n)20 g(n) sseg(n)2- f(n);
i ¢ i ¢
» f(n)20 g(n) sseg(n)2! f(n).

Pode-se utilizar uma analogia dessa relacéo entre fungcdes com as comparacdes

entre os nimeros reais a eb:

i ¢
f(n)ZOIg(n) écomo a- b;

i ¢
f(n)2- Ig(n) écomo a, b;

' ¢
f(n)2£ Ig(n) € como a Ab;

i ¢
f(n)2 olg(n) écomo aChb;

. ¢ N
f(n)2! 'g(n) écomo aEb.
Multiplicag&o por uma constante:

* £(cf(n)) &£ (f(n));
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« 99n22£(n?).
Mais alto expoente de um polinémio:
« 3n3; 5n2A 1002 £ (n®);
« 6n%j 20n22 £ (n*);
« 0.8nA2242 £ (n).
Termo dominante:
« 2"A6n32 £ (2");
e nlj 3n?2£(n);

« nlogn A3n22£(n?).






CAPITULO

Recorréncias

RelacBes de recorréncias expressam a complexidade de algoritmos recursivos. E preciso
resolver a recorréncia para determinar a complexidade através da chamada férmula

fechada (que néo depende da mesma ou de outra funcéo).

Aqui, destacam-se quatro métodos para resolver recorréncias:

Método da substituicao;

Método da iteracao;

Método da arvore de recursao ou recorréncia;

* Método mestre ou teorema mestre.

Para apoiar a explicacéo de alguns desses métodos, sera utilizado o algoritmo de
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Merge-sort, ja visitado anteriormente, mas que € revisitado aqui nos Algoritmos 4 e 5.

Algoritmo 4: Merge

=

10

11 i

12

13

14

15

16

17

18

19

Input : umvetor A/, a,,..

niA qj pAl

naArijq

.,ani, as posicdesp,qer

Sejal um vetor indexado de 1 até niA1

SejaR um vetor indexado de 1 até n,A1

fori A 1tonqdo

L

Li A ApAii1

for jA 1ton,do

for KA ptor do

if Lj - Ri then
A A L
i AiAl

else

AcA R;

iAjAl

Algoritmo 5: Merge-Sort

=

Input : umvetor A/ laq,as,

if p

Cr then

qA b@c
Merge-Sort( A, p, q)
Merge-Sort(A, qA1,r)

Merge(A, p,q,r)

...,ani, as posicdesp er
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Para o contexto do Merge-Sort, sabe-se que a recorréncia que representa sua com-

plexidade de tempo é:

8

E1 sen A1,
T(n)/CEg 3 - (3.2)
“2T 5 An senEL

Antes de comecar a resolver as recorréncias, € importante visitar o conceito de

inducdo matematica.

)NDU!¢O -ATEM TICA

Na demonstragdo por inducéo, procura-se testar a validade de uma propriedade P com

um parametro n. Diz-se que realiza-se a demonstracéo de P(n) por indugéo.
Geralmente, ha um nimero in nito de casos a serem considerados, um para cada

valor de parametro. Para isso, demonstra-se 0s casos in nitos de uma so vez, conside-

rando;:

« Base da Inducédo : demonstracdo de P(1);
» Hipétese de Inducéo : supbe-se que P(n) é verdadeiro;

« Passo de Inducéo : prova-se que P(n A 1) é verdadeiro, a partir da hipétese de

inducéo.

Desa o

Prove que a soma dos n primeiros nimeros impares é n? por indugao.

Em alguns casos, é necessario demonstrar que uma proposi¢cdo P(n) vale para

n ., ngparaalgum ng. Nesse caso, utiliza-se:

» Base daInducéo : demonstracdo de P(no);

» Hipodtese de Inducéo : supbe-se que P(nj 1) é verdadeiro;
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» Passo de Inducdo : prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hipotese de indu-

cao.

Uma inducao pode ser fraca (simples) ou forte. Para a inducgéo forte, deve-se supor
que a propriedade vale para todos os casos anteriores e ndo somente para o anterior.

Na inducéo forte, tém-se:
» Base da Inducéo : demonstracao de P(1);
» Hipdtese de Inducéo : supde-se que P(k) é verdadeiro paratodo1 - kCn;

» Passo de Inducéo : prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hipétese de indu-

céo.

%XEMPLO

Demonstrando que a seguinte inequacao vale para todo natural n e real x tal que

(LAx)EO:

(LAx)" . 1Anx. (3.2)

A base da inducao € n A£1. Nesse caso, ambos os lados da inequacao séo iguais,
mostrando sua validade. Isso encerra a prova para o caso base.

A hipotese de inducéo é a de que a inequacéo (1 Ax)" ., 1Anx valha para n em
qualquer valor real de x, desde que (1A x) E 0.

O passo da inducdo deve mostrar que a inequacéao vale supondo a hipétese da

induc&o usando o valor nA1,isto é, (LAx)"A! 1A (n A 1)x paratodo x, desde que

(1A x) E 0. A dedugao é simples:
LA ELAX)"(1AX)
. (1A xn)(1Ax) pela hipétese da inducéoe (1 AX)EO
A1A (N A1)x Anx? o

. 1A(nA1)xjaque nx?, 0.
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A Ultima linha demonstra que a inequacao vale para n A 1, completando a prova.

%XEMPLO

Demonstra-se que o nimero de regides criadas por n retas em posi¢cao geralno plano é

igual a

ninA1
Th /E% A1l (3.4)
Um conjunto de retas estd em posicao geral se todas elas sdo concorrentes (ndo ha
retas paralelas) e ndo ha trés retas interceptando o mesmo ponto. A Figura 5 apdia essa

explicacao.

Figura 5 — Exemplos de retas que estdo em posicéo geral e ndo estao.

Para a base da inducao, tém-se n A1. Uma reta sozinha divide o plano em duas

regides. Utilizando a equagédo acima, tém-se

1(1A1)

T,/ A1 (3.5)

Isso conclui a prova para o passo base.
A hipétese dainducdo supbe que T, AEM”Z—M) A1 para n retas em posicéo geral.

Para o passo de inducdo, demonstra-se que para n A 1 retas em posicéo geral vale,

1/CE(n A1)(nA2) Al

ThA >

(3.6)

supondo a hipétese de inducéo.
Considere o conjunto L com n A1 retas em posic&o geralno plano e seja r uma dessas

retas. Entdo, as retas do conjunto L°ZEL\{r} obedecem a hipétese de inducdo. Além
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disso, r intersecta as outras n retas retas em n pontos distintos. O que signi ca que,
saindo de uma ponta de r noin nito e apés cruzar n retas de L® aretar tera cruzado

n A1 regides, dividindo cada uma destas em outras duas. Assim, pode-se escrever que:

Toat ATpAnA1l
ﬁEn(nTAl) A1An A1 pelahipétese de inducéo (3.7)
[E(n A 1)2(n A1) Al

Isso conclui a demonstracgéo.

%XEMPLO

Em um conjunto de n retas no plano, de ne-se de regifes convexas cujas bordas sédo
segmentos de n retas. Duas dessas regifes sdo adjacentes se suas bordas intersectam
em segmento de reta nao trivial, isto é contendo mais que um ponto.

Uma k-coloracao dessas regides € uma atribuicdo de k cores a cada uma das regides
de forma que regides adjacentes tenham cores distintas.

Suponha que deseja-se demonstrar que existe uma 2-coloragéo das regides forma-
das por n retas no plano paratodo n, 1.Parademonstragdo via indu¢cdo matematica,

considere:

» Base dainducéo : Paran A1, considera-se apenas uma reta que divide o plano
em duas regides. Atribuindo-se cores diferentes em cada regiao, obtém-se a pro-
priedade desejada (2-coloragéo e adjacéncias com cores distintas). Isto conclui a

prova para n A1.

» Hipdtese de inducdo : existe uma 2-coloragdo das regides convexas formadas por

n retas emum plano.

» Passodainducéo : supondo a hipétese de inducao, exibe-se uma 2-coloragao para
as regides formadas por n A 1 retas no plano. A demonstracdo do passo consiste

em observar que a adicdo de uma novareta r divide cada regido atravessada por
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r em duas, e de nir a nova 2-coloracéo da seguinte forma: as regides em um lado
de r mantém a cor herdada da hipotese de inducéo; as regides no outro lado de r

tém suas cores trocadas. (continuar-...)

Vocé é capaz de demonstrar que a 2-coloragdo obtida nesse processo obedece a

de ni¢cdo?

IDnil
i AD

(aoA

Prove que a soma dos n termos de uma Progressao Aritmética é igual a

Prove que a soma dos n termos de uma Progressdo Geomeétrica é igual a

P ]
nit(aod').

-“TODO DA 3UBSTITUI;¢O

Para o método da substituicéo, arrica-se um palpite sobre a solugéo e tenta provar-se
que ele funciona utilizando o método de indugdo. Requer pratica e experiéncia.

Sabendo da recorréncia do Merge-sort, “chuta-se” que T (n) 2 O(nlIgn). Mais especi-
camente, “chuta-se”que T(n)- 3nlign.

Substituindo, tém-se:

Sl lln'ﬂ

T()AT = AT 2 An
2 2
n n n n

/ESnIgEAn
2 (3.8)
i ¢
/E3n Ignij lg2 An
/A3nlignij 3nAn

- 3nlgn
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A substituicdo ocorreu perfeitamente. No entanto, T (1) A1 e 3(1)Ig(1) A0 e a base
nao funciona. Contudo, precisamos lembrar das de nicbesdo  O(9. Portanto, so precisa-

se provarque T(n)- 3nlgn paraum n, ng. Nesse caso,ng A2, pois
TQ)ATQATQL)A2£4- 3(21g2). (3.9

Portanto, conclui-se a substituicéo.

$EININDO A CONSTANTE

De onde vem a constante 3? E se ndo a tivermos, como encontra-la? Uma forma simples

€ substituindo a constante por c:
h 1 h !

n n, n n
- c=lg—Ac—=Ilg—An
2g2 292

/EcnIgEAn
2 (3.10)

i ¢
ﬁEcnIIgni g2 An
Acnlgni cnAn
- cnlgn.

Paraquecnlignj cnAn - cnlgn, considerando c, 1ja seriasu ciente.
Desse modo, entdo chega-se a conclusdo que T(n) - cnlgn e portanto T(n) 2

O(nlgn).
Desao

Seria melhor mostrar que T(n)2 £ (nlgn). Para isso, mostre que T(n)2- (nlgn).

5M OUTRO EXEMPLO

Considere a recorréncia

8
51 sen /A1,
T(n) A& . . 3.11
(n) x> %g " 3y | ‘ ( )
T %5 AT 3 Al senEL
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Assumindo que T(n)2 O(n), tenta-se demonstrar que T(n)- cn para alguma cons-

tante c:
u»n Al e nOﬂ
TN)AT — AT = A1
2 2
2c1 A1 (3.12)
2
AcnA1l.

Veja que ndo esta correto considerar cn A1 - cn. Para facilitar esse tipo de ajuste
detalhado, uma ideia interessante € usar uma constante b E 0. Assim a substituicio

poderia acontecer considerando T(n)- cnj b. Desse modo, teria-se:

1/ 1 (o]
o VAo

T(n) AT % AT A1

2

n
. 2c—j 2bA1
2 (3.13)

Acnj 2bA1

- cnALl.

Para qualquer b, 1, a desigualdade vale.

-“TODO DA )TERA|¢O

O método iterativo (ou expansao telescdpica) é interessante, pois ndo ha a necessidade
de “advinhar” o resultado. No entanto, é necessario utilizar-se de mais fundamentos
matematicos. A ideia principal é expandir a recorréncia e escrevé-la como uma somato-
ria de termos que dependem de n e das condigfes iniciais. Para isso, deve-se conhecer
limitantes para varias somatdrias.

Deve-se expandir até que seja identi cado seu comportamento no caso geral. Para

iSS0, 0S seguintes passos sao Uteis:
1. Copie a férmula original;

2. Descubra o passo;
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3. Isole as equagbes para 0s proxXimos passos;
4. Substitua os valores isolados na féormula original;
5. Identi que aférmulado i-ésimo passo;

6. Descubre o valor de i paraigualar o parametro de T (x) (valor de n) ao parametro

no caso base;
7. Substitua o valor de i na férmula do i-ésimo caso;
8. Identi que a complexidade dessa férmula;

9. Prove por indugéo que a equacéo foi corretamente encontrada.

%XEMPLO

Seguindo os passos para

TN A, s - (3.14)

. -
1. Copie aférmulaoriginal:2 T 5 A2;

2. Descubra o passo: T (n) esta escrito em funcdode T % ;

3. Isole as equagdes para 0s proximos passos:
3 7 3 7

4. Substitua os valores isolados na férmula original: substituindo o valor isolado de
s -

o

2 TR |
T(n) A2 2T3 % A2 A2
T(n)A2°T & A22A2,e

2 3 -

substituindo o valor isoladode T % :



3.3. Método da lteracéo 39

s -
27 n 2
T(n)ﬁEZ;I’ 43A2 A2
T(n)A2? 2T § A2 A2?A2
3
T(n)ﬁEZ3T3%,A23A22A2

T(n) A2°T % A 21AL; 2 (veja notas 1);

5. Identi que aférmulado i-ésimo passo:
5 -

T(n)A2T & A2iAL; 2

6. Descubre o valor de i paraigualar o parametrode T (x) (valor de n) ao parametro
no caso base:

3
n ’
TLTQ)
n
2—i/El
n A2

i Algn;
7. Substitua o valor de i naférmulado i-ésimo caso: T(n) A£29"T (1) A 29nAL; 2

T(n)&EnA2nj 2

T(n)AE3n;j 2;

8. Identi que a complexidade dessa formula:

T(n)2£(n);
9. Prove por indugéo que a equacéo foi corretamente encontrada:

e Passo base:paran A1, o resultado esperado é 1, o que seconrma: T(n) A&
3nj 2

T(1)A&3j 2=1;

» Passo indutivo: por hipétese de inducdo, assume-se que esta correta para
s -

5,ousejaT 5 A3%| 2.Entdo, verica-sese T(n)/&3n| 2, sabendo que
s -

T(n) £2T 5 A2 e partindo da hipétese de indugdo que T(5) A3% 2,0
=

= . . ) — ) .
L2 Aol 1A ELS 1A% A2 MY 2
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também se con rma:
i
T(n)ﬁEZ;I’ 5 A2
T(n)A23%i 2 A2
T(n)A&6%i 4A2

T(n)A&3ni 2;
s -

« Demonstra-se entdoque 2 T 5 A2/3n; 2paran, 1.

%XEMPLO

Seguindo os passos para

8

5 1 sen A1,
T(n) A& (3.15)

“2T(nj DA1 senE1.
1. Copie aférmulaoriginal:2 T(nj 1)A1;
2. Descubra o passo: T (n) esta escrito em funcdode T(n 1);

3. Isole as equacdes para 0s prOximos passos:
T(nj DA2T(nj 2)Ale

T(nj 2)A2T(nj 3)A1;

4. Substitua os valores isolados na formula original: substituindo o valor isolado de
T(nj 1):
T(n)/EZiZT(n i 2)A1)A1
substituindo o valor isoladode T(nj 2):
T(n)A2°T(nij 2)A2A1
T(n) /EZZiZT(n i A 1¢A 2A1
T(n)A&23T(nj 3)A22A2A1

Tn)A2T(ni 3)A23; 1
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5. Identi que aférmulado i-ésimo passo:

TN A2 T(nji)A2 i 1;

6. Descubre o valor de i paraigualar o parametro de T (x) (valor de n) ao parametro
no caso base:
T AT A2 1;nj i &1

i £nij 1;

7. Substitua o valor de i naférmulado i-ésimocaso: T(n) £2"i 1T (1))A2"1; 1
T(n)A&2"itA2ni1 1
T(n)A2¢2" 1 1

T(n)A2"} 1

8. Identi que a complexidade dessa férmula:

T(n)2£(2");
9. Prove por indugéo que a equacéo foi corretamente encontrada:

» Passo base:para n A1, o resultado esperado € 1, 0 que seconrma: T(n) A&
2" 1;

T@) A2 141

» Passo indutivo: por hip6tese de inducado, assume-se que esta correta para
ni 1,ousejaT(nj 1)A&2" 1j 1. Entdo, verica-sese T(n) £2" 1, sabendo
que T(n) 2" 1 e partindo da hipétese de inducdoque T(nj 1)A&2"i 1 1,
o também se con rma:

T(N)A2T(ni DAL
T(n)AEzizni o 1¢A1
T(n)A2"; 2A1

T(n)A&2"i 1,

« Demonstra-se entdoque 2 T(nj 1)A1/A2"; 1paran, 1.
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-"TODO DA €RVORE DE 2ECURSC¢O

O método da arvore de recurséo converte a recorréncia em uma arvore nos quais 0s
nodos representam os custos de um Unico subproblema. Analisa-se entéo os custos em

cada nivel da arvore gerada. Usa-se algumas técnicas para limitar o tamanho da arvore.

De acordo com Cormen et al. (2012), uma arvore de recursao € bem mais usada para
gerar um bom palpite, que é entdo veri cado pelo método da substituicdo. Se a arvore
for desenhada detalhadamente e criteriosamente, a mesma pode ser utilizada como

prova direta de uma solucao de recorréncia.

Como gxe;mplo da aplicacédo de uma arvore de recursao, considera-se a recorréncia
T(n) A3T % A cn?. A Figura 6 demonstra a execucéo do passo-a-passo para expandir
uma arvore de recursao para a recorréncia exemplo. Nota-se que o tamanho do pro-
blema para cada nodo da profundidade i é de %. Considerando o subproblema minimo
igual a 1, entdo o numero de niveis pode ser calculado imaginando o maior nivel para

n:

n A4 (3.16)

Considerando as profundidades 0 ,1,...,log,n, tém-se log,n A 1 niveis. Observando a
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Expandindo a recorréncia para o primeiro passo:

Expandindo a recorréncia para o segundo passo:

Expandindo a recorréncia para multiplos passos:

s -
Figura 6 — Arvore de recursio sobre a recorréncia T(n) &£3T % A cn?. Adaptado de
Cormen et al. (2012).

complexidade requerida em cada nivel, ttm-se uma nova de nigdo para T (n):

%o P-3 i “3 )P} “3 ﬂlog4ni 1 3 ’
T(N) A — cn?A = cn?A = cn?A...A = cn?A£ n'o9sd
16 16 16 16
logyni 1M Tl 3 :
/E K3 cn2A £ n'o9s3
im 16
VI 3
QX % cn?A g n'09sd
1D s . (3.17)
/E—:th—ﬂcnzAE n!0943
1 %

3

16
/E—cn?A£ n'093
13

/AO0(n?)

Usando o método de substituicdo para veri car o palpite de que  T(n) 2 O(n?),
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s -
deseja-se demonstrar que 0 mesmo é um limitante superior para T (n) A£3T % A£(n?).

Em outras palavras, demonstrar que T(n)- dn? para uma constante d E O:

llnﬂ
T(n) 3 7 Acn?
Mn'ﬂz
- 3d — Acn?
4 (3.18)
3
A—dn?Acn?
16

. dn?.

,las LT 16
A ultima parte é valida desde que d, fzc.

-"TODO DA -ESTRE

3
O método mestre é utilizado para resolver recorréncias naforma T (n) ZaT %

At(n),
: J Kk
onde a,b E 1 e f (n) é uma funcéo assintoticamente positiva. Considera-se que % A
Il m

5 #. Entdo, T(n) tem os seguintes limites assintéticos:

1. Sef(n)20(n'°92i *) parauma constante 2 E 0, entdo T(n) 2 £ (n'°92);

2. Sef(n)2£(n'°9%2) entdo T(n)2 £(n'°%2|gn);

3

3. Sef(n)2- (n"’gbaAz), paraumaconstante 2EQeaf § - cf(n)parauma cons-

' ¢
tante c C 1, entdo T(n)2£|f(n) .

Em cada um dos trés casos, compara-se a funcédo f(n) com a funcdo n'®%2 A
maior entre as duas funcgdes estabelece a solugcéo para a recorréncia. Ha ainda detalhes

técnicos importantes a considerar (CORMEN et al., 2012):

« Para o primeiro caso, f(n) ndo sétem que ser menor que n'°%2 mas tem que

ser polinomialmente menor. Ou seja, f(n) deve ser assintoticamente menor que

n'°9% 2 por um fator n* para uma constante 2 E 0;

« Para o terceiro caso, f (n) ndo sé tem que ser maior que n'°%2 mas tem que ser
s -

polinomialmente maior e satisfazer a condigéo “

ol

af & - cf(n)” Ouseja, f(n)
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deve ser assintoticamente maior que n'°% 2 por um fator n’ para uma constante

2E0.

%XEMPLO
5 -
Considere a seguinte recorréncia T (n) /A£9T % An. Em seu formato, considera-se:
e a Ao9;
* b A3,

. f(n)A&n.

Portanto, n'°%2 £n'°9:° 2 £ (n?). Desse modo, f (n) £n'°%2i* com 2 A1, entdo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T(n) 2 £ (n?).

%XEMPLO

3
Considere a seguinte recorréncia T(n) A£T %” A 1. Em seu formato, considera-se:

e a/l;
3.

° b/CEE,

. f(n) AL

logs 1
Portanto, n'°%2 /n 93" En® /1. Desse modo, f (n) £n'°% 2, entdo aplica-se o

segundo caso, obtendo T(n) 2 £ (Ign).

%XEMPLO
s -
Considere a seguinte recorréncia T(n) A£3T % Anlgn. Em seu formato, considera-se:

e a/A&3;

s b /A4



46 Capitulo 3. Recorréncias

o f(n)Anlign.

Portanto, n'°9a /En'°9:3 /20,793 Desse modo, f () 2 - (n'°9434%) com 2 140, 2, entdo
precisa-se veri car uma Ultima condi¢éo para aplicar o terceiro caso: considerando
3 7 3 -
n n

af ¢ ﬁES%Ig%ecf(n)ﬁE%nIgn,entéopara af § - cf(n), 33197 - %nlgn para um

c /E%. Desse modo, aplica-se o caso 3, obtendo-se T(n) 2 £(nlgn).

%XEMPLO

3

Considere a seguinte recorréncia T (n) A£2T % Anlgn. Em seu formato, considera-se:

e a2,
« b A2;
e« f(n)Anlgn.

Portanto, n'°%2 /n'°922 /£n . Nesse caso, poderia-se enganar dizendo que nlgn é

assintoticamente maior que n'°% 2 /En. O problema é que ela n&o é polinomialmente
f(n)

maior. A razao Toup

nign . . .
/ETg /Elg n e assintoticamente menor que nz, o que faz arecor-

réncia car entre os casos 2 e 3.

%XEMPLO

3
Considere a seguinte recorréncia T (n) £2T % A £ (n). Em seu formato, considera-se:

e a/E2;
b A2,
e f(n)An.

Portanto, n'°9%2 /n'°939 /£n . Desse modo, f (n) £n'°% 2, entdo aplica-se o segundo

caso, obtendo T(n)2 £ (nlgn).
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%XEMPLO
3 -
Considere a seguinte recorréncia T (n) A8T % A £ (n?). Em seu formato, considera-se:
e a As;
e b /A2

o f(n) Z££ (n?).

Portanto, n'°%2 /£n'928 /£n3. Desse modo, f (n) 2 O(n'°%2i *) com 2 A1, entédo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T(n)2 £ (n?).

%XEMPLO
3 -
Considere a seguinte recorréncia T (n) A&7T % A £ (n?). Em seu formato, considera-se:
e a /i,
e b /A2

« f(n)/&En2.

Portanto, n'°9%2 /£n'97 ¢ n?8%, Desse modo, f (n) 2 @(n'°% i *) com 2 ¥40,8, entdo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (n) 2 £ (n'97).

%XEMPLOS ONDE N¢O SE APLICA O M'TODO MESTRE

Estes séo alguns exemplos onde nao se aplica o método mestre:

T(N)AT(ni 1)An;

T(n)AT(ni a)AT(a)An, com a2zh:

T(n)A:‘I'(®n)ATi(1i ®)n¢An, com0C®C1;

T(n)AT(nj 1)Alogn;

T(n)A2T 5 Anlogn.






CAPITULO

Divisao e Conquista

A Divisdo e Conquista é um paradigma em que se resolve um problema em trés etapas

a cada nivel de recursédo (CORMEN et al., 2012):

« Divisdo : divide-se o problema em um nimero de subproblemas que sao instan-

cias menores do problema original;

» Congquista : resolve-se os subproblemas recursivamente. Entretanto, se o tamanho
dos subproblemas for su cientemente pequeno, passa-se a resolvé-los direta-

mente;

« Combinacdo : as solu¢cBes para os subproblemas sdo combinadas para resolver o

problema que as originou.

-ULTIPLICA|¢O DE )NTEIROS

Esta secdo discute a multiplicacao de dois numeros inteiros no qual o algoritmo de
tempo quadratico tradicional € melhorado (ou acelerado) ao utilizar o paradigma de
divisdo e conquista (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

No algoritmo tradicional, multiplica-se dois nimeros  x e y. Para cada digito de

y, multiplica-se os digitos de x. Os resultados para cada digito de y sdo somados,



50 Capitulo 4. Diviséo e Conquista

considerando um deslocamento equivalente a posi¢éo do digito multiplicadorde  y. Ao
contar o namero de multiplicacdes para cada digito de  y, tém-se O(n) operacdes, no
gual n é o numero de digitos do nimero com maior quantidade de digitos. Para somar

cada um dos resultados obtidos, demanda-se mais O(n) operacgoes.

O algoritmo melhorado se baseia em uma maneira mais e ciente de dividir o pro-
duto em somas parciais. Para exempli car, ira se considerar um nimero na base 2, mas
isso ndo importa, pois o algoritmo é o mesmo para qualquer base, deve-se apenas se
fazer os ajustes necessarios. Assuma quex AEx; @2z A X0, No qual x4 corresponde aos %
bits de maior ordem (signi cancia) e  Xg 0s % bits de menor ordem. De maneira similar
se considera o nUmero y /Ey1 @2 A Yo. Desse modo, pode-se considerar a multiplicacéo

de x e y da seguinte forma (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

Xy AE(x1 622 A x0)(y1 627 A yo)
4.1)

AEx1y1 @27 A (x1y0A Xoy1) €22 A XoYo.

O tempo computacional para computar uma multiplicacdo comoessaéde  T(n)-
3 -

4T 3 An.

No entanto, é possivel melhorar considerando o seguinte (truque de Karatsuba):

Xy AEx1y1 62" A (x1y0 A Xoy1) €22 A XoYo

_ 4.2)
| ¢ , (
Axyy1 62" A (x1 Axo) My1Ayo)i Xoyoi X1y1 €22 Axgyo.
A parte (x1 Axo) (y1Avyo)i XoYoi X1Yy1 € equivalente a x1YoA Xgy1:
(x1Ax0)(y1AY0)i XoYoi X1y1 Ax1y1Ax1yoAXoy1AXoyoi XoYoi X1y1 “3)

AEX1Y0A Xoy1.

Com essa forma de calcular, se reaproveita de calculo que XgYyp € X1Yy1. O Algoritmo 6,
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exibe o algoritmo que utliza essa forma de multiplicag&o.

Algoritmo 6: Multiplicacdo-Recursiva
Input : valores inteiros na base-2 x ey, nimero de bits n

1 if n AElthen

2 return x ¢y

3 else

4 mA 2

5 x1A 5

6 XoA x mod2™
7 yiA

8 YoA y mod2™

9 p A Multiplicagio-Recursiva( x1 A xg, y1A yo)
10 x1y1 A Multiplicagdo-Recursiva( X1 , y1)
11 XoYo A Multiplicacdo-Recursiva( Xg , Yo)

12 | return x1y1€2"A(pi X1y1i Xoyo) €22 Axoyo

#OMPLEXIDADE

3 -
. L n
O tempo computacional requeridoé T(n)- 3T 3 Acn.

3
Dé a formula fechada para a recorréncia T(n) - 3T % Acn, identi cando a

respectiva complexidade.

-ULTIPLICA|¢O DE -ATRIZES

Para multiplicacdo de matrizes, hd um algoritmo bem conhecido que demanda com-

plexidade de tempo £ (n2). Uma verséo do mesmo para multiplicacéo de duas matrizes
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guadradas € apresentado no Algoritmo 7.

Algoritmo 7: Multiplicacdo-Matriz-Quadrada

Input : Duas matrizes quadradas A A£R":" e B RN,

n A rows(A)

=

2 CA RN

3 fori A 1tondo

4 for j A 1ton do

5 Cij A0

6 for k A 1to n do

7 L Cij A Cij Aaik ¢ka'
8 return C

Um algoritmo simples de divisdo e conquista para multiplicacdo de matrizes pode

ser visualizado no Algoritmo 8. Na linha 6, o algoritmo divide as matrizes em quatro
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partes de mesmo formato para as matrizes.

Algoritmo 8: Multiplicagdo-Matriz-Quadrada-DC
Input : Duas matrizes quadradas A £R":" e B RN,

1 n A rows(A)
2 CA RNEN

3 if n £1then

IN

L c11 A azi by

5 else

6 particionar A, B e C em quatro matrizes cada

7 Ci11 A Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(  A11,B11) +
Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC( Aj2,B21)

8 C1> A Multiplicagdo-Matriz-Quadrada-DC(  A11,B1o) +
Multiplicagcao-Matriz-Quadrada-DC(  A12,B22)

9 Co1 A Multiplicagdo-Matriz-Quadrada-DC(  A,1,B11) +
Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(  Az2,B21)

10 Co, A Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(  Az1,B1o) +

Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(  Az2,B22)

11 return C

Assumindo que as entradas possuem um tamanho na poténcia de 2 exatamente,
torna a analise da complexidade mais simples. A complexidade de tempo éigual T (n) A&
P

8T % A £(n?), sendo que T (1) ££ (1). A parte £(n?) é devido a soma das matrizes

obtidas pelas chamadas recursivas.

N
Dé a formula fechada para a recorréncia T(n)- 8T % A £(n?), identi cando a

respectiva complexidade.

Ainda ha como melhorar a complexidade de tempo, utilizando como base a verséo
de divisdo e conquista. Essa versdo mais e ciente € conhecida como algoritmo de
Strassen (Algoritmo 9). A complexidade do algoritmo de Strassen é dada pela recorréncia

5 o

T(n) A£7T 5 A£(n?), sendo T (1) ££ ().
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3 -

Dé a formula fechada para a recorréncia T(n) £7T % A £ (n?), identi cando a

respectiva complexidade.
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Algoritmo 9: Multiplicagcdo-Matriz-Quadrada-DC

[y

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

Input : Duas matrizes quadradas A ZER":" e B R"E",

nA
CA
if n

else

retu

rows(A)

Rn£n

/1 then

c11 A a1 @by

particionar A, B e C em quatro matrizes cada

S1A Bizj B2

S, A AiA A

S3A A A Ay

S4A Bu1j Bia

SsA AllA A

Ss A B11AB2

S7A Api Az

Sg A By1AB2

SoA A1 Az

S10A Bi1i Bz

P; A Multiplicagéo-Matriz-Quadrada-DC(
P, A Multiplicagio-Matriz-Quadrada-DC(
P3z A Multiplicagio-Matriz-Quadrada-DC(
P4 A Multiplicagéo-Matriz-Quadrada-DC(
Ps A Multiplicagao-Matriz-Quadrada-DC(
Pe A Multiplicagéo-Matriz-Quadrada-DC(
P; A Multiplicagio-Matriz-Quadrada-DC(
Ci1A PsAPsi P, APg

Ci2 A P1AP,

Ca1A P3AP,

Cn A PsAP1j P3i P;

m C

A11,S1)
S2,B22)
Ss,B11)
A22,Ss)
S5, S6)

S7,Ss)

So, S10)
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-EDIANAS E %STAT-STICA DE /RDEM

Ai-ésima estatistica de ordem € o i-ésimo menor elemento de uma cole¢do. O minimo

€ a primeira estatistica de ordem. O maximo elemento é a n-ésima estatistica de ordem
para um conjunto com n elementos (CORMEN et al., 2012). Mediana é o 50° percentil,
ou seja, metade dos nimeros sdo maiores que ele e a outra metade € menor. Se 0 con-
junto possui uma quantidade de elementos par, hd duas medianas (inferior e superior)
(DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008; CORMEN et al., 2012). Por questbes

de simplicidade, considera-se sera menor dois elementos como a mediana.

Como pode-se fazer para encontrar o minimo e o maximo? Qual o algoritmo para tal
tarefa? Qual a complexidade desse algoritmo? Para o minimo e méximo é mais simples
encontrar um algoritmo linear. Para outras estatisticas de ordem, a solu¢do nao parece

tdo simples quanto a de encontrar o minimo e 0 maximo de um conjunto.

O algoritmo apresentado a seguir utiliza o paradigma de diviséo e conquista que par-

ticiona o vetor em duas partes e segue em apenas uma delas com a recursao (Algoritmo
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11).

Algoritmo 10: Particdo-Aleatoria

Input : Umvetor A, dois nimeros inteiros p er.
1 i A Random(p,r)
2 swap(Ar, A)
3 XA A
4iApj1
5 for jA ptorj 1do
6 if Aj - xthen
7 i AiAl

8 swap(Ai, Aj)

9 swap(Aia1, Ar)

10 return i A1l

Algoritmo 11: Seleg&o-Aleatoria-Estatistica-de-Ordem

Input : Umvetor A, dois nimeros inteiros p er, identi cando as posicdes de inicioe m
da busca, um valor inteiro i, indicando qual i-ésimo nimero deve ser
encontrado.

1 if p Ar then

N

L return Ap

q A Particdo-Aleatoria( A,p,r)

w

4 kA qj pAl
5 if i Ak then

6 return Agq

7 else
8 if i Ck then

9 return Selecéo-Aleatéria-Estatistica-de-Ordem( A,p,q i 1,i)

10 else

11 return Selecfo-Aleatéria-Estatistica-de-Ordem( A,qA1,r,i i k)
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#OMPLEXIDADE DE 4EMPO

A complexidade de tempo do Algoritmo 11 para o pior caso é £ (n?), pois a escolha de
um pivé ruim pode eliminar apenas um candidato ao i -€simo menor para a préxima
chamada recursiva. Desse modo, teria-se a demanda de tempo T(n)- T(nj 1)A£(n).
No entanto, esse algoritmo possui uma complexidade esperada linear (CORMEN et al.,
2012).

O procedimento Particdo-Aleatoria (Algoritmo 10) tem igual probabilidade de re-
tornar qualquer elemento como pivd. Entéo, cada elemento  k 2{1,2,...,n}tem proba-
bilidade % de ser selecionado. Considere as variaveis aleatorias Xy, nas quais Xy 4l {o
subvetor tem exatamente k elementos}. Elas que correspondem ao subvetor de A com
k elementos. Entdo, E[Xk] Ax.

Quando se chama a funcédo “Selecao-Aleatdria-Estatistica-de-Ordem” e se escolhe
o elemento pivd Aq, ndo se sabe, a priori, se terminara com a resposta correta. Ent&o,
faz-se chamadas recursivas para tratar das posicoes entre A, g; 10U entre Aga1. ;. Para
obter um limite superior de T (n), assume-se que esta no subvetor com mais elementos.
A variavel Xy /A1 para um valor de k elementos e 0 caso contrario. Quando Xy 41,
os dois subvetorestem ki 1enj k elementos. Tém-se entéo a seguinte recorréncia
(CORMEN etal., 2012):

3

X i ¢ ’
T(n)- Xk ¢ T max(ki 1,nj k) AO(n)
kAL

X i ¢
£ X ¢T'max(ki 1,ni k) Ao(n).
kAL

Considerando em termos de valores esperados, obtém-se (CORMEN et al., 2012):

(4.4)

£ @© X i ¢ .
ET() - E Xk ¢T max(ki 1,nj k) AO(n)

kAL _

x h i ¢
£ E X ¢T max(ki 1,nj k) AO(n)

kAL

x h i h i d (4.5)
£ E Xg ¢ET max(ki 1,nj k) AO(n)

kAL )

X 1 i ¢'
A = T max(kj 1,nj k) AO(n)
ka N
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. [ ¢ .
Considera-se T max(kij 1,nj k) e Xx como valores aleatorios independentes.

Considere que a expressdomax(kj 1,ni k), ttm-se (CORMEN et al., 2012):

8

I m
Eki 1 sekE 3,
max(ki 1,nj k) A I m (4.6)
“njk sek- 5.
Mool
Sen é par,cadatermode T % até T(nj 1) aparece duas vezes na soma. Se for impar,
H KT
os termos aparecem duas vezeseotermo T % uma vez. Entdo tém-se:
£ a 2 W1 £ ol
ETM) - — E T(k) AOo(n). 4.7)

Ny m2

Assumindo por substituicdo que o valor esperado para T (n) possui como limite
superior cn, considerando a base T (n) £0(1) para um n menor do que uma constante,

faz-se a prova da complexidade linear esperada (CORMEN et al., 2012):

£ a 2 X1

E T(n) ckAan
Ny q
vl .
2 I')(l tni)’(c.l
< K i k Aan
n ukﬁEI. K /B q
2c (nj 1 bn/2cij 1)bn/2
g2 (i )ni (n/2ci Ym/2e
n " 2 2 q
2c (nj1 12 2)(n/2; 1
__(l)ni(nl)(nl)Aan
n 2 2 q
Moo 2/1 .
2 14 3n/2 A2
/E_C n-i ni n—aion Aan (4.8)
n 2 q 2
My 2
c 3n n
F— —A—-j 2 Aan
nu 4 2 q
3n .1 2
Ac —A=; = Aan
4 2 n
3cn , ¢c
. TAEAan
Hcn C T
Acnj —ij —i an .
4 2
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Para completar a prova da substituicdo, demonstra-se que paraum n su cientemente

grande, essa expressao é no maximo cn, entao:

¢
* 2 (4.9)

n, .
cj 4a

£ o
Entao, se for assumido T (n) £0(1) paran C Cizja, tém-se E T(n) AO(n). Conclui-se

entdo que pode-se encontrar qualquer estatistica de ordem, e em particular a mediana,
em tempo esperado O(n), assumindo que os elementos séo distintos (CORMEN et al.,

2012).

-"TODO DE 3ELE;¢O $ETERMIN-STICO ,INEAR

Ha um método para encontrar o i-ésimo menor elemento de um conjunto de valores,
cujo o tempo computacional é linear (BLUM et al., 1973). Esse método é detalhado
no Algoritmo 12. Nele, o vetor A é dividido em partes de no maximo 5 elementos cada
(linha 1). Depois, ordena-se cada uma dessas partes e encontra-se a mediana de cada
uma delas (linha 2). Cria-se entdo um vetor com a mediana de cada uma das partes e
procura-se a mediana do vetor de medianas (linha 3). Essa mediana servira de pivo para
dividir o vetor em duas partes: uma com os elementos maiores que o piv0 e outra parte
com 0s menores elementos que o pivé (linha 5). Se a posi¢ao procurada € a mesma da

mediana pivd, o algoritmo péra, retornando-a. Caso contrario, continua procurando na
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particdo menor ou maior que a mediana.

Algoritmo 12: Selecao-Deterministica

10

11

12

13

14

Input : Umvetor A, dois nimeros inteiros p er, identi cando as posi¢des de inicioe m
da busca, um valor inteiro i, indicando qual i-ésimo nimero deve ser
encontrado.

if p Ar then

L return Ap

%SCOLHA DO PIv?
quebrar o vetor A em m partes de modo que cada parte tenha 5 elementos
ordenar cada uma das m partes
criar um vetor C contendo as medianas de cada uma das m partes

H
~ ~ [ nn
k A Selecdo-Deterministica C,1,%, 15

OARTICIONAMENTO E SELE|¢O
Particionar o vetor A na posicédo k
if i Ak then

return Ayg

else
if i Ck then

return Selec¢&o-Deterministica( A,p,ki 1,i)

else

return Selec&o-Deterministica( A,k A1,r,i)

#OMPLEXIDADE

Para determinar a complexidade de tempo, considere que X € a mediana obtida na

linha 4 do Algoritmo 12. Como a mediana x € o valor pivo para a particdo do algoritmo,

considerar limites relacionados a ela ajudam a entender a complexidade.

Pelo menos metade das medianas encontradas na linha 3 sdo maiores ou iguaisa X.

Mais da metade dos elementos com medianas superioresa x possuem pelo menos 3

elementos maiores que x. Desconsiderando um potencial grupo que tenha menos que
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5 elementos e o proprio grupo de x, obtém-se o seguinte limite inferior para elementos

maiores que X: v
»
W1 e 3n
3 - — {2, —j6. (4.10)
2 5 10

3n .

No minimo, ha Toi

6 sdo menores que X. Entdo, no pior caso, as linhas entre 9 e 12

executam uma chamada do Algoritmo 12 para um subvetor comno maximo  nj i—gA6 yis

1 A 6 elementos.

Agora, pode-se de nir a recorréncia correspondente a complexidade de tempo do
algoritmo deterministico de sele¢&o. As linhas 1 (divisdo), 2 (ordenacao) e 4 (parti¢cao)
demandam O(n) de tempo computacional. Especi camente quanto a linha 2, sdo ne-

cessariosO(n) operacgfes de ordenagdo em conjuntos com cinco ou menos elementos,
I m’
ou seja, O(1) elementos. Considerando que a linha 3toma otempo T % e uma
5 ;

das recorréncias entre as linhas 9 e 12 tomatempo T Z—r(‘) A6 , tém-se como funcéo de

complexidade:

8

50(1) sen Cng
T(n)/ng 3| m' 3 ’

T % AT A6 Ao(n) sen, no.

(4.11)

Ainda h& que se de nir qual o valorde ng. Considerando sob a hipétese que a funcéo

é linear, T(n)- cn para uma constante c E 0 su cientemente grande, ent&o:
Tpm P
TnN)AT — AT —A6 AO(n)
o o O
n mn
. ¢ = Ac —A6 Aan
5 10 i

: CEACAC 7—nA6 Aan (4.12)
5 10

n
AF9c—A7cAan
10

3

n
EcnA i c—A7cAan .
10

Desse modo, T(n) € no maximo cn se

n
i c—A7cAan- 0. (4.13)
. 10

Entdo, ¢, 10a —

7170 quando n E 70. Concluindo, para ng E 70, a complexidade do

algoritmo € linear.
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4ARANSFORMADA 2 PIDA DE &0OURIER

O produto de dois polinbmios de grau d é um polindmio de grau 2 d Veja o seguinte

exemplo (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008):
(1A2x A3x?) 62 A x Aax?) A2 A5x A12x? A 11x3 A 12x%. (4.14)

De forma genérica, considerando os seguintes polinémios  A(x) £agA aix A ... Aagx?
eB(x) AbgAbixA...Abgx?, o produto seria C(x) EA(x)B(x) AcoAcix A ... Acyyx?.

Cada coe ciente k de C(x) seria:

X
Ck ﬁanbkAalbkilA...AakboﬁE aiby;i. (4.15)
i AD

Desse modo, computar cada coe ciente cx demandaria O(k) instrugdes. Intuiti-
vamente, pode-se imaginar que o limite inferior de instru¢fes para calcular todos os
2d A 1 coe cientes demandaria algo naordemde £ (n?) (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU;
VAZIRANI, 2008). Sera visto a seguir um algoritmo no qual é possivel calcular os coe-
cientesem O(nlgn). Essa solugéo é chamada de Transformada Rapida de Fourier e
revolucionou o processamento de sinais.

A representacdo de polindmios A(x) FagAaixAayx?A...Aagx9 pode ser realizada

de dois modos:
» Porcoe ciente :ag,ai,as,...,aq;
» Porvalor : A(Xp), A(X1), A(X2),...,A(Xq).

A segunda opc¢ao é a mais atrativa para a multiplicagéo de polindmios. Desde que 0
produto de C(x) ZA(X) @B(x) tenha grau 2d, basta multiplicar em ordem £ (2d), ou seja,
em tempo linear. No entanto, para atingir a representagao por valor, deve-se realizar
uma avaliacdo que custa £ (d Igd) para cada polinbmio, utilizando-se da transformada

rapida de Fourier.
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O algoritmo para realizar a multiplicacdo rapida de polindémios é destacado no

Algoritmo 13.

Algoritmo 13: Multiplicacdo de Polinémios
Input : Dois vetores A A(ag,ay,...,an; 1) € B A(bog,b1,...,bn; 1) degraud.

3ELE!¢O
1 Escolher alguns pontos Xg,X1,...,Xn; 1 paran, 2d A1l

IVALIA|¢O

N

Computar A(Xg), A(X1), A(X2),...,B(Xq) € B(Xp),B(X1),B(X2),...,B(Xq) através do
algoritmo de Transformada Répida de Fourier

-ULTIPLICA|¢O

w

Computar C(xx) £A(xk) ¢B(xk) paratodo k A£0,1,2,nj 1
)NTERPOLA!¢O
4 Resgatar a representacéo de coe cientes de C(x) AcoA cix Acox?A ... Acygx®

5 return (coAcix Acox?A ... Acyyx?)

IVALIA}¢O POR $IVISCO E #ONQUISTA

A avaliacdo segue uma ideia de escolher n pontos nos quais avalia-se um polindbmio
de grau menor ou iguala nj 1. Se esses pontos forem pares positivos e negativos, é
possivel usar-se da sobreposi¢ao, pois as poténcias de 2 se coincidem, para acelerar a

computacao do algoritmo:

§Xo,§X1,...,§Xn/2i1. (416)

Para entender isso, precisa-se dividir A(x) em poténcias pares e impares, como no

exemplo:

3Aax Aex?A2x3Ax*A10x® ABA6x2Ax*) Ax(4A 2x2 A 10x%). (4.17)

Note que os polindmios estdo em x?. De forma mais geral, tém-se:

A(X) EAe(X%) A x Ao (X?). (4.18)
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Considerando os n/2 pares §x;, 0s calculos necessarios sao:

A(Xi) EAe(x2) A Xi Ao (X?)
(4.19)

Al Xi) EAe(XP) i Xi Ao(X?).

Considerando essas convencdes, avaliar A(x) em n pontos pareados 8§ Xo, 8 X1,...,Xn/2; 1

- 2 2 2
reduz avaliar Ae(X) € Ag(x) em apenas n/2 pontos Xg, X7, ... XPpi 1

Apesar dessas caracteristicas, ainda ha um problema: o “truque menos-mais” fun-
ciona apenas para a recursdo do primeiro nivel. Para o préximo nivel, precisa-se que

0s Xx/2 pontos avaliados xg,xf, X2 sejam menos-mais pares. Como seria possivel

*nf2j 1

fazer isso para o quadrado de um nimero? Deve-se usar nimeros complexos para isso.

Quanto aos numeros complexos selecionados para a divisdo e conquista, utiliza-
se asn-ésimas raizes de unidade: os niumeros complexos 1 ,! ,! 2. ..Ml ng qual

| AEe?”/" (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008). Considerando que n é par:

1. Asn-ésimas raizes de unidade sdo “mais-menos” pareadas, ! "2Al &1 1

2. O quadrado delas produzem as ( n/2)-enésimas raizes de unidade.

Desse modo, se o procedimento for iniciado com esses numeros para algum n poténcia
de 2, entdo nos sucessivos passos de recursao se tera asn-ésimas raizes de unidade

para k /A1,2,3,.... Todos esses conjuntos de nimeros serdo “mais-menos” pareados, 0
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que permitira a abordagem de divisdo por conquista apresentada no Algoritmo 14.

Algoritmo 14: Transformada-Rapida-de-Fourier
Input : Umvetor a A(ag,ai,...,an; 1), uma primitiva da enésima raiz de unidade ! .

1 if ! AElthen

2 L return a

3 else

4 (s0:81,..++Sn12; 1) A Transformada-Réapida-de-Fourier i(ao,az,...,ani 2),! 2
5 (sg,sg,...,s?],2i ) A Transformada-Rapida-de-Fourier i(al,ag,...,ani 1,12

6 for jA Oton/2j 1do

7 rj A Sj Al jSJQ

8 FiAnz A sji ! js?

9 return (ro,r1,...,n; 1)
JNTERPOLA|CO

A Ultima etapa da multiplicagcdo de polinémios presente no Algoritmo 13 € 0 passo que
troca a representacéo de valores por coe cientes. Para esse passo, utiliza-se a operagéo

inversa a transformada rapida de Fourier:

1 i ¢
hcoe cientes iﬁEHTransformada—Répida—de-Fourier Ih/aloresi J01. (4.20)

#OMPLEXIDADE

Para calcular a complexidade do Algoritmo 13 (multiplicacao de polinbmios), precisa-se
primeiro identi car a complexidade do algoritmo de Transformada Rapida de Fourier

(Algoritmo 14). O tempo computacional € dado por:
8

%O(l) sen /A1,
TN A, ufv (4.21)
>2T 5 AE(n) senEL

A recorréncia indica a complexidade de £ (nlgn).
Voltando a analisar o Algoritmo 13, enumera-se a complexidade de cada um de seus

principais passos, considerando n A2d:
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» Selecao: a escolha dos pontos £ (n) passos;

» Avaliagdo : para a avaliagdo, tém-se duas chamadas da Transformada Rapida de

Fourier, demandando £ (nlgn);

» Multiplicagcdo : Multiplicar os n valores dos polinbmios A e B para gerar o polind-

mio C demanda £ (n) operacoes;
* Interpolacéo : para encontrar os coe cientes de C, utiliza-se a transformada in-

versa, que invoca a Transformada Répida de Fourier e aplica uma adaptagéo

constante ao resultado, demandando £ (nlgn) operacoes.

A complexidade da multiplicagdo de polindmios é £ (nlgn).

1UICKSORT

O algoritmo de Quicksort € um método de ordenacgéo que utiliza a paradigma de diviséo

e conquista. O algoritmo é dividido entdo em trés etapas (CORMEN et al., 2012):

 Divisdo : Particionar o vetor em dois subvetores. Um dos subvetores é composto
por elementos maiores que o elemento ha posicdo ¢ (elemento pivd) e o outro
subvetor por elementos menores.

» Conquista : Ordenar os dois subvetores por chamadas recursivas.

» Combinacédo : Como os subvetores ja estdo ordenados, hada é feito.

O Algoritmo 15 traz uma descrigdo em pseudo-cddigo do Quicksort. A versdo do
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Quicksort depende exclusivamente de seu método de parti¢ao.

Algoritmo 15: Quicksort

Input : Umvetor A, um indice p er identi cando o intervalo fechado de posicdes que
serdo ordenadas.
1 if p Cr then
2 q A Particdo(A,p,r)
3 Quicksort( A,p,qi 1)

4 Quicksort( A,qA1,r)

O algoritmo de particdo (Algoritmo 16) seleciona um pivé na posi¢do mais a direita
do vetor. Depois, realiza uma movimentacao dos menores elementos para a esquerda

do piv6 e dos maiores para a direita.

Algoritmo 16: Particdo

Input : Umvetor A, umindice p er identi cando o intervalo fechado de posi¢es

particionadas.

3 forjA ptorj 1do
4 if Aj - xthen
5 iAiA1

6 swap(A;i, Aj)

7 SWap(Al Al Ar )

g return i A1l

#ORRETUDE

As seguintes propriedades se mantém no inicio de cada itera¢éo do lago das linhas

entre 3 e 6 (CORMEN et al., 2012) para qualquer indice k do vetor:
1. Sep- k- i,entdo Ax - X;
2. SeiAl. k- ji 1, entdo A Ex;

3. Sek Ar, entdo Ay AEX.
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Essa invariante de laco é verdadeira e € util para demonstrar a corretude de Quick-

sort:

* Inicializacdo : Antes da primeira iteracdo, i £pi 1ej Ap, portanto as duas
primeiras propriedades séo satisfeitas. A atribui¢cdo da linha 1 satisfaz a teceira

propriedade.
» Manutencéo : Dependendo do teste da linha 4, considera-se dois casos:

— Quando A, E x, a Unica ac&o do laco é incrementar j. Depois que j € in-
crementado, a propriedade 2 € valida para Aj; 1 e todas as outras entradas

permanecem inalteradas.

— Quando A; - x, olagoincrementa i e a propriedade 1 ¢ satisfeita. Desse
modo, ttm-se Aj; 1 E x, visto que o elemento que foi permutado para dentro

de Aj; 1 € maior que X.

e Término : No término, | Zr. Portanto o divide-se o vetor em trés partes: os ele-
mentos maiores que X estdo no subvetor a direita, os elementos menores que x

estdo a esquerda e x esta nai-ésima estatistica de ordem.

Como o algoritmo de Quicksort subdivide o vetor até uma unidade e a cada unidade
submete-se ao algoritmo de particdo, ao nal do Quicksort, todos os valores estardo em

suas respectivas estatisticas de ordem, ou seja, o vetor estara ordenado.

#OMPLEXIDADE OESSIMISTA

O tempo de execugdo do Quicksort no pior caso pode ser dado pelo seguinte limitante
superior

i ¢
T(n)- O.ry_aggllT(q)AT(ni qi 1) AE(n). (4.22)

1
Produz-se problemas com tamanhototal nj 1. O pior caso acontece quando dado n

elementos, uma particdo tem O elementos e a outrapossui  nj 1 elementos. Esse é o pior
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caso, pois na linha 4 do Algoritmo 16, as posi¢cdes r (denominada de valor x) é compa-
rada com todos os demais elementos. Considerando essa divisdo, hd mais comparacdes
entre os nj 1 elementos do que se obtiver duas particbes de 52'—1 elementos. Para esse
ultimo caso, um namero maior de elementos da esquerda ndo sera comparado com a
particdo da direita na linha 4. Portanto, tém-se a seguinte recorréncia representando o

pior caso:

T(n): T(ni DAEM). (4.23)

Encontre a fémula fechada para a recorréncia que de ne a complexidade pessi-

mista do Quicksort.

#OMPLEXIDADE %SPERADA

Considere X o numero de comparacdes executadas na linha 4 da particdo (Algoritmo
16. Considerando um vetor Z, sabe-se que no maximo Z; serd comparado uma vez com
Z; . Nesse sentido, a analise a seguir utiliza a variavel aleatoria Xj; que identicase Z; &

comparado com Z;. O ndmero total de comparagdes para o algoritmo de Quicksort &

N1 X
X £ Xij - (4.24)
i/ jAaAL

Tomando os valores esperados, tém-se:

XL X :
E[X] A&E Xij
i jAAL
w1 X
A E[Xij] (4.25)
i jAAL
K1 X
Y1 Pr{Z; € comparado com Z;}.
imjAAL

Pr{Z; € comparado com Z;} € a probabilidade de Z; ser comparado com Z;. Para
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calcula-la, tém-se:

Pr{Z; € comparado com Z;} Z£Pr{Z; ou Z; é o primeiro piv0 escolhido de Z;;}
/EPr{Z; é o primeiro piv0 escolhido de Z;;}

APr{z; é o primeiro pivd escolhido de  Z;j}
1 1
£ A
jiiAL jiiAl
2
jiiAl

fE

(4.26)
Considere que Zj; AZ;,ZjA1,...,Zj} € 0subvetorcom jj i A1 elementos (elementos
entre i e j incluindo-os). Desse modo, obtém-se 0 numero esperado de comparacgoes:

N1l X 2
E[X] &£

im ALl iAl
AEI’)(lI)(i 2

imkm kAl

HIXio

i km K (4.27)
X1 ® ’

C 2InnAo(1)

i/

1
/£  O(lgn)

i/

AO(nlgn)

Entéo, o tempo esperado para execug¢ao do Quicksort éde O(nlgn).



CAPITULO

Grafos e Buscas

)NTRODU!¢O

(IST2RICO

Uma breve histéria do passado da Teoria de Grafos (NETTO, 2006):

» 1847: Kirchhoff utilizou modelos de grafos no estudo de circuitos elétricos, cri-

ando a teoria de arvores;

» 1857: Cayley usou grafos em quimica organica para enumeracao de isbmetos dos

hidrocarbonetos alifaticos saturados;

¢ 1859: Hamilton inventou um jogo de buscar um percurso fechado envolvendo
todos os vértices de um dodecaedro regular, de tal modo que cada vértice fosse

visitado apenas uma vez;
» 1869: Jordan estudou matematicamente as arvores (grafos aciclicos);
« 1878: Sylvester foi 0 primeiro a utilizar o termo  graph;
« 1879: Kempe ndo conseguiu demonstrar a conjectura das 4 cores;

« 1880: Tait falhou ao demonstrar uma prova falsa da conjectura das 4 cores;



74

Capitulo 5. Grafos e Buscas

1890: Haewood provou que a prova de Kempe estava errada e demonstrou uma

prova consistente para 5 cores. A de 4 cores s0 saiu em 1976;
1912: Birkhoff de niu os polinbmios cromaticos;

1926: Menger demonstour um importante teorema sobre o problema de descone-

xao de itinerarios em grafos;

1930: Kuratowski encontrou uma condi¢@o necessaria e su ciente para a planari-

dade de um grafo;
1931: Whitney criou a noc¢do de grafo dual;
1936: Primeiro livro sobre grafos foi langado por Kénig;

1941: Brooks enunciou um teorema fornecendo um limite para o nimero cromé-

tico de um grafo;
1941: Turan foi o primeiro da teoria extremal dos grafos;

1947: Tutte resolveu o problema da existéncia de uma cobertura minimal em um

grafo;

1956+: Com as publicacdes de Ford e Fulkerson, Berge (1957) e Ore (1962), a teoria

de grafos passa a receber mais interesse;

$E 1NIVES)NICIAIS

Antes de visitar a representacéo de grafos, € importante que saibamos o que séo vér-

tices e arestas. Vértices geralmente séo representados como unidades, elementos ou
entidades, enquanto as arestas representam as ligagdes/conexdes entre pares de veér-
tices. Geralmente, chamaremos o conjunto de vértices de V e o conjunto de arestas
de E. De ne-se que Ep V £ V. Também usaremos n e m para denotarem o niUmero

de vértices e arestas respectivamente, entdo n £ )Vj e m &£ Ej. O nUmero de arestas

. L A2,
possivel em um grafo é 0.
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Um grafo pode ser representado de duas formas (CORMEN et al., 2012). A primeira
forma é chamada de lista de adjacéncias e tem mais popularidade em artigos cienti cos.
Nela, o grafo é representado como uma dupla para especi car vértices e arestas. Por
exemplo, paraum grafo G, pode-se dizer que o mesmo é uma dupla G A&(V,E), especi -
cando assim que o grafo G possui um conjunto V de vértices e E de arestas. A segunda
forma seria uma através de uma matriz binaria, chamada de matriz de adjacéncia.
Normalmente representada pela letra A(G), a matriz é de nida por  A(G) A0, 1}VI&IVi,
a qual seus elementos a, y A1 se existir uma aresta entre os vértices u e v. Um exemplo

das das formas para um mesmo grafo pode ser visualizado no Exemplo 5.1.1.

Example 5.1.1. A Figura 7 exibe um grafo de 4 vértices e 4 arestas. Na representacéo

por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma
G A£({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}). (5.1)

A representacdo por uma matriz de adjacéncia caria assim

1 2 3 4

10101

AG)E 2|1|0|0]|1}

3/0[{0|0]1

4/1/1/1|0

Figura 7 — Exemplo de grafo com 4 vértices e 4 arestas.
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'RAFOS 6ALORADOS OU OONDERADOS

Um grafo é valorado quando um peso ou valor é associado a suas arestas. Na literatura,
a de nicdo do grafo passa a ser umatripla G A(V,E,w), ha qual V é o conjunto de
vértices, E € o conjunto de arestase w :e2E! Ré afuncdo que especi ca o valor.

Quando ndo se possui valornas arestas, parte-se de uma relacdo binaria entre existir
ou ndo uma aresta entre dois vértices. Neste caso, se u e v possui uma aresta, geralmente
se simboliza essa ligagdo com o valor 1, e se ndo existir 0.

Em uma matriz de adjacéncias para grafos valorados, o valor das arestas aparecem
nas células da matriz. Em um par de vértices que ndo possui valor estabelecido (ndo ha
aresta), representa-se com uma lacuna ou com um valor simbdlico para o problema que
o grafo representa. Por exemplo, se os valores representam as distancias, geralmente se
associa o valor in nito aos pares de vértices que nao possuem arestas.

Um exemplo de grafo valorado e suas representacfes pode ser visualizado no Exem-

plo5.1.2.

Example 5.1.2. A Figura 8 exibe um grafo valorado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacdo por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G A({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}w). (5.2)

Afuncéo w teria os seguintes valores: w ({1, 2}) A£8,w ({1,4}) /A9, w ({2,4}) A5 ew ({3,4}) £
7.

A representacdo por uma matriz de adjacéncia caria assim

110,809

AG)E 2|8|0|0]|5

3/0|/0|0]|7

4/9/5/7|0
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ou desta outra forma para o caso de uma aplicacdo a problemas que envolvam

distancias
1 2 3 4

111 8|1 |9

AG A 28 |1 |1 |5

3|11 |1 |1 7

4,9 |5 |7 |1

Figura 8 — Exemplo de grafo valorado com 4 vértices e 4 arestas.

'RAFOS COM 3INAIS

Para representar alguns problemas, utiliza-se valores negativos associados as arestas.
Um exemplo disso, seriam grafos que representem relacfes de amizade e de inimizade.
Para amizade, utiliza-se o valor 1 e para inimizade o valor j 1. Nesse caso, ndo dizemos
gue o grafo € valorado ou ponderado, mas sim um grafo com sinais. Quando os valores
negativos e positivos podem ser diferentes de 1 e i 1, diz-se que os grafos sdo valorados

e com sinais.

'RAFOS /RIENTADOS

Um grafo orientado é aquele no qual suas arestas possuem direcao. Nesse caso, hao

chamamos mais de arestas e sim de arcos. Um grafo orientado é de nido como uma
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dupla G A£(V, A),aqual V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de arcos. O conjunto
de arcos é composto por pares ordenados ( u,Vv), 0s quais u,v 2V e representam um
arco saindo de u e incidindo em v. Duas fun¢Bes importantes devem ser consideradas
nesse contexto: a funcéo de arcos saintes tA(v) A{(v,u):(v,u) 2 A} e arcos entrantes
i (v) £{(u,v):(u,v)2 A}

O Exemplo 5.1.3 exibe a representacdo de um grafo orientado.

Example 5.1.3. A Figura 9 exibe um grafo orientado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacdo por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G /A({1,2,3,4},{(1,4),(2,1),(4,2),(4,3)}). (5.3)

A representacdo por uma matriz de adjacéncia caria assim

110001

AG)AE 2|1|0]0]0}

3/0/{0|0|0

4/0(1/1|0

Figura 9 — Exemplo de grafo orientado com 4 vértices e 4 arcos.
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(IPERGRAFO

Um hipergrafo H 4A(V,E) é um grafo no qual as arestas podem conectar qualquer

ndmero de vértices. Cada aresta é chamada de hiperaresta E p 2V \{}.

-ULTIGRAFO

Um multigrafo G A(V, E) é um grafo que permite multiplas arestas para o mesmo par de
vértices. Logo, ndo se tem mais um conjunto de arestas, mas sim uma tupla de arestas.

Para o exemplo da Figura 10, tém-se E A({1, 2},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4},{3,4}).

Figura 10 — Exemplo de um multigrafo com 4 vértices e 6 arestas.

'RAU DE UM 6'RTICE

O grau de um vértice é a quantidade de arestas que se conectam a determinado vértice.
E denotada por uma fungdo dy, onde v 2 V. Em um grafo orientado, o nimero de arcos
saintes para um vértice v é denotado por dé, e 0 numero de arcos entrantes € denotado

por d) .

JGUALDADE E )SOMQSMO

Diz-se que dois grafos G1 A£(V1,E1) e Gy A£(V2,E») séo iguais seV; £V, e E1 £E,. Os
dois grafos sdo considerados isomorfos se existir uma funcao bijetora (uma-por-uma)

paratodo v 2V; e paratodo u 2V, preserve as relagdes de adjacéncia (NETTO, 2006).
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OARTI|¢O DE 'RAFOS

Uma particdo de um grafo € uma divisao disjunta de seu conjunto de vértices. Um grafo
G A(V,E) é dito k-partido se existir uma particdo P A{p;ji A£L,..., k~8j2{1,..., k},j 64
i(pi\ p; 648)}. Quando k A2, dize que o grafo € bipartido (NETTO, 2006).

-ATRIZ DE )NCIDONCIA
Sobre um grafo orientado G /(V,E), uma matriz de incidéncia B(G) &{A1,; 1,}VIEIA
mapeia a origem e o destino de cada arco no grafo  G. Dado um arco ( u,Vv), by w,v) £ Al
e bV,(U ’v) ICE i 1 (NETTO, 2006).
/PERA}ES COM 'RAFOS
As seguintes operacdes binarias sdo descritas em Netto (2006):
» Unido: Dados os grafos G ZA&(V1,E1) e Gy A(V2,E)), G1[ Go A(V1[ Vo,E1] Ep);

« Soma (ou join ): Dados os grafos Gy A(V1,E1) € Gy A£(V2, Ez), G1AG, A(V4[ Vo, Eq|

Ex[ {{u,v}:u2Vi™v2Vy));

» Produto cartesiano: Dados os grafos G1 A&(V1,E1) e Gy £(V2,E»), G1 £ Gy £(V1£
V5, E), onde E A{(v,w),(x,y)}: (v A" {w,y}2Ey)_(w Ey"{X,y}2E1)}.G1£ G2

e G, £ G4 sdo isomorfos;

» Composicao ou produto lexicogra co: Dados os grafos Gy A(V1,E1) e G2 A(V2, E»),

G1xGy (V1 £ V5, E), onde E A{{(v,w),(X,¥)}: {v,x}2E;_ v AX)" {w,y}2 Ex};

» Soma de arestas: Dados os grafosGi £(V1,E1) e Gy A(V>,E»), 0s quais Vi V>,

G10G, A(V1,E1[ Ep).
A seguinte operacdo unaria € descrita em Netto (2006):

» Contragdo de dois vértices: Dado um grafo G A(V,E) e dois vérticesu,v2V,a
operacao de contracdo desses dois vértices em G, geraum grafo G°£(V % EY o qual

VOAEVu,v} {uv}eECA{{x,y} 2 E:x 64" x 64} {{x,uv}:{x,u},{x,v}2E}.
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Outras operacgdes sobre grafos sao descritas na literatura. Esse texto ira omiti-las
por enquanto para que sejam utilizados no momento mais oportuno. S elas: insercéo
e remocao de vértices e arestas, desdobramento de um vértice. Essa tltima depende do

contexto de aplicacao.

61ZINHAN|A

A vizinhanca de vértices é diferente para grafos ndo-orientados e orientados. Para
um grafo grafo ndo-orientado G A(V,E), uma func¢éo de vizinhanca é de nida por
N:v2V! {u2V :{v,u}2E}eindica o conjunto de todos os vizinhos de um vértice
especi co. Para o grafo do Exemplo 5.1.1, N (1) A&{2,4}.

Para um grafo orientado G A(V, A), diz-se que um vértice u 2V é sucessor dev 2V
quando (v,u) 2 A; eu 2V é antecessor dev 2V quando (u,v) 2 A. As fungbes de
vizinhanga para um grafo orientado G séo NA:v2Vv! {u2V:(v,u)2 A},Ni :v2V!
{U2V:(u,v)2 A} eN(v) ENAW)[ Ni (v).

Diz-se que a vizinhanca de v é fechada quando esse mesmo vértice se inclui no
conjunto de vizinhos. A funcao que representa vizinhanca fechada v é simbolizada
neste texto como Na(v) AN (v)[ {v}.

As funcdes de vizinhanca também podem ser utilizadas para identi car um conjunto
de vértices vizinhos de um grupo de vértices em um grafo G A(V, E) (orientado ou n&o).
Nesse contexto, N (S) /ES\,ZSN (v), NA(S) /ES\,ZSNA(V), eNi (S) ;EsvzsN i (V).

As nocdes de sucessor e antecessor podem ser aplicadas iterativamente. As Equacdes

(5.4), (5.5), (5.6) e (5.7) exibem exemplos de fechos transitivos diretos.

N O(v) A{v} (5.4)
NAL(v) ENA(v) (5.5)

NA2(y) ANATN Al(v)d; (5.6)
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NAT (v) ENATNAO l)(v)¢ (5.7)

Chama-se de fecho transitivo direto aqueles que correspondem aos vizinhos suces-
SiVOs e 0s inversos 0s que correspondem aos vizinhos antecessores. Um fecho transitivo
direto de um vértice v de um grafo G A&(V, E) sdo todos os vértices atingiveis a partir v

Vi

. N Sj "
no grafo G; ele é representado pela funcdo RA(V) FE JkAI) N Ak(v). Um fecho transitivo

inverso de v é o conjunto de vértices que atingem v; ele é representado pela fungéo
Rl (v) £ kaﬁf}) NiKk(v). Diz-se que w é descendente de v sew 2 RA(V). Diz-se que w é
ascendente de v sew 2 Ri (v).

'RAFO 2EGULAR

Um grafo ndo-orientado G A(V,E) que tenha d(v) £k8v 2V é chamado de grafo
k-regular ou de grau k. Um grafo orientado Gy Z£(V,A) que possui a propriedade
dA(v) AEk8v 2V é chamado de grafo exteriormente regular de semigrau k. SeGg tiver
di (v) £k8v 2V é chamado de grafo interiormente regular de semigrau k.

'RAFO 3IM"TRICO

Um grafo orientado G A(V, A) é simétricose (u,v)2A () (v,u)2A8u,v2V.

'RAFO INTI SIM'TRICO

Um grafo orientado G A(V, A) é anti-simétricose (u,v)2A ()  (v,u) YA8u,v2V.

'RAFO #OMPLETO

Um grafo completo G A(V,E) é completose E/AEV £V.

Grafos bipartidos completos Gg A((X,Y),E) possuem E X £ Y.

'RAFO #OMPLEMENTAR

Para um grafo G Z(V, E), um grafo complementar é de nidopor ~ G® £G A(V,(V £V )\E).
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OERCURSOS EM 'RAFOS

“Um percurso, itinerario ou cadeia € uma familia de liga¢des sucessivamente adjacentes,
cada uma tendo uma extremidade adjacente a anterior e a outra a subsequente (a
exececao da primeira e da ultima)” (NETTO, 2006). Diz-se que um percurso € aberto
quando a ultima ligagdo € adjacente a primeira. Tém-se desse modo um ciclo.
Um percurso € considerado simples se nao repetir ligagdes (NETTO, 2006).
Caminhos séo cadeias em grafos orientados.

Circuitos séo ciclos em grafos orientados.

#INTURA E #IRCUNFERONCIA

Cinturade um grafo G é comprimendo do menor ciclo existente no grafo. E representada
pela funcdo g(G). A circunferéncia é comprimento do maior ciclo. A circunferéncia do

grafo G é representada pela funcao c(G).

2EPRESENTA]'ES #OMPUTACIONAIS

Duas formas de representagdo computacional de grafos sdo amplamente utilizadas.
Sao elas “listas de adjacéncias” e “por matriz de adjacéncias”’ (CORMEN et al., 2012).
Elas possuem vantagens e desvantagens principamente relacionadas a complexidade
computacional (consumo de recursos em tempo e espaco). Detalhes sobre vantagens e
desvantagens ndo aparecerdo nesse documento. Um de nossos objetivos do momento

serd implementar e avaliar as duas formas de representacgéo.

,ISTA DE IDJACONCIAS

Arepresentacdo de um grafo G A(V, E) por listas de adjacéncias consiste em um arranjo,
chamado aqui de Adj. Esse arranjo € composto por jVj listas, e cada posi¢ao do arranjo

representa as adjacéncias de um vértice especi co (CORMEN et al., 2012). Para cada
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{u,v} 2 E, tém-se Adj[u] A(...,v,...) e Adj[v] A(...,u,...) quando G for n&o-dirigido.
Quando G for dirigido, para cada ( u,v) 2 E, tém-se Adj[u] &(...,v,...).

Para grafos ponderados, Cormen et al. (2012) sugere o uso da prépria estrutura de ad-
jacéncias para armazenar o peso. Dado um grafo ponderado ndo-dirigido G A&(V,E,w),
paracada{u,v}2E,tém-se Adj[u] /Ei . ..,iv,w({u ,v})¢, . .¢eAdj[v] /Ei ...,iu yw({u ,v})¢, . .¢.
Quando o grafo for dirigido, para cada ( u,v) 2 E, tém-se Adj[u] ﬁEi e ,iv,w((u ,v))¢, . .¢.

O Algoritmo 17 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G A(V,A,w)

em uma lista de adjacéncias Adj.

Algoritmo 17: Criacdo de uma lista de adjacéncias para um grafo dirigido e pon-
derado.
Input : um grafo dirigido e ponderado G A&(V,A,w)
criar arranjo Adj[jVj]
foreach v 2V do
| Adj[v]A listaVazia()

4 foreach (u,v)2 Ado ¢
| Adj[u]l A Adj[u][ v, w((u,v)

return Adj

W N P

)]

()]

-ATRIZ DE IDJACONCIAS

Uma matriz de adjacéncia € uma representacdo de um grafo através de uma matriz =~ A.
Para um grafo n&o-dirigido G /&(V,E), A £BVIEVi na qual cada elemento a, , /&1 e
ayy A£lse{u,v}2E;a,y A0eay, A0 caso{u,v}YE. Para todo grafo ndo-dirigido G,
ay v AFayy.

Para um grafo dirigido G &(V,X), A £BVEVI na qual cada elemento a, , /&1 se
(u,v)2A;a,y A0eayy A0 caso (u,v)YX.

Para um grafo ndo-dirigido e ponderado G ZA(V,E,w), a matriz sera formada por
células que comportem o tipo de dado representado pelos pesos. Assumindo que
0S pesos serdo nimeros reais, entdo a matriz de adjacéncias sera A £RVIE VI Cada

elemento a, y £w ({u,v}) eayy £Aw{u,v})se{u,v}2E; a,, A2 ea, /&2 caso{u,v}Y
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E.2 é um valor que representa a ndo conexao, geralmente 0, A1 ou j1 dependendo

do contexto de aplicacéao.

O Algoritmo 18 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G A&(V, A,w)

em uma matriz de adjacéncias Ad;.

Algoritmo 18: Criacdo de uma matriz de adjacéncias para um grafo dirigido e
ponderado.
Input : um grafo dirigido e ponderado G A&(V,A,w : A! R),um simbolo 2 que
representa a ndo adjacéncia
Adj A RIVIE V]
foreach v 2V do
foreach u 2V do
L | Adjuy A2

A W N P

(&)]

foreach (u,v)2 Ado
t Adju,vA w((u,v))

return Adj

(o2}

~

%XERC-CIOS

Implemente as duas bibliotecas para grafos. Preencha a seguinte tabela a partir da

andlise computacional, de acordo com as operacdes abaixo determinadas.

Lista de Adjacéncias | Matriz de Adjacéncias

Insercdo de vértice

insercéo de arestas

Remocao de vértice

Remocéo de arestas

Testese{u,v}2E

Percorrer vizinhos

Grau de um vértice
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"USCAS EM 'RAFOS

"USCA EM ,ARGURA

Dado um grafo G A(V,E) e uma origem s, abusca em largura (Breadth-First Search -
BFS) explora as arestas/arcos deG a partir de s para cada vértice que pode ser atingido a
partir de s. E uma explorag&o por nivel. O procedimento descobre as distancias (nimero

de arestas/arcos) entre s e 0s demais vértices atingiveis de G. Pode ser aplicado para

grafos orientados e ndo-orientados (CORMEN et al., 2012).

O algoritmo pode produzir uma &rvore de busca em largur comraiz ~ s. Nesta arvore,
0 caminho de s até qualquer outro vértice € um caminho minimo em ndamero de

arestas/arcos (CORMEN et al., 2012).

O Algoritmo 19 descreve as operacoes realizadas em uma busca em largura. Nele,
criam-se trés estruturas de dados que serao utilizados para armazenar os resultados
da busca. O arranjo C, é utilizado para determinar se um vértice v 2V foi visitado ou
néo; D, determina a distancia percorrida até encontrar o vértice v 2V ;e A, determina
0 vértice antecessor ao v 2V em uma busca em largura a partirde s(CORMEN etal.,

2012).

#OMPLEXIDADE DA "USCA EM ,ARGURA

O numero de operacdes de en leiramento e desen leiramento € limitado a jVjvezes,
pois visita-se no maximo jVj vértices. Como as operacdes de en leirar e desen leirar
podem ser realizadas em tempo £ (1), entdo para realizar estas opera¢cdes demanda-se
tempo de O(jVj). Deve-se considerar ainda, que muitas arestas/arcos incidem em vérti-
ces ja visitados, entéo inclui-se na complexidade de uma BFS a varredura de todas as
adjacéncias, que demandaria £ (JEj). Diz-se entéo, que a complexidade computacional

da BFS é0(jVjAjEj).
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Algoritmo 19: Busca em largura.
Input : um grafo G &(V,E), vértice de origem s2V
CONFIGURANDO TODOS OS V'RTICES
1 Cy A false8v2V
DyA18 v2V
3 AyA null 8v2V
CONFIGURANDO O V'RTICE DE ORIGEM
Cs A true
DsA 0
PREPARANDO FILA DE VISITAS
Q A Fila()
Q.enqueue(s)
PROPAGA!¢O DAS VISITAS
while Q.empty() Afalse do

N

IN

ol

~N o

[ee]

9 u A Q.dequeue()

10 foreach v 2 N(u) do
11 if Cy Afalse then
12 Cy A true

13 DyA D A1
14 Ay A u

15 Q.enqueue(Vv)

16 return (D, A)

OROPRIEDADES E OROVAS
#AMINHOS --NIMOS

A busca em largura garante a descoberta dos caminhos minimos em um grafo néo-
ponderados G A(V,E) de um vértice de origem s2V paratodos os demais atingiveis.
Para demonstrar isso, Cormen et al. (2012) examina algumas propriedades importantes
a seguir. Considere a distancia de um caminho minimo  £(s,v) de sav como o0 niumero

minimo de arestas/arcos necessarios para percorrer esse caminho.

Lema5.3.1. SejaG A(V,E) um grafo orientado ou ndo-orientado e seja s2V um vértice

arbitrario, entdo +(s,v) - *(s,u)A1 para qualquer aresta/arco (u,v)2E.

Prova: Seu pode ser atingido a partir de s, entdo o mesmo ocorre com V. Desse modo,
0 caminho minimo de s para v ndo pode ser mais longo do que o caminho de sparau
seguido pela aresta/arco (u,Vv) e a desigualdade vale. Seu nédo pode ser alcancado por s,

entdo +(s,u) £ 1, e a desigualdade é valida.
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Lema5.3.2. SejaG A(V,E) um grafo orientado ou ndo-orientado e suponha que G tenha
sido submetido ao algoritmo BFS (Algoritmo 19) partindo de um dado vértice de origem

s2V . Ao parar, o algoritmo BFS satisfaraD , , *(s,v)8v2V.

Prova: Utiliza-se a indugdo em relagdo ao numero de operac¢des de en leiramento
(enqueue). A hipbtese indutivaé D, , +(s,v)8v2V.

A base da inducéo é a situacdo imediatamente apds s ser en leirado na linha 7 do
Algoritmo 19. A hipétese indutiva se mantém valida nesse momento porque D¢ A0 A
+(s,s)eDy £1, (s,v)8v2V\{s}

Para o passo da inducgéo, considere um vértice v ndo-visitado ( C, Aalse) que é
descoberto depois do ultimo desempinhamento. Consideramos que o vértice desempu-
nhado € u 2 V. A hipétese da indugdo implicaque Dy, %(s,u).Pelaatribuicdo da linha

13 e peloLema5.3.1, obtem-se

Dy D AL, £(su)Al, %(sv). (5.8)

Entéo, o vértice v é en leirado e nunca sera en leirado novamente porque ele também
€ marcado como visitado e as operacdes entre as linhas 12 e 15 sdo apenas executadas
para vértices ndo-visitados. Desse modo, o valor de D, nunca muda novamente e a

hip6tese de inducdo é mantida.

Lema 5.3.3. Suponha que durante a execuc¢do do algoritmo de busca em largura (Al-
goritmo 19) em um grafo G A(V,E), a la Q contenha os vértices(vy,V>,...,V,), onde
vy éoinicioda lae v, éo nalda la. Entdo, D,, - Dy,AleD,, - Dy, paratodo

i2{1,2,....,ri 1}

Prova: A prova é realizada por inducéo relacionada ao numero de operacdes de la.
Para a base da inducéo, imediatamente antes do laco de repeticdo (antes da linha 8),
tém-se apenas o vértice sna la. O lema se mantém nessa condicao.
Para o passo da inducéo, deve-se provar que o lema se mantém para depois do de-

sen leiramento quanto do en leiramento de um vértice. Se o inicio v, € desen leirado,
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v, torna-se o inicio. Pela hipétese de indugéo, D, - D,.EntdoD,, - D,,A1- D,,A 1L
Assim, o lema prossegue com V; ho inicio.

Quando en leira-se um vértice v (linha 15), ele se torna v, 41. Nesse momento, ja se
removeu da la o vértice u cujo as adjacéncias estdo sendo analisadas, e pela hipétese
de indug&o, o novo inicio v; deveter Dy, , Dy.Assim, Dy ,, £D, £D,A1- D,,A1.
Pela hipdtese indutiva, ttm-se D,, - D, A1, portanto D, - D,A14AD, &D,,, €0

lema se mantém quando um vértice é en leirado.

Corolario 5.3.4. Suponha que os verticesv; ev; sejam en leirados durante a execucao
do algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) e que v; seja en leirado antes de v;.

Entdo, Dy, - Dy, no momento que v é en leirado.

Prova: Imediata pelo Lema 5.3.3 e pela propriedade de que cada vértice recebe um

valor D nito no maximo uma vez durante a execugédo do algoritmo.

Teorema 5.3.5. SejaG A(V,E) um grafo orientado ou ndo-orientado, e suponha que o
algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) seja executado em G partindo de um dado
vértice s 2 V. Entdo, durante sua execucao, o algoritmo descobre todo o vérticev 2 V
atingivel por s. Ao ndar sua execuc¢dao, o algoritmo retornara a distancia minimaentre s

ev2V,entdo D, Ax(s,v)8v2V.

Prova: Por contradicdo, suponha que algum vértice receba um valor d néo igual a
distancia de seu caminho minimo. Seja v um vértice com %(s,v) minimo que recebe tal

valor d incorreto. O vértice v ndo poderia ser s, pois o algoritmo de ne D¢ 40, o que
estaria correto. Entdo deve-se encontrar um outro v 6/& Pelo Lema5.3.2,D,, %(s,v)
e portanto, temos D, E *(s,v). O vértice v deve poder ser visitado a partir de s, se ndo
puder, £(s,v) £1, D,. Sejau o vértice imediatamente anteriora v em um caminho

minimo de sav, de modo que *(s,v) A=+(s,u)A 1. Como (s,u) C £(s,v), e em razéo de

selecionar-se v, tém-se D A(s,u). Reunindo essas propriedades, tém-se

Dy E #(s,v) A+(s,u)A1/AD A1 (5.9)
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Considere 0 momento que o algoritmo opta por desen leirar o vértice u de Q. Nesse
momento, o vértice v pode ter sido ndo-visitado, visitado e esta na la, ou visitado e ja

foi removido da la. O restante da prova trabalha em cada um desses casos:

« Sev é ndo-visitado ( C, Halse), entéo a operacéo nalinhal3dene D, AED A1,

contradizendo o que é dito na Equagéo 5.9.

» Sev jafoivisitado ( C, Arue ) e foi removido da la, pelo Corolario 5.3.4, tém-se

Dy - Dy que também contradiz o que € dito na Equacéo 5.9.

» Sev jafoivisitado e permanece na la, quando v foraen leirado w era o vértice
antecessor imediato no caminho até v, logo D, £D,, A 1. Considere também
gue w ja foi desen leirado. Porém, pelo Corolario 5.3.4, Dy, - Dy, entdo, temos

Dy ADy A1- Dy A1, contradizendo a Equac&o 5.9.

€RVORES EM ,ARGURA

O algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) criar uma arvore de busca em largura
a medida que efetua busca no grafo G ZA(V,E). Também chamada de “subgrafo dos
predecessores”, uma arvore de busca em lagura pode ser de nidacomo Gy, A(Vy, Ev),

naqual Vy,/E{v2V : A, 64l }[ {s}eEy,,A{(Ay,Y4V):Vv 2V s}

"USCA EM OROFUNDIDADE

A busca em profundidade (Depth-First Search - DFS) realiza a visita a vértices cada vez
mais profundos/distantes de um vértice de origem s até que todos os vértices sejam
visitados. Parte-se a busca do vértice mais recentemente descoberto do qual ainda saem
arestas inexploradas. Depois que todas as arestas foram visitadas no mesmo caminho,
a busca retorna pelo mesmo caminho para passar por arestas inexploradas. Quando
nao houver mais arestas inexploradas a busca em profundidade para (CORMEN et al.,

2012).
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O Algoritmo 20 apresenta um pseudo-codigo para a busca em profundidade. Note
gue no lugar de usar uma la, como na busca em largura (vide Algoritmo 19, utiliza-se
uma pilha. Os arranjos Cy, Ty, e Ay 8v 2V sédo respectivamente o arranjo de marcacao

de visitados, do tempo de visita e do vértice antecessor a visita.

Algoritmo 20: Busca em profundidade.
Input : um grafo G A&(V,E), vértice de origem s2V
CONFIGURANDO TODOS OS V'RTICES
1 C,/ A false8v2V
2 TyVA18 v2Vv
3 AyA null 8v2V
CONFIGURANDO O V'RTICE DE ORIGEM
4 CsA true
5 tempo A 0
PREPARANDO FILA DE VISITAS
6 SA Pilha()
7 S.push(s)
PROPAGA|¢O DAS VISITAS
8 while S.empty() Afalse do

9 tempo A tempo A1l

10 uA S.pop()

11 Ty A tempo

12 foreach v 2 N(u) do
13 if C, Afalse then
14 Cy A true

15 A/A u

16 S.push(v)

17 return (C,T,A)

Cormen et al. (2012) a rma que é mais comum realizar a busca em profundidade de
varias fontes. Desse modo, seu livro reporta um algoritmo que sempre que um subgrafo
conexo é completamente buscado, parte-se de um outro vértice de origem ndo-visitado

ainda (um vértice ndo atingivel por s).

#OMPLEXIDADE DA "USCA EM OROFUNDIDADE

Da mesma maneira que a complexidade da busca em largura, a busca em profundidade

possui complexidade O(jVjAjEj). As operacdes da pilha resultariam tempo O(jVj).
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Muitos arestas/arcos incidem em vértices ja visitados, entéo inclui-se na complexidade

de uma DFS a varredura de todas as adjacéncias, que demandaria £ (JEj).

IPLICA}"ES DE "USCAS EM OROFUNDIDADE

#OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

Um grafo conexo € aquele no qual ha um caminho entre todos os pares de vértices. E dita
uma componente fortemente conexa de um grafo dirigido ndo-ponderado G A(V,A) é
um conjunto maximo de vértices C u V, tal que paratodo o par de vértices u,vemC

tétm-seu vev uU.

Um algoritmo para identi car as Componentes Fortemente Conexas € relatado por
Cormen et al. (2012) e apresentado aqui no Algoritmo 21. Nele, utiliza-se duas vezes
a busca em profundidade sugerida também por Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22
(DFS) e 23 (DFS-Visit)). Primeiramente, faz-se a busca em largura para descobrir 0s
caminhos de todos os vértices para todos os outros. Depois, percorre-se 0S mesmos

caminhos em um grafo transposto ( G'). As arvores representadas como os antecessores



5.3. Buscas em Grafos 93

em AT trardo a resposta: cada arvore € uma componente fortemente conexa.

Algoritmo 21: Algoritmo de Componentes-Fortemente-Conexas
Input : um grafo dirigido ndo ponderado G A&(V, A)

#HAMAR A $&3 DO ILGORITMO PARA COMPUTAR OS TEMPOS DE T'RMINO PARA
CADA V'RTICE

1 (C,T,A°F)A DFS(@G)
#RIAR GRAFO TRANSPOSTO OE CHAMADO DEGT

2 ATA

w

foreach (u,v)2 Ado

IN

L AT A AT[ {(v,u)} )NVERTESE TODOS OS ARCOS PARR'

G' A (V,AT)

[&)]

#HAMAR A $&3 DO ILGORITMO ALTERADO PARA QUE ELE EXECUTE O LA|O DA
LINHA  SELECIONANDO V'RTICES EM ORDEM DECRESCENTE BE

(CT,TT,A" FT) A DFS-adaptado(G")

(]

DAR SA-DA DE CADA RVORE NA FLORESTA EM PROFUNDIDADA'EROMO UMA
COMPONENTE FORTEMENTE CONEXA

7 return AT

Algoritmo 22: DFS de Cormen et al. (2012).
Input : um grafo dirigido ndo ponderado G A&(V,E)

#ONFIGURANDO TODOS OS V'RTICES
1 Cy A false8v2V
2 TyVA18 v2Vv
3 FybAl18 v2Vv
4 Ay A null 8v2vV
CONFIGURANDO O TEMPO DE IN-CIO
5 tempo A 0
6 foreach u 2V do
7 if C, Afalse then
$&3 6ISIT * ESPECIFICADO NO 'LGORITMO

8 DFS-Visit(G,u,C, T, A, F, tempo)

9 return (C,T,AF)
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Algoritmo 23: DFS-Visit de Cormen et al. (2012).
Input : umgrafo G A&(V,E), vértice de origem v 2V, e osvetoresC, T, AeF,euma
variavel tempo 2 Zé\
Cy A true
tempo A tempo A1l
T A tempo
foreach u 2 NA(v) do
if C, Afalse then

N o g b~ W N P

AjA v
DFS-Visit(G,u,C, T, A, F, tempo)

[ee]

tempo A tempo A1l
9 Fy A tempo

#OMPLEXIDADE DO !ILGORITMO DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

A complexidade de tempo computacional do Algoritmo 21 é dependente da comple-
xidade de tempo do algoritmo DFS de Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22 (DFS) e
23 (DFS-Visit)). Para o algoritmo DFS, as instru¢cfes das linhas 1 a 4 demandam uma
guantidade de instrugdes igual a £ (jVj). O lago entre as linhas 6 a 8 é executado por
um ndimero de itera¢des dependente do nimero de vértices ( £ (jVj)). O procedimento
DFS-Visit € invocado apenas uma vez para cada vértice, gracas ao vetor de visitados
C. Como nesse procedimento as adjacéncias de cada vértice sdo visitadas, ha também
uma dependéncia do numero de arcos saintes em cada vértice. Logo, a complexidade
computacional do Algoritmo 22, e consequentemente, a do algoritmo de Componentes

Fortemente Conexas, € £ (jVjAjEj).

#ORRETUDE DO ILGORITMO DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEX/
OROPRIEDADES DE "USCAS EM OROFUNDIDADE

Teorema 5.3.6. Em qualquer busca em profundidade em um grafo dirigido ou néo
G A (V,E), para quaisquer dois vértices u e v, exatamente uma das trés condi¢bes €

valida:

* Os intervalos [Ty,Fy] e[Ty,Fy] sdo completamente disjuntos, e nem u nem v é
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descendente do outro na oresta de profundidade.

* Ointervalo [Ty,F,] esta contido inteiramente dentro do intervalo [Ty,Fy] eu éum

descendente de v em uma arvore de profundidade.

* Ointervalo [Ty,F,] esta contido inteiramente dentro do intervalo [T,,F,] ev éum

descendente de u em uma arvore de profundidade.

Prova: A prova comegard com o caso de T, C T, . Paraisso, consideramos dois subcasos:
Ty CFy ou ndo. O primeiro subcaso ocorre quando Ty, CFy, portanto v foi descoberto
quando C, Arue , ou seja, v foi descoberto mais recentemente que u, o que implica que
v € descendente de u. Ao ndar a buscade u (linha 9 do Algoritmo 23), todas as arestas
de u foram exploradas, e consequentemente [ Ty, F,] esta completamente contido no
intervalo [ Ty,Fy].

Ainda considerando T, C T,, mas no subcaso de F, CT,, devidoa T\, C F,, para
todow?2V, T, CF, CTy CF,, assim os intervalos [ Ty,Fy] e [Ty, Fy] sdo disjuntos.
Como os intervalos séo disjuntos, nenhum vértice foi descoberto enquanto o outro
ainda ndo havia ndado (linha 9 do Algoritmo 23), entdo nenhum é descendente do
outro.

O casodeT, C T, é semelhante, com papéis de u e v invertidos no argumento

anterior.

Corolario 5.3.7. O vértice v € um descendente adequado do vérticeu na oresta em

profundidade para um grafo dirigidooundoG A(V,E)sse T, CTy CF, CFy.

Prova: Imediata pelo Teorema 5.3.6.

Teorema5.3.8. Emuma oresta em profundidade de um grafo dirigidooundo G A&(V,E),
o vértice v € um descendente do vérticeu sse no momentoT,, em que uma busca descobre

u, ha um caminho de u a v inteiramente de vértices w marcados comC , AHalse.

Prova: Sev Zu, entdo o caminho de u av nao possui vértices além dele mesmo.
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Agora, supfe-se que v seja um descendente proprio de u, que aindatem C, AHalse
quando se de ne o valorde T,. Pelo Corolario 5.3.7, T, C Ty e portanto C, Aalse no
tempo Ty. Visto que v pode ser descendente de u, todos os vértices w num caminho
simples de u até v tem C,, Halse.

Agora, supde-se que haja um caminho de vértices w marcados com C,, Aalse no
caminho de u av notempo T, mas v nao se torna descendente de u na arvore de
profundidade. Sem prejuizo, considera-se que todo o vértice exceto v ao longo do
caminho se torne um descendente de u. Sejaw 0 predecessor de v no camino, de
modo que w seja um descendente de u. Pelo Coroléario 5.3.7, Fy, CF,. Como v tem
gue ser descoberto depois de u ser descoberto, mas antes de w ser terminado, tém-se
Ty CTy CFy CFy. Entdo o Teorema 5.3.6 implica que o intervalo [ T,,F,] esta contido

no intervalor [ Ty,F,]. Pelo Coroléario 5.3.7, v deve ser descendente de u.

OROPRIEDADES DE #OMPONENTES &ORTEMENTE #ONEXAS

Para as propriedades abaixo, considere que:
 d(S) Aminy2s{Tv}
 F(S) AAmaxyas{Fv}

Lema 5.3.9. Considerando C e C°componentes fortemente conexas distintas em um
grafo dirigido G Z&(V, A), sejau,v 2 C eu®v?2 C% suponha que G tenha um caminho

u u®Entdo, G nao pode conter um caminhov © v.

0 0 0

Prova: SeG possui um caminho v v, entdo contém os caminhos u u v'e

0

v v uem G. Assim, u e v?podem ser visitados um a partir do outro, o que

contradiz a hip6tese de que C e C%s&o componentes fortemente conexas distintas.

Lema5.3.10. SejamC eC°componentes fortemente conexas distintas no grafo dirigido
G A(V, A). Suponha que hajaum arco (u,v)2 A, naqual u2Cev 2C% Entéo, f(C)E

f(CH.
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Prova: Considera-se dois casos dependendo qual das componentes fortemente conexas

(C ou CY tém o primeiro vértice descoberto na busca em profundidade.

Sed(C) Cd(CY, sejax o primeiro vértice descoberto em C. Notempo Ty, todos 0s
vértices em C e C%sao néo visitados (C, Aalse paratodo v 2C[ CY. Pode-se a rmar
entdo que hd um caminhoem x aw para qualquer w 2 C°por causa do arco (u,v) 2 A,
entdlo x u! v  w. Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices em C e C°%se tornam
descendentes de x ma arvore de profundidade. Pelo Corolario 5.3.7, x tem o tempo de
término mais recente que qualquer um de seus descendentes, portanto  F, Af (C) E
f(CY;

Sed(C) E d(CY, sejay o primeiro vértice descoberto em C% No tempo Ty, todos
os vértices w em C°tém C,, Aalse e G contém um caminho de y a cada vértice em
Cformado apenas por vértices z com C, Aalse. Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices
em C%se tornam descendentes de y na arvore de profundidade. Pelo Teorema 5.3.8,
Fy /EF(CY. No tempo Ty, todos os vertices w em C tém C,, AHalse. Como existe um
arco (u,v) de C aC® o Lema 5.3.9 implica que n&o pode haver um caminhode CPacC.
Consequentemente, nenhum vértice em C pode ser visitado por y. Portanto, no tempo
Fy, todos os vertices w em C ainda tem C,, Aalse. Assim, para qualquer vertice em

w 2C, tém-se F,, E Fy, o que implicaque f(C)E f(C9.

Coroléario 5.3.11. Considerando C e C°componentes fortemente conexas distintas no
grafo dirigido G A(V, A), suponha que hava um arco (u,v)2 AT, naqual u2Cev2C®
Entdo, f (C) C f (CY.

Prova: Como (u,v)2 AT, tém-se (v,u) 2 A. Visto que as componentes fortemente cone-

xas emG' s&o as mesmas, o Lema 5.3.10 implica que f (C) C f (C9.

Teorema5.3.12. O Algoritmo 21 (de Componentes-Fortemente-Conexas) encontra corre-
tamente as componentes fortemente conexas de um grafo dirigido G A(V, A) dado como

sua entrada.
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Prova: A prova é realizada por indu¢ao em relagdo ao numero de arvores de busca
encontradas na busca em profundidade de G' na linha 6. Cada arvore forma uma

componente fortemente conexa.

A hipétese da inducédo € que as primeiras k arvores produzidas na linha 6 séo

componentes fortemente conexas.
A base da inducao, quando k ZQ, é trivial.

No passo da inducao, supde-se que cada uma das k primeiras arvores de profundi-
dade produzidas na linha 6 é uma componente fortemente conexa, e consideramos a
(k A 1)-ésima arvore produzida. Seja u a raiz dessa arvore, e supondo que u esteja na
componente fortemente conexa C. Como resultado do modo que se escolhe araiz da
arvore nalinha6, Fyi f(C)E f (CY para qualquer componente fortemente conexa C°
exceto C que ainda tenha de ser visitada. Pela hipotese de indug&o, no momento da
busca de u na arvore de profundidade, todos os vértices w em C tem C,, Halse. Entéo,
pelo Teorema 5.3.8, todos os outros vértices de C sdo descendentes deu nessa arvore de
profundidade. Além disso, pela hipétese de inducéo e pelo Corolario 5.3.11, qualquer
arcoem G que saem de C devem ir até componentes fortemente conexas que ja foram
visitadas. Assim, nenhum vértice em uma componente fortemente conexa, exceto C,
sera um descendente de u durante a busca em profundidade de G'. Portanto, os vérti-
ces da arvore de busca em profundidade em G' enraizada em u formam exatamente

uma componente fortemente conexa, o que conclui o passo de inducéo e a prova.

/RDENA|¢O 40POL2GICA

A ordenacdao topologica no contexto de grafos, recebe um grafo aciclico dirigido G A
(V, A) e ordena linearmente todos os vértices tal que se existe umarco ( u,v)2 Aentédo
u aparece antes de v na ordenagédo. O algoritmo de Ordenag&o Topoldgica tem como
base uma busca em largura com a adicdo de uma lista O para inserir os vértices, como

pode ser visto no Algoritmo 25. Os vértices sdo inseridos sempre no inicio da lista O
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logo que o algoritmo termina de visita-lo (linha 10 do Algoritmo 25).

Algoritmo 24: DFS para Ordenacéo Topoldgica

Input : um grafo dirigido ndo ponderado G A&(V, A)
#ONFIGURANDO TODOS OS V'RTICES
1 Cy A false8v2V
2 TyVA18 v2Vv
3 FybAl18 v2Vv
CONFIGURANDO O TEMPO DE IN-CIO
4 tempo A O
#RIANDO LISTA COM OS V'RTICES ORDENADOS TOPOLOGICAMENTE
5 OA ()
6 foreach u 2V do
7 if C, Afalse then
$&3 6ISIT /4 " ESPECIFICADO NO !LGORITMO

8 DFS-Visit-OT(G, u,C, T, F, tempo, O)

9 return O

Algoritmo 25: DFS-Visit-OT.

Input : umgrafo G A&(V,E), vértice de origem v 2V, e os vetoresC, T e F, e uma variavel
tempo 2 Zé, umalista O
1 C, A true
2 tempo A tempo A1
3 TyA tempo
4 foreach u 2 NA(V) do
5 if C, Afalse then

6 L DFS-Visit(G,u,C, T, A, F, tempo)

7 tempo A tempo Al
8 Fy A tempo
IDICIONA O V'RTICE Vv NO IN-CIO DA LISTA O

9o OA (V)[ O
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#OMPLEXIDADE DA /RDENA|¢O 40POL2GICA

Como ainsercao no inicio de uma lista demandatempo O(1), a complexidade de tempo
da Ordenacéo Topoldgica de um grafo aciclico € dependente da Busca em Profundidade.

Logo, a complexidade da Ordenacéo Topologica é O(jVjAjAj). 0

#ORRETUDE DA /RDENA|¢O 40POL2GICA

Lema5.3.13. Um grafo dirigido G A(V, A) é aciclico sse uma busca em profundidade de

G néo produz nenhum arco de retorno.

Prova: Supondo que uma busca em profundidade produza um arco de retorno ( u,V).
Ent&o, o vértice v € um ascendente (ancestral) do vértice u na oresta em profundidade.
Assim, G contém um caminhode v au, e oarco (u,v) completa o ciclo.

Supondo que G contenha um ciclo ¢, mostrou-se que uma busca em profundidade
de G produz um arco de retorno. Seja v o primeiro vértice a ser descobertoem c e seja
(u,v) o arco precedente em c. No tempo T,, 0s vértices em ¢ formam um caminho
de vértices w com C,, Aalse de v a u. Pelo Teorema 5.3.8, o vértice u se torna um

descendente de v na oresta em profundidade. Entdo ( u,v) € um arco de retorno.

Teorema5.3.14. O Algoritmo 24 produz uma ordenacéo topoldgica de um grafo dirigido

aciclico G A(V, A) dado como entrada.

Prova: Supondo que o algoritmo seja executado sobre um determinado grafo dirigido
aciclico G &A(V, A) para determinar os tempos de término para seus vértices. E su ciente
mostrar que, para qualquer par de vértices distintos u,v 2V, seG contémum arcode u
av, entdo F, C F,. Considere qualquer arco ( u,Vv) explorado no algoritmo. Quando esse
arco é explorado, v ainda néo foi visitado (por DFS-Visit-OT), ja que v é ascendente
(ancestral) de u e (u,Vv) € um arco de retorno, o que contradiz o Lema 5.3.13. Portanto, v
ja deve ter C, Aalse ou ja foi visitado. Se v tem C, AHalse, ele se torna um descendente
deu eF, CF. Sev jafoivisitado F, jafoide nido,entdo F, CF,.Assim, paraqualquer

arco (u,v)2 A, tém-se F, CF,.
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#AMINHOS --NIMOS

Em um problema de Caminho Minimo, ha um grafo ponderado orientado ou ndo GA
(V,E,w),onde V é oconjunto de vértices, E € oconjuntode arcosouarestas,e w:E! R
€ a funcdo que representa o peso entre dois vértices (distancia ou custo das arestas).
Para um caminho p & W1,Vy,...,Vki seu peso é dado por w(p) /EP !‘Azwi(vii 1,Vi)

(CORMEN et al., 2012).

O peso de um caminho minimo de u av é dado por

8
3 min {w(p):u P v}, sehdumcaminhode u parav,

+(U,V) AEB (5.10)
-1, caso contrario.

H4 algumas variantes para os problemas de caminho minimo (CORMEN et al.,

2012):

« Problema de caminhos minimos de fonte Unica: dado um grafo ponderado G A&
(V,E,w) e um vértice de origem s2V, encontrar o caminho de custo =*(s,Vv) para

todoo v2V;

» Problema de caminhos minimos para um destino:dado um grafo ponderado
G A(V,E,w), um vértice de destino t 2V, determinar o caminho de custo *(v,t)

paratodoo v2V;

» Problema de caminhos minimos para um par: dado um grafo ponderado G A&
(V,E,w), um vértice de origem s2V e um vértice de destino t, determinar o

caminho de custo *(s,t);

* Problema de caminhos minimos para todos os pares: dado um grafo ponderado

G A(V,E,w), encontrar o caminho de curso #(u,v) paratodoopar u,v2V.
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OESOS .EGATIVOS

Os problemas de caminho minimo geralmente operam sem erros em grafos com pe-
sos negativos. Uma excec¢do a isso € quando ha um ciclo com peso negativo. Nesse
caso, nunca havera um peso de nido, pois é sempre possivel diminuir o peso total do

caminho percorrendo o ciclo mais uma vez.

)NICIALIZA|¢O E 2ELAXAMENTO

Os Algoritmos 26 e 27 séo utilizados em diversos algoritmos de resolucéo de caminhos
minimos. A estrutura de dados D é referente a estimativa de caminho que sera obtida
ao longo da execucao de um caminho minimo para cada vértice v 2V. A estrutura de
dados A é utilizada para identi car o vértice anterior em cada caminho minimo para

um vértice v2V.

Algoritmo 26: Inicializagéo de G.
Input : umgrafo G A&(V,E,w), um vértice de origem s2V

INICIALIZA}¢O
1 DyA18 v2V

2 AyA null 8v2V

p2

3 DA O

IN

return (D, A)

Algoritmo 27: Relaxamento de v.
Input : umgrafo G &(V,E,w)3, (u,v)2E,A,D

. . i ¢
1 ifDyEDyAw (u,v) then
~ i ¢
2 Dy A Dqul(u,v)

3 A/ A u

a8 Para o caso deG ser ndo-dirigido, deve-se realizar o relaxamento em ( u,v) e (v,u) para uma aresta

{u,v}2 E, ou seja, deve-se realizar o relaxamento nos dois sentidos.
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OROPRIEDADES DE #AMINHOS --NIMOS
OROPRIEDADE DE SUBCAMINHOS DE CAMINHOS M-NIMOS O S¢O

Lemab5.4.1. Dado um grafo ponderado G A(V,E,w), um caminho minimo entre v evy
pAEN,vVy,..., Vki, suponha que para quaisquer i ej,1- i - j - k. Todo o subcaminho

de p chamado de p;j £ Nj,VjA1,...,Vji €um caminho minimodev ; av;.

. i Pij P R
Prova: Se o caminho p for decompostoem v; Pu vi Vj I Vi, tém-se W(p)/Ew(poj)A

W (pij )Aw(pjk). Suponha que exista um caminho pioj de vj av; com peso W(pioj )C

PGP . .
w(pi;). Entdo, v " vi v P\, 6 um caminho de v avy cujo o peso w(p) £w (poj)A

w(pioj )Aw (pjx) € menor do que w(p), o que contradiz a hipétese de que p seja um

caminho minimode viavy.

OROPRIEDADE DE DESIGUALDADE TRIANGULAR

Lemab5.4.2. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado e s2V um vértice de origem, entao

para todas as arcos/arestas(u,Vv) 2 E tém-se
i ¢
+(s,v) - #(s,u)Aw (u,v) . (5.11)

Prova: Suponha que p seja um caminho entre sev. Entdo, p ndo tem peso maior do
gue qualquer outro caminho de sav. Especi camente, p ndo possui peso maior que o

caminho de saté o vértice u que utiliza a aresta/arco ( u,Vv) para atingir o destino v.

OROPRIEDADE DE LIMITE SUPERIOR

Lema5.4.3. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado dirigido ou ndo com a funcéo de

pesow :E! R.Sejas2V o veértice de origem, considera-se também o grafo G inicializado
(Algoritmo 26). Entdo, D, , (s,v) paratodo v 2V, e esse invariante € mantido para
gualguer sequéncia de etapas de relaxamentos emG (Algoritmo 27). Além disso, téo logo

D, alcance seu limite inferior %(s,v), nunca mais se altera.
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Prova: Prova-se que o invariante D, , (s,v) paratodo o vértice v 2V por indugcdo em
relacdo ao numero de etapas de relaxamento.

Para a base dainducéo, D, , %(s,v) é verdadeiro ap6s a inicializacao (Algoritmo 26),
pois esse procedimento de ne que Dy A1 paratodo v 2V\{s}, ouseja, Dy, £(s,v)
mesmo que Vv seja inatingivel em um caminho minimo a partirde  s. Nesse momento
Ds A0, #(s,s), observando que %(s,s) £ 1 caso s participa de um ciclo negativo.

Para o passo da indugao, considere o relaxamento de uma aresta/arco ( u,Vv). Pela
hipétese de inducdo, Dy, %(s,x)paratodoo x 2V antes do relaxamento. O Unico valor

de D que pode mudar é D, . Se ele mudar, tém-se

i ¢
Dy ADy Awl(u,v)
i ¢
. J_r(s,u)Aw'(u,v) (pela hipotese da induc&o)

(5.12)
, *(s,v) (pela desigualdade triangular,

Lema5.4.2)

e, portanto o invariante € mantido.
Para demonstrar que D, néo se altera depois que D A+(s,V), por ter alcacado seu
limite inferior, D, ndo pode diminuir porque D, , %(s,v) e ndo pode aumentar porque

o relaxamento ndo aumenta valores de D.

OROPRIEDADE DE INEXISTONCIA DE CAMINHO

Corolario 5.4.4. Supde-se que, em um grafoG A(V,E,w) ponderado dirigido ou nao,
nenhum caminho conecte o vértice de origem s2V a um vértice v 2 V. Entdo, depois
que o grafo G é inicializado (Algoritmo 26), temos D, Ax(s,v) £ 1 e essa desigualdade
€ mantida como um invariante para qualquer sequéncia de etapas de relaxamento

(Algoritmo 27) nas arestas de G;

Prova: Pela propriedade de limite superior (Lema 5.4.3), ttm-se sempre 1/ *(s,v) -

Dy, portanto Dy /£ 1 AE%(s,V).
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OROPRIEDADE DE CONVERGONCIA

Lema5.4.5. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado dirigido ou ndo, s2V um vértice de
origemes u! v umcaminho minimode sav emG. Suponha que G seja iniciali-
zado (Algoritmo 26) e depois uma sequéncia de etapas de relaxamento (Algoritmo 27) é
executado para todas as arestas/arcos dés. SeD, A+(s,u) em qualquer tempo anterior

da chamada, entdo D , A+(s,u) igual em toda a chamada.

Prova: Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3), se D, ZA%(s,u) em algum
momento antes do relacamento da aresta/arco ( u,Vv), entdo essa igualdade se mantém
valida a partir de sua de ni¢cdo. Em particular, apés o relaxamento (Algoritmo 27) da

aresta/arco (u,v), ttm-se:

i ¢
Dy - Dy Awl(u ,v) pelo Corolario 5.4.4)
i ¢
fEx(s,u)Aw ' (u,v) (5.13)

/Et(s,v) peloLema5.4.1))

Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) D, , %(s,v), daqual concluimos

que D, A+(s,V), e essaigualdade é mantida dai em diante.

OROPRIEDADE DE RELAXAMENTO DE CAMINHO

Lema5.4.6. SejaG A&(V,E,w) um grafo ponderado dirigido oundoe s2V um vértice

de origem. Considere qualquer caminho minimo p A K1,V>,...vki des/Av; avg. SeG é
inicializado (Algoritmo 26) e depois ocorre uma sequéncia de etapas de relaxamento (Al-
goritmo 27) que inclui, pela ordem, relaxar as arestas/arcos (v1,V2),(V2,V3),...(Vk; 1,Vk),
entdo Dy A%(s,vk) depois desses relaxamentos e todas as vezes dai em diante. Essa

propriedade se mantém valida, ndo importa quais outros relaxamentos forem realizados.

Prova: Esta prova € realizada por inducéo, na qual ttm-se D, A+(s,V;) depois que o

i -ésimo aresta/arco do caminho p é relaxado.
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Para a base,i A1 antes que quaisquer arestas/arcos em p sejam relaxados. Tém-se
Dy, £Ds A0 A+(s,s) pela inicializagdo. Pela propriedade do limite superior (Lema
5.4.3) o valor D¢ nunca se altera depois da inicializacao.

Pelo passo da indugéo, supde-se que vi; 1 /2£(S,Vi; 1) € examina-se o que acontece
quando se relaxa a aresta (vj; 1,V;). Pela propriedade de convergéncia (Lema 5.4.5),
apos o relaxamento dessa aresta, tém-se D, Ax(s, Vi) e essa igualdade é mantida todas

as vezes depois disso.

OROPRIEDADE DE RELAXAMENTO E RVORES DE CAMINHO M-NIMO

Lema5.4.7. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado dirigido oundoe sinV um vértice de

origem, suponha que G nédo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por
s. Entdo, depois que o grafo G € inicializado (Algoritmo 26), o subgrafo dos predecessores
Gy, £(Vy, Ey) forma uma arvore enraizada em s, e qualquer sequéncia de etapas de

relaxamento em arestas em G (Algoritmo 27) mantém essa propriedade invariante.

Prova: Inicialmentem o Gnico vértice em Gy, € 0 vértice s, e o lema é trivialmente ver-
dade. Considere um subgrafo dos predecessores Gy, que surja depois de uma sequéncia
de etapas de relavamento.

Primeiro, prova-se que o subgrafo é aciclico. Suponha por contradi¢cdo que alguma
etapa de relaxamento cria um ciclo no grafo Gy, Sejac &£ l1,v,,...,Vi 0 ciclo onde
vi /Evi. Entdo, Ay, Av;; 1 parai /AL1,2,...,k e, sem prejuizo de generalidade, pode-se
supor que o relaxamento de arestas ( Vvi; 1,Vk) criou o cicloem Gy, A rma-se que todos
os vértices do ciclo ¢ podem ser atingidos por s, pois cada um tem um predecessor nao
nulo ( null ). Portanto, uma estimativa de caminho minimo fora atribuida a cada vértice
em c quando um valor atribuidooa A, ndo foiigual a null . Pela propriedade do limite
superior (Lema 5.4.3), cada vértice no ciclo ¢ tem um peso de caminho minimo in nito,

0 que implica que ele pode ser atingido por  s.
Examina-se as estimativas de caminhos minimos em ¢ imediatamente antes de cha-

mar o procedimento de relaxamento (Algoritmo 27) passando os parametros G, (v; 1,Vk),A,D
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e mostra-se que c¢ € um ciclo de peso negativo, contradizendo a hipétese que G néo
possui um ciclo negativo que possa ser atingido por s. Imediatamente antes da cha-
mada, ttmOse Ay, Av;, 1 parai /A£2,3,...,kj 1. Assim, parai /£2,3,...,kj 1, aultima
atualizac&o para D, foi realizada pela atribuicdo D,; A Dy, 1Awi(vii 1,vi)¢. SeDy, ,
mudou desde entdo, ela diminuiu. Por essa razéo, imediatamente antes da chamada de

relaxamento, tém-se

Dy, , D\,iilAWi(vii 1,vi)¢8i 2{2,3,...kj 1} (5.14)

Como Ay é alterado pela chamada, imediatamente antes tém-se também a desi-
gualdade estrita

. i ¢
Dy, EDv, ; AW (Vi 1, Vi) - (5.15)

Somando essa desigualdade estrita com as k j 1 desigualdades (Equagéao (5.14)),

obtém-se a soma das estimativas dos caminhos minimos em torno do ciclo c:

’

X X3 i ¢ X% X ¢
Dy, E Dy, Aw (vi;1,vi) & Dy, A w(vij1Vi). (5.16)
i 2 i A2 i A2 i 2
Mas,
X X
Dy, £ Dy, ,, (5.17)
i 2 i 2

ja que cada vértice no ciclo ¢ aparece exatamente uma vez em cada somatorio. Esa
desigualdade implica
X ¢
OE  w (Vij1,Vi) . (5.18)
;=

Assim a soma dos pesos no ciclo ¢ é negativa, o que da acontradicdo desejada.

Agora, provamos que Gy, € aciclico. Para mostrar que ele forma uma arvore enraizada
em s, basta provar que ha um Unico caminho simplesde sav em Gy,paracadav 2 Vi,

Primeiro, deve-se mostrar que existe um caminho de sa cada vértice em v 2Vy, Os
vértices em Vi, s80 0s que tém os valores A ndo null , e o vértice s. Aqui a ideia € provar a
inducao que existe em um caminho de s paratodos os vértices em Vi,

Para concluir a prova do lema, deve-se mostrar agora que, para qualquer vértice v 2

Vy,, 0 grafo Gy, contém no maximo um caminho simples de sav. Suponha o contrario:
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gue existam dois caminhos simples de sa algum outro vértice p;bs  u  x! z v,
epobs u y! z vonde x 64. Mas entdo A, Ax e A, £y o que implica uma
contradicado, pois x /y. Conclui-se que Gy,contém um caminho simples Unicode sav

e Gy, forma uma arvore enraizadaem s.

OROPRIEDADE DE SUBGRAFO DOS PREDECESSORES

Lema5.4.8. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado orientado ou ndo e um vértice de
origem s2 V. Suponha que G ndo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido
por s. Chama-se de inicializacdo o procedimento do inicializado Algoritmo 26 e depois
executar qualquer sequéncia de etapas de relaxamento de arestas deG (Algoritmo 27) que
produza D, A+(s,v) paratodo v 2 V. Entdo, o subgrafo predecessoGy,(Vy, E:,) é uma

arvore de caminhos minimos com uma raizems.

Prova: Parailustrar a primeira propriedade, deve-se mostrar Vi, € o conjunto de vértices
atingidos por s. Por de ni¢é@o, um peso de caminho minimo  £(s,v) é nito sse v pode ser
alcancado por s. Isso implica que os vértices atingidos por s possuem peso de caminho
nito. Porém, um vértice v 2 V\{ s} recebeu um valor nito para D, sseA, 64l . Assim,

0s vértices em Vi, sdo exatamente aqueles que podem ser alcangados por s.

O Lema5.4.7 de ne que apoés a inicializacdo, Gu,possuiraiz em se assim permanece

mesmo depois de sucessivas etapas de relaxamento.

Agora, prova-se que para todo vértice em v 2 Vi, 0 Unico caminho simples em
Gy, de sav é o caminho minimo de sav em G. Sejap A& W1,V2,...Vki, onde vi /S
. ) [ ¢
e vy Av. Parai £2,3,...,k, temos D, A£x(s,vj) e também D, , Dy, 1AW (Vij 1,Vi) ,

i ¢
do que concluimos WI(Vii 1,Vi) - x(s,vi)i %£(s,vi; 1). Asoma dos pesos ao longo de p
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produz

X ¢
w(p)AE w (Vi;1,Vi)
i 2

. iAQi(S’Vi )i £(s,Vij 1) (5.19)

AEE(S,VK) i %(S,Vo)

FEE(S, Vi)

Assimw (p) - (s,vk). Visto que %(s,vk) € um limite inferior para o peso de qualquer
caminhode savy, conclui-se que w(p) A=x(s,Vvk). Deste modo, p é um caminho minimo

desav Avg.

"ELLMAN &ORD

O algoritmo de Bellman-Ford resolve o problema de caminhos minimos de uma Unica
fonte. Um pseudo-codigo esté representado no Algoritmo 28. Como entrada para o
algoritmo deve-se determinar um grafo ponderado orientadooundo G A(V,E,w), onde
V € o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas/arcose w :E! R, eum vértice de
origem s2 V. O algoritmo devolve um valor booleano false quando néo foi encontrado
um ciclo de peso negativo em G. Caso contrario, retorna true, o antecessor de cada

vértice v no caminho minimoem A, e apeso+(s,v)emD,.

O algoritmo vai progressivamente diminuindo a estimativa de peso do caminho de
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sav 2V até que se obtenha o caminho minimoe D, A+(s,v) paratodo v2V.

Algoritmo 28: Algoritmo de Bellman-Ford.
Input : um grafo G A&(V,E,w), um vértice de origem s2V

INICIALIZA}¢O
1 DyA18 v2Vv

2 AyA null 8v2V

p~2]

3 DsA O

4 fori A 1tojVjj 1do

5 foreach (u,v)2Edo
RELAXAMENTO
. . i ¢
6 if Dy EDyAw (u,v) then
~ i ¢
7 D, A Duﬁ\wl(u,v)
8 A/ A u

9 foreach (u,v)2E do

. . [ ¢
10 if Dy EDyAw (u,v) then

11 L return (false,null ,null)

12 return (true,D,A)

#OMPLEXIDADE DE "ELLMAN &0ORD

Quanto a complexidade computacional em tempo computacional de Bellman-Ford,
observando as primeiras instrucdes, tém-se a inicializacdo que demanda £ (jV ) pois
as estruturas sao inicializadas para cada vértice. A partir do primeiro conjunto de
lagos de repeticdo, hé o lago mais externo que repete jVji 1 vezes. Para cada repeticao
desse laco, passa-se por cada aresta emE, logo esse primeiro conjunto de lagos dita
(iVji 1)jEj execugBes da comparagdo na linha 6. O ultimo laco de repeticao, faz ao
maximo jEj veri cacbes da comparacédo na linha 10. Entéo, o algoritmo de Bellman-

Ford é executado no tempo computacional de O(jV jj Ej).
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#ORRETUDE DE "ELLMAN &ORD

Lema5.4.9. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado e um vértice de origem s2V, su-
ponha que G ndo possua nenhum ciclo de peso negativo que possa ser alcancado por
s. Entdo, depois de executar asjVjj 1 iteracbes nas linhas 4 a 8 com o algoritmo de

Bellman-Ford (Algoritmo 28), tém-se D  A+(s,v) paratodov 2V.

Prova: Prova-se o0 esse lema através da propriedade de relaxamento de caminho (Lema
5.4.6). Considera-se que qualquer vértice v possaser atingido por sesejap £ Wq1,vo,..., Vi
um caminho minimo de sav, no qual v Z&s e v Av. Como caminhos minimos séo
simples, p temno maximo jVjj 1arestas/arcos,sendok -j Vjj 1.CadaumadasjVjj 1
iteracBes do laco da linha 4 relaxa todas as jEj arestas/arcos. Entre as arestas relaxa-
das nai-ésima iteragao, para i A1,2,...k, esta (vi; 1,Vv;). Entdo, pela propriedade de

relaxamento de caminho Dy AD,, A*£(s,vi) Ax(s,V).

Corolério5.4.10. SejaG A(V,E,w) um grafo ponderado dirigidooundoe s2V o vértice
de origem, supde-se queG nao tenha nenhum ciclo negativo que possa ser atingido por s.
Ent&o, para cada vértice v 2V, existe um caminho de sa v sse o algoritmo de Bellman-

Ford terminacom D , C1 quando é executado paraG e s.

Prova: Sev 2V pode ser atingido por s, entdo existe uma aresta/arco ( u,v). Entao,

1(s,v) C1 através da propriedade de convergéncia (Lema 5.4.5).

Teorema5.4.11. Considera-se o algoritmo de Bellman-Ford (Algoritmo 28) executado
paraum grafo G A&(V,E,w) e o vértice de origems 2V . SeG nado contém nenhum ciclo de
custo negativo, que pode ser alcancado des, entdo o algoritmo retorna true, Dy Ax(S,V)
paratodo v 2V e o subgrafo predecessofy, &€ uma arvore de caminhos minimos com
raizem s. SeG contém um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por s, entdo o

algoritmo retorna false.

Prova: Suponha que o grafo G n&o tenha um ciclo de peso negativo atingivel por s.

Primeiro, prova-se que D, ZA+(s,v) paratodo v 2V. Se o vértice v pode ser atingido
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por s, entdo o Lema 5.4.9 prova essa a rmacéo. Se v ndo pode ser atingido por s, a
prova decorre da propriedade da inexisténcia de caminho (Coroléario 5.4.4). Portanto,

a armacao esta provada. A propriedade de subgrafo dos predecessores (Lema 5.4.8)
juntamente com essa Ultima a rmacao implica que Gy, € uma arvore de caminhos
minimos. Agora, usa-se a a rmacgao para mostrar que Bellman-Ford retorna  true . No

término, tém-se para todas as arestas/arcos ( u,Vv)inE,

Dy A£(s,Vv)
i ¢
: i(s,u)Aw'(u,v) (pela desigualdade triangular — Lema 5.4.2) (5.20)
i ¢
/EDUAWl(u,v) ,

e, assim, nenhum dos testes na linha 10 serdo verdadeiros e Bellamn-Ford retorna false.
Entdo, ele retorna true .
Agora, suponha que o grafo G contenha o ciclo de peso negativo que possa ser

atingido por s. Seja esse cicloc £ W1,Vo,...,Vki,onde vy, Avi. Entéo,

whwi L) ‘o (5.21)
i 2

Considere, por contradicdo, que o algoritmo de Bellman-Ford retorna  true . Assim,

i ¢
Dy, - Dy, 1Awl(vii 1,Vj) parai A2,3,...,k. Somando as desigualdades em torno do

ciclo c tém-se

X

i ¢ X X ¢
Dy, - Dy, Aw (vij1,vi) £ Dy, A w(vi;1,vi). (5.22)

i 2 i 2 i 2 i 2
Como vq Z&vy, cada vértice em ¢ aparece exatamente apenas uma vez em cada um

dos somatoérios, portanto

% %
Dy, £ Dy, , (5.23)
iR i 2

Além disso, pelo Corolario 5.4.10, Dy, é nito para i A2,3,... k. Assim,

X ¢
0- W (Vi 1,Vi) , (5.24)
iR
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0 que contradiz a desigualdade da Equacdo (5.21). Conclui-se que o algoritmo de
Bellman-Ford retorna true se o grafo G ndo contém nenhum ciclo negativo que possa

ser alcancado a partir da fonte e false caso contrario.

&LOYD 7ARSHALL

O algoritmo de Floyd-Warshall (Algoritmo 29) encontra o caminho minimo para um
grafo G(V, E,w) ponderado dirigido ou ndo para todos os pares de vértices. O algoritmo
suporta arestas/arcos de pesos negativos, mas ndo opera em grafos com ciclos de peso

negativo.

Afuncdo W (Equation (5.25)) de ne uma matriz de adjacéncias * para o algoritmo

de Floyd-Warshall.

N/ CO

0, seu Av,
. ,
i ¢
W G(V.E.w) gwl(u,v) . seu 6" (u,v)2E, (5.25)
1, seu 64" (u,v) YE.

O algoritmo de ne um niimero de matrizesiguala  jVj. Inicialmente, amatriz D© é
de nida como a matriz de adjacénciade G (linha 1). Depois repete-se o procedimento

de criar uma nova matriz e atualizar as distancias de cada celula da nova matriz por jVj

1 Para grafos nao-dirigidos, deve-se preencher a matriz resultante de W (G) nas coordenadas (u,v) e

(v,u)
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vezes (linhas 2 a 6).

Algoritmo 29: Algoritmo de Floyd-Warshall.
Input : um grafo G A&(V,E,w)
3

DOA W G

=

2 foreach k 2V do
3 sejaD™ A dj;/ umanovamatriz jVjEjV]j
4 foreach u 2V do

5 foreach v 2V do

n [0}
. Al A min afiiV,aliDAgl Y

7 return DOVD

#OMPLEXIDADE DE &LOYD 7TARSHALL

O algoritmo Floyd-Warshall (Algoritmo 29) demanda  jV j operacBes para executar a
linha 1. Como ha o aninhamento de trés lacos limitados a jVj iteracdes na sequén-
cia, a operacdo na linha 6 sera executada jV j3 vezes. Logo, a complexidade de tempo
computacional de Floyd-Warshall é de £ (jVj°).

Para este algoritmo, € interessante notar que foram utilizadas |V matrizes de jVj
linhas e jVj colunas. Logo a complexidade de espaco para uma implementacdo que
utilize o pseudo-cédigo do Algoritmo 29 utilizaria espaco computacional de £ (jV3).

No entanto, é possivel reduzir essa complexidade de espaco computacional em £ (jVj2).

Crie um pseudo-codigo para o Algoritmo 29 que demande complexidade de

espaco computacional £ (jVj?).

#ORRETUDE DE &LOYD 7ARSHALL

Prove que quando o Floyd-Warshall para sobre uma entrada G ZA(V,E,w) ele

retornara as distancias de caminhos minimos para todo o par de vérticeem V.
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#ONSTRU|¢O DE #AMINHOS --NIMOS PARA &LOYD 7ARSHALL

O Algoritmo 30 além do peso dos caminhos minimos em D, retorna a matriz dos
predecessores; , ou seja, uma matriz que indica o vértice anterior no caminho de cada

coordenada u,v.

Algoritmo 30: Algoritmo de Floyd-Warshall com Matriz dos Predecessores.
Input : um grafo G A(V,E,w)
3

1 DOA WG

-ATRIZ DOS PREDECESSORES

N

~ i 0¢
: ER,)A IV{,OJ uma nova matriz jVjEjV]j

3 foreach u2V do

4 foreach v 2V do

5 if (u,v)2E then
6 {9 A u

7 else

8 9 A null

9 foreach k2V do

10 sejaD™ A dj;/ umanovamatriz jVJjEjV]j

i 1€
11 seja! ®) £'v9” uma nova matriz jVj£j V]
12 foreach u 2V do
13 foreach v 2V do

ATUALIZANDO MATRIZ DOS PREDECESSORES
14 if dfyi VEdKTDAdET D then
19 A Y

B n . .0

16 di¢ A min d{§f D,d&iDAgKiD

17 return (D(JVJ')1: (jVj))

A impressao de cada caminho pode ser realizada através do Algoritmo 31, que
recebe como entrada a matriz de predecessores gerada pelo Algoritmo 30, um vértice de

origem u e um de destino v. Ao terminar, o algoritmo tera impresso na tela o caminho
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minimode u av.
Algoritmo 31: Print-Shortest-Path.
Input : amatriz dos predecessores | , um vértice de origem u, um vértice de destino v

1 if u /v then

2 L print (i)

3 else

4 if Y4y Z£null then

5 L print (“Caminho inexistente de u para v”)
6 else

7 Print -Shortest-Path(} ,u,%,y)

8 print (v)




CAPITULO

Algoritmos Gulosos

Um algoritmo é dito guloso ou cobi¢oso se constréi uma solugdo em pequenos passos,
tomando uma decisdo “miope” a cada passo para otimizar algum critério relacionado
ao problema (geralmente ndo ébvio). Quando um algoritmo guloso resolve algum pro-
blema néo trivial, geralmente implica na descoberta de algum padrao Util na estrutura

do problema (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

%XEMPLO DE ILGORITMOS 'ULOSOS

IGENDAMENTO DE )NTERVALOS

Considere um conjunto de intervalos R A{r1,r»,...,rn} no qual cada intervalo r; inicia
em s(rj) e termina em f (rj). Diz-se que dois intervalos sdo compativeis se eles ndo
possuem sobreposicéo de tempo. Deseja-se encontrar um subconjunto de R com o
maior numero de intervalos compativeis entre si. Pense sobre quais regras naturais
poderiam ser empregadas nessa busca (como critério simples) e imagine como elas

trabalham. Alguns exemplos simples (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

* Inserir pela ordemde s(ry);
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* Inserir pela ordem de menor intervalo, pois quer se selecionar o maior nUmero

possivel deles;

» Contagem de recursos ndo compativeis e utilizar aquele com o0 menor nimero de

incompatibilidades.

Nenhum desses critérios levariam a solugdo 6tima para todas as instancias do
problema. A Figura 11 ajuda a enteder o porqué. Utilizando a ordem  s(r;), o exemplo
presente na Figura 11(a) a solucao seria apenas um intervalo. Quanto a ordem pelo
menor intervalo, a Figura 11(b) demonstra que apenas um intervalo seria marcado
para uma instancia cuja solucdo étima conta com dois intervalos. Ao utilizar o critério
a quantidade minima de intervalos ndo compativeis, a Figura 11(c) demonstra uma
instncia cuja solugdo 6tima seria selecionar os 4 intervalos da primeira linha. No
entanto, com esse Ultimo critério, iniciaria-se selecionando o segundo intervalo da
segunda linha e depois qualquer outro intevalo ndo con itante na esquerda e na direita,

ou seja, no maximo trés intervalos.

Figura 11 — Exemplos de Kleinberg e Tardos (2005) para refutar as trés regras naturais
levantadas anteriormente para o problema de agendamento do maior nu-
mero de intervalos.

Para resolver o problema com uma estratégia gulosa, Kleinberg e Tardos (2005)
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utilizam o menor valor de f (i). Entdo, inicialmente se escolhe o intervalo de menor
tempo gue termina mais cedo na instancia. Depois, seleciona-se o proximo intervalo

compativel de menor tempo de m, até que nao haja mais intervalos compativeis.

O Algoritmo 32 exibe o algoritmo guloso sugerido por (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Algoritmo 32: Maior nimero de Intervalos.
Input : O conjunto de intervalos R, osvaloress(ri) e f (ri) para cadaintervalo r;j 2 R.

#RIAR LISTA L COM OS INTERVALOS NA ORDEM CRESCENTH (€
1 LA sort(R,f(9)

IGORA CONSIDERE QUE L Z&(l1,l5,...,1n)

N

AA {}

3iA1l

4 while i - ndo

5 AA Al {I}}

6 jAiAl

"USCA PR2XIMO INTERVALO COMPAT-VEL

7 | while j- n~s(lj)- f(l;)do

8 LjAj/—\l
9 i A j
10 return A

#OMPLEXIDADE DO OROBLEMA DE !|GENDAMENTO DE )NTERVALOS

Analisando a complexidade de tempo computacional para o Algoritmo 32, destacam-se
duas partes mais signi cativas do pseudo-codigo. A primeira é relativa ao algoritmo de
ordenacéo utilizado na linha 1. Sabe-se que o algoritmo mais e ciente para ordenacao
demanda £ (nlog,n). Aléem dessa parte do algoritmo, ha o lago de repeti¢éo nas linhas
4 a 9. Pode-se observar que as instrucdes internas ao lago de repeticado da linha 4
serdo executadas um namero de vezes igual a jRj. Entéo, o algoritmo demanda tempo

computacional de £ (jRjlog,jRj).
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#ORRETUDE DO OROBLEMA DE |GENDAMENTO DE )NTERVALOS

Lema 6.1.1. Considerando que a solugdo 6tima para o problema de agendamento de
intervalos é O &A{j1,j2,...,Jm} € a solucdo obtida pelo Algoritmo 32 é A A{i1,io,...,ik}h

tém-se f(i;)- f(j;) paratodor - k.

Prova: Essa prova sera realizada por inducdo. Para r /A1, a armacao é claramente
verdadeira, pois o algoritmo inicia selecionando.

Agora se analisa 0s casos nos quaisr E 1. Assume-se a hipétese de que a a rmagéo é
verdadeira para r j 1, e tenta-se provar isso para r. Desse modo, f (ir;1) - f(jr; 1)
Sabe-se que f (jr; 1) - S(jr), combinando isso com a hipotese da inducéo, tém-se
f(ir;1)- s(jr). Entdo, ointervalo j, esta no conjunto de intervalos disponiveis quando
o algoritmo seleciona i,. Como o algoritmo sempre seleciona o intervalo de menor

tempo de término, tém-se f(i;)- f(j). 1sso completa o passo da inducao.
Teorema 6.1.2. Algoritmo 32 retorna o conjunto 6timo A.

Prova: Prova-se por contradicdo. Se A ndo é 6timo, entdo um conjunto O precisa ter
mais intervalos, ou seja, m E k. Aplicando o Lema 6.1.1 com r &Kk, tém-se f (iy) -
f (jx). Como m E k, entdo ha um intervalo em j, 4, em O. Esse intervalo inicia depois
que jk termina, e depois que iy termina. Entdo, depois de passar todos os intervalos
incompativeis (linhas 7 e 8) com os intervalos i4,i»,...,ik, haveria ainda um intervalo
jkA1- Mas o algoritmo guloso parou com o intervalo i, e ele s6 para quando ndo houver

mais intervalos em L a analisar, ou seja, uma contradi¢ao.

$IIKSTRA

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de encontrar um caminho minimos de fonte
Unica em um grafo G A&(V,E,w) ponderados dirigidos ou ndo. Para esse algoritmo, as
arestas/arcos nao devem ter pesos negativos. Entao, a funcéo de pesos é rede nida

como w :E! Ré. A vantagem esta em o algoritmo de Dijkstra ser mais e ciente que o
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do Bellman-Ford se as for utilizada uma estrutura de dados adequada (CORMEN et al.,
2012).

O algoritmo repetidamente seleciona o vértice de menor custo estimado até entao.
Quando esse vértice é selecionado, ele ndo € mais atualizado e sua distancia é propagada
para suas adjacéncias. A estrutura de dados C é utilizada no pseudo-cédigo abaixo para

de nir se um vértice foi visitado (contém  true ) ou ndo (contém false).

Algoritmo 33: Algoritmo de Dijkstra.
Input : um grafo G A&(V,E,w :E! Rf}), um vértice de origem s2V

1 DyA18 v2Vv

2 AyA null 8v2V

3 C,/ A false8v2V

4 DA O

5 while 9v 2V (C, Afalse) do

6 u A argmin yov{DyjCy Halse}
7 Cy A true

8 foreach v 2 N (u): Cy Aalse do

. . i ¢
9 if Dy EDyAw (u,v) then
o i ¢
10 Dy A Dqul(u,v)
11 A/ A u

12 return (D, A)

#OMPLEXIDADE DE $IJKSTRA

Se o algoritmo de Dijkstra manter uma la de prioridades minimas para mapear a
distancia estimada no lugar de D, o algoritmo torna-se mais e ciente que o Bellman-
Ford. Seria utilizada uma operacao do tipo “EXTRACT-MIN” no lugar da que esta na
linha 6, para encontrar o vértice com a menor distancia. Ao extrai-lo da estrutura de
prioridade, ndo mais seria necessario. Poderia-se gravar sua distancia minima em uma
estrutura auxiliar e nao mais utilizar a estrutura de visitas C. Ao atualizar as distancias,

poderia-se utilizar a operacdo de “DECREASE-KEY” da la de prioridades no lugar da
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operacao da linha 10.

Para essa la de prioridades, poderia se utilizar um Heap, como o Heap Binario,
no qual a implementacéo das operacdes supracitadas tem complexidade de tempo
computacional O(log,n) para o “DECREASE-KEY” eO(log,n) para o “EXTRACT-MIN".
Para essa aplicacao,n £}V j. Utilizando essa estrutura de dados, sabe-se que no maximo
executa-se jJEj operacfes de “DECREASE-KEY” ejVj opera¢fes de “EXTRACT-MIN".

i ¢
Entdo a complexidade computacional seria Ol(jVjAj Ej)log,jVj .

#ORRETUDE DO !'LGORITMO DE $IJKSTRA

Teorema 6.1.3. Dado um grafo G A(V,E,w :E! Ré) e um vértice de origems2V, o

algoritmo de Dijkstraterminacom D  Ax(s,v) paratodov 2V.

Prova: Usa-se a seguinte invariante de laco: no inicio de cada itera¢do do lago das
linhas5-11, D, A+(s,v) paratodo v o qual C, Arue . Para demonstrar isso, diz-se que
Dy A%(s,v) no momento em que Vv é marcado como visitado, ou seja, na linha 7. Uma
vez demonstrado isso, recorre-se a propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) para
demonstrar que a igualdade é valida em todos os momentos a partir desse.
Inicializagdo: Inicialmente, C, AHalse para todos u 2 V. Entdo, a invariante é trivial-
mente verdadeiro.

Manutencao:

Por contradicao, seja u o primeiro vértice parao qual D, 64(s,u) quando C, torna-
setrue . O vértice u ndo pode ser s, pois D¢ A+(s,v) A0 nesse momento. Como u 64
deve existir algum caminho de s au, sendo D, Az*(s,u) £ 1 pela propriedade de
inexisténcia de caminho (Lema 5.4.4), o que contradiz D, 64(s,u).

Assume-se entdo que haja um minimo caminho p de sau. Antes de C, se tornar
true , o caminho p conecta um vértice v o qual C, Arue au.Decompde-se 0 caminho

P2 u, no qual Cyx Arue e Cy AHalse. Arma-se que Dy A+(s,y) no

p1
pems “x! vy
momento que C, se torna true . Para provar essa a rmagéao, observa-se que Cy Arue .

Entao, u foi escolhido como primeiro vértice paraoqual D 64(s,u) quando C, setorna
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true , tinha-se Dy A+£(s,x) quando Cy se tornou true . A aresta/arco (X, Yy) foi relaxada
naquele momento, e a a rmacao decorre da propriedade de convergéncia (Lema 5.4.5).

Agora, pode-se obter uma contradi¢ao para provar que D Ax(s,u). Como y aparece
antes de u em um caminho minimo de sau e todos os pesoas das arestas/arcos sdo

nao-negativos, temos £(s,y) - %(s,u) e assim,

Dy Ax(s,y)
. *(s,u) (6.1)

- Dy (pela propriedade do limite superior — Lema 5.4.3).

Porém, como C, AHalse e Cy Aalse quando u foi escolhido na linha 6, tem-se
Dy - Dy. Assim, as duas desigualdades da Equacao(6.1) sao de fato igualdades, o que

da

Dy AE£(s,y) AE£(s,u) AD,,. (6.2)

Consequentemente, D A+(s,u), o0 que contradiz a escolha de u. Conclui-se que
Dy A+(s,u) quando C, setorna true e que essa igualdade € mantida até o término do
algoritmo.
Término:

No término, quanto para C, Arue paratodo v2V, D, A*(s,v) paratodo v2V.

Corolario 6.1.4. Ao executar algoritmo de Dijkstra (Algoritmo 33) sobre o grafo G A&
(V,E,w) ponderado orientado ou nao, sem ciclos de peso negativo, para o vértice de
origem s2 V, o subgrafo dos predecessore&., serd uma arvore de caminhos minimos em

S.

Prova: Imediata pelo Teorema 6.1.3 e a propriedade do subgrafo dos predecessores

(Lema 5.4.8).
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€RVORES 'ERADORAS --NIMAS

Uma arvore geradora é um subconjunto aciclico (uma arvore) de todos os vértices

de um grafo. Dado um grafo ponderado G A(V,E,w), o problema de encontrar uma

arvore geradora minima € aquele no qual busca-se encontrar uma arvore que conecte

todos os vértices do grafo G, tal que a soma dos pesos das arestas seja 0 menor possivel.

SejaT uma arvore geradora, diz-se que o custo da arvore geradorade T é dado por
P i ¢

W(T)'CE {uvpetW {qu} :

Este capitulo apresenta dois métodos para encontrar arvores geradoras minimas:
Kruskal e Prim. Esses dois algoritmos gulosos se baseiam em um método genérico
apresentado por Cormen et al. (2012). Dada um grafo ndo-dirigido e ponderado G A&
(V,E,w), esse método genérico encontra uma arvore geradora minima.

O Algoritmo 34 apresenta o método genérico para uma arvore geradora minima
para G. O método se baseia na seguinte invariante de lago: “Antes de cada iteragdo, Aé
um subconjunto de alguma arvore geradora minima.”. A cada iteracdo, determina-se
uma aresta que pode ser adicionada a A sem violar a invariante de laco. A aresta segura

€ uma aresta que se adicionada a A mantém a invariante.

Algoritmo 34: Método Genérico de Cormen et al. (2012).
Input : um grafo G A(V,E,w)

1 AA {}
2 while A nao formar uma arvore geradora do
3 encontrar uma aresta { u,v} que seja segura para A

a

- ©
4 AA A[ {u,v}

5 return A

OROPRIEDADES DO -"TODO 'EN"RICO

Teorema 6.1.5. Considere um grafo conexo ndo-dirigido ponderado G A&(V,E,w). Seja
A u E uma arvore geradora minima de G. Seja(S,V\S) qualquer conjunto de corte de G

que respeita A e sejafu, v} uma aresta leve! que cruza (S,V\S), entdo {u, v} é uma aresta

1 de baixo custo
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segura para A.

Prova:

SejaT uma arvore geradora minima que inclui A e suponha que T nao contenha

a aresta leve {u, v}, pois se tiver, o processo termina. Constréi-se entéo outra arvore
a

geradora minima TC%que inclui A[ {u,v} usando uma técnica de recortar e colar,

mostrando assim que { u,v} é uma aresta segura para A.

Desde que u estejaem Sev em V\S, a aresta{u, v} forma um ciclo com as arestas
de caminho simples p deu av em T.No minimo uma arestaem T esta no caminho
simples p e cruza o corte. Considere que {x, Yy} seja essa aresta de corte. A aresta{x, y}
nao esta em A, pois o corte respeita A. Desde que {x, y} esta no Unico caminhode u av
em T, remové-lo divide T em duas componentes. Adicionar {u,v} o reconecta a forma

© a© a
de uma nova arvore geradora T°AT[ {u,v}\ {x,y}.
Depois, mostra-se que T°é uma arvore geradora minima. Desde que {u,v}éuma

’ i ¢
aresta leve atravessando (S,S\V) e {x,y} também atravessa esse corte, w {u,v} -

' ¢
w I{x, y} . Por essarazdao:

W(T(ﬁﬁEW(T)AWi{u,v}Q:i Wi{x,y}¢
(6.3)

- W(T().
Mas, T é uma arvore geradora minima, entdo w(T)- w(T9. Desse modo, T °precisa ser
uma &rvore geradora minima também.
Falta mostrar que {u,v}é uma aresta segurapara A. Tém-se Ap T® desdeque Ap T
a

e{x,y} YA; entdo A[ {u,v} u T Consequentemente, desde que T°é uma arvore

geradora minima, { u,v} € uma aresta segura para A.

Corolario 6.1.6. Considere um grafo conectado ndo-dirigido e ponderado G A(V,E,w).
Seja A u E incluido em alguma arvore geradora minima de G e sejaC A(Vc,Ec) um
componente conectado (uma arvore) na oresta Ga ZA(V, A). Se{u,v} é uma aresta leve

conectando C a algum outro componente em G ,, entdo {u,Vv} € uma aresta segura.
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Prova: O corte (Vc,V\Vc) respeita A e {u,v} € uma aresta leve para esse corte. Por essa

razao, {u,v} é uma aresta segura para A (com base no Teorema 6.1.5).

ILGORITMO DE +RUSKAL

O algoritmo de Kruskal inicia com jV|j arvores (conjuntos de um vértice cada). Ele
encontra uma aresta segura e a adiciona a uma oresta, que esta sendo montada,
conectando duas arvores na oresta. Essa aresta {u,v} é de peso minimo. Suponha
que C; e C, sejam duas arvores conectadas por uma aresta {u,v}. Visto que essa deve
ser uma aresta leve, o Corolario 6.1.6 implica que {u,v} €& uma aresta segura para C.
Kruskal é um algoritmo guloso, pois ele adiciona a oresta uma aresta de menor peso

possivel a cada iteracéo.

Um pseudo-cadigo de Kruskal pode ser visualizado no Algoritmo 35. O algoritmo se
iniciade nindo as jVj arvores desconectadas; cada uma contendo um vértice (linhas
2 a 4). Entéo, cria-se uma lista das arestas E°ordenadas por peso (linha 5). Depois,
iterativamente, se tenta inserir uma aresta leve em duas arvores que contém nodos nao
foram conectadas ainda (linhas 7 a 9). Quando a insercéo ocorre, a estrutura de dados

Sy que mapeia a arvore de cada vértice v é é atualizada. O procedimento se repete até
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que todas as arestas tenham sido avaliadas no lago.

Algoritmo 35: Algoritmo de Kruskal.
Input : umgrafo G A&(V,E,w)

1 AA D

N

SA {{yV]
3 foreach v 2V do

CsAW

IN

5 ECA lista de arestas ordenadas por ordem crescente de peso

[}

foreach {u,v}2 E%do

7 if Sy 646y then

8 AA Al {u,v}
9 XA Sy[ Sy

10 foreach w 2 x do
11 L Sw A x

12 return A

#OMPLEXIDADE DO !ILGORITMO DE +RUSKAL

A complexidade de tempo do algoritmo de Kruskal depende da estrutura de dados utili-
zada para implementar o mapeamento das arvores de cada vértice, ou seja, da estrutura
S do Algoritmo 35. Para a implementacdo mais e ciente, veri que as operacdes de
caminhos disjuntos no Capitulo 21 de Cormen et al. (2012). Sabe-se que para ordenar o
conjunto de arestas na linha 5, deve-se executar um algoritmo de ordenac&o. O mais

e ciente conhecido demandatempo £ (jEjlog,jEj).

Qual a complexidade em tempo computacional da versao mais e ciente do

Algoritmo de Kruskal?
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ILGORITMO DE ORIM

O algoritmo de Prim é (também) um caso especial do método genérico apresentado no
Algoritmo 34. O algoritmo de Prim é semelhante ao algoritmo de Dijkstra, como pode
ser observado no pseudo-cédigo do Algoritmo 36. As arestas no vetor A formam uma
arvore Unica. Essa arvore tem raizes em um vértice arbitrario r. Essa arbitrariedade
nao gera problemas de corretudo no algoritmo, pois uma arvore geradora minima deve
conter todos os vértices do grafo. A cada iteracéo, seleciona-se o vértice que é atingido
por uma aresta de custo minimo (linha 7), sendo que o vértice selecionado adiciona
suas adjacéncias e pesos na estrutura de prioridade Q, que, futuramente, selecionara a
chave de menor custo, ou seja, o vértice conectado a arvore que possui 0 menor custo.

Pelo Coroléario 6.1.6, esse comportamento adiciona-se apenas arestas seguras em A.

Antes de cada iteragdo do lago da linha 6, a arvore obtida é dada por @%v, Ay}iv2
V{r}j Qa. Os vértices que ja participam da solugdo nalsdo V\Q. Além disso, paratodo
v20Q,seA, 64l ,entdo Ky C1 eK, éo0pesodeumarestaleve {v,A,} que conecta o
vértice v a algum vértice que ja esta na arvore que esta sendo construida. As linhas 7
e 8 indenti cam um vértice u 2 Q incidente em alguma aresta leve que cruza o corte

(V\Q,Q), exceto na primeira iteragcdo. Ao remover u de Q, o mesmo é acrescido ao

conjunto V\Q na arvore, adicionando a aresta ( u, A;) na solugéo.

SeG é conexo, para montar a arvore geradora minima a partir do vetor resultante A,
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© a
deve-se criar o conjunto  {v,Ay}:v2V\{r} .

Algoritmo 36: Algoritmo de Prim.
Input : um grafo G A&(V,E,w)

1 r A selecionar um vértice arbitrarioem V
$EFININDO O VETOR DOS ANTECESSORE® E UMA CHAVE PARA CADA V'RTICK
2 AyA null 8v2v
3 KWA18 v2Vv
4 KA DO

$EFININDO A ESTRUTURA DE PRIORIDADE DE CHAVE M-NIM@

5 QA (V,K)

6 while Q 64 do

7 u A argmin yoo{Ky}

8 QA Q\u}

9 foreach v 2 N(u) do

10 ifv2Q~n wi{u,v}¢(; Ky then
11 A/ A u

12 Ky A Wi{u,v}¢

13 return A

#OMPLEXIDADE DO ILGORITMO DE ORIM

Para implementar o algoritmo de Prim de maneira mais e ciente possivel, deve-se
encontrar uma estrutura de prioridade que realize as operacdes de extracao do valor

minimo e da alteracdo das chave de maneira rapida.

Qual a complexidade em tempo computacional da versdo mais e ciente do

Algoritmo de Prim?
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#2DIGOS DE (UFFMAN

Cddigos de Huffman comprimem dados efetivamente de 20% a 90%. A estratégia utili-
zada é empregar a frequéncia em que 0s caracteres aparecem para reduzir a represen-
tacdo dos mesmos. Ao usar-se uma tabela de tamanho xo, caracteres frequentes e 0s
demais utilizam a mesma quantidade de bits. A ideia de cédigos de Huffman é aplicar

a frequéncia na reducéo de codi cacao de caracteres mais frequentemente utilizados

(CORMEN etal., 2012).

Para o Algoritmo 37, considere que C € um conjunto de nodos de uma &rvore binéria
(ou &rvore de Huffman), onde paracada c.frequencia 2 Zf} € a frequéncia do caracter
representado por c2C.c.esquerdaZnull ec.direita Aull sdo os ponteiros para 0s

descendentes na arvore de Huffman.

Algoritmo 37: Huffman.

Input : um conjunto de caracteres C

#RIANDO FILA DE PRIORIDADE PELA FREQUONCIA MAPEADA POR()

[

QA (C,f)

2 fori A 1to0jCjj 1do

3 alocar um novo nodo de uma 4rvore binaria r
4 eA EXTRACT; MIN (Q)

5 d A EXTRACT; MIN (Q)

6 r.esquerdaA e

7 rdireita A d

8 r.frequencia A e.frequencia +d.frequencia

o | INSERT(Q,r)

10 return EXTRACT; MIN (Q)

O Algoritmo 37 retorna a Arvore de Huffman que é utilizada para estabelecer a nova
codi cacéo do conjunto de caracteres representados por C. Geralmente, considera-se
gue cada rami cacao para esquerda produz um nimero 0 e cada para direita produz
um numero 1. Entdo, as arestas da raiz até um caractere (nodo folha) estabelece a nova

codi cacédo do mesmo.
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#OMPLEXIDADE

Desa o

Qual a complexidade de tempo do Algoritmo 377






CAPITULO

Programacao Dinamica

Em momentos anteriores nessas notas, problemas foram tratados por estratégias gu-
losas que operavam e cientemente. Infelizmente, para a maioria dos problemas, a
di culdade nao estd em determinar qual critério guloso utilizar, pois ndo ha estratégia
gulosa que conduza a solucdo 6tima. Para problemas como esses, € importante usar
outras estratégias. A Divisdo e Conquista pode servir como uma alternativa, mas as
versdes conhecidas podem ndo ser su cientemente fortes para evitar uma busca de

forga-bruta (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Neste capitulo lida-se com a Programac&o Dinamica. E facil dizer o que é progra-
magcao dindmica depois de trabalhar com alguns exemplos. A ideia basica vem de uma
intuicdo a partir da divisdo e conquista e € essencialmente o oposto de uma estraté-
gia gulosa. A Programacao Dinamica implica explorar o espaco de todas as solucdes
possiveis, por cuidadosamente, decompor o problema em subproblemas, e entdo cons-
truir solucBes corretas para problemas maiores e maiores. Pode-se considerar que a
Programacao Dindmica opera perigosamente proxima a algoritmos de forca-bruta.
Apesar disso, essa estratégia opera sobre um conjunto exponencialmente grande de
subproblemas sem a necessidade de examinar todos eles explicitamente (KLEINBERG;

TARDOS, 2005).
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/IRGANIZA;¢O DE )NTERVALOS COM OESOS

Anteriormente, fora conhecido um problema de identi car o conjunto maximal de
intervalos quando visitou-se o conceito de algoritmos gulosos, agora trabalha-se com
uma variacdo desse problema, chamado de problema de Intervalos com Pesos. Consi-
dere um conjunto de intervalos | &{l1,1,,...,In}onde cada intervalo I; inicia no tempo
s(i) 2 ZA, terminanotempo f(i)2 ZA, e possuiovalor v(i) 2 ZA, precisa-se encontrar o
conjunto de intervalos que maximiza o valor de P iogV(i), onde Sé um subconjunto de

intervalos sem sobreposic¢éao de tempo (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Supde-se que o os intervalos estejam organizados em uma ordem crescente de tem-
posde m: F A(f(l1)- f(l2)- ...- f(ln)). Agora supde-se a existéncia de uma fungéo
p:1! 1.p(li)determinaointervalo I; que é o primeiro intervalo compativel antes de
li nalista F. Considere a solugdo 6tima O. Sel,, 2 O, ndo h&intervalos compativeis entre
p(ln) e l,. Ainda considerando que |, pertence a solucao 6tima, considera-se como
potenciais candidatos a solucgéo 6tima {l1,12,...,p(In)}. Casol, YO, deve-se considerar

como potenciais candidatos a solu¢éo otima{ 11,12,...,In; 1}-

Pensando narecorréncia para a programacéao dindmica, considera-se  OPT(l;) como
o valor da solugéo 6tima para os intervalos {l1,l1>,...,l;}. Por questdes de convencao,
assume-se que OP T(l) Z0. A recorréncia representando a solucao 6tima considerando

0 problema é dado por

n . 0
OPT(l;) Amax v(Ii)AOPTlp(Ii)¢,OPT(Iii1) . (7.1)

. ¢ R
. Entdo, se esta assumindo que |; pertence a solucdo 6tima sse v(l i)AOPTIp(I i) E

OPT(li; 1)
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Um algoritmo recursivo para resolver a recorréncia pode ser visualizado abaixo.

Algoritmo 38: ARPIP: Algoritmo Recursivo para o Problema de Intervalos com

Peso.
Input : um conjunto deitens | A{1,2,...,n}, s(i)ZZA, f(i)ZZA,v(i)ZZA,ointervalo I

1 if j AOthen

2 return O

3 else
n i ¢
4 return max V(Ij)AARPlPl,S,f,V,p(Ij) JARPIP(l,s,f,v,1j; 1)

(o]

Teorema7.1.1. O Algoritmo 38 calcula o valore OPT (l;).

Prova: Por de nicdo OPT(lg) A0 (linha 1 e 2). Para algum j E 0, sup&e-se, por inducéo,
que o algoritmo calcula corretamente o valor OPT(lj) paraum i C j. Pela hipétese da
inducao, sabe-se que o algoritmo encontraa solucdo para OPT(Ip(i;)) e paraOP T(lj; 1);

e por essa razao

n . ¢ (0]
OPT(l;) Amax v(Ij)AARPIPII,s,f,v,p(lj) ,ARPIP(l,s,f,v,1j;1) AARPIP(l,s,f,v,Ij).

(7.2)

Infelizmente, ao executar o Algoritmo 38, percebe-se que a arvore de subproblemas
cresce muito rapidamente, o que impacta no tempo de execuc¢ao (ndo-polinomial). A
arvore cresce rapidamente porque ha recalculo de subproblemas. A préxima tentativa
ird utilizar uma memoria para evitar tais recalculos (KLEINBERG; TARDOS, 2005). Tal

método é conhecido como Memoizacdo (CORMEN et al., 2012).

No novo algoritmo, a memoizacédo é implementada através de um vetor M indexado

deOan.Assumaque M; A jlparatodoi 2{1,2,...,n}. O Algoritmo 39 exibe o pseudo-
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caodigo.

Algoritmo 39: AMIP: Algoritmo “Memoizado” para Intervalos com Peso.

Input : umconjuntodeitens | A{1,2,...,n}, s(i)ZZA, f(i)ZZA,v(i)ZZA,ointervalo I
1 if j AOthen

2 return O

3 else

4 if Mj £ jlthen
- n i ¢ 0
5 L Mj A max v(Ij)AAMIP s, f,v,p(lj) ,AMIP(I,s,f,v,1j; 1)

6 return M;

Para encontrar a solucéo a partir do vetor M, pode-se utilizar o Algoritmo 40 .

Algoritmo 40: AESPA: Algoritmo para encontrar solucéo a partir de AMIP.

Input : umconjuntodeitens | A{1,2,...,n}, s(i)ZZA, f(i)ZZA,v(i)ZZA,ointervalo lj,

vetor M
1 if | AA0then
2 ndo gera saida

3 else

4 if vjAMp(H)’Mljilthen

5 dar saida | concatenada com o resultado de AESPAI,s,f,v,p(1j),M)
6 else

7 dar saida o resultado de AESPAI,s,f,v,lj;1),M)

8 return M;

#OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo dos Algoritmo 39 e 40 é O(n).

/ OROBLEMA DA -OCHILA

Antes de comecar a analisar o problema da mochila, apresenta-se um problema mais

simples, que chamaremos aqui de “Subconjunto de Somas”.
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O Subconjunto de Somas é um problema no qual, dado um conjunto dos items
| A{1,2,...,n},umafuncdo de peso w : | ! ZA e um limite de peso W 2 ZA, deseja-se
P P
encontrar um subconjunto de Sp | comamaiorsoma ggw(s)talque ogw(s)- W

(KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Pode-se tentar resolver por programacao dindmica utilizandoo OPT(i) para deno-
tar o valor da solc¢ao étima para a subsolugédo {1,2,...,n}. Desse modo, considerando O a
solucdo 6tima, se i YO, entdo OPT(i) £ZOPT(i j 1),sendoOPT(i) &Ew(i)AOPT(i i 1).
O problema nessa tentativa esta em que ao aceitar i ndo implica a rejei¢cdo de qualquer

outro item. Isso indica a necessidade de trabalhar com mais subproblemas.

A recorréncia que funciona para o problema de Subconjunto de Somas utiliza a
ideia de considerar o limite de peso W, no qual, se um item é adicionado a subsolucéo,

ele diminui seu peso ao valor de W. Logo, utiliza-se a seguinte recorréncia

8

2OPT(; 1,w), w Cw(i)
OPT(i,w)ZE (7.3)

“max{OPT(ii 1,w),w(i)AOPT( i L,wi w(i))}, w, w()

, haqual w € o valor corrente de peso restante a ser considerado para os subproblemas.

O Problema da Mochila (ou Knapsack Problem) € muito semelhante ao de Subcon-
junto de Somas. Nele, além do conjunto de itens |, da funcdo de peso w para cada
item e do limite de peso W, considera-se que cada item tem um valor associado, dado
pelafuncdo v :1! R. Deve-se buscar o subconjunto S | no qual Pszsv(s) tal que

s2sW(S) - W. Podemos entdo utilizar uma fung¢éo de recorréncia muito semelhante a

proposta para o problema do Subconjunto de Somas. Segue a recorréncia adaptada

8

EOPT(i i 1,w), w Cw(i)
OPT(i,w) & (7.4)

“max{OPT(ij 1,w),vi)AOPT(@i 1L,wi w(i))} w, w()
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O Algoritmo 41 proposto pode ser visualizado abaixo, jA com a memorizagéao.

Algoritmo 41: Algoritmo para o Problema da Mochila.
Input : um conjuntodeitens | A{1,2,...,n}, umafuncdo de pesos w : | ! ZA, uma

funcdodevalor v:I! Reumpesolimite W 2 zA

-ATRIZ DE MEMORIZA|¢O

1 Criar matriz M 2 RITADEWAL)

N

M[0,w] Z08w 2{0,1,2,... W}

w

foreach i 2(1,2,...,n)do

4 for wA Oto W do

5 if w Cw(i)then

6 MI[i,w]A M[ij 1,w]

7 else

8 MI[i,w]A max{MT[ii 1,w],v@i)AM[i i 1,wi w(i)]}

9 return M[n,W]

#OMPLEXIDADE

A complexidade do algoritmo de programacdao dindmica proposto é de £ (jI jW) ou seja,

nao pode ser considerado resolvivel em tempo polinomial.

3UBSEQUONCIA #OMUM -AIS ,ONGA

Um lamento de DNA consiste em uma cadeia de moléculas denominadas bases.
Dentre essas bases tém-se Adenina (A), Guanina (G), Citosina (C) e Timina (T). Dois
individuos podem ser considerados semelhantes se suas cadeias de DNA também o séo.
Nesse contexto, emerge a necessidade de comparar duas cadeias que compartilhem
de uma terceira cadeia formada em uma mesma ordem, mas ndo necessariamente
na mesma sequéncia. Chama-se esse problema de Subsequéncia Comum Mais Longa

(SCML, ou Longest Common Subsequencg (CORMEN et al., 2012).
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Considere que as cadeias X A IX1,X2,...,Xmi €Y Aly1,¥2,...,Yni, procura-se encon-
trar a subsequéncia mais longa Z A la1,25,...,2¢i. Para compreender as propriedades o
teorema a seguir, assuma que dada uma cadeia W, W; Elw1,w»,...,wji € 0 pre xo de
W até o i-ésimo simbolo.

A seguir, hA um importante teorema quanto a esse problema que de ne a subestru-

tura 6tima

Teorema 7.3.1. Sejam X A K1,X2,...,.Xmi eY A ly1,y2,...,Y¥ni as sequéncias, eZ A

hz1,25,...,z¢i uma subsequéncia mais longade X eY , tém-se:

1. Sexm Ayn,entdo zy AxXm AYn €Zk; 1 umasubsequénciamais longade Xm; 1€Yn; 1;

2. Sexm 64, , entdo zyx Axm, implicaque Z € uma subcadeia mais longade Xy, 1 €

Y;

3. Sexm 64, entdo zy /By, implicaque Z € uma subcadeia mais longade X eYy; 1.

Prova: Para o item (1), se zx 64, entdo podemos anexar a X, /£y, a Z para obter a
subsequéncia comum mais longa de comprimento  k A1, contradizendo de que Z é uma
subsequéncia comum mais longa. Desse modo, deve-se ter z, /xXm Ayn. O pre xo Zy; 1
€ uma subsequéncia comum de comprimento ki 1de Xn; 1 € Yn; 1. Deseja-se mostrar
gue ela é uma subsequéncia comum mais longa. Supde-se por contradi¢do, que ha uma
sequénciacomum W de Xp; 1 € Yn; 1 cOm comprimento maior que Kk 1. Entdo, anexar
Xm AEyn aW produz uma subsequéncia maximade X eY cujo o comprimento € maior
gue k, o que € uma contradicao.

Para o item (2), se zyx 6/, entdo Z € a subsequéncia comum de Xpn;1€eY. Se
existisse uma subsequéncia comum W de Xpy; 1 € Y com comprimento maior que
k, entdo W seria também uma subsequéncia comum de X, e Y, contradizendo a
suposicao de que Z é uma subsequéncia comum mais longa.

Para o item (3), a prova € simétrica a explicacao ao item (2).



140 Capitulo 7. Programacé&o Dinamica

Algoritmo 42: Algoritmo para encontrar o comprimento da Subsequéncia Comum

Mais Longa.

Input : duas palavras X £ X1,X2,...,Xmi €Y £ W¥1,Y2,...,Yni.
1 Criar matriz M 2 Z(MADE(nAL)
2 Criar matriz B 2{A ,- ,"}M&n
3 fori A Otom do

4 | MIi,0lA 0

5 for j A Oton do

6 M[0,j]A 0O

7 fori A 1tom do

8 for j A 1ton do

9 if xj /Eyj then

10 MI[i,j]A M[ij 1,ji 1]A1
1 B[i,j]A “- ”

12 else

13 if M[ij 1,j], MIi,ji 1]then
14 M[i,j1A Mi 1,j]

15 B[i,j]A “"”

16 else

17 MI[i,j1A MJi,ji 1]

18 B[i,j]A “A”

19 return (M, B)

#OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo computacional para se determinar a subsequéncia comum
mais longa é de £ (jXj¢}Yj) devido a dominancia assintética da complexidade do Algo-

ritmo 43.
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Algoritmo 43: SCMLalg — Algoritmo para encontrar a Subsequéncia Comum Mais
Longa.

Input : duas palavras X £ K1,X2,...,.Xmi €Y A ly1,Y¥2,...,Yni, as matrizes M e B geradas
no Algoritmo 42, os inteiros i e j correspondentes aos indicesde X eY
analisados na chamada atual, uma String result.

1 ifi A0 j AOthen
| return

if B[i,j] &~ "then

N

w

4 SCMLalg(X,Y,ij 1,ji 1,result)
| result A result ¢x;

6 else

7 if B[i,j]Z&*"" then

8 | SCMLalg(X,Y,i 1,j,result)

9 else

10 L SCMLalg(X,Y,i,ji 1,result)

-ULTIPLICA|¢O DE #ADEIAS DE -ATRIZES

O problema de Multiplicacdo de Cadeias de Matrizes busca determinar quais matrizes
multiplicar primeiro para reduzir o nimero de opera¢6es em uma multiplicacdo. A mul-
tiplicacdo de matrizes é uma operacédo binaria que demanda £ (nml ) para multiplicar
as matrizes Apgm € Bmel -

Dada um conjunto de matrizes Aj1A;...A; arranjadas respeitando os requisitos
de linha e coluna necessérios para que ocorra a multiplicagéo, deseja-se saber qual a
ordem de multiplica¢cBes tal que o niumero de operacdes seja 0 minimo possivel.

Considere A;j_j como a matriz resultante da multiplicagdo entre as matrizes da
sequéncia A, AjA1,...,Aj. Considere também po,p1,...,pj 0s valores de linha e coluna
tal que A; tenha pj, 1 linhas e p; colunas. A recorréncia para encontrar o valor 6timo de

namero de operacdes pode ser visualizada abaixo:

8

50, se igj
OPT(i ,j)/EB

(7.5)
©
“minj. . j OPT(i,kK)AOPT(kALj)Api; 1pkp]

a

.onde OPT(i,j) representa o valor minimo de operac¢des para realizar a multiplicacao

das matrizes Aj, Aja1, ..., Aj.
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O Algoritmo 44 descreve aresolugéo do problema. Amatriz M realiza a memorizagéo

dos valores e S possui dados necessarios para construir a solucéao.

O Algoritmo 45 exibe como construir a solugéo.

Algoritmo 44: Encontra ordem de multiplicagdo das matriz.

Input : oconjunto p

1 Criartabela Mngn

N

Criartabela Snhen
3 fori A 1ton do
4 MI[i,i]A 0

5 for | A 2ton do

6 fori A 1tonj |j 1do

7 jAAL 1

8 MI[i,jlA1

9 fork Aitoji 1do

10 qA MI[i,kIAM[KALj1Api; 1pk,pj
11 if  CMTJi,j]then

12 MI[i,j1A q

13 Sli,jlA k

Algoritmo 45: PRINT-OPTIMAL-PARENS.

Input : amatriz s, osinteiros i e |
1 if i /&j then

L print “A’

N

3 else
4 print “(”
5 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S,i,S[i,j])

6 | PRINT-OPTIMAL-PARENS(S,S[i,j]AL,j)

7 print )"
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#OMPLEXIDADE

A complexidade de tempo computacional para o Algoritmo 44 éde  O(n?3).






CAPITULO

NP-Completude e Reducbes

Muitos problemas que foram visitados na disciplina sdo conhecidos como  problemas
de otimizacao . Para eles, ha um valor que quanti ca uma solucdo. Os algoritmos que
resolvem esses problemas devem encontrar a solugédo de valor maximo ou minimo,
também chamado de valor 6timo. A fungdo que mapeia a solugdo para seu valor €
chamada de func&o objetivo .

No entanto, as de ni¢des e teorias da NP-Completude baseiam-se em problemas
diferentes, chamados de problemas de decisé@o . Para esses problemas, espera-se uma
resposta sim ou ndo. O uso desses problemas vem de resultados obtidos através de
demonstragdes utilizando a maquina de Turing, que aceita (decisdo sim) ou rejeita
(decisédo ndo) uma palavra de entrada.

Embora a NP-Completude trata de problemas de deciséo, pode-se tirar proveito
de uma relacéo conveniente com problemas de otimizacao. Geralmente, pode-se re-
presentar um problema de otimizagdo em um problema de deciséo, relacionando-o a
um determinado valor limite em relagéo ao objetivo do problema de otimizagdo. Um

exemplo citado por Cormen et al. (2012) é um problema de otimiza¢éo cujo objetivo é

encontrar o caminho com o menor nimero de arcos entre os vértices U e v em um grafo.

1 Alguns problemas de otimizagéio necessitam de mais de uma funcao objetivo. Por exemplo, pode-se

desejar fazer o maximo de entregas possiveis em um percurso de menor curso. Uma funcao objetivo
poderia representar a quantidade de entregas realizadas; outra fungéo objetivo representaria o custo
do percuso.
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Sua versao como problema de decisao pode impor um limite  k: € possivel estabelecer
um caminho entre u ev com no maximo k arestas?
Este capitulo tem o objetivo de revisar rapidamente 0s conceitos e requisitos relaci-

onadas a NP-Completude.

- QUINAS DE 4URING

Uma maquina de Turing € formalmente de nidacomo M ZA(8,Q,j ,*,00,Jaceita:drejeita)

(SIPSER, 2007):

* § é o conjunto nito de simbolos da palavra de entrada (simbolos do alfabeto).
tY § ndo pertence ao alfabeto e marca uma célula que nao possui simbolo (célula

vazia);
* Q é o conjunto nito de estados;

* i éoconjunto nito de simbolos que podem ser lidos ou escritos na ta, no qual

8§ %, {t ,Clui,

e +:QEf£i! Q£ £{ED}é afuncdo de transicdo, onde E e D representam a

proxima célula vizinha a ser visitada pela cabeca de leitura e gravacgao;
* (o 2Q éoestadoinicial;
* Qaceita 2Q i {drejeita} € 0 estado que denota a aceitacéo da palavra de entrada,
* Orejeita 2Qi {daceita} € 0 estado que denota a rejeicdo da palavra de entrada.

A tade entrada ¢€ o dispositivo de “memdria’ que armazena a palavra de entrada.
A ta é limitada a esquerda e in nita a direita. Na extremidade esquerda da ta de
entrada, h4d o simbolo C seguido da palavra de entrada. As demais células possuem o
simbolo t .

A cabeca de leitura e gravacao esta sempre sobre uma célula. A funcao de transicao

+ determina o qual o préximo estado dado o simbolo da célula que esta sob a cabeca de
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leitura e gravacao. Esta fungéo também determina qual o simbolo devera ser substituir

o simbolo antigo da célula e qual a proxima posicao da cabeca. Se a fungéo especi car
E, a cabeca devera se movimentar para a célula adjacente da esquerda; se especi car D,
a cabeca se movimenta para a célula adjacente da direita.

Ha trés conclusdes possiveis quando uma maquina de Turing recebe uma palavra
de entrada. Caso o estado atual seja qaceita, @ Maquina para e a palavra de entrada
€ aceita (pertence a linguagem que a maquina reconhece). Caso o estado atual seja
Jrejeita, @ Maquina para e a palavra de entrada é rejeitada (n&o pertence a linguagem
gue a maquina reconhece). Uma Ultima concluséo possivel seria a maquina nao parar,
executando in nitamente sobre a palavra de entrada. Esta Ultima conclusédo tem relacéo

direta com problemas (linguagens) que os computadores ndo conseguem resolver.

ILGORITMOS E A - QUINA DE 4URING

Em 1900, David Hilbert proferiu uma palestra no Congresso Internacional de Mate-
matica em Paris. Nesta apresentacao, ele enumerou 23 problemas matematicos e 0s
colocou como um desa o para o século XX. O décimo problema era sobre algoritmos
(SIPSER, 2007).

O décimo problema de Hilbert era conceber um algoritmo que testasse se um
polindmio possui uma raiz inteira. Até entdo néo se tinha o conceito de algoritmo,
entdo a ideia dele era identi car um processo que determine a raiz com um namero
nito de operacoes.

Hoje, ja se sabe que ndo existe algoritmo para tal tarefa. Na época, isto era impossivel
de se conceber, pois ndo existia uma concepgao do que era um algoritmo e quais suas
limitaces.

A de nigéo chegou nos artigos de Alonzo Church e Alan Turing em 1936. Church
usou um sistema denominado , j célculo e Turing usou suas maquinas (maquina
de Turing). Estas duas de ni¢cdes se demonstraram equivalentes. A nocao precisa de

algoritmo veio a ser chamada de Tese de Church-Turing . Deste modo, a noc¢éo intuitiva
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de algoritmos é igual a algoritmos de maquinas de Turing.

Em 1970, a tese de Church-Turing proveu a de ni¢do necessaria para que Yuri
Matijasevic (inspirado no trabalho de Martin Davis, Hilary Putnam, e Julia Robinson)
demonstrasse que o décimo problema de Hilbert ndo existe algoritmo para se testar se

um polinbmio tem raizes inteiras.

2EDUTIBILIDADE

Uma reducdo é uma meneira de converter um problema em outro de forma que uma

solucéo para o segundo problema possa ser utilizada para resolver o primeiro. Sejam A

e B dois problemas, se A reduz B, pode-se usar uma solucdo de B para resolver A.
Geralmente, sao utilizadas para demonstrar que problemas sdo computacional-

mente insollveis.

6ERI1CA|¢O DE OROBLEMAS

Um algoritmo que veri ca um problema recebe como entrada a instancia para o pro-
blema e um certi cado. Esse certi cado é uma construcdo que auxilia na identi cacao
se aguele problema decide sim. Normalmente, o certi cado € a prépria solugcédo do
problema.

Para exempli car a veri cagéo, imagine o problema

HAM j CY CLEA{GI : G é um grafo hamiltoniano }.

O problema de decisédo HAM | CY CLEdetermina se um grafo ndo-dirigido e ndo-
ponderado G A(V,E) possui um ciclo hamiltoniano, ou seja, um ciclo que passa por
todos os vértices de G sem repeticdo de vértices. Um veri cador para o problema
HAM j CY CLEdeve identi car se dada um grafo ndo-dirigido e ndo-ponderado Ge

um certi cado y deve determinar se y é um ciclo hamiltoniano para G. O certicado y
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pode ser a representacao do ciclo hyi,y»,...,yni, OU S€ja, uma sequéncia de vértices. O
veri cador terd que identicarse{ V;,Yia1}2E paratodo i 2{1,2,...,nj 1}.

Note algo interessante: para HAM j CY CLE n&o se conhece um algoritmo decisor
cuja a funcdo de complexidade de tempo seja polinomial; em contraste, um algoritmo
veri cador demanda tempo polinomial.

Uma de ni¢cdo mais formal é apresentada em Sipser (2007):

De nicdo 1. Um veri cador para uma linguagem A é um algoritmo V, onde A /&{w |V

aceita C w, ¢ E para alguma cadeia c }.

#OMPLEXIDADE DE 4EMPO

De nicdo 2. SejaM uma maquina de Turing que péra sobre todas as entradas, o tempo
de execucédo ou complexidade de tempo deM éafuncdo f :N! N, onde f (n) é o nUmero
maximo de passos queM usa sobre entradas de comprimento n. Sef (n) for o tempo de
execucao deM, diz-se que M roda em tempo f (n) e queM é uma maquina de Turing de

tempo f (n).

#LASSES DE #OMPLEXIDADE

As classes de complexidade sdo maneiras de agrupar problemas computacionais que

possuam semelhancas quanto a di culdade computacional para resolvé-los.

Denicdo 3. Sejat :N! RA uma funcéo, de ne-se a classe de complexidade de tempo
TIME (t(n)), como a colecdo de todas as linguagens que sdo decidiveis por uma maquina
de Turing deterministica em tempo O(t(n)). TIME A{LjL € uma linguagem decidida

por uma maquina de Turing deterministica de tempo O (t(n))}.

Denicdo4. Sejat:N! RA uma funcéo, de ne-se a classe de complexidade de tempo

NTIME (t(n)), como a colecdo de todas as linguagens que sao decidiveis por uma ma-
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quina de Turing ndo-deterministicaemtempo O(t(n)). NTIME A{LjL é umalinguagem

decidida por uma maquina de Turing ndo-deterministica de tempo O (t(n))}.

De nicdo 5. SejaN uma maquina de Turing ndo-deterministica decisora, seu tempo
de execucao é a funcdof :N! N, onde f (n) representa a profundidade da arvore de

computacdes deterministicas e ndo a quantidade de nodos nesta &rvore.

I #LASSE P

P ou PTIME é aclasse constituida de problemas resolvidos em tempo deterministico

polinomial.

De nicdo6. P ouPTIME é a classe constituida de todas as linguagens decidiveis por

uma magquina de Turing deterministica em tempo polinomial. Em outras palavras

P/E[ TIME (n¥), (8.1)
k

onde k sdo valores constantes.

I#LASSE NP

NP ou NPTIME é a classe de problemas resolvidos em tempo ndo-deterministico
polinomial. Também pode ser de nida como a classe de todos os problemas veri caveis
em tempo polinomial deterministico 2.

Quanto a de nicao mais formal de (SIPSER, 2007), considera-se um veri cador
para uma linguagem A é um algoritmo V, onde A A{wjV aceita Cw,c E para alguma
cadeia c}. Mede-se o tempo de um veri cador em termos apenas de comprimento
de w, portanto um veri cador de tempo polinomial executa a veri cacdo em tempo

polinomial no comprimento de  w. Uma linguagem A € polinomialmente veri cavel se

elatem um veri cador de tempo polinomial.

Denicdo7. NP eNPTIME é a classe de linguagens que tem veri cadores de tempo

polinomial.
2

De acordo com Arora e Barak (2009), essa de nigéo é mais facil de compreender.
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De nicdo8. NP &£ (NTIME (n¥), onde k sdo valores constantes.

0 VERSUS .0

A questdo “P NP ?” é uma grande questao aberta. Ela basicamente poderia ser lida
como “Todos os problemas veri cados em tempo polinomial deterministico podem ser

resolvidos em tempo polinomial deterministico?”. Sabe-se que

NPuEXPTIME/E[ TIME (n%), (8.2)

k

k € uma constante.

NP #OMPLETUDE

Um avanco importante na questdo “ P versus NP” surgiu nos anos iniciais da década
de 70 com os trabalhos de Stephen Cook, Leonid Levin e Richard Karp. Stephen Cook e
Leonid Levin descobriram que certos problemasem NP cuja acomplexidade individual
esta relacionada a toda a classe. Se existir um algoritmo polinomial para um destes
problemas, entdo todas os demais problemas da classe NP seriam decididos em tempo
polinomial. Estes problemas sé&o de nidos como NP-Completos.

Um dos primeiros problemas NP-Completo (descoberto por Stephen Cook) foi o
problema da satisfazibilidade SAT ZA{C A EjA é uma férmula booleana satisfazivel }. A
€ uma formula booleana composta por varidveis booleanas usando as operacbes do e
(™),ou (_),endo (: ) légicos. O Teorema de Cook-Levin relaciona a complexidade de

SAT as complexidades de todos os problemas em NP.

Teorema 8.3.1. SAT2P se e somente se PENP.

2EDUTIBILIDADE EM 4EMPO OOLINOMIAL

Redutibilidade em tempo polinomial € o método central do teorema de Cook-Levin.

Quando um problema A é e cientemente redutivel ao problema B, uma solugao e ci-
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ente para B pode ser utilizada para resolver A e cientemente.

De nicdo 9. Umafuncdo f :8"! 8" é uma funcdo computavel em tempo polinomial
se existe alguma maquina de Turing de tempo polinomial M que para com exatamente

f (w) na sua ta, quando iniciada com a entrada de w.

De nicdo 10. A linguagem A é redutivel por mapeamento em tempo polinomial, ou
simplesmente redutivel em tempo polinomial, ou ainda redutivel em tempo polinomial

de muitos-para-um, a linguagem B em simbolos A - p B, se existe uma fungdo computé-
vel em tempo polinomial f :8§%! 8% ondeparatodaw,w2A () f(w)2B.Afuncdo

f é denominada reducéo de tempo polinomial de A paraB.

De nicdo 11. Umalinguagem B € NP -Completa se satisfaz duas condic¢oes:

1. B2NP;

2. toda A 2 NP é redutivel em tempo polinomial a B.

Teorema 8.3.2. Se B for NP-Completae B- p C paraC 2 NP, entdo C é NP-Completa.

Prova: Prove...

Teorema 8.3.3. SAT é NP-Completo.

Para provar que SAT é NP-Completo, deve-se primeiro demonstrar que ele esta
em NP. Em seguida, deve-se mostrar que todas as linguagens em NP séo redutiveis
polinomialmente a SAT. Para este Ultimo, deve-se construir uma reducéo polinomial
para cada linguagem A em NP para SAT. A reducéo para A recebe uma cadeia w e
produz uma formula booleana A que simula a maquina NP para A sobre a entrada w.

Se a maquina aceita, A é satisfazivel.
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Prova: Primeiro, deve-se mostrar que SAT estd em NP. Uma maquina de tempo polino-
mial ndo-deterministico pode encontrar se existe uma atribuicdo as variaveis binarias é
satisfazivel. Uma arvore de tentativas ndo-deterministicas possui profundidade igual

ao numero de variaveis binarias. Portanto, SAT2 NP.

A outra parte da prova deve demonstrar que toda linguagem A2 NP é redutivel
em tempo polinomiala SAT. SejaN uma maquina de Turing ndo-deterministica que

decide A emtempo n* para alguma constante k.

Um tableau para N sobre w é umatabela {0, 1}”k£”k cujas linhas séo as con gura-
¢Oes de umramo da computacdo de N sobre aentrada w. Na primeira e na Gltima célula
de cada linha, assume-se que ha o simbolo #. Na primeira linha, h& a con guragéo
inicial (estado inicial + w). Um tableau é de aceitacdo se qualquer linha dele for uma
con guragdo de aceitacdo. O problema de determinar se N aceita w € equivalente ao

problema de se determinar se existe um tableau de aceitacdo para N sobre w.

Com isto, pode-se introduzir a descricdo da reducéo polinomial f de A para SAT.
Sobre a entrada w, a reducdo produz uma formula A. As variaveis de A representam
cada uma das (n¥)? células do tableau. De ne-se x; i,s Uma variavel binariade A, onde
i e] representam a coordenada da célulano tableau es2C AQJ[ i [ {#}osimboloouo
estado. Sex; j s € 0, entdo o simbolo s2 C esta presente na célula de coordenada (i, j)

no tableau.

Deve-se projetar um A de modo que se houver uma atribuico as variaveis que
satisfaca A, entdo N aceita w. A formula se divide em quatro partes A AEAcguia
Ainicio n Amovimento n Aaceita-

A parte Acguia garante que cada célula tenha um simbolo e apenas uma célula

tenha um simbolo. Logo, tem-se a de nicao de

N h3 ’/\ 3 N ,i
Acelula £ Xijs G Xiju_: Xijt) - (8.3)
1-i,j- nk s2C t,u2C,ubAE

A parte Ain icio garante que a primeira linha seja uma con guracéo inicialde N sobre
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w . Deste modo,

Ainfcio /CEX]_’]_,#A X1’2’q0/\ X1,3lW1A X1’4’W2A LN Xl,nki 1t A lenk’#. (84)

Para representar a aceitacdo de N, de ne-se a parte de aceitacado

Aaceita £ Xi,j Oaceita - (8.5)

1-i,j- nk

Amovimento garante cada linha correspondente a uma con guragao siga legalmente
uma con gurac¢ao da linha precedente conforme de nido nas transi¢ées de N. Paraisto,
de ne-se uma sequéncia de trechos para A con gurando as possiveis janelas legais que
representam as transi¢des possiveis de N. Uma janela legal € uma matriz 2 £ 3 dentro
do tableau. Por exemplo, a Janela Legal 2 de ne demonstram uma janela legal para a

transicdo +(qq,a) ZA{(q2,b,D)}.

alqy] a
albjaqg

Tabela 1 — Um exemplo de janela legal para a transigdo *(q1,a) A&{(q2,b,D)}.

’

3

Logo, Amovimento 2 1. . nk 1. jonk @ janela (i,j) € legal . Substitui-se “a janela
legal” por
3 .
a Xijitar”™ Xijas™ Xi,jALaz”™ XiALji Las™ XiALjas” XiALjALag » (8.6)
W2W (i ,j)

onde W (i, j) € o conjunto de todas as janelas legais para a coordenada (i,j), ai, a», as,
ay, as, € ag Sao 0s simbolos de uma janela legal.

A seguir demonstra-se que a reducao demanda tempo polinomial deterministica
por relacionar o tamanho de A. O nimero de variaveis de A é n%jCj, ou seja, o tamanho
do tableau vezes o numero de simbolos. Como jCj depende apenas de N e ndo de
n ZE jvj, entdo diz-se que o total de variaveis ¢ O(n?*).

Em Acaula » hd um fragmento de tamanho xo para cada variavel, portanto demanda

tempo O(n 2k). Para formular a parte Ajnicio € necessario uma construcéo de tamanho
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igual a quantidade de células da primeira linhado tableau, portanto demanda tempo
O(n"). As formulas Aaceita € Amovimento POSsuem um fragmento xo para cada célula
do tableau, ent&o o tempo computacional é O(n?¥). A formulagéo completade A é um
polinbmio sobre a variavel n (tamanho do problema) entdo a redugéo é polinomial.

Deste modo, conclui-se que SAT 2 NP-Completo.

De ni¢do 12. Uma linguagem B é NP-Dificil se toda A 2 NP é redutivel em tempo

polinomial aB.

Com a de nicdo acima, podemos assumir que NP-Completo p NP-Dificil. Mesmo
que P /ENP, h& problemas em NP-Dificil que nédo seriam resolvidos em tempo polino-
mial deterministico.

Mantenha em mente que:

« todo problema que “resolve” toda uma classe e pertence a mesma é dito COM-

PLETO;

« todo problema que “resolve” toda uma classe é dito DIFICIL.

Logo, todo problema COMPLETO ¢ DIFICIL, mas n&o o contrario.

4EOREMA DE #0OOK ,EVIN COM #)2#5)4 34

Em 1971, Cook e Levin provaram que SAT (por Cook) e 3-SAT (por Levin) provaram
gue esses problemas resolviam toda a classe NP. Ou seja, encontraram os primeiros
NP-Completos. Kleinberg e Tardos (2005) coloca que talvez a forma mais simples de
entender esse teorema seja utilizar uma variacdo desses dois problemas, chamado aqui
de CIRCUIT j SAT. Paraesse problema, ha um circuito K que pode ser representado

por um grafo aciclico, no qual os vértices podem representar:

» Os vértices de entradas podem ser rotulados com valores 0 ou 1, ou podem estar

associados a uma variavel v; distinta (sem valor ainda de nido para 0 ou 1);
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» Cada outro vértice que ndo esta na entrada esta associado a um dos seguintes

operadores booleanos » (2 entradas), _ (2 entradas) ou : (1 entrada);
» um dos vértices é o resultante e de ne a aceitacao (1) ou a rejeicéo (0) da entrada.

O problema CIRCUIT j SAT deve determinar se ha um conjunto de valores bina-
rios associados as variaveis booleanas de entrada cuja saida resulte em 1.

Utiliza-se agora o problema para se ter uma ideia da prova do Teorema de Cook-
Levin através de CIRCUIT j SAT. Considere um algoritmo que toma uma entrada de
tamanho n e produza uma resposta SIM ou NAO. Esse algoritmo pode ser representado
porumcircuitodotipo CIRCUIT SAT. O circuito deve responder 1 quando a resposta
do algoritmo é SIM e 0 quando a resposta for NAO. A transformac&o de um algoritmo
para um circuito demanda um namero de passos polinomialem  n, ent&o circuito tera
tamanho polinomial.

Agora imagine um problema arbitrario X em NP. Deseja-se decidir se uma en-
trada s pertence ou ndo a X usando uma “black-box” que pode resolver instancias do
CIRCUIT j SAT. Seratentado demonstrarque X - p CIRCUIT j SAT.

Sabe-se que X possui um certi cador e ciente  B(s,t) que determina se s2 X. Agora
a pergunta é, existe um certicado t com tamanho polinomial em relacdo ao com-
primento de s? Considerando que s possui n bits e t possui p(n) bits, somando uma
entrada de tamanho n Ap(n), converte-se B(s,t) para um circuito K de tamanho po-
linomial com n A p(n) vértices de entrada. Os primeiros n vértices serdo receberam
literalmente os bits em s e as demais entradas receberdo p(n) variaveis que representa-
rédo o certicado t.

Agora simplesmente observa-se que s2 X sse ha um conjunto de bits de entrada

em K que produzem a saida 1, ou seja, se K for satisfazivel.

OROBLEMAS DE /TIMIZA|¢O E .0

De acordo com (ARORA; BARAK, 2009), para que um problema esteja em NP, ele deve

ser um problema de decisdo. Problemas de otimizacdo sédo problemas claramente mais
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dificeis que suas versdes correspondentes de deciséo. Logo, problemas de otimizac¢ao
podem ser NP-Dificeis, mas ndo poderiam ser NP. No entanto, se P=NP, entdo a versao
de decisdo é resolvida em tempo polinomial, entdo a versao de otimizacédo também

pode ser resolvida em tempo polinomial.






CAPITULO

Algoritmos Aproximados e Buscas

Heuristicas

ILGORITMOS IPROXIMADOS

Algoritmos aproximados ndo garantem a solugao 6tima para o problema, mas sim uma
solucao aproximada por uma razdo. Essa razdo é chamada de razao de aproximacao
e é denotada por ¥{n) para toda entrada de tamanho n (CORMEN et al., 2012). Con-
siderando C" o valor objetivo da solucéo 6tima, e C o valor objetivo obtido por um

algoritmo aproximado, uma raz&o de aproximacéao € dada por

max — < ¥An). (9.2)

Se arazédo de aproximacao de um algoritmo é ¥{n) diz-se que ele é um algoritmo de
¥{n)j aproximagdo. A razdo nunca é menor que 1 (CORMEN et al., 2012).

Existem problemas para os quais se conhece um algoritmo de tempo polinomial
com razdes de aproximacao constante, mas existem problemas que a razao de aproxi-
macao é uma funcao relacionada ao tamanho do problema (CORMEN et al., 2012).

Existem também problemas nos quais pode-se permutar o tempo de computacao

por uma aproximacao melhor. Algoritmos aproximados com essa caracteristica sao
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chamados de esquemas de aproximacao. Um esquema de aproximagao é um algoritmo
de aproximacao que adota como entrada ndo somente uma instancia do problema,
mas também um valor 2 E 0, tal que para todo 2 xo, 0 esquema do algoritmo é de
(LA 2); aproximac&o. O tempo de um esquema de aproximacio pode aumentar muito

rapidamente a medida que 2 diminui.

/ OROBLEMA DO #AIXEIRO 61AJANTE

O problema do caixeiro viajante € dado por encontrar um ciclo hamiltoniano de menor
custo em um grafo ndo-dirigido e ponderado G A&(V,E,w :E! Rﬁ). Cormenetal. (2012)

adiciona uma notacdo c(A) que seria o custo total no subconjunto de arestas Al E

c(A) £ X w({u,v}.
{u,v}2A

Cormen etal. (2012) de ne que c(A) deve respeitar a desigualdade triangular, entdo
w({u,w}) - w({u,vhAw({v,w})

paratodo u,v,w 2 V. Ela basicamente traduz a ideia “o modo menos caro de ir de um
lugar u paraum lugar w é ur diretamente, sem nenhuma etapa intermediéria’.

O algoritmo 2-aproximado para o problema do caixeiro viajante que respeita a
desigualdade triangular pode ser visualizado no Algoritmo 46. A complexidade do
algoritmo acompanha a do que demanda o algoritmo de PRIM, portanto, o algoritmo

2-aproximado demanda tempo polinomial deterministico.

Algoritmo 46: Algoritmo 2-aproximado para o Problema do Caixeiro Viajante
Input : Grafo ndo-dirigido e ponderado G A&(V,E,w)

1 r A selecionar um vértice arbitrariamente um vértice
2 obter a arvore geradora minima T para G partindo de r usando o algoritmo PRIM
3 sejaH alista de vértices, ordenados de acordo com a pré-ordemem T

4 return H sem repeticao de vértices

Teorema9.1.1. O Algoritmo 46 pe um algoritmo de tempo polinomial de 2-aproximacédo

do problema do Caixeiro Viajante com a desigualdade de triangulos.
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Figura 12 — Exemplo da execucao do algoritmo de 2-aproximacao para o PCV: (a) € o
grafo de entrada; (b) é a &rvore geradoraminima T (c) € o caminho realizado
na pré-ordemem T; (d) € a solucéo obtida pelo algoritmo; (e) é a solugéo
6tima (CORMEN et al., 2012).

Prova: Ja foi visto que o algoritmo executa em tempo polinomial.
SejaH " a solucdo 6tima para o problema. Obtém-se a arvore geradora minima T na

linha 2, o que gera um limite inferior
c(T)- c(H®), (9.2)

pois a arvore geradora mapeia 0s vértices de menor custo para conectar todos o0s
vértices.

Quando se faz a pré ordem da linha 3, considere a formac¢ao de umalista W na qual
adiciona-se o vértice no nal da lista a cada visita no vértices e no retorno da visita a
uma adjacéncia. Para o exemplo da Figura 12, W A la,b,c,b,h,b,a,d,e,f,e,g,e,d,ai.
Entao

c(W) A£2¢(T), (9.3)

pois nesse processo, visita-se cada aresta duas vezes. Considerando as Equagfes(9.2) e

(9.3) tém-se o seguinte limite inferior

c(W)- 2¢c(H"). (9.4)
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Ao remover 0s vértices repetidos em W antes de retornar (linha 4), ndo ha um
aumento no custo, devido a propriedade de deseigualdade triangular (Equacdo (9.2)).
Entdo dada a subsequéncia x,y,z em W, ao remover y hdo aumentara o custo de W,
pois w({x,z}) - w({x,y}) Aw({y,z}). Considerando H sendo W sem vértices repetidos
tém-se

c(H) - c(W). (9.5)

Considerando o que foi relatado nas Equacbes (9.2), (9.3) e (9.5) tém-se:

c(H)- c(W)- 2c(H®). (9.6)

(EUR-STICAS

Heuristicas sdo métodos computacionais que tratam problemas de otimizacéo e ten-
tam explorar um conhecimento especi co do problema para o qua ndo ha garantia
de solucéo 6tima. Frequentemente, heuristicas procuram por solu¢des que possuem
caracteristicas presentes em solu¢des 6timas (ROTHLAUF, 2011).

Dois tipos de heuristicas classicas sdo (ROTHLAUF, 2011):

* Heuristicas de construcéo: constroem uma solucado incrementalmente a partir de
uma solucao vazia. Executam um processo iterativo que usa informacdes sobre o
problema para compor uma solugédo. Elas ndo tentam melhorar uma solugéo ja

criada. Terminam de executar quando a solucéo estiver completa

* Heuristicas de melhoria: iniciam com uma solucdo completa e tentam iterativa-

mente melhorar a solu¢do. Terminam quando um 6timo local ! é encontrado.

Ha& muitas heuristicas de propdsito geral modernas. Elas geralmente assumem

0s nomes de métodos de otimizacdo heuristicos ou metaheuristicas. Elas possuem

1 Otimo local é uma solugdo no qual apenas mudancas signi cativas poderiam melhorar seu valor

objetivo.
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0s objetivos de intensi car solu¢gBes para melhorar solugdes ja constituidas, ou de
diversi car, que busca explorar novas areas do espaco de busca.

Em Wolpert e Macready (1997), Wolpert and Macready apresentaram o teorema
“ndo ha almocgo livre” para a otimizacéo. Ele basicamente demonstra que néo é possivel
de nir uma heuristica de propdésito geral que funciona bem para todos os problemas

de otimizagao.
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APENDICE

Ordenacao em Tempo Linear

I /RDENA|¢O POR #ONTAGEM

A ordenacao por contagem é utilizada para ordenar inteiros na faixade 1 a k para
qualquer inteiro k E 0. Quando k 2 £ (n), entdo a ordenac&o por contagem demanda
tempo £(n) (CORMEN etal., 2012).

Algoritmo 47: Ordenacédo Por Contagem

Input : Umvetor de A detamanho n contendo os valores a serem ordenados, e um vetor
B de tamanho n que recebera os valores de A em ordem crescente.
1 criar vetor C indexavel de 0 até k
for i A Oto k do
3 L CADO
&AZ Cj TER A CONTAGEM DO N!MERO DE ELEMENTOS IGUAIS AO INTEIRED A
4 for j A 1tojAjdo
5 L CAJ- A CAj Al
&AZ Cj CONTER O N!MERO DE ELEMENTOS MENORES OU IGUAIEM A
for j A 1to k do
L Ci A G ACii 1
for j Aj Ajdownto 1do
BcAj A A
Ca A Ca

N

~N o

©

i 1

]

| /RDENA¢O $IGITAL
I /RDENA}¢O POR "ALDE






APENDICE

Caminhos e Ciclos

Este capitulo tem o objetivo de introduzir o conceito de caminhos e ciclos, e seus
principais problemas. Dois problemas classicos serdo de nidos e algoritmos para os
mesmos, apresentados.

Antes de iniciar a abordar os contetidos deste capitulo, é importante entender o
gue é um caminho e um ciclo, para estabelecer suas diferen¢as no contexto de grafos.
Um caminho ! é uma sequéncia de vértices hvy,v2,...vni conectados por uma aresta
ou arco. Gross e Yellen (2006) de nem um caminho como um grafo com dois vértices
com grau 1 e os demais vértices com grau 2, formando uma estrutura linear. Um
ciclo (ou circuito) ? é uma cadeia fechada de vértices hv1,vo,...,vn,v1i onde cada par
consecutivo é conectado por uma aresta ou arco. E como um caminho como me o
inicio conectados.

" #AMINHOS E #ICLOS %ULERIANOS

Dado um grafo orientado ou ndo orientado G 4A(V,E), um caminho Euleriano € uma
“trilha” ou seja, uma sequéncia de arestas/arcos onde cada aresta/arco € visitada(o) uma
Unica vez. O ciclo Euleriano é semelhante ao caminho, com excec¢éo de que comecga e
termina na mesma aresta/arco. Um grafo é dito Euleriano se possui um ciclo Euleriano.

Os problemas de caminho e ciclo Euleriano surgiram com o conhecido problema
das Sete Pontes de Kdnigsberg por Euler em 1736. O problema consistia em atravessar
as todas as sete pontes da cidade de Kénigsberg da Prussia (hoje Kaliningrado na Russia)
sem repeti-las.

1
2

Em inglés, chamado de path.
Em inglés, chamado de cycleou circuit .
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