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CAPITULO

Introducao ao Curso

O que veremos nessa disciplina?
e Como provar a “corretude” de um algoritmo;

e Estimar a quantidade de recursos (tempo, memoria) de um algoritmo = anélise

de complexidade;

» Técnicas e idéias gerais de projeto de algoritmos: inducdo, divisdo-e-conquista,

programacao dinamica, algoritmos gulosos, ...
* Tema recorrente: natureza recursiva de varios problemas

* A dificuldade intrinsica de alguns problemas: desconhecimento de algoritmos

eficientes.

1.1 Algoritmos

Cormen et al. (2012) define um algoritmo como “qualquer procedimento computacional
bem definido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz
algum valor ou conjunto de valores como saida.”. Um algoritmo resolve um problema
computacional. De acordo com Cormen et al. (2012), a especificagdo do problema

indica quais sao as entradas e quais as saidas desejadas. Um algoritmo basicamente
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especifica o que deve ser feito com as entradas para que se possa gerar as saidas que
atendem ao problema.
Para exemplificar, considere um problema de ordenacao. Ele poderia ser definido

formalmente por suas entradas e saidas (CORMEN et al., 2012):
e Entrada: uma sequéncia de nimeros {a,, ay, ..., a).

P = = o / / /
e Saida: uma permutagao (reordenacao) {ay, d,..., a,), tal que a; < a;,, para todo

i1€1l,2,...n}.

. Um exemplo de entrada para esse problema seria (9,5,4,10,2) e um exemplo de

saida seria (2,4,5,9,10). Um exemplo de entrada para um problema computacional é

chamado de instancia ou instancia para o problema.

Defina formalmente cinco problemas computacionais. Relacione um algoritmo

para cada problema.

A importancia dos “eficientes” algoritmos:
* projeto genoma de seres vivos;

* rede mundial de computadores;

* planejamento da producao;

* logistica de distribuicao;

e reconhecimento de padroes;

e entretenimento (games e filmes).

1.2 Dificuldade Computacional

O fato de conhecer algoritmos corretos ndo é suficiente. Precisa-se de algoritmos efici-

entes no contexto em que serdo aplicados.
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Para medir a complexidade computacional de um algoritmo, pode-se utilizar a
medida empirica do tempo ou do espaco consumido. A medida empirica do tempo é
questionavel, pois considera situacoes diferentes (arquiteturas, linguagens de progra-
macao, sistemas operacionais e, até mesmo, condicdes do tempo). No contexto dessa
disciplina, se deseja entender a eficiéncia de um algoritmo.

Para medir a dificuldade de complexidade de um algoritmo, serdo utilizadas funcoes
de complexidade. Uma funcdo de complexidade é dada porum f:ne Z* — Z* e indica
a quantidade de tempo requerido (contra-dominio) para uma entrada de tamanho 7.
De maneira geral, diz-se que um algoritmo é eficiente se 0 mesmo possui uma funcao
de complexidade polinomial (polinomial x exponencial).

Para contextualizar a importancia da eficiéncia dos algoritmos, considere dois tipos
de algoritmos de ordenacdo: por insercao e por intercalacdo. Considere também que um
determinado algoritmo de insercéo utiliza o tempo c; n? e outro algoritmo de insercéo
utiliza conlogy n. Assuma que ¢ < ¢z e que esses valores sao constantes sem qualquer
relacdo com n. Apesar de c; < ¢z, um algoritmo de intercalacdo é mais eficiente para
um 7 relativamente grande.

Considere dois computadores: um computador rdpido A e um computador lento
B. Considere também que o computador A executa uma ordenacao por insercao e o
computador B executa uma ordenacao por intercalacdao. Cada um deve ordenar um
vetor de 10 milhoes de elementos. O computador A executa 10 bilhdes de instrucoes por
segundo ('), enquanto o computador B executa 10 milhdes de instrucdes por segundo.

Considere que c; =2 e ¢, = 50. Entao, o demanda de tempo o computador A é

2-(107)? instrucoes
1010 instrucoes/segundo

=20.000 segundos (5,5 horas)

. O computador B demanda

50-(10")1og, 107 instrugdes

- — ~ 1.163 segundos
107instrugbes/segundo

(CORMEN et al., 2012).
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Existem casos onde a eficiéncia é ainda mais importante como os problemas NP-
Dificeis. Nao se conhece algoritmo com funcao de complexidade polinomial para esses

problemas. Sao exemplos:

* roteamento de veiculos para entregas (vehicle routing);

e calcular o nimero minimo de containers para transportar um conjunto de caixas

com produtos (bin-packing 3D);

e calcular a localizagdo e o nimero minimo de antenas para garantir a cobertura

de uma certa regiao geografica (facility location).

Para contextualizar essa dificuldade, imagine usar o computador A e B discutidos
acima para a ordenacao acima sobre um algoritmo exato para uma versao mais gené-
rica (mais simples) do roteamento de entregas para varios veiculos conhecida como
Problema do Caixeiro Viajante. Assuma o algoritmo de Held-Karp com complexidade

c3n%2". Considere que c3 =1 e n =40. Para o computador A (mais veloz) obteria-se

1-(40%-2%0) instrucoes
1010 instrucbes/segundo

~ 175.921, 86 segundos (48, 86 horas)

. Para o computador B obteria-se:

1-(40%-2%0) instrucoes
107instrucoes/segundo

=~ 175.921.860, 44 segundos (5,57anos)

Quais conclusoes vocé chegaria nessa comparacao?

E se fosse comprado um computador com o dobro do poder de processamento de

A, qual o valor de n eu poderia executar no mesmo tempo da maquina A, considerando

um algoritmo com func¢ao de complexidade 2"?

Responda a questao acima.
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Por questodes de facilidade, supde-se que a mdquina com o dobro do poder de
processamente de A de computador C. Considere que y é o tamanho do problema no

computador C, e x é o tamanho do problema no computador A. Se a mdquina C é mais

rapida, significa que ela executa o dobro das instru¢des que o computador A, entdao

2V =2.(2%)

y =log, (2- (2x))

y =log,(2) +log,(2")

y=1+x

(1.1)

Quais conclusoes voce chegaria nessa comparacao?

Considerando um computador que executa 4 x 109 instrugdes/segundo, calcule o

tamanho do problema que pode ser resolvido para cada um dos tempos abaixo:

1 seg

1 minuto

1 hora

1 dia

1 mes

1 ano

1 século
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Considerando um computador que executa 4 x 10% instrucées/segundo, calcule

0 tempo necessdrio para executar cada tamanho de problema destacado:

n=20 n=40 | n=60 | n=80 | n=100
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Se for usado um computador ?x mais rapido que o computador atual, qual
o tamanho do problema que poderia ser resolvido sobre o mesmo tempo
computacional?
Tamanho do | Tamanho do | Tamanho do
Problema no | Problema em | Problema em
Computador Computador 1000 x mais
Atual 100 x mais | rdapido
rapido
logon | V;
vn | N,
n N3
nlogon | Ny
n? Ns
n3 N
2n | N
3" Ng

1.3 Projeto e Analise de Algoritmos

Essa secao tem o objetivo de introduzir o projeto e andlise de algoritmos através de

alguns exemplos. Nesse contexto, € interessante analisar:
e Finitude: o algoritmo para?
e Corretude: o algoritmo faz o que promete?

« Complexidade de tempo: quantas intrucées sdo necessarias no pior caso'?

1" Além do pior caso, podem ser considerados o melhor e o caso médio em pesquisas mais sensiveis.
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1.3.1 Ordenacdo por Insercao
Considere o seguinte problema de ordenacao:
e Entrada: uma sequéncia de nimeros {a,, ay, ..., a).

P = 5 ol / ! /
* Saida: uma permutagéo (reordenacdo) (a;, a, ..., a,), tal que a; < a; , para todo

ie{l,2,...n}.

Um algoritmo para resolvé-lo pode ser visualizado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Insertion-Sort
Input :umvetor A= {a,ay,...,a,)

1 for j —2to|A|l do

2 chave — A;
// Insere Aj no subvetor (al,ag,...,aj_l).
3 i—j-1
4 while i = 1 and A; > chavedo
5 Ajy1 — A
6 i—i-1
7 Aj;1 < chave

1.3.1.1 Finitude

Primeiro, verifica-se se o algoritmo para, ou seja, ndo fica executando indefinidamente.
No laco da linha 4, o valor de i decrementa a cada iteragdo. O valor inicialde i é j—1, ou
seja, i = 1. Sua execugdo deve parar pois a condicdo de repeticdao desse laco determina
que i = 1. O lago da linha 1 também pdra, pois repete um namero finito de vezes, dado
pela quantidade de elementos em | A|, que ndo se altera durante o processo. Portanto, o

algoritmo para.

1.3.1.2 Corretude

Para verificarmos a corretude do Insertion-sort, é necessario primeiro conhecer um

conceito chamado de “Invariante de Laco”. Um invariante de laco é uma propriedade
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que relaciona as variaveis do algoritmo a cada execu¢do completa de um laco de re-
peticao. Desse modo, ao término do laco tém-se uma propriedade ttil para apoiar a
corretude do algoritmo.

A estratégia utilizada para demonstrar a corretude de um algoritmo iterativo através
de invariantes de laco segue os seguintes passos, que sdo muito semelhantes aos passos

adotados em uma prova por indugao (CORMEN et al., 2012):
* Inicializacao: demonstre que o invariante é verdadeiro antes da primeira iteracdo;

* Manutencao: se o invariante for verdadeiro antes de uma iteragdo do laco, de-

monstre que ele permanece verdadeiro antes da préxima iteragao;

e Término: quando o lago termina, o invariante fornece uma propriedade 1til que

ajuda a demonstrar que o algoritmo € correto.

Analisando o Algoritmo 1, podemos definir o seguinte invariante de lago:
No comeco de cada iteragdo do lago que compreende as linhas entre 1 e 7, o subvetor
(ay,...,aj-1) estd ordenado.

Considerando esse invariante de laco, verifica-se:

* Inicializacao: mostra-se que o invariante de laco é vdlido quando j=2. O subvetor

(ay,...,aj-1) estd obviamente ordenado, pois tem apenas um elemento.

* Manutencao: deve-se checar se o invariante continua valido a cada iteracado. A
cada iteracdo do laco entre as linhas 1 e 7, desloca-se os valores presentes nas
posicoes j—1, j—2,...até que encontrar a posicao adequada para a chave (valor
da posigdo j no inicio do iterac¢ao). Entdo, o subvetor {ay, ..., a;) esta ordenado.
Ao incrementar j, mantem-se o invariante de laco. Uma maneira mais formal,

deve-se considerar um invariante de lagco para o laco entre as linhas 4 e 6.

e Término: examina-se o que ocorre quando o laco termina. A condi¢ao que pro-

voca o término do laco é j > | A|. Cada iteracdo do laco incrementa o j em mais
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uma unidade; desse modo, com o término do lago, j =|A| + 1. Entdo, na tltima

iteracao, j eraigual a | A| e ttm-se a ordenacao do vetor {ai, ay, ..., qa)).

Demonstre que encontra-se a posicao adequada para a chave (descrita na manu-

ten¢do) considerando o trecho de c6digo entre as linhas 4 e 6.

1.3.1.3 Complexidade de Tempo

Agora, o objetivo € identificar a funcao de complexidade que corresponde ao tempo
computacional demandado pelo algoritmo Insertion-sort. A complexidade de tempo
deve ser realizada contanto o niimero de instrucdes basicas (operacoes elementares ou

primitivas) em relacdo a entrada de tamanho n.

Primeiramente, identifica-se o custo computacional de cada instrucao. Na tabela

abaixo, considera-se que cada instrucao possui um custo ¢, no qual k é a linha da

instrucao.
Linha Instrucao Custo # Execucoes
1 for j —2to|Aldo 1 ?
2 chave — A; C ?
3 i—j—-1 3 ?
4 while i = 1 and A; > chave do Cy ?
5 Ajy1 — A Cs ?
6 i—i-1 Cs ?
7 Ajy1 < chave c7 ?

Considere que #; € o nimero de vezes que o teste do lago whilenalinha 4 € executado
para aquele valor de j. Considere também que o vetor possui n posicoes. Atualiza-se

entdo a tabela com essas consideracoes.
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Linha Instrucao Custo # Execucoes
1 for j —2to |Aldo 1 n
2 chave — A; ) n-1
3 i—j-1 C3 n—-1
4 while i = 1 and A; > chave do C4 j=2 b
5 Ajr1 — A; Cs Z'-l:z(l‘j -1)
6 i—i-1 Cs Z” ot —
7 A;jy1 < chave c7 n—1

O tempo de execucdo total é dado por

T(n)=

can+cmn-1)+c3(n—1)+

n n n (1.2)
ca ) ti+tes Y (Hj—D+ce ) (5—1)
j=2 j=2 j=2
+c;(n—1).

Precisa-se identificar agora o valor de #;. No melhor caso, ¢; = 1. Ele ocorre quando

o vetor ja estd ordenado. Desse modo, tém-se

Tn)=can+cm-1)+cn—-1)+cy(n—-1)+c;(n—-1)

(1.3)
=(p+cp+czg+ces+cer)n—(cp+c3+cy4+c7)
. Essa é uma funcao linear de n.
No pior caso, o vetor estd na ordem inversa. Nesse caso, tj= j. Sabendo que
n n(n +1)
Y j= -1 (1.4)
j=2
e
n(n 1)

Z (j-1D= (1.5)
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, tém-se

T(n) =

an+cm-1)+cz(n—-1)+c;(n—1)

nn+1) ) (n(n—l)) (n(n—l)) (1.6)
vea|l m— 1|4 es| —— | g ———
2 2 2
€y C5  Co| - cs C5 Cg
=l—+—+—=|n“+|+2+tc3+————— +c7|n—(ca+c3+cy+cr).
(222)(1232227)(2347)

Obtém-se entdo uma fun¢do quadratica em relacdo ao tamanho da entrada no pior

caso. Diz-se que a complexidade assintética do pior caso é O (n?)

1.3.1.4 Complexidade Assintética

Para essa disciplina, nos interessa a complexidade assint6tica dos algoritmos, ou seja,
o comportamento mais significativo da fun¢do para instancias de tamanho grande.
Portanto, podemos “esquecer” o valor dessas constantes e nos concentrar no termo

mais significativo da func¢do. Veja o exemplo abaixo

n 3n?+10n+50 3n? Diferenca percentual
64 12978 12288 5,32%
128 50482 49152 2,63%
512 791602 786432 0,65%
1024 3156018 3145728 0,33%
2048 12603442 12582912 0,16%
4096 50372658 50331648 0,08%
8192 201408562 201326592 0,04%
16384 805470248 805306368 0,02%
32768 3221553202 322122547 0,01%

1.3.2 Ordenacdo por Intercalacao

Muitos algoritmos sdo recursivos em sua estrutura. Em geral, esses algoritmos utilizam

de uma abordagem conhecida como de divisdo e conquista, que sera alvo de maior
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investigacao em aulas futuras. Esse tipo de algoritmo divide o problema em subproble-
mas semelhantes ao original e as resolvem recursivamente, combinando as solu¢oes

para criar uma soluc¢ao para o problema original (CORMEN et al., 2012).

O paradigma de divisdo e conquista envolve trés passos e, cada nivel de recursao

(CORMEN et al., 2012):

 Divisao: divide o problema em subproblemas menores;

* Conquista: resolve os subproblemas recursivamente. Se os subproblemas forem

de tamanho pequeno o suficiente, os resolve de maneira direta;

* Combinacao: combina as soluc¢des dos subproblemas para definir uma solucao

para o problema original.

A ordenacao por intercalacdo aqui visitada utiliza os Algoritmos 2 e 3, que “im-
plementam” o algoritmo de Merge-Sort. Eles obdedecem o paradigma de divisdo e

conquista:

* Divisao: divide a sequéncia de n elementos em duas subsequéncias com % ele-

mentos aproximadamente;

* Congquista: ordena as duas subsequéncias recursivamente, utilizando ordenacgao

por intercalagao;

* Combinacao: intercala as duas subsequéncias para obter a resposta ordenada.

Qual a complexidade de tempo do procedimento Merge (Algoritmo 2)?
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Algoritmo 2: Merge

Input :umvetor A={(a,ay,...,a,), as posicoes p,ger

1 m—qg-—p+l

2 Np—r—4gq

3 Seja L um vetor indexado de 1 até n; +1

4 Seja R um vetor indexado de 1 até ny + 1

5 fori—1ton; do

6 Li — Ap+ia

7 for j —1ton; do

8 | Rj—Agj

9 Ln1+1 — 0

10 Rpy,41 <00

1mi—1

12 j—1

13 fork —p tor do
14 if L; < R; then
15 A — L;
16 i—i+1
17 else

18 A — R;
19 j—j+1

Algoritmo 3: Merge-Sort

Input :umvetor A=(a,ay,...,an), as posicoes p e r

1 if p < r then

2 q— LPTHJ

3 Merge-Sort(A, p, q)

4 Merge-Sort(A, g +1, r)

5 Merge(A, p, g, 1)

O procedimento Merge (Algoritmo 2) utiliza tempo ®(n) noqualn=r—-p+1.
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O seguinte invariante de laco é destacado para o procedimento Merge:
No inicio de cada iteragdo do lago for entre as linhas 13 e 19, o subvetor (ay, ..., ar_1)
contém os k— p menores elementos de L e R ordenados. Para demonstrar que o invariante

de lacgo € valido, o mesmo serd analisado:

* Inicializac@o: na primeira iteragao do lago k = p, portanto o subvetor {(ay, ..., ar_1)
de A é vazio. As primeiras posicoes de L e R possuem os menores valores dos

subvetores aos quais receberam os valores;

* Manutenc¢do: para a manuten¢do, suponha primeiro que L; < R;. Entdo, L; é 0
menor elemento ainda nao copiado para A. Esse vetor, no trecho {(ap, ..., ax_1),
conterd os k— p + 1 menores elementos. O incremento de k e de i restabelece
o invariante de lago para a proxima iteragdo. Se L; > R, entdo 0 mesmo 0coIre,
mas considerando R; como o menor elemento que ainda néo foi recolocado em

A;

* Término: Ao terminar, k = r + 1. Pelo invariante de lago, o subvetor (ay, ..., ax-1),
que nesse momento € {(ap, ..., a,), contém os r — p + 1 menores elementos de L e
R ordenados. Todos os elementos, exceto os valores auxiliares oo, foram copiados

em ordem crescente para A.

1.3.2.1 Complexidade de Tempo

Quando se analisa um algoritmo recursivo, a funcido de complexidade pode ser descrita
como uma recorréncia (funcdo que usa a si mesmo para definir seu contradominio).
Para a anélise do algoritmo de Merge-Sort é mais simples de ser compreendida se o
tamanho do vetor for igual a uma poténcia de 2, mas esse algoritmo funciona quando a
quantidade de elementos nado segue essa ordem (CORMEN et al., 2012).
Analisando as etapas de um algoritmo de divisdo e conquista no contexto do Merge-

Sort, tém-se:
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 Divisao: a etapa de divisao encontra a posi¢do correspondente ao meio do subve-

tor. Tendo a complexidade ©(1);

e Congquista: Na conquista, resolve-se recursivamente dois problemas, cada qual

com tamanho 7. Portanto, a complexidade da conquista é 2 T(g)

e Combinacao: A combinacdo das partes fica por conta do procedimento Merge,

cuja complexidade é O(n).

A funcdo de complexidade expressa através de uma recorréncia pode ser visualizada

a seguir:

O(1) sen=1,
T(n)= (1.7)

ZT(g) +0(n) sen>1.
A Figura 1 exibe a 4arvore de reccursao da recorréncia T'(n) = ZT(g) + cn. O custo do
primeiro nivel é cn. O custo do segundo nivel é c(%) + c(g) = cn. No terceiro nivel, tém-

se c(%) + c(%) + c(%) + c(%) = cn. Em geral, o nivel i tem 2! nodos, cada qual contribui

n
21

n

com c( ), sendo que cada nivel demanda 2ic( 5

) = cn. O numero total de niveis € igual

alogon+1. Se os custos forem somados tém-se cnlog, n+cn.

nivel 0: cn

nivel 2: 4(cn/4)=cn

\V/ c ¢ ¢ c ¢ c ¢ ¢ nivel "lg n" =cn

Figura 1 — Arvore de recursio para apoiar na resolucéo da recorréncia T (n) = 2 T(g) +
cn.



CAPITULO

Notacao Assintotica e Crescimento de

Funcoes

Embora seja possivel determinar o tempo computacional exato de um algoritmo, a pre-
cisdo obtida ndo vale o esforco para instancias suficientemente grandes. As constantes
multiplicativas e os termos de ordem mais baixa ao determinar um tempo exato sao

dominados pelo termo de maior relevancia (CORMEN et al., 2012).

“Sobre a entrada n, o algoritmo executa no maximo 1.62n2+3.51+8 passos.” (KLEIN-
BERG; TARDOS, 2005). Este tipo de andlise pode ser ttil em alguns contextos, mas de

modo geral nao:

* Conseguir uma medida tdo precisa pode ser exaustivo;

* O objetivo na complexidade de algoritmos € identificar classes de algoritmos que

possuem comportamento similar;

¢ Precisa-se de uma medida menos detalhista.
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2.1 Notacdo Assintotica

No capitulo anterior, a notacao assintética © ja foi usada. O objetivo dessa secao é
formalizar essa e outras notacoes assintdticas. Nesse contexto, serdo ignoradas as
constantes multiplicativas e os termos de menor ordem. Sdo discutidas aqui as ordens

assintoticas O, Q2,0,0e w .

2.1.1 Notagao ©

Quando uma func¢do f(n) é encaixada entre os valores ¢, g(n) e c; g(n) para duas cons-
tantes c; e ¢, , diz-se que pertence ao grupo ©(g(n)). Diz-se que g(n) é um limite

assintoticamente restrito para f(n)

©(g(n)) = {f (n)| existem constantes positivas c; , ¢» € ng
2.1)
taisque 0 < cp8(n) < f(n) < c,g(n) paratodoo n = no}

A Figura 2 exibe a notagdo sendo utilizada para o caso f(n) € ©(g(n)).

c,9(n)

f(n)
c,9(n)

Figura 2 - Exemplo da aplica¢do da notagao assintética ©. Nela, f(n) € ©(g(n)) (COR-
MEN et al., 2012).

Por forca de representacdo, é comum considerar que f(n) = @(g(n)), embora o
correto seja f(n) € ©(g(n)).

Exemplos nos quais f(n) € ©(g(n)):

s f(n)=1in*-3negn) =n?
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e f(m)=100n°—-n*+3.5n-17 e g(n) = n’.

2.1.2 Notacao O

Quando uma fung¢do f(n) possui como limite assint6tico superior g(n) diz-se que f(n)

pertence ao grupo O(g(n)). Diz-se que g(n) é o limite assintdtico superior para f(n).

O(g(n)) = {f (n)| existem constantes positivas c e ng
(2.2)

tais que 0 < f(n) < cg(n) para todo o n = ne}

A Figura 3 exibe a notagdo sendo utilizada para o caso f(n) € O(g(n)).

cg(n)

f(n)

Figura 3 - Exemplo da aplica¢do da notagdo assintética O. Nela, f(n) € O(g(n)) (COR-
MEN et al., 2012).

E importante ter em mente que se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n) € O(g(n)).Isso se deve
ao fato de que a notacao ® é uma noc¢ao mais forte de O.

A notagao O é empregada para informar o pior caso da complexidade de um al-
goritmo. Desse modo, quando se diz que “a complexidade é O(n?)” que o algoritmo
demandara tempo de pior caso cn? para uma entrada de tamanho 7.

Exemplos nos quais f(n) € O(g(n)):
e f(n)= }lnz—neg(n) = n?-6mn;

e f(n)=100n®-n?+3.5n-17e g(n) =2"+3n?.
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2.1.3 Notacgdo Q

Quando uma funcado f(n) possui como limite assint6tico inferior g(n) diz-se que f(n)

pertence ao grupo Q(g(n)).

Q(g(m) = {f(n)| existem constantes positivas ¢ e ng
(2.3)

taisque 0 < cg(n) < f(n) paratodoo n = no}

A Figura 4 exibe a notagdo sendo utilizada para o caso f(n) € Q(g(n)).

f(n)
cg(n)

Figura 4 - Exemplo da aplica¢do da notagdo assintética Q. Nela, f(n) € Q(g(n)) (COR-
MEN et al., 2012).

Teorema 2.1.1. Para quaisquer duas fungoes f(n) e g(n), f(n) € ©(g(n)) sse f(n) €
O(g(m) e f(n) € Q(gm).

Exemplos nos quais f(n) € Q(g(n)):
* f(n)= %nz -3neg(n) = %nZ—Zn;

e f(n)=2"+3n%e g(n)=100n%-n?>+3.5n-17.

2.1.4 Notacao o

A notacdo o é utilizada quando o limite superior assint6tico ndo € “justo” (CORMEN

et al., 2012). Considera-se 2n? € O(n?) justo e 2n € O(n?) néo justo. Um limite superior
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assintético ndo justo utiliza a notagéo o(g(n)).

o(g(n)) = { f(n)| para qualquer constante positiva c, existe uma constante gy >0

tal que 0 < f(n) < cg(n) para todo o n = np}.

(2.4)

Desse modo, 2n? ¢ o(n?), mas 2n € o(n?).

Exemplos nos quais f(n) € o(g(n)):
* f(n)= 1003 —n®+35n—17e g(n)=2" +3n?;

e f(n)=100ne g(n) = nd.

2.1.5 Notagao w

De acordo com Cormen et al. (2012), utiliza-se a nota¢do w para denotar um limite

inferior assintético que nao é preciso. f(n) € w(g(n)) sse g(n) € o(f(n)).

w(g(n)) = { f(n)| para qualquer constante positiva c, existe uma constante 9 >0
talque 0 < cg(n) < f(n) paratodoo n = no}.
(2.5)
Exemplos nos quais f(n) € w(g(n)):
e f(n)=2"+3n?e g(n)=100n%-n?+3.5n-17;
1

o f(n)=1p5n° e gn) =n.

2.1.6 Propriedades das Notacdes

Transitividade (CORMEN et al., 2012):

s f(n)€O(g(n) e gn) € ©(h(n) implicam f(n) € O(h(n));
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* f(n) € 0(g(nm) e g(n) € O(h(n)) implicam f(n) € O(h(n));
o f(n)€Q(g(n) e gn) € Q(h(n)) implicam f(n) € Q(h(n));
s f(m)eo(gn)egn) e o(h(n)implicam f(n) € o(h(n));
« f(n) ew(gm) e g(n) € w(h(m) implicam £ (n) € w(h(n)).
Reflexidade:

s fmeB(fm);

s f(meO(f(n);

o f(m)eQ(f(m).

Simetria: f(n) € ©(g(n)) sse g(n) € O(f(n)).

Simetria de Transposicao:
s f(m) eO(g(n)sse gn) € Q(f(n);
* f(m)eo(g(n)sse gn) €w(f(n).

Pode-se utilizar uma analogia dessa relagdo entre fung¢des com as comparacoes

entre os numeros reais a e b:
e f(m)eO(g(n)) écomo a < b;
s f(m)eQ(g(n)) écomo az=b;
* f(n)€®(g(n) écomo a=b;
s f(n)€o(g(n)écomo a<b;
* f(n) ew(g(n) é como a> b.
Multiplicagdo por uma constante:

* O(cf(n) =06(f(n);
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e 99n% € O(n?).
Mais alto expoente de um polinémio:
e 3n®-5n?+100 € O(n®);
* 6n*—20n% € O(n%);
* 0.8n+224€0(n).
Termo dominante:
e 2" +6n°€O2™);
e n!—3n%e0n);

e nlogn+3n?e€0(n?).






CAPITULO

Recorréncias

Relagdes de recorréncias expressam a complexidade de algoritmos recursivos. E preciso
resolver a recorréncia para determinar a complexidade através da chamada férmula

fechada (que nao depende da mesma ou de outra funcao).

Aqui, destacam-se quatro métodos para resolver recorréncias:

Método da substituicao;

Método da iteracao;

Método da arvore de recursdo ou recorréncia;

Método mestre ou teorema mestre.

Para apoiar a explicacao de alguns desses métodos, serd utilizado o algoritmo de
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Merge-sort, ja visitado anteriormente, mas que é revisitado aqui nos Algoritmos 4 e 5.

Algoritmo 4: Merge

Input :umvetor A={(a,ay,...,a,), as posicoes p,ger

1 n<—qg-—-p+1

2 Np—r—(gq

3 Seja L um vetor indexado de 1 até n; +1

4 Seja R um vetor indexado de 1 até ny + 1

5 fori—1ton; do
6 LLi‘_Ap+i—1
7 for j —1tony do
8 LRj(_Aq"'j
9 Ly 41— o0

10 Ry, 41 < 00

1mi<—1

12 j—1

13 fork —p tor do
14 if L; < R; then
15 A — L;
16 i—i+1
17 else

18 A — R;
19 j—j+1

Algoritmo 5: Merge-Sort

Input :umvetor A=(a,ay,...,an), as posicoes p e r

1 if p < r then
2 q— LPTH

3 Merge-Sort(A4, p, q)

4 Merge-Sort(A, g+1, 1)

5 Merge(A, p, g, 1)




3.1. Indugdo Matemdtica 31

Para o contexto do Merge-Sort, sabe-se que a recorréncia que representa sua com-

plexidade de tempo é:

1 sen=1,
T(n) = (3.1)

2T(%)+n sen>1.

Antes de comecar a resolver as recorréncias, é importante visitar o conceito de

inducdao matematica.

3.1 Inducdao Matematica

Na demonstracdo por inducao, procura-se testar a validade de uma propriedade P com

um parametro n. Diz-se que realiza-se a demonstracao de P(n) por indugdo.
Geralmente, ha um ntmero infinito de casos a serem considerados, um para cada

valor de parametro. Para isso, demonstra-se os casos infinitos de uma s6 vez, conside-

rando:

* Base da Inducao: demonstracdo de P(1);
* Hipétese de Inducdo: supoe-se que P(n) é verdadeiro;

* Passo de Inducao: prova-se que P(n + 1) é verdadeiro, a partir da hipotese de

inducgao.

Prove que a soma dos 7 primeiros niimeros impares é n? por inducao.

Em alguns casos, é necessdrio demonstrar que uma proposicao P(n) vale para

n = ny para algum ny. Nesse caso, utiliza-se:

* Base da Inducao: demonstracao de P(nyg);

* Hipétese de Inducgao: supde-se que P(n — 1) é verdadeiro;
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* Passo de Inducao: prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hipétese de indu-
cao.
Uma inducao pode ser fraca (simples) ou forte. Para a inducao forte, deve-se supor

que a propriedade vale para todos os casos anteriores e nao somente para o anterior.

Na inducao forte, tém-se:
* Base da Inducao: demonstracdo de P(1);
* Hipétese de Inducgao: supoe-se que P(k) é verdadeiro paratodo 1 < k < n;

* Passo de Inducao: prova-se que P(n) é verdadeiro, a partir da hip6tese de indu-

cao.

Exemplo 1

Demonstrando que a seguinte inequacao vale para todo natural n e real x tal que

(I1+x)>0:

1+x)"=1+nx. (3.2)

A base da inducdo é n = 1. Nesse caso, ambos os lados da inequacao sdo iguais,
mostrando sua validade. Isso encerra a prova para o caso base.

A hipétese de inducao é a de que a inequacao (1 + x)" = 1 + nx valha para n em
qualquer valor real de x, desde que (1 + x) > 0.

O passo da inducao deve mostrar que a inequacao vale supondo a hipo6tese da
inducdo usando o valor n+1, isto é, (1 + x)**! = 1+ (n+ 1)x para todo x, desde que

(1+ x) > 0. A deducao é simples:
I+0"™ =1+x0"1+x)
> (14 xn)(1 + x) pela hip6tese da inducao e (1+x) >0
(3.3)

=1+(n+1x+nx*

>1+(n+1)xjaque nx*=0.
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A ultima linha demonstra que a inequacao vale para n + 1, completando a prova.

Exemplo 2

Demonstra-se que o nimero de regides criadas por n retas em posi¢do geral no plano é

igual a
nn+1)
n=—"+1. (3.4)
2
Um conjunto de retas esta em posigdo geral se todas elas sdo concorrentes (nao ha
retas paralelas) e ndo h4 trés retas interceptando o mesmo ponto. A Figura 5 apéia essa

explicacao.

Em posigao geral Nao estao em posigao geral

Figura 5 — Exemplos de retas que estdo em posi¢do geral e ndo estao.

Para a base da inducao, tém-se n = 1. Uma reta sozinha divide o plano em duas

regioes. Utilizando a equacgdo acima, tém-se

1(1+1)
=+

5 1=2. (3.5)

1

Isso conclui a prova para o passo base.

A hipoétese da inducdo supode que Tj, = @ + 1 para n retas em posigdo geral.

Para o passo de indu¢do, demonstra-se que para n + 1 retas em posigdo geral vale,

(n+1)(n+2)
—

5 1. (3.6)

Thi1 =

supondo a hipétese de inducao.
Considere o conjunto L com n+1 retas em posi¢do geral no plano e seja r uma dessas

retas. Entao, as retas do conjunto L' = L\{r} obedecem a hipétese de inducdo. Além
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disso, r intersecta as outras n retas retas em n pontos distintos. O que significa que,
saindo de uma ponta de r no infinito e apés cruzar n retas de L, a reta r terd cruzado

n + 1 regioes, dividindo cada uma destas em outras duas. Assim, pode-se escrever que:

Thy1=Thp+n+1

+1
= nn+l) + 1+ n+1 pela hip6tese de inducao (3.7)

(n+1)(n+1)
= +1

Isso conclui a demonstracgao.

Exemplo 3

Em um conjunto de 7 retas no plano, define-se de regides convexas cujas bordas sdo
segmentos de n retas. Duas dessas regioes sdao adjacentes se suas bordas intersectam
em segmento de reta ndo trivial, isto é contendo mais que um ponto.

Uma k-coloracao dessas regioes é uma atribuicdo de k cores a cada uma das regides
de forma que regides adjacentes tenham cores distintas.

Suponha que deseja-se demonstrar que existe uma 2-coloracdo das regioes forma-
das por n retas no plano para todo n = 1. Para demonstracdo via indu¢ao matematica,

considere:

* Base da inducao: Para n = 1, considera-se apenas uma reta que divide o plano
em duas regioes. Atribuindo-se cores diferentes em cada regiao, obtém-se a pro-
priedade desejada (2-coloracao e adjacéncias com cores distintas). Isto conclui a

prova para n = 1.

* Hipétese de inducao: existe uma 2-coloracado das regioes convexas formadas por

n retas em um plano.

e Passo dainducao: supondo a hipétese de inducdo, exibe-se uma 2-coloracao para
as regioes formadas por n + 1 retas no plano. A demonstragdo do passo consiste

em observar que a adicdo de uma nova reta r divide cada regido atravessada por
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r em duas, e definir a nova 2-coloracao da seguinte forma: as regides em um lado
de r mantém a cor herdada da hipotese de inducgao; as regioes no outro lado de r

tém suas cores trocadas. (continuar...)

Vocé é capaz de demonstrar que a 2-coloracao obtida nesse processo obedece a

definicao?

Prove que a soma dos n termos de uma Progressdo Aritmética é igual a Z?z_ol (ap+

ir).

Prove que a soma dos n termos de uma Progressao Geométrica é igual a

Y aogh).

3.2 Método da Substituicdo

Para o método da substituicdo, arrisca-se um palpite sobre a solugdo e tenta provar-se
que ele funciona utilizando o método de inducao. Requer pratica e experiéncia.

Sabendo da recorréncia do Merge-sort, deduz-se que T'(n) € O(nlgn); mais especifi-
camente, que T(n) <3nlgn.

Substituindo, tém-se:

T(n) = T(E) + T(f) +n
2 2

A

<3nl n+3
= ) g

—+
n
2 2g2

n
=3nlg—+n

2 (3.8)
=3n(lgn-1g2)+n

=3nlgn-3n+n

<3nlgn
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A substituicdo ocorreu perfeitamente. No entanto, T(1) =1 e 3(1)1g(1) =0 e a base
ndo funciona. Contudo, precisamos lembrar das definicoes do O(:). Portanto, s6 precisa-

se provar que T'(n) < 3nlgn para um n = ny. Nesse caso, 1y = 2, pois
TR)=T)+T1)+2=4=<3(21g2). (3.9

Portanto, conclui-se a substituicao.

Definindo a constante

De onde vem a constante 3? E se ndo a tivermos, como encontrd-la? Uma forma simples
é substituindo a constante por c:
n n
T(n)= T(—) + T(—) +n
2 2
PO SRR N
<c=lg—+c=lg=+n
2 & 2 2 & 2
n
=cnlg—+n
2 (3.10)
=cn(lgn-1g2)+n
=cnlgn—-cn+n
<cnlgn.
Para que cnlgn—cn+n < cnlgn, considerando ¢ = 1 ja seria suficiente.

Desse modo, entdo chega-se a conclusdo que T(n) < cnlgn e portanto T(n) €

O(nlgn).

Seria melhor mostrar que T'(n) € ©(nlgn). Para isso, mostre que 7'(n) € Q(nlgn).

Um outro exemplo
Considere a recorréncia

1 sen=1,
T(n) = (3.11)

T([%])+T([§J)+l sen>1.
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Assumindo que T'(n) € O(n), tenta-se demonstrar que 7' (n) < cn para alguma cons-

o)l

= 2(;; +1 (3.12)

tante c:

+1

=cn+1.

Veja que ndo esté correto considerar cn + 1 < cn. Para facilitar esse tipo de ajuste
detalhado, uma ideia interessante é usar uma constante b > 0. Assim a substituicao

poderia acontecer considerando T'(n) < cn — b. Desse modo, teria-se:

o)l

n
<2c—-2b+1
2

+1

(3.13)
=cn—-2b+1

<cn-+1.

Para qualquer b = 1, a desigualdade vale.

3.3 Método da Iteracao

O método iterativo (ou expansao telescopica) € interessante, pois nao héd a necessidade
de “advinhar” o resultado. No entanto, é necessario utilizar-se de mais fundamentos
matematicos. A ideia principal é expandir a recorréncia e escrevé-la como uma somato-
ria de termos que dependem de 7 e das condi¢des iniciais. Para isso, deve-se conhecer
limitantes para varias somatorias.

Deve-se expandir até que seja identificado seu comportamento no caso geral. Para

iss0, as seguintes etapas sao uteis:
1. Copie a férmula original;

2. Descubra o passo;
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3. Isole as equagdes para os proximos niveis;
4. Substitua os valores isolados na férmula original;
5. Identifique a férmula do i-ésimo nivel;

6. Descubre o valor de i para igualar o parametro de T'(x) (valor de n) ao parametro

no caso base;
7. Substitua o valor de i na férmula do i-ésimo nivel;
8. Identifique a complexidade dessa férmula;

9. Prove por inducao que a equacao foi corretamente encontrada.

Exemplo 1

Seguindo as etapas para

T(n) = (3.14)

1. Copie a férmula original: ZT(g) +2;
2. Descubra o passo: T'(n) esta escrito em funcao de T(g);
3. Isole as equacdes para os proximos niveis:
T(4)=27(4)+2¢
T(4)=27(%)+2
4. Substitua os valores isolados na férmula original: substituindo o valor isolado de
T (g)
T(n) = 2(2T(%) + 2) +2
T(n)=22T(#)+22+2 e

substituindo o valor isolado de T(%):
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T(n)=227(4
Tun:2%2T
nm:?ﬂ%

)
T(n) = 23T(1) +2/*1 —2 (vejanotas !);

. Identifique a férmula do i-ésimo nivel:

T(n)=2/T(£)+21*1 -2

. Descubre o valor de i para igualar o parametro de 7'(x) (valor de n) ao parametro

no caso base:
ﬂﬂsz
n _

2= 1

n=2:

i=lgn;

. Substitua o valor de i na férmula do i-ésimo nivel: T'(n) = 2187 T (1) + 2!87+1 _2

T(n)=n+2n-2

T(n)=3n-2;

. Identifique a complexidade dessa férmula:

T(n) € O(n);

. Prove por indugao que a equagao foi corretamente encontrada:

e Passo base: para n =1, o resultado esperado € 1, o que se confirma: T'(n) =
3n—-2

T1)=3-2=1;

e Passo indutivo: por hipotese de inducao, assume-se que esta correta para
g, ou seja T(%) = 3% — 2. Entao, verifica-se se T'(n) = 3n— 2, sabendo que

T(n) = 2T(§) +2 e partindo da hipétese de indugao que T(5) =35 -2, 0

1

1-2

2 =xihoi o142l 12 142 =2t 2
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também se confirma:
T(n)=27(4]+2
T(n)=2(3%-2)+2
T(n)=6%—4+2

T(n)=3n-2;

¢ Demonstra-se entao que ZT(g) +2=3n-2paran=1.

Exemplo 2

Seguindo as etapas para

1 sen=1,
T(n) = (3.15)

2T(n-1)+1 sen>1.

[u—

. Copie a férmula original: 2T(n—-1) + 1;

2. Descubra o passo: T'(n) estd escrito em funcao de T'(n—1);

w

. Isole as equacoes para os proximos niveis:
Tn—-1)=2T(n-2)+1e

T(n-2)=2T(n-3)+1;

1SN

. Substitua os valores isolados na férmula original: substituindo o valor isolado de
T(n-1):
T(n)=2(2T(n-2)+1)+1
substituindo o valor isolado de T'(n —2):
T(n)=2*T(n-2)+2+1
T(n)=2*(2T(n-3)+1)+2+1
T(n)=23T(n-3)+2%+2+1

T(n)=23Tn-3)+23-1
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5. Identifique a férmula do i-ésimo nivel:

Tn)=2T(n-i)+2'—1;

6. Descubre o valor de i para igualar o parametro de T'(x) (valor de n) ao parametro
no caso base:
T(n)=2'T(n-i)+2'-;n-i=1

i=n-—1;

7. Substitua o valor de i na formula do i-ésimo nivel: T(n) =2 1T1)+2" 1 -1
T(n)=2""14+2n"1_1
Tn)=2-2""1-1

T(n)=2"-1,

8. Identifique a complexidade dessa féormula:

T(n) e ®2™);
9. Prove por inducdo que a equacao foi corretamente encontrada:

e Passo base: para n = 1, o resultado esperado € 1, o que se confirma: T(n) =
2" —1;

TH)=2'-1=1;

e Passo indutivo: por hip6tese de inducado, assume-se que estd correta para
n—1,ouseja T(n—1)=2""!—1. Entio, verifica-se se T(n) = 2" — 1, sabendo
que T'(n) =2" -1 e partindo da hipétese de indugdo que T'(n—1) = 2n-1_1,
0 também se confirma:

T(n)=2Tn-1)+1
T(n)=2(2"1-1)+1
Tn)=2"-2+1

T(n)=2"-1,

* Demonstra-se entdoque 2T (n—1)+1=2"-1paran=1.



42 Capitulo 3. Recorréncias

3.4 Método da Arvore de Recursdo

O método da arvore de recursdo converte a recorréncia em uma arvore nos quais os
nodos representam os custos de um tinico subproblema. Analisa-se entdo os custos em

cada nivel da arvore gerada. Usa-se algumas técnicas para limitar o tamanho da arvore.

De acordo com Cormen et al. (2012), uma arvore de recursdao é bem mais usada para
gerar um bom palpite, que é entdo verificado pelo método da substituicdo. Se a arvore
for desenhada detalhadamente e criteriosamente, a mesma pode ser utilizada como

prova direta de uma solucao de recorréncia.

Como exemplo da aplicacdo de uma arvore de recursao, considera-se a recorréncia
T(n)= 3T(%) + cn?. A Figura 6 demonstra a execucao do passo-a-passo para expandir
uma arvore de recursdo para a recorréncia exemplo. Nota-se que o tamanho do pro-
blema para cada nodo da profundidade i é de %. Considerando o subproblema minimo
igual a 1, entdo o nimero de niveis pode ser calculado imaginando o maior nivel para

n:

n
—.:1
41
n=4' (3.16)
i=log,n

Considerando as profundidades 0, 1,...,log, n, tém-se log, n + 1 niveis. Observando a



3.4. Método da Arvore de Recursdo 43

Expandindo a recorréncia para o primeiro passo:

(<)
@) @ )

Expandindo a recorréncia para o segundo passo:

(3/16)° cn?

(3/16)* cn?

(3/16)? cn?

+1 T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l)T(:l) T(:l) O(n'09: 3)

Figura 6 — Arvore de recursdo sobre a recorréncia T'(n) = ST(%) + cn®. Adaptado de
Cormen et al. (2012).

complexidade requerida em cada nivel, tém-se uma nova definicdo para T'(n):

3 1 3 2 3 log, n—1
—) cn? + —) cn2+...+(—) cn2+®(nlog43)
16 16 16

log, n—1

_ 3\ logi3
= l;) (1_6) cn +®(n 084 )
i
< i (i) cn? +®(nl°g43)
i=0\16 3.17)
! cn2+®(nl"g43)

i

:Ecn +G)( l°g43)
13

3 0
T(n) = (—) cn? +
16

=0(n?)

Usando o método de substituicdo para verificar o palpite de que T(n) € O(n?),
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deseja-se demonstrar que o mesmo é um limitante superior para 7'(n) =3 T(%) +0(n?).

Em outras palavras, demonstrar que 7'(n) < dn? para uma constante d > 0:
n 2
T(n)<3T Z +cn

2
< 3d(ﬁ) +cn?
4 (3.18)

3
= —dn®+cn?
16

<dn®.

16,

A dltima parte € valida desde que d = 3 c.

3.5 Método da Mestre

O método mestre € utilizado para resolver recorréncias na forma 7'(n) = aT (%) + f(n),
onde a,b>1e f(n) é uma funcao assintoticamente positiva. Considera-se que [%J =

[%-‘ = %. Entdo, T'(n) tem os seguintes limites assint6ticos:

1. Se f(n) e O(n'ogra—e) para uma constante € > 0, entao T'(n) € O(nlosray;
2. Se f(n) € ©(n'°8r%), entdo T(n) € O(n'°8r%1g n);

3. Se f(n) € Q(n'°89+€) para uma constante € >0 e af(%) < cf(n) para uma cons-

tante ¢ < 1, entdo T(n) € ©(f(n)).

Em cada um dos trés casos, compara-se a funcio f(n) com a funcdo n'°8»¢4. A
maior entre as duas funcoes estabelece a solucao para a recorréncia. H4 ainda detalhes

técnicos importantes a considerar (CORMEN et al., 2012):

* Para o primeiro caso, f(n) ndo s6 tem que ser menor que n'°8 % mas tem que
ser polinomialmente menor. Ou seja, f(n) deve ser assintoticamente menor que

n'°8 @ por um fator n¢ para uma constante € > 0;

* Para o terceiro caso, f(n) ndo sé tem que ser maior que 7'°% %, mas tem que ser

polinomialmente maior e satisfazer a condicao “af (%) < cf(n)”. Ou seja, f(n)
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log;, a

deve ser assintoticamente maior que n por um fator n¢ para uma constante

e€>0.

Exemplo 1

Considere a seguinte recorréncia 7'(n) = 9T(§) + n. Em seu formato, considera-se:

e a=9;
* b=3;
e f(n)=n.

Portanto, n'°8% = nl°89 € ©(n?). Desse modo, f(n) = n'°8%~€ com € = 1, entdo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (1) € ©(n?).

Exemplo 2

) + 1. Em seu formato, considera-se:

Considere a seguinte recorréncia T'(n) =T (%”

e a=1;
° b:%’
e f(n)=1.

logs 1

Portanto, n!°% = n °2 " = p% = 1. Desse modo, f(n) = nlogy a

, entdo aplica-se o

segundo caso, obtendo T'(n) € ©(lgn).

Exemplo 3

Considere a seguinte recorréncia T'(n) =3T (%) + nlgn. Em seu formato, considera-se:
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e f(n)=nlgn.

Portanto, n'°% % = pl°8:3 = p0793 Desse modo, f(n) € Q(n'°%3+€) com € = 0,2, entdo
precisa-se verificar uma ultima condicao para aplicar o terceiro caso: considerando
af(%) =321g% e cf(n) = 3nlgn, entdo para af(%) <cf(n),321g% < 3nlgn paraum

c= %. Desse modo, aplica-se o caso 3, obtendo-se T'(n) € ©(nlgn).

Exemplo 4

Considere a seguinte recorréncia 7'(n) =2 T(g) + nlgn. Em seu formato, considera-se:

e a=2;
* b=2;
e f(n)=nlgn.

Portanto, n'°8»% = pl°822 = 5. Nesse caso, poderia-se enganar dizendo que nlgn é

assintoticamente maior que 1n'°8 % = n. O problema é que ela nio é polinomialmente

f(n) _ nlgn

maior. A razao 87 =

=lgn é assintoticamente menor que n¢, o que faz a recor-

réncia ficar entre os casos 2 e 3.

Exemplo 5

Considere a seguinte recorréncia 7'(n) =2 T(%) + ©®(n). Em seu formato, considera-se:

e a=2;
e b=2;
* f(n)=n.

Portanto, n'°8% = pl°8&2 = . Desse modo, f(n)= nl°8 4 entio aplica-se o segundo

caso, obtendo T'(n) € ©(nlgn).
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Exemplo 6

Considere a seguinte recorréncia 7T(n) = 8 T(%) +©(n?). Em seu formato, considera-se:

o f(n)=0(n?).
Portanto, n'°84 = plo8:8 = ;3. Desse modo, f(n) e 0(n'°8%7€) com ¢ = 1, entdo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T (n) € ©(n3).

Exemplo 7

Considere a seguinte recorréncia T'(n) =7 T(g) +©(n?). Em seu formato, considera-se:

* a=7;
e h=2;
o f(n):nz.

Portanto, n'°8»% = n'87 < n>8! Desse modo, f(n) € O(n'°8»%¢) com € = 0,8, entdo

aplica-se o primeiro caso, obtendo T(n) € ©(n'8").

Exemplos onde ndo se aplica o método mestre

Estes sdao alguns exemplos onde ndo se aplica o método mestre:

Tn)=Tn-1)+n;

Tn)=Tn-a)+T(a)+n,comacZ*;

Tm)=Tn+T(Q-a)n)+n,com0<a<l;

T(n)=T(n-1)+logn;

T(n) = ZT(g) + nlogn.






CAPITULO

Divisao e Conquista

A Divisao e Conquista é um paradigma em que se resolve um problema em trés etapas

a cada nivel de recursdao (CORMEN et al., 2012):

* Divisao: divide-se o problema em um niimero de subproblemas que sao instan-

cias menores do problema original;

* Congquista: resolve-se os subproblemas recursivamente. Entretanto, se o tamanho
dos subproblemas for suficientemente pequeno, passa-se a resolvé-los direta-

mente;

* Combinacao: as solugdes para os subproblemas sao combinadas para resolver o

problema que as originou.

4.1 Multiplicacdo de Inteiros

Esta secao discute a multiplicacdo de dois nimeros inteiros no qual o algoritmo de
tempo quadratico tradicional é melhorado (ou acelerado) ao utilizar o paradigma de
divisao e conquista (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

No algoritmo tradicional, multiplica-se dois nimeros x e y. Para cada digito de

¥, multiplica-se os digitos de x. Os resultados para cada digito de y sao somados,
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considerando um deslocamento equivalente a posicdao do digito multiplicador de y. Ao
contar o numero de multiplicacdes para cada digito de y, tém-se O(n) operacoes, no
qual n é o ntiimero de digitos do nimero com maior quantidade de digitos. Para somar

cada um dos resultados obtidos, demanda-se mais O(n) operagoes.

O algoritmo melhorado se baseia em uma maneira mais eficiente de dividir o pro-
duto em somas parciais. Para exemplificar, ird se considerar um nimero na base 2, mas
isso ndo importa, pois o algoritmo é o mesmo para qualquer base, deve-se apenas se
fazer os ajustes necessarios. Assuma que x = x1 - 22 + xo, no qual x; corresponde aos 3
bits de maior ordem (significancia) e x os 7 bits de menor ordem. De maneira similar

. P n . R T ~
se considera o nimero y = y; -22 + yy. Desse modo, pode-se considerar a multiplicacdo

de x e y da seguinte forma (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

xy=(x 2% + x0) (1 2% 4 Yo0)
4.1)

=X1)1 '2” + (.X,'ly() + X()yl) . 2% + X0)o-
O tempo computacional para computar uma multiplicacdo como essa é de T'(n) <
4T(%) +n.

No entanto, é possivel melhorar considerando o seguinte (truque de Karatsuba):

xy=x1y1-2"+ (X130 + Xoy1) - 22 + Xo Yo

4.2)
= x1y1-2" + (X1 + x0) - (1 + Y0) — XoYo — X1)1) - 22 + X0 Yo-
A parte (x + xp) - (¥1 + Yo) — X0 Yo — X1 1 € equivalente a x; yp + Xpy1:
(x1 + X0) (Y1 + Yo) — Xoyo — X1Y1 = X1 Y1 + X1 Yo + Xo Y1 + X0 Yo — X0 Yo — X1)1 3
4,

=X1)Yot+Xo)1.

Com essa forma de calcular, se reaproveita de calculo que xyyp e x; y;. O Algoritmo 6,
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exibe o algoritmo que utliza essa forma de multiplicacao.

Algoritmo 6: Multiplicacdao-Recursiva

Input :valores inteiros na base-2 x e y, nimero de bits n

1 if n =1 then

2

return x-y

3 else

10

11

12

n «—

SIS

X
X1 < om

Xp — x mod 2™

N3

Yo — y mod 2™

p — Multiplicacao-Recursiva(x; + xo , 1 + ¥o)
x1y1 — Multiplicacao-Recursiva(x; , y;)

XoYo — Multiplicacdo-Recursiva(xg , yo)

return x; y; - 2" + (p — X1y1 — Xo)0) - 2% + X0 Yo

4.1.1

O tempo computacional requerido é T'(n) < ST(g) +cn.

Complexidade

Dé a férmula fechada para a recorréncia T(n) < 3T (g) + cn, identificando a

respectiva complexidade.

4.2

Multiplicacdo de Matrizes

Para multiplicacao de matrizes, hd um algoritmo bem conhecido que demanda com-

plexidade de tempo ©(n%). Uma versdo do mesmo para multiplicacdo de duas matrizes
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quadradas é apresentado no Algoritmo 7.

Algoritmo 7: Multiplica¢do-Matriz-Quadrada
Input :Duas matrizes quadradas A=R"*" e B =R"*",

1 n <—rows(A)
2 C—R™"

3 fori—1tondo

4 for j—1tondo

5 Cij‘_o

6 fork—1tondo

7 L Cij‘_cij+aik'bkj
8 return C

Um algoritmo simples de divisao e conquista para multiplicacao de matrizes pode

ser visualizado no Algoritmo 8. Na linha 6, o algoritmo divide as matrizes em quatro
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partes de mesmo formato para as matrizes.

Algoritmo 8: Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC
Input :Duas matrizes quadradas A=R"*" e B=R"*",

1 n<—rows(A)

s C — RPN

3 if n =1 then

4 L c11 < an-bn

5 else

6 particionar A, B e C em quatro matrizes cada

7 C11 — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(Aj1, B11) +
Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(A;2, B21)

8 C12 — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(A;1, B12) +
Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(A;2, B22)

9 C,1 — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(A;, B11) +
Multiplicacdao-Matriz-Quadrada-DC(Azz, B21)

10 Cy, — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(A;, B12) +

Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(Az2, B22)

11 return C

Assumindo que as entradas possuem um tamanho na poténcia de 2 exatamente,
torna a andlise da complexidade mais simples. A complexidade de tempo é igual T'(n) =

8T(§) +0(n?), sendo que T(1) = ©(1). A parte ®(n?) é devido a soma das matrizes

obtidas pelas chamadas recursivas.

Dé a férmula fechada para a recorréncia T'(n) < 8T(§) +0(n?), identificando a

respectiva complexidade.

Ainda ha como melhorar a complexidade de tempo, utilizando como base a versao
de divisao e conquista. Essa versdo mais eficiente é conhecida como algoritmo de
Strassen (Algoritmo 9). A complexidade do algoritmo de Strassen é dada pela recorréncia

T(n)=77(%]+©(n?), sendo T(1) = ©(1).
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Dé a férmula fechada para a recorréncia T'(n) = 7T(§) +©(n?), identificando a

respectiva complexidade.




4.2. Multiplicagédo de Matrizes

55




56

Capitulo 4. Divisdo e Conquista

Algoritmo 9: Multiplicagdo-Matriz-Quadrada-DC

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

Input :Duas matrizes quadradas A=R"*" e B=R""".

n <— rows(A)
C — R™"
if n = 1 then

c11 < an-bn

else

particionar A, B e C em quatro matrizes cada

S1 < Bi2— B2

S2 — A+ A2

Sz — Az1 + A2

S4 — B21 — B1;

S5 — A+ Az

Se — B11+ B2

S7— A2 — A

Sg < Ba1+ B2

Sg — An—An

S10 — Bi1 + Bi2

P; — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(A;1, S1)
Py, — Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(Sy, B22)
P3 — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(S3, B11)
P, — Multiplicacdo-Matriz-Quadrada-DC(Az2, S4)
P5 — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(Ss, Sg)
Pg — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(S7, Sg)
P; — Multiplicacao-Matriz-Quadrada-DC(Sg, S10)
C11 < Ps+Py—Py+ Pg

Cip—P1+Py

Co1 < P3+ Py

C22<—P5+P1—P3—P7

return C
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4.3 Medianas e Estatistica de Ordem

A i-ésima estatistica de ordem é o i-ésimo menor elemento de uma colecdo. O minimo
é a primeira estatistica de ordem. O maximo elemento € a n-ésima estatistica de ordem
para um conjunto com 7n elementos (CORMEN et al., 2012). Mediana é o 50° percentil,
ou seja, metade dos nimeros sdo maiores que ele e a outra metade é menor. Se o con-
junto possui uma quantidade de elementos par, ha duas medianas (inferior e superior)
(DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008; CORMEN et al., 2012). Por questoes

de simplicidade, considera-se serd menor dois elementos como a mediana.

Como pode-se fazer para encontrar o minimo e o méximo? Qual o algoritmo para tal
tarefa? Qual a complexidade desse algoritmo? Para o minimo e méximo € mais simples
encontrar um algoritmo linear. Para outras estatisticas de ordem, a solu¢ao nao parece

tao simples quanto a de encontrar o minimo e o maximo de um conjunto.

O algoritmo apresentado a seguir utiliza o paradigma de divisao e conquista que par-

ticiona o vetor em duas partes e segue em apenas uma delas com a recursao (Algoritmo
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11).

Algoritmo 10: Particdao-Aleatoria

10

Input :Um vetor A, dois nimeros inteiros p e r.

i — Random(p, r)

swap(Ay, A;)

X — Ar

i—p-1

forj—ptor—1do

if Aj < x then
i—i+1

swap(A;, A;)

swap(A4;+1, Ar)

returni+1

Algoritmo 11: Selecdo-Aleatoria-Estatistica-de-Ordem

10

11

Input :Um vetor A, dois nimeros inteiros p e r, identificando as posicoes de inicio e fim

da busca, um valor inteiro i, indicando qual i-ésimo nimero deve ser

encontrado.
if p = r then
L return A,

q — Parti¢ao-Aleatoria(A, p, r)
k—qg-p+1
if i = k then

return AL7

else

if i < k then

else

return Selecdo-Aleatodria-Estatistica-de-Ordem(A, p, g — 1, 1)

return Selecdo-Aleatoéria-Estatistica-de-Ordem(A, g+ 1,r,i — k)
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Complexidade de Tempo

A complexidade de tempo do Algoritmo 11 para o pior caso é ©(n?), pois a escolha de
um pivo ruim pode eliminar apenas um candidato ao i-ésimo menor para a proéxima
chamada recursiva. Desse modo, teria-se a demanda de tempo T'(n) < T(n—1) + O(n).
No entanto, esse algoritmo possui uma complexidade esperada linear (CORMEN et al.,
2012).

O procedimento Particao-Aleatoria (Algoritmo 10) tem igual probabilidade de re-
tornar qualquer elemento como pivo. Entdo, cada elemento k € {1,2,..., n} tem proba-
bilidade % de ser selecionado. Considere as varidveis aleatdrias X, nas quais Xy = I'{o
subvetor tem exatamente k elementos}. Elas que correspondem ao subvetor de A com
k elementos. Entdo, E[X;] = %

Quando se chama a func¢do “Selecdo-Aleatoéria-Estatistica-de-Ordem” e se escolhe
o elemento pivo Ag, ndo se sabe, a priori, se terminard com a resposta correta. Entao,
faz-se chamadas recursivas para tratar das posicoes entre A, ;-1 ou entre Agy1..r. Para
obter um limite superior de T'(n), assume-se que estd no subvetor com mais elementos.
A variavel Xj = 1 para um valor de k elementos e 0 caso contrdrio. Quando X =1,
os dois subvetores tem k —1 e n — k elementos. Tém-se entdo a seguinte recorréncia

(CORMEN et al., 2012):

T(n) < Y. Xi-(T(max(k—1,n- k) +O(n))
k=1 (4.4)

=Y X T(max(k—1,n-k))+O(n).
k=1
S

Considerando em termos de valores esperados, obtém-se (CORMEN et al., 2012):

E[T(m)]<E

Y Xi-T(max(k—1,n-k))+O(n)
k=1

Il
M=

E|X¢- T(max(k-1,n- k)| + O(n)

ton
Il

1 (4.5)

1]
M=

E|Xc| - E| T(max(k-1,n- k)| + 00n)

=~
Il
—

%.E[T(max(k— 1,n= k)| +0m

Il
M=

ton
Il
—
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Considera-se T(max(k—1,n— k)) e X; como valores aleatérios independentes.
Considere que a expressao max(k — 1, n — k), tétm-se (CORMEN et al., 2012):

k-1 sek> {g],

max(k—-1,n-k) = (4.6)

n—-k sek< {g-‘

Se n € par, cada termo de T( {g-‘ ) até T(n—1) aparece duas vezes na soma. Se for impar,

os termos aparecem duas vezes e o termo T ( LgJ ) uma vez. Entao tém-se:

2 n-1
E[T(m)] == ) E[TW)]+0M). 4.7)
N k=2
Assumindo por substituicdo que o valor esperado para 7'(n) possui como limite

superior cn, considerando a base T'(n) = O(1) para um n menor do que uma constante,

faz-se a prova da complexidade linear esperada (CORMEN et al., 2012):

2 n—-1
E[Tm]<= ) ck+an
Ly
2c n—1 \n/2]-1
=—|) k- ) k)+an
n\r=1 k=1
2c((n—1Dn (Ln/ZJ—l)Ln/ZJ)
=— - +an
n 2 2
2c((n—1Dn (n/2—2)(n/2—1))
<— — +an
n 2 2
2c(n®-n n2/4—3n/2+2) (4.8)
=— — +an
n 2 2
c(f’)n2 n )
=—|—+—=--2|+an
n\ 4
(3n 1 2)
=C|l—+-——|+an
4 2 n
3cn ¢
<—+—+an
4
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Para completar a prova da substituicdo, demonstra-se que para um rn suficientemente

grande, essa expressao € no maximo cn, entao:

¢
2 (4.9)

Entao, se for assumido T'(n) = O(1) para n < Lfﬁ, tém-se E[ T (n)] = O(n). Conclui-se
entdo que pode-se encontrar qualquer estatistica de ordem, e em particular a mediana,
em tempo esperado O(n), assumindo que os elementos sao distintos (CORMEN et al.,

2012).

4.3.1 Método de Sele¢dao Deterministico Linear

H4 um método para encontrar o i-ésimo menor elemento de um conjunto de valores,
cujo o tempo computacional é linear (BLUM et al., 1973). Esse método ¢é detalhado
no Algoritmo 12. Nele, o vetor A é dividido em partes de no maximo 5 elementos cada
(linha 1). Depois, ordena-se cada uma dessas partes e encontra-se a mediana de cada
uma delas (linha 2). Cria-se entdao um vetor com a mediana de cada uma das partes e
procura-se a mediana do vetor de medianas (linha 3). Essa mediana servird de pivo para
dividir o vetor em duas partes: uma com o0s elementos maiores que o pivo e outra parte
com os menores elementos que o pivo (linha 5). Se a posicdo procurada é a mesma da

mediana piv0, o algoritmo pdra, retornando-a. Caso contrdrio, continua procurando na
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particdo menor ou maior que a mediana.

Algoritmo 12: Sele¢do-Deterministica

10

11

12

13

14

15

Input :Um vetor A, dois nimeros inteiros p e r, identificando as posicoes de inicio e fim
da busca, um valor inteiro i, indicando qual i-ésimo nimero deve ser
encontrado.

if p = r then

L return (Ap, p)

// Escolha do pivd

quebrar o vetor A em m partes de modo que cada parte tenha 5 elementos
ordenar cada uma das m partes

criar um vetor C contendo as medianas de cada uma das m partes

// Calcula a mediana do vetor de medianas (C)

(v, 1) — Selegéo-Deterministica(C, 1,|C|, |2Q)

k — posicdo do valor v em A

// Particionamento e selegdo
Particionar o vetor A na posicao k
if i = k then

return (Ag, k)

else
if i < k then

return Selecdo-Deterministica(A4, p, k— 1, i)

else

return Selecdo-Deterministica(A, k+1,1,1)

Complexidade

Para determinar a complexidade de tempo, considere que x é a mediana obtida na

linha 4 do Algoritmo 12. Como a mediana x é o valor pivd para a parti¢do do algoritmo,

considerar limites relacionados a ela ajudam a entender a complexidade.

Pelo menos metade das medianas encontradas na linha 3 sdo maiores ou iguais a x.
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Mais da metade dos elementos com medianas superiores a x possuem pelo menos 3
elementos maiores que x. Desconsiderando um potencial grupo que tenha menos que

5 elementos e o proprio grupo de x, obtém-se o seguinte limite inferior para elementos

3”%[%” —2)2?—’3—6. (4.10)

No minimo, ha ?{—g — 6 sdo menores que x. Entao, no pior caso, as linhas entre 9 e 12

maiores que Xx:

executam uma chamada do Algoritmo 12 para um subvetor com no maximo n — 31’—’3 +6=
% + 6 elementos.

Agora, pode-se definir a recorréncia correspondente a complexidade de tempo do
algoritmo deterministico de selecdo. As linhas 1 (divisdo), 2 (ordenacao) e 4 (particao)
demandam O(n) de tempo computacional. Especificamente quanto a linha 2, sao ne-
cessarios O(n) operagoes de ordenacdo em conjuntos com cinco ou menos elementos,
ou seja, O(1) elementos. Considerando que a linha 3 toma o tempo T( [%U e uma

10

das recorréncias entre as linhas 9 e 12 toma tempo T(7—” + 6), tém-se como funcao de

complexidade:

o) se n < ny
T(n)= (4.11)

TU?‘) + T(%+6)+O(n) se n=np.
Ainda héa que se definir qual o valor de ny. Considerando sob a hipétese que a fun¢do

é linear, T(n) < cn para uma constante ¢ > 0 suficientemente grande, entao:

T(n) = T( [g]) + T(Z—g + 6) +0(n)

n n
< c[—-‘ +c(—+6)+an
5 10
n n
§c—+c+c(—+6)+an (4.12)
5 10
n
=9c—+7c+an
10
n
= cn+(—c—+7c+cm).
10

Desse modo, T(n) é no maximo cn se

n
—CE+7C+ an<0. (4.13)
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Entao, ¢ = IOa( - _”70) quando n > 70. Concluindo, para ny > 70, a complexidade do

algoritmo é linear.

4.4 Transformada Rapida de Fourier

O produto de dois polindmios de grau d é um polindmio de grau 2d Veja o seguinte

exemplo (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008):

(1+2x+3x) -2+ x+4x%) =2+5x+12x% +11x> + 12x*. (4.14)

De forma genérica, considerando os seguintes polindmios A(x) = ag+ a1 x + ...+ agx®

eBx)=by+bix+...+ bdxd, o produto seria C(x) = A(x)-B(x) =cp+c1x+...+ czded.
Cada coeficiente k de C(x) seria:
k
k= apbp + arbg_1 +...+ agbo = Y _ a;by_;. (4.15)
i=0
Desse modo, computar cada coeficiente ¢, demandaria O(k) instrucoes. Intuiti-
vamente, pode-se imaginar que o limite inferior de instru¢oes para calcular todos os
2d + 1 coeficientes demandaria algo na ordem de O(n?) (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU;
VAZIRANI, 2008). Sera visto a seguir um algoritmo no qual é possivel calcular os coe-
ficientes em O(nlgn). Essa solucdo é chamada de Transformada Répida de Fourier e
revolucionou o processamento de sinais.

A representacdo de polindmios A(X) = ap+ a1 X+ ax* +...+ agx? pode ser realizada

de dois modos:
¢ Por coeficiente: ay, a;,ay,...,a,;
e Por valor: A(xg), A(x1), A(X2),..., A(xz).

A segunda opcdo € a mais atrativa para a multiplicacdo de polindmios. Desde que o
produto de C(x) = A(x) - B(x) tenha grau 2d, basta multiplicar em ordem ©(2d), ou seja,

em tempo linear. No entanto, para atingir a representacgao por valor, deve-se realizar



4.4. Transformada Rdpida de Fourier 65

uma avaliacdo que custa ©(dlgd) para cada polindémio, utilizando-se da transformada
rapida de Fourier.
O algoritmo para realizar a multiplica¢do rdpida de polindmios é destacado no

Algoritmo 13.

Algoritmo 13: Multiplicacdo de Polindmios
Input :Dois vetores A = (ag, ay,...,an—1) € B= (b, by,...,by—1) de grau d.

// Selecgao
1 Escolher alguns pontos x, X1,...,X;—1 paran =2d +1
// Avaliagdo
2 Computar A(xp), A(x1), A(x2),..., B(xg4) e B(xp), B(x1), B(x2),..., B(x4) através do
algoritmo de Transformada Rapida de Fourier
// Multiplicacgao
3 Computar C(x) = A(xg) - B(xy) paratodo k=0,1,2,n—-1
// Interpolacgao

4 Resgatar a representacdo de coeficientes de C(x) = cp+c1x + X’ 4.+ chde

5 return (¢o+ C1 X+ CoX2 + ...+ Cpgx2%)

Avaliacdo por Divisdao e Conquista

A avaliacdo segue uma ideia de escolher n pontos nos quais avalia-se um polinémio
de grau menor ou igual a n — 1. Se esses pontos forem pares positivos e negativos, é
possivel usar-se da sobreposicao, pois as poténcias de 2 se coincidem, para acelerar a
computacgdo do algoritmo:

*+Xo, £X1,..., X Xp/2-1. (4.16)

Para entender isso, precisa-se dividir A(x) em poténcias pares e impares, como no

exemplo:
3+4x+6x +2x° + x* +10x° = (3+6x° + x*) + x(4 +2x° + 10xY). (4.17)
Note que os polindmios estdo em x2. De forma mais geral, tém-se:

A(x) = Ap(x?) + x Ay (x2). (4.18)
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Considerando os n/2 pares +x;, os cdlculos necessérios sao:

A(x) = Ae(x3) + X Ao (x7)
(4.19)

A(=x) = Ae(x3) — X; Ao (x3).

Considerando essas convengoes, avaliar A(x) em n pontos pareados + Xy, X1,...,Xn/2-1

. 2 .2 2
reduz avaliar A.(x) e A,(x) em apenas n/2 pontos X5, X7 r X0 1

Apesar dessas caracteristicas, ainda ha um problema: o “truque menos-mais” fun-
ciona apenas para a recursdo do primeiro nivel. Para o proximo nivel, precisa-se que
0s x/2 pontos avaliados xg, xf, . xfl/z_l sejam menos-mais pares. Como seria possivel

fazer isso para o quadrado de um niimero? Deve-se usar nimeros complexos para isso.

Quanto aos nimeros complexos selecionados para a divisao e conquista, utiliza-

2 1

,...,w" ™" na qual

se as n-ésimas raizes de unidade: os numeros complexos 1,w,w

w = ™" (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2008). Considerando que 7 é par:

1. As n-ésimas raizes de unidade sao “mais-menos” pareadas, w2t = —@l;

2. O quadrado delas produzem as (n/2)-enésimas raizes de unidade.

Desse modo, se o procedimento for iniciado com esses nimeros para algum 7 poténcia
de 2, entdo nos sucessivos passos de recursao se tera as n-ésimas raizes de unidade

para k=1,2,3,.... Todos esses conjuntos de niimeros serdo “mais-menos”’ pareados, o
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que permitird a abordagem de divisdo por conquista apresentada no Algoritmo 14.

Algoritmo 14: Transformada-Rapida-de-Fourier
Input :Um vetor a = (ag, a1,...,an—1), uma primitiva da enésima raiz de unidade w.

1 ifw =1 then

2 L return a

3 else
4 (S0, $1,--+, Sns2-1) — Transformada-Répida-de-Fourier((ag, az, ..., an—2), *)
5 (54> 815+ 80 _1) < Transformada-Rapida-de-Fourier((ai, as, ..., an-1), w?)

6 forj—0ton/2—-1do

PP i
7 rj—sjto’s;
8 ri —wls
j+n/2 < Sj—wW Sj
9 return (ro,71,...,7p—1)

Interpolagdo

A ultima etapa da multiplicacdo de polindmios presente no Algoritmo 13 é o passo que
troca a representacgao de valores por coeficientes. Para esse passo, utiliza-se a operagao

inversa a transformada rapida de Fourier:

1
{coeficientes) = ETransformada—Répida—de—Fourier((Valores), w” 1) . (4.20)

4.4.1 Complexidade

Para calcular a complexidade do Algoritmo 13 (multiplicacdo de polinémios), precisa-se
primeiro identificar a complexidade do algoritmo de Transformada Rdpida de Fourier

(Algoritmo 14). O tempo computacional é dado por:

016D sen=1,
T(n) = 4.21)

ZT(g) +0(n) sen>1l.

A recorréncia indica a complexidade de ©(nlgn).
Voltando a analisar o Algoritmo 13, enumera-se a complexidade de cada um de seus

principais passos, considerando n = 2d:
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* Selecao: a escolha dos pontos ©(n) passos;

* Avaliacdo: para a avaliacao, tém-se duas chamadas da Transformada Rapida de

Fourier, demandando O(nlgn);

e Multiplicacdo: Multiplicar os n valores dos polindmios A e B para gerar o polind-

mio C demanda ©(n) operacoes;
* Interpolacdo: para encontrar os coeficientes de C, utiliza-se a transformada in-

versa, que invoca a Transformada Rapida de Fourier e aplica uma adaptacao

constante ao resultado, demandando ©(nlgn) operacoes.

A complexidade da multiplicacao de polindmios é O(nlgn).

4.5 Quicksort

O algoritmo de Quicksort é um método de ordenacao que utiliza a paradigma de divisao

e conquista. O algoritmo é dividido entdo em trés etapas (CORMEN et al., 2012):

e Divisao: Particionar o vetor em dois subvetores. Um dos subvetores é composto
por elementos maiores que o elemento na posicao g (elemento pivo) e o outro
subvetor por elementos menores.

* Congquista: Ordenar os dois subvetores por chamadas recursivas.

* Combinacao: Como os subvetores ja estdo ordenados, nada é feito.

O Algoritmo 15 traz uma descricao em pseudo-cédigo do Quicksort. A versdao do
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Quicksort depende exclusivamente de seu método de particao.

Algoritmo 15: Quicksort
Input :Um vetor A, um indice p e r identificando o intervalo fechado de posi¢des que

serdao ordenadas.

1 if p < r then

[\

q — Particao(A, p, 1)
3 Quicksort(A, p,g—1)

4 Quicksort(A, g +1,7)

O algoritmo de particdo (Algoritmo 16) seleciona um pivd na posicdo mais a direita
do vetor. Depois, realiza uma movimentacao dos menores elementos para a esquerda

do pivo e dos maiores para a direita.

Algoritmo 16: Particdo
Input :Um vetor A, um indice p e r identificando o intervalo fechado de posi¢des

particionadas.
1 Xx— Ay
2 i—p-1
3 forj—ptor—-1do
4 if Aj < x then
5 i—i+1

6 swap(A,-,Aj)

7 swap(A;41, Ar)

8 returni+1

4.5.1 Corretude

As seguintes propriedades se mantém no inicio de cada iteracdao do laco das linhas

entre 3 e 6 (CORMEN et al., 2012) para qualquer indice k do vetor:
1. Se p<k<i, entdo Ax < x;
2. Sei+l<k=<j-1,entao Ay > x;

3. Se k=r,entdo A, = x.
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Essa invariante de lago é verdadeira e é ttil para demonstrar a corretude de Quick-

sort:

* Inicializacao: Antes da primeira iteracdo, i = p—1 e j = p, portanto as duas
primeiras propriedades sdo satisfeitas. A atribuicao da linha 1 satisfaz a teceira

propriedade.
* Manutencao: Dependendo do teste da linha 4, considera-se dois casos:

- Quando A; > x, a inica a¢ado do laco é incrementar j. Depois que j € in-
crementado, a propriedade 2 € valida para A;_; e todas as outras entradas

permanecem inalteradas.

- Quando A; < x, o laco incrementa i e a propriedade 1 € satisfeita. Desse
modo, tém-se A;_ > x, visto que o elemento que foi permutado para dentro

de Aj_; é maior que x.

e Término: No término, j = r. Portanto o divide-se o vetor em trés partes: os ele-
mentos maiores que x estdo no subvetor a direita, os elementos menores que x

estdo a esquerda e x estd na i-ésima estatistica de ordem.

Como o algoritmo de Quicksort subdivide o vetor até uma unidade e a cada unidade
submete-se ao algoritmo de particao, ao final do Quicksort, todos os valores estardo em

suas respectivas estatisticas de ordem, ou seja, o vetor estard ordenado.

4.5.2 Complexidade Pessimista

O tempo de execucao do Quicksort no pior caso pode ser dado pelo seguinte limitante
superior

T(n) < max 1(:r(q)+ T(n-g-1))+0(n). (4.22)
sgsn-

Produz-se problemas com tamanho total n — 1. O pior caso acontece quando dado n

elementos, uma particao tem 0 elementos e a outra possui n— 1 elementos. Esse é o pior
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caso, pois na linha 4 do Algoritmo 16, as posicoes r (denominada de valor x) é compa-
rada com todos os demais elementos. Considerando essa divisao, hd mais comparacoes
entre os 7 — 1 elementos do que se obtiver duas particoes de 21 elementos. Para esse
altimo caso, um ntimero maior de elementos da esquerda ndo serd comparado com a
particao da direita na linha 4. Portanto, tém-se a seguinte recorréncia representando o

pior caso:

T(n)<T(n-1)+06(n). (4.23)

Encontre a fomula fechada para a recorréncia que define a complexidade pessi-

mista do Quicksort.

4.5.3 Complexidade Esperada

Considere X o nimero de comparacodes executadas na linha 4 da particao (Algoritmo
16. Considerando um vetor Z, sabe-se que no maximo Z; serd comparado uma vez com
Z;. Nesse sentido, a andlise a seguir utiliza a varidvel aleatoria X;; que identifica se Z; €

comparado com Z;. O nimero total de comparagdes para o algoritmo de Quicksort é

Z Z (4.24)

=l

Tomando os valores esperados, tém-se:

E[X]:E[’fi X,-j]

n
=) 2 EXi) (4.25)

Pr{Z; é comparado com Z;} € a probabilidade de Z; ser comparado com Z;. Para
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calcula-la, tém-se:
Pr{Z; é comparado com Z;} = Pr{Z; ou Z; é o primeiro pivo escolhido de Z; }
= Pr{Z; é o primeiro pivo escolhido de Z;}

+ Pr{Z; é o primeiro pivo escolhido de Z; }

1 1
=St
j—i+l j—-i+1
2
S j—i+l

(4.26)

Considere que Z;; = {Z;, Zi11,..., Zj} € o subvetor com j — i + 1 elementos (elementos

entre i e j incluindo-os). Desse modo, obtém-se o nlimero esperado de comparacaes:

E[X]= i:éi

(4.27)

= O(nlgn)

Entdo, o tempo esperado para execucao do Quicksort é de O(nlgn).



CAPITULO

Grafos e Buscas

5.1 Introducao

5.1.1 Historico

Uma breve histéria do passado da Teoria de Grafos (NETTO, 2006):

* 1847: Kirchhoff utilizou modelos de grafos no estudo de circuitos elétricos, cri-

ando a teoria de arvores;

* 1857: Cayley usou grafos em quimica organica para enumeracao de isomeros dos

hidrocarbonetos alifaticos saturados;

* 1859: Hamilton inventou um jogo de buscar um percurso fechado envolvendo
todos os vértices de um dodecaedro regular, de tal modo que cada vértice fosse

visitado apenas uma vez;
* 1869: Jordan estudou matematicamente as arvores (grafos aciclicos);
* 1878: Sylvester foi o primeiro a utilizar o termo graph;
* 1879: Kempe nao conseguiu demonstrar a conjectura das 4 cores;

 1880: Tait falhou ao demonstrar uma prova falsa da conjectura das 4 cores;
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1890: Haewood provou que a prova de Kempe estava errada e demonstrou uma

prova consistente para 5 cores. A de 4 cores s6 saiu em 1976;
1912: Birkhoff definiu os polindbmios cromaticos;

1926: Menger demonstrou um importante teorema sobre o problema de descone-

x40 de itinerdrios em grafos;

1930: Kuratowski encontrou uma condi¢do necessdria e suficiente para a planari-

dade de um grafo;
1931: Whitney criou a noc¢ao de grafo dual;
1936: Primeiro livro sobre grafos foi lancado por Konig;

1941: Brooks enunciou um teorema fornecendo um limite para o nimero croma-

tico de um grafo;
1941: Turén foi o primeiro da teoria extremal dos grafos;

1947: Tutte resolveu o problema da existéncia de uma cobertura minimal em um

grafo;

1956+: Com as publicacdes de Ford e Fulkerson, Berge (1957) e Ore (1962), a teoria

de grafos passa a receber mais interesse;

5.1.2 Defini¢des Iniciais

Antes de visitar a representacao de grafos, é importante que saibamos o que sao vér-

tices e arestas. Vértices geralmente sao representados como unidades, elementos ou

entidades, enquanto as arestas representam as ligacoes/conexdes entre pares de vér-

tices. Geralmente, chamaremos o conjunto de vértices de V e o conjunto de arestas

de E. Define-se que E < V x V. Também usaremos n e m para denotarem o nimero

de vértices e arestas respectivamente, entdao n = |V| e m = |E|. O nimero de arestas

2
‘ 4 n°—n
possivel em um grafo é “5-+.
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Um grafo pode ser representado de duas formas (CORMEN et al., 2012). A primeira
forma é chamada de lista de adjacéncias e tem mais popularidade em artigos cientificos.
Nela, o grafo é representado como uma dupla para especificar vértices e arestas. Por
exemplo, para um grafo G, pode-se dizer que o mesmo é uma dupla G = (V, E), especifi-
cando assim que o grafo G possui um conjunto V de vértices e E de arestas. A segunda
forma seria uma através de uma matriz bindria, chamada de matriz de adjacéncia.
Normalmente representada pela letra A(G), a matriz é definida por A(G) = {0, pIvIxive
a qual seus elementos a,, , = 1 se existir uma aresta entre os vértices u e v. Um exemplo

das das formas para um mesmo grafo pode ser visualizado no Exemplo 5.1.1.

Example 5.1.1. A Figura 7 exibe um grafo de 4 vértices e 4 arestas. Na representacao

por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma
G=({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}). (6.1

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

1 2 3 4

1{0|1|0]1

AG= 2|1]0|0|1}

Figura 7 — Exemplo de grafo com 4 vértices e 4 arestas.
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5.1.2.1 Grafos Valorados ou Ponderados

Um grafo é valorado quando um peso ou valor € associado a suas arestas. Na literatura,
a definicdo do grafo passa a ser uma tripla G = (V, E, w), na qual V € o conjunto de
vértices, E é o conjunto de arestas e w: e € E — R é a funcao que especifica o valor.

Quando ndo se possui valornas arestas, parte-se de uma relacdao bindria entre existir
ou ndo uma aresta entre dois vértices. Neste caso, se u e v possui uma aresta, geralmente
se simboliza essa ligacdo com o valor 1, e se ndo existir 0.

Em uma matriz de adjacéncias para grafos valorados, o valor das arestas aparecem
nas células da matriz. Em um par de vértices que nao possui valor estabelecido (ndo ha
aresta), representa-se com uma lacuna ou com um valor simbdlico para o problema que
o grafo representa. Por exemplo, se os valores representam as distancias, geralmente se
associa o valor infinito aos pares de vértices que nao possuem arestas.

Um exemplo de grafo valorado e suas representacoes pode ser visualizado no Exem-

plo5.1.2.

Example 5.1.2. A Figura 8 exibe um grafo valorado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacdo por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G=({1,2,3,4},{{1,2},{1,4},{2,4},{3,4}}, w). (5.2)

Afuncao w teria os seguintes valores: w({1,2}) =8, w({1,4}) =9, w({2,4}) =5e w({3,4}) =
7.

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

A(G) =

\S)
[oc}
(=)
o
o
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ou desta outra forma para o caso de uma aplicagdo a problemas que envolvam

distancias
1 2 3 4
l|oo| 8 |co]| 9
AG= 2| 8 |oco|oo| b

Figura 8 — Exemplo de grafo valorado com 4 vértices e 4 arestas.

Grafos com Sinais

Para representar alguns problemas, utiliza-se valores negativos associados as arestas.
Um exemplo disso, seriam grafos que representem relacdes de amizade e de inimizade.
Para amizade, utiliza-se o valor 1 e para inimizade o valor —1. Nesse caso, nao dizemos
que o grafo é valorado ou ponderado, mas sim um grafo com sinais. Quando os valores
negativos e positivos podem ser diferentes de 1 e —1, diz-se que os grafos sao valorados

e com sinais.

5.1.2.2 Grafos Orientados

Um grafo orientado é aquele no qual suas arestas possuem direcao. Nesse caso, nao

chamamos mais de arestas e sim de arcos. Um grafo orientado é definido como uma
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dupla G = (V, A), aqual V é o conjunto de vértices e A é o conjunto de arcos. O conjunto
de arcos é composto por pares ordenados (u, v), os quais u, v € V e representam um
arco saindo de u e incidindo em v. Duas funcoes importantes devem ser consideradas
nesse contexto: a funcdo de arcos saintes 6 t(v) ={(v,u): (v,u) € A} e arcos entrantes
0~ (v)={(u,v):(u,v) e Al

O Exemplo 5.1.3 exibe a representa¢do de um grafo orientado.

Example 5.1.3. A Figura 9 exibe um grafo orientado de 4 vértices e 4 arestas. Na repre-

sentacao por listas de adjacéncias, o grafo pode ser representado da seguinte forma

G=({1,2,3,4},{(1,4),(2,1),4,2),(4,3)}D. (5.3)

A representacao por uma matriz de adjacéncia ficaria assim

A(G) =

\S)
p—
()
(=)
(=)

Figura 9 — Exemplo de grafo orientado com 4 vértices e 4 arcos.
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5.1.2.3 Hipergrafo

Um hipergrafo H = (V, E) é um grafo no qual as arestas podem conectar qualquer

ntimero de vértices. Cada aresta é chamada de hiperaresta E <2V \{}.

5.1.2.4 Multigrafo

Um multigrafo G = (V, E) é um grafo que permite multiplas arestas para o mesmo par de
vértices. Logo, ndo se tem mais um conjunto de arestas, mas sim uma tupla de arestas.

Para o exemplo da Figura 10, tém-se E = ({1,2},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4},{3,4}).

Figura 10 — Exemplo de um multigrafo com 4 vértices e 6 arestas.

5.1.2.5 Grau de um Vértice

O grau de um vértice é a quantidade de arestas que se conectam a determinado vértice.
E denotada por uma funcéo d,, onde v € V. Em um grafo orientado, o ntimero de arcos
saintes para um vértice v é denotado por d;, e o ntimero de arcos entrantes é denotado

pord,.

5.1.2.6 Igualdade e Isomorfismo

Diz-se que dois grafos G; = (V1,E1) e Go = (V», E») sdo iguais se V; = Vo e E; = E». Os
dois grafos sao considerados isomorfos se existir uma funcao bijetora (uma-por-uma)

para todo v € V] e para todo u € V, preserve as relacoes de adjacéncia (NETTO, 2006).
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5.1.2.7 Particdo de Grafos

Uma particao de um grafo é uma divisao disjunta de seu conjunto de vértices. Um grafo
G = (V, E) é dito k-partido se existir uma particao P = {p;li=1,...,kAVje{l,...,k},j #

i(pinp;j#{H} Quando k = 2, dize que o grafo € bipartido (NETTO, 2006).

5.1.2.8 Matriz de Incidéncia
Sobre um grafo orientado G = (V, E), uma matriz de incidéncia B(G) = {+1,-1,}IVI*l4l

mapeia a origem e o destino de cada arco no grafo G. Dado um arco (u, v), by, ) = +1

e by, =-1(NETTO, 2006).
5.1.2.9 Operag¢des com Grafos
As seguintes operagdes bindrias sdo descritas em Netto (2006):
¢ Uniao: Dados os grafos Gi=V,E1)eGy=(Vo,Ey), GiU Gy = (ViU Vs, E1 UEy);

e Soma (ou join): Dados os grafos G, = (V1, Ey) € Go = (Va, E2), G1+Go = (Viu Vs, E1U

Euf{u,vi:ueVinvels});

* Produto cartesiano: Dados os grafos G; = (V1, E7) e G = (Va, E2), Gy x Go = (V7 x
Va,E), onde E = {{(v, w), (x, )} : (v=xN{w, y} € E2) V(w = yA{x, y} € E1)}. G1 x G

e G, x Gy sdo isomorfos;

* Composi¢do ou produto lexicografico: Dados os grafos Gy = (V1, Ey) e G = (Vs, E»),

G10Gy = (V) x Vo, E),onde E = {{(v, w), (x, M)} : (v, x} € E; Vv =X) ANMw, y} € Ex};

e Soma de arestas: Dados os grafos G, = (V1, E;) e G = (V», E»), 0s quais V] = V»,

G1® Gz = (W1, E1 U Ey).
A seguinte operacdo undria é descrita em Netto (2006):

e Contracao de dois vértices: Dado um grafo G = (V, E) e dois vértices u,v e V, a
operacdo de contragao desses dois vértices em G, gera um grafo G' = (V/, E’) o qual

Vi=V\u,viufuvte E ={{x,y} € E: x# un x# viu{{x,uv}:{x,u},{x, v} € E}.
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Outras operacoes sobre grafos sao descritas na literatura. Esse texto ird omiti-las
por enquanto para que sejam utilizados no momento mais oportuno. So elas: inser¢cdo
e remocdo de vértices e arestas, desdobramento de um vértice. Essa tltima depende do

contexto de aplicacao.

5.1.2.10 Vizinhanca

A vizinhanca de vértices é diferente para grafos nao-orientados e orientados. Para
um grafo grafo nao-orientado G = (V, E), uma funcao de vizinhanca é definida por
N:veV —{ueV:{vu}e€ E} eindica o conjunto de todos os vizinhos de um vértice
especifico. Para o grafo do Exemplo 5.1.1, N(1) = {2,4}.

Para um grafo orientado G = (V, A), diz-se que um vértice u € V é sucessorde ve V
quando (v,u) € A; e u € V é antecessor de v € V quando (u,v) € A. As funcdes de
vizinhanca para um grafo orientado G sao Nt :veV—-{ueVvV:(vyu) e A}, N :veV —
{fueV:(u,v)e A},e N(v)=N*(v)UN~(v).

Diz-se que a vizinhanca de v é fechada quando esse mesmo vértice se inclui no
conjunto de vizinhos. A funcao que representa vizinhanca fechada v é simbolizada
neste texto como N, (v) = N(v) U {v}.

As fungdes de vizinhanca também podem ser utilizadas para identificar um conjunto
de vértices vizinhos de um grupo de vértices em um grafo G = (V, E) (orientado ou nao).
Nesse contexto, N(S) = Uyes N(0), N*(S) =Upes NT(v), e N™(S) =Upes N~ (v).

Asnogdes de sucessor e antecessor podem ser aplicadas iterativamente. As Equagoes

(5.4), (5.5), (5.6) e (5.7) exibem exemplos de fechos transitivos diretos.

N°(v) = {v} (5.4)

N () =N () (5.5)

N*@)=N*(N" () (5.6)
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N™'(v) = N*(N*" D)) (5.7)

Chama-se de fecho transitivo direto aqueles que correspondem aos vizinhos suces-
sivos e 0s inversos os que correspondem aos vizinhos antecessores. Um fecho transitivo
direto de um vértice v de um grafo G = (V, E) sdo todos os vértices atingiveis a partir v
no grafo G; ele é representado pela fungdo R* (v) = Ulkvzl0 N**(v). Um fecho transitivo
inverso de v é o conjunto de vértices que atingem v; ele é representado pela funcao
R (v)= U',CV:'0 N~%(v). Diz-se que w é descendente de v se w € R* (v). Diz-se que w é

ascendente de v se w € R™ (v).

5.1.2.11 Grafo Regular

Um grafo nao-orientado G = (V,E) que tenha d(v) = kVYv € V é chamado de grafo
k-regular ou de grau k. Um grafo orientado G, = (V, A) que possui a propriedade
d*(v) = kVYv € V é chamado de grafo exteriormente regular de semigrau k. Se G, tiver

d~(v) = kVv € V é chamado de grafo interiormente regular de semigrau k.

5.1.2.12 Grafo Simétrico

Um grafo orientado G = (V, A) é simétrico se (4,v) € A < (v,u) € AVu,veV.

5.1.2.13 Grafo Anti-simétrico

Um grafo orientado G = (V, A) é anti-simétrico se (4, v) € A < (v,u) ¢ AVu,veV.

5.1.2.14 Grafo Completo

Um grafo completo G = (V,E) é completose E=V x V.

Grafos bipartidos completos Gg = (X, Y), E) possuem E= X x Y.

5.1.2.15 Grafo Complementar

Para um grafo G = (V, E), um grafo complementar é definido por G° = G = (V, (V x V)\E).
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5.1.2.16 Percursos em Grafos

“Um percurso, itinerdrio ou cadeia ¢ uma familia de ligacoes sucessivamente adjacentes,
cada uma tendo uma extremidade adjacente a anterior e a outra a subsequente (a
execec¢do da primeira e da tltima)” (NETTO, 2006). Diz-se que um percurso € aberto
quando a ultima ligacdo é adjacente a primeira. Tém-se desse modo um ciclo.
Um percurso é considerado simples se nao repetir ligacoes (NETTO, 2006).
Caminhos sdo cadeias em grafos orientados.

Circuitos sdo ciclos em grafos orientados.

5.1.2.17 Cintura e Circunferéncia

Cintura de um grafo G é comprimendo do menor ciclo existente no grafo. E representada
pela funcao g(G). A circunferéncia é comprimento do maior ciclo. A circunferéncia do

grafo G é representada pela funcao c(G).

5.2 Representacdes Computacionais

Duas formas de representacdo computacional de grafos sdo amplamente utilizadas.
Sao elas “listas de adjacéncias” e “por matriz de adjacéncias” (CORMEN et al., 2012).
Elas possuem vantagens e desvantagens principamente relacionadas a complexidade
computacional (consumo de recursos em tempo e espago). Detalhes sobre vantagens e
desvantagens nao aparecerdo nesse documento. Um de nossos objetivos do momento

serd implementar e avaliar as duas formas de representacao.

5.2.1 Lista de Adjacéncias

A representacdo de um grafo G = (V, E) por listas de adjacéncias consiste em um arranjo,
chamado aqui de Adj. Esse arranjo é composto por | V| listas, e cada posicao do arranjo

representa as adjacéncias de um vértice especifico (CORMEN et al., 2012). Para cada
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{u,v} € E, tém-se Adjlu] = (...,v,...) e Adjlv] = (..., u,...) quando G for ndo-dirigido.
Quando G for dirigido, para cada (u, v) € E, tétm-se Adjlu] = (..., v,...).
Para grafos ponderados, Cormen et al. (2012) sugere o uso da prépria estrutura de ad-

jacéncias para armazenar o peso. Dado um grafo ponderado nao-dirigido G = (V, E, w),

para cada {u, v} € E, tém-se Adjlu] = (..., (v, w{u, v}),...) e Adjlv] = (..., (u, w({u, v}),...).

Quando o grafo for dirigido, para cada (u, v) € E, tém-se Adj[u] = (..., (v, w((u, v))),...).
O Algoritmo 17 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w)

em uma lista de adjacéncias Adj.

Algoritmo 17: Criacdo de uma lista de adjacéncias para um grafo dirigido e pon-
derado.
Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w)
1 criar arranjo Adj[| V]
foreach v € V do
t Adj[v] — listaVazia()

w N

foreach (u,v) € Ado
| Adjlul — Adjlu) U (v, w((u, v)))

return Adj

g s

(=2}

5.2.2 Matriz de Adjacéncias

Uma matriz de adjacéncia é uma representacdo de um grafo através de uma matriz A.
Para um grafo nao-dirigido G = (V, E), A= BV*!Vl na qual cada elemento a,, , =1 e
ayu=1se{u,vi€E;ay,=0ea,,=0caso {u, v} ¢ E. Para todo grafo ndo-dirigido G,
Ay, = Ay,y-

Para um grafo dirigido G = (V, X), A= BV*IVl na qual cada elemento a,,, = 1 se
(u,v)e A; ay,y=0eay,=0caso (u,v) ¢ X.

Para um grafo nao-dirigido e ponderado G = (V, E, w), a matriz serd formada por
células que comportem o tipo de dado representado pelos pesos. Assumindo que
0S pesos serdo numeros reais, entdo a matriz de adjacéncias serd A = RVIXIVI Cada

elemento a, , = w({u,v}) e a,,, = w({u, v}) se {u, v} € E; a,,, =€ e a,,,, = € caso {u, v} ¢
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E. e é um valor que representa a ndo conexao, geralmente 0, +co ou —oo dependendo

do contexto de aplicagao.

O Algoritmo 18 representa a carga de um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w)

em uma matriz de adjacéncias Adj.

Algoritmo 18: Criacdo de uma matriz de adjacéncias para um grafo dirigido e

ponderado.

Input :um grafo dirigido e ponderado G = (V, A, w: A — R), um simbolo € que
representa a nao adjacéncia

Adj — RIVI*IVI

foreach v € V do

L foreach u € V do

_WN

L Adjy,y — €

foreach (¢, v) € Ado
| Adju,y — w((u, v)

return Adj

S o

N}

5.2.3 Exercicios

Implemente as duas bibliotecas para grafos. Preencha a seguinte tabela a partir da

andlise computacional, de acordo com as operacoes abaixo determinadas.

Lista de Adjacéncias | Matriz de Adjacéncias

Insercao de vértice

Insercao de arestas

Remocao de vértice

Remocao de arestas

Teste se {u, v} € E

Percorrer vizinhos

Grau de um vértice
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5.3 Buscas em Grafos

5.3.1 Busca em Largura

Dado um grafo G = (V, E) e uma origem s, a busca em largura (Breadth-First Search -
BFS) explora as arestas/arcos de G a partir de s para cada vértice que pode ser atingido a
partir de s. E uma exploracdo por nivel. O procedimento descobre as distdncias (ntimero
de arestas/arcos) entre s e os demais vértices atingiveis de G. Pode ser aplicado para

grafos orientados e ndo-orientados (CORMEN et al., 2012).

O algoritmo pode produzir uma arvore de busca em largur com raiz s. Nesta arvore,
o caminho de s até qualquer outro vértice € um caminho minimo em ntimero de

arestas/arcos (CORMEN et al., 2012).

O Algoritmo 19 descreve as operacgoes realizadas em uma busca em largura. Nele,
criam-se trés estruturas de dados que serdo utilizadas para armazenar os resultados
da busca. O arranjo C, é utilizado para determinar se um vértice v € V foi visitado ou
ndo; D, determina a distancia percorrida até encontrar o vértice v e V; e A, determina
o vértice antecessor ao v € V em uma busca em largura a partir de s (CORMEN et al.,

2012).

5.3.1.1 Complexidade da Busca em Largura

O numero de operacoes de enfileiramento e desenfileiramento é limitado a | V| vezes,
pois visita-se no méaximo | V| vértices. Como as operagoes de enfileirar e desenfileirar
podem ser realizadas em tempo (1), entdo para realizar estas operacoes demanda-se
tempo de O(|V]). Deve-se considerar ainda, que muitas arestas/arcos incidem em vérti-
ces ja visitados, entdo inclui-se na complexidade de uma BFS a varredura de todas as
adjacéncias, que demandaria O(|E|). Diz-se entdo, que a complexidade computacional

daBFSé O(|V|+IE]) .
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Algoritmo 19: Busca em largura.
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem s€ V
// configurando todos os vértices
1 C,—falseVveV
2 Dy—oc0oVveV
3 Ay —nullVveV
// configurando o vértice de origem
4 Cg; — true
5 Dg—0
// preparando fila de visitas
6 Q — Fila()
7 Q.enqueue(s)
// propagacao das visitas
8 while Q.empty() = falsedo

u — Q.dequeue()
10 foreach v € N(u) do
11 if C, = false then
12 C, < true
13 D,—D,+1
14 Ay —u
15 Q.enqueue(v)

16 return (D, A)

5.3.1.2 Propriedades e Provas
Caminhos Minimos

A busca em largura garante a descoberta dos caminhos minimos em um grafo nao-
ponderados G = (V, E) de um vértice de origem s € V para todos os demais atingiveis.
Para demonstrar isso, Cormen et al. (2012) examina algumas propriedades importantes
a seguir. Considere a distancia de um caminho minimo (s, v) de s a v como o ntimero

minimo de arestas/arcos necessarios para percorrer esse caminho.

Lema 5.3.1. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou ndo-orientado e seja s € V- um vértice

arbitrdrio, entdo 6 (s, v) < 6(s, u) + 1 para qualquer arestalarco (u, v) € E.

Prova: Se u pode ser atingido a partir de s, entdo o mesmo ocorre com v. Desse modo,
o caminho minimo de s para v ndo pode ser mais longo do que o caminho de s para u
seguido pela aresta/arco (u, v) e a desigualdade vale. Se u ndo pode ser alcangado por s,

entdo O(s, u) = oo, e a desigualdade é vélida. B
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Lema5.3.2. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou nédo-orientado e suponha que G tenha
sido submetido ao algoritmo BFS (Algoritmo 19) partindo de um dado vértice de origem

se V. Ao parar, o algoritmo BFS satisfara D, = 6(s,v)Vve V.

Prova: Utiliza-se a indu¢do em relacdo ao numero de operacdes de enfileiramento
(enqueue). A hipétese indutiva é D, = 6(s,v)Vve V.

A base da inducao € a situacao imediatamente apos s ser enfileirado na linha 7 do
Algoritmo 19. A hip6tese indutiva se mantém valida nesse momento porque D; =0 =
0(s,s)eD,=0c0=08(s,v)Vv e V\{sh

Para o passo da inducao, considere um vértice v ndo-visitado (C, =false) que é
descoberto depois do tltimo desempinhamento. Consideramos que o vértice desempu-
nhado é u € V. A hipétese da inducao implica que D, = 6 (s, u). Pela atribuicao da linha

13 e pelo Lema 5.3.1, obtem-se

D,=D,+1=6(s,u)+1=6(s,v). (5.8)

Entdo, o vértice v é enfileirado e nunca serd enfileirado novamente porque ele também
é marcado como visitado e as operacoes entre as linhas 12 e 15 sdo apenas executadas
para vértices nao-visitados. Desse modo, o valor de D, nunca muda novamente e a

hip6tese de inducao é mantida. H

Lema 5.3.3. Suponha que durante a execugdo do algoritmo de busca em largura (Al-
goritmo 19) em um grafo G = (V, E), a fila Q contenha os vértices (v, V>, ..., V), onde
v1 € o inicio da fila e v, é o final da fila. Entao, D,, < D, +1eD,. < D,.,, para todo

ief{l,2,...,r—1}

Prova: A prova é realizada por inducao relacionada ao nimero de operacoes de fila.
Para a base da inducdo, imediatamente antes do laco de repeticdo (antes da linha 8),
tém-se apenas o vértice s na fila. O lema se mantém nessa condicao.
Para o passo da inducao, deve-se provar que o lema se mantém para depois do de-

senfileiramento quanto do enfileiramento de um vértice. Se o inicio v, é desenfileirado,



5.3. Buscas em Grafos 89

v, torna-se o inicio. Pela hipétese de indugao, D,, < D,,. Entdo D,, <D, +1<D,, +1.
Assim, o lema prossegue com v, no inicio.

Quando enfileira-se um vértice v (linha 15), ele se torna v,,;. Nesse momento, ja se
removeu da fila o vértice u cujo as adjacéncias estao sendo analisadas, e pela hip6tese
de inducao, o novo inicio v; deve ter D, = Dy,. Assim, D,,,, =D, =Dy +1=<D, +1.

Pela hipétese indutiva, tém-se D,, < D, + 1, portanto D,, <D, +1=D, =D eo

Vi+1

lema se mantém quando um vértice € enfileirado. B

Corolario 5.3.4. Suponha que os vértices v; e v; sejam enfileirados durante a execug¢ao
do algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) e que v; seja enfileirado antes de v;.

Entao, Dy, = D,; no momento que v; é enfileirado.

Prova: Imediata pelo Lema 5.3.3 e pela propriedade de que cada vértice recebe um

valor D finito no méximo uma vez durante a execucao do algoritmo. ll

Teorema 5.3.5. Seja G = (V, E) um grafo orientado ou ndo-orientado, e suponha que o
algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) seja executado em G partindo de um dado
vértice s € V. Entdo, durante sua execugdo, o algoritmo descobre todo o vértice v e V
atingivel por s. Ao findar sua execugdo, o algoritmo retornard a distancia minima entre s

eveV,entdoD,=06(s,v)VveV.

Prova: Por contradicao, suponha que algum vértice receba um valor d ndo igual a
distancia de seu caminho minimo. Seja v um vértice com 6 (s, v) minimo que recebe tal
valor d incorreto. O vértice v ndo poderia ser s, pois o algoritmo define D =0, o que
estaria correto. Entdo deve-se encontrar um outro v # s. Pelo Lema 5.3.2, D, =6 (s, v)
e portanto, temos D, > (s, v). O vértice v deve poder ser visitado a partir de s, se ndo
puder, §(s, v) =00 = D,. Seja u o vértice imediatamente anterior a v em um caminho
minimo de s a v, de modo que 6 (s, v) =6(s, u) + 1. Como 6 (s, u) < (s, v), e em razao de

selecionar-se v, tém-se D, = 6 (s, u). Reunindo essas propriedades, tém-se

D,>6(s,v)=6(s,u)+1=D,+1. (5.9
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Considere o momento que o algoritmo opta por desenfileirar o vértice u de Q. Nesse
momento, o vértice v pode ter sido ndo-visitado, visitado e estd na fila, ou visitado e ja

foi removido da fila. O restante da prova trabalha em cada um desses casos:

* Se v é nao-visitado (C, =false), entdo a operacao nalinha 13 define D, = D, + 1,

contradizendo o que é dito na Equacao 5.9.

 Se v ja foi visitado (C, =true) e foi removido da fila, pelo Corolario 5.3.4, tém-se

D, < D, que também contradiz o que é dito na Equacao 5.9.

 Se v ja foi visitado e permanece na fila, quando v fora enfileirado w era o vértice
antecessor imediato no caminho até v, logo D, = D, + 1. Considere também
que w ja foi desenfileirado. Porém, pelo Corolério 5.3.4, D,, < D,, entdo, temos

D, =Dy, +1=<D,+1, contradizendo a Equacao 5.9.

Arvores em Largura

O algoritmo de busca em largura (Algoritmo 19) criar uma 4rvore de busca em largura
a medida que efetua busca no grafo G = (V, E). Também chamada de “subgrafo dos
predecessores”, uma arvore de busca em lagura pode ser definida como G; = (Vy, Ej),

naqual V; ={veV:A, #nulllu{s} e E; = {(A,,m,v): vE V;\{s}}.

5.3.2 Busca em Profundidade

A busca em profundidade (Depth-First Search - DFS) realiza a visita a vértices cada vez
mais profundos/distantes de um vértice de origem s até que todos os vértices sejam
visitados. Parte-se a busca do vértice mais recentemente descoberto do qual ainda saem
arestas inexploradas. Depois que todas as arestas foram visitadas no mesmo caminho,
a busca retorna pelo mesmo caminho para passar por arestas inexploradas. Quando
nao houver mais arestas inexploradas a busca em profundidade para (CORMEN et al.,

2012).
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O Algoritmo 20 apresenta um pseudo-c6digo para a busca em profundidade. Note
que no lugar de usar uma fila, como na busca em largura (vide Algoritmo 19, utiliza-se
uma pilha. Os arranjos C,, Ty, e A, Yv € V sdo respectivamente o arranjo de marcagao

de visitados, do tempo de visita e do vértice antecessor a visita.

Algoritmo 20: Busca em profundidade.
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem s€ V
// configurando todos os vértices

1 C, —falseVveV

2 Ty—ocoVveVvV

3 Ay —nullVveV
// configurando o vértice de origem

4 Cg < true

5 tempo — 0
// preparando fila de visitas

6 S — Pilha()

7 S.push(s)

// propagacdo das visitas

8 while S.empty( = false do

tempo < tempo +1
10 u — S.pop()
11 T, — tempo
12 foreach v € N(u) do
13 if C, = false then
14 C, < true
15 Ay —u
16 S.push(v)

17 return (C, T, A)

Cormen et al. (2012) afirma que é mais comum realizar a busca em profundidade de
vdrias fontes. Desse modo, seu livro reporta um algoritmo que sempre que um subgrafo
conexo é completamente buscado, parte-se de um outro vértice de origem ndo-visitado

ainda (um vértice ndo atingivel por s).

5.3.2.1 Complexidade da Busca em Profundidade

Da mesma maneira que a complexidade da busca em largura, a busca em profundidade

possui complexidade O(|V| + |E|). As operacoes da pilha resultariam tempo O(|V]).
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Muitos arestas/arcos incidem em vértices ja visitados, entdo inclui-se na complexidade

de uma DFS a varredura de todas as adjacéncias, que demandaria O(|E|).

5.3.3 Aplicacbes de Buscas em Profundidade

5.3.3.1 Componentes Fortemente Conexas

Um grafo conexo é aquele no qual hd um caminho entre todos os pares de vértices. E dita
uma componente fortemente conexa de um grafo dirigido ndo-ponderado G = (V, A) é
um conjunto maximo de vértices C < V, tal que para todo o par de vértices u, v em C

tém-se u~>vev~u.

Um algoritmo para identificar as Componentes Fortemente Conexas € relatado por
Cormen et al. (2012) e apresentado aqui no Algoritmo 21. Nele, utiliza-se duas vezes
a busca em profundidade sugerida também por Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22
(DFS) e 23 (DFS-Visit)). Primeiramente, faz-se a busca em largura para descobrir os
caminhos de todos os vértices para todos os outros. Depois, percorre-se 0s mesmos

caminhos em um grafo transposto (G). As arvores representadas como 0s antecessores
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em AT trardo a resposta: cada 4rvore ¢ uma componente fortemente conexa.

Algoritmo 21: Algoritmo de Componentes-Fortemente-Conexas
Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, A)

/+ Chamar a DFS (do Algoritmo 22) para computar os tempos de término para
cada vértice */

1 (C,T,A',F) — DFS(G)

/% Criar grafo transposto de G, chamado de G'. */
2 AT —§
3 foreach (u,v) € Ado
4 L AT<—ATU{(U, u)} /+ Inverte-se todos os arcos para GT, */
5 GT — (V,AT)

/+ Chamar a DFS (do Algoritmo 22) alterado para que ele execute o laco da
linha 6, selecionando vértices em ordem decrescente de F */
6 (CT,TT,A'T,FT) — DFS-adaptado(GT)
/* dar saida de cada arvore na floresta em profundidade em AT como uma
componente fortemente conexa. */

7 return AT

Algoritmo 22: DFS de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, E)

// Configurando todos os vértices
1 C, —falseVveV
2 Ty—ocoVvevVv
3 Fy—ooVveV
4 Ay —nullVveV
// configurando o tempo de inicio
5 tempo — 0
6 foreach ue V do
7 if C,, = false then
// DFS-Visit é especificado no Algoritmo 23

8 DFS-Visit(G, u, C, T, A, F, tempo)

9 return (C, T, A F)
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Algoritmo 23: DFS-Visit de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem v € V, e os vetores C, T, Ae F, e uma
variavel tempo € 7}
C, < true
tempo «— tempo +1
T,~ tempo
foreach u € N*(v) do
if C,, = false then

N OO aose W -

Ay —v
DFS-Visit(G, u, C, T, A, F, tempo)

=)

tempo < tempo +1
9 F, — tempo

Complexidade do Algoritmo de Componentes Fortemente Conexas

A complexidade de tempo computacional do Algoritmo 21 é dependente da comple-
xidade de tempo do algoritmo DFS de Cormen et al. (2012) (Algoritmos 22 (DES) e
23 (DFS-Visit)). Para o algoritmo DFS, as instru¢des das linhas 1 a 4 demandam uma
quantidade de instrucoes igual a ©(|V]). O lago entre as linhas 6 a 8 é executado por
um numero de iteracdes dependente do niimero de vértices (O(|V])). O procedimento
DFS-Visit é invocado apenas uma vez para cada vértice, gracas ao vetor de visitados
C. Como nesse procedimento as adjacéncias de cada vértice sdo visitadas, ha também
uma dependéncia do nimero de arcos saintes em cada vértice. Logo, a complexidade
computacional do Algoritmo 22, e consequentemente, a do algoritmo de Componentes

Fortemente Conexas, € ©(|V| + | E]).

Corretude do Algoritmo de Componentes Fortemente Conexas
Propriedades de Buscas em Profundidade

Teorema 5.3.6. Em qualquer busca em profundidade em um grafo dirigido ou ndo
G = (V,E), para quaisquer dois vértices u e v, exatamente uma das trés condigoes é

vdlida:

e Os intervalos [Ty, F,] e [Ty, F,] sdo completamente disjuntos, e nem u nem v é



5.3. Buscas em Grafos 95

descendente do outro na floresta de profundidade.

e Ointervalo [Ty, F,] estd contido inteiramente dentro do intervalo [T,,F,] eu é um

descendente de v em uma drvore de profundidade.

e Ointervalo [Ty, F,] estd contido inteiramente dentro do intervalo [T, F,] ev é um

descendente de u em uma drvore de profundidade.

Prova: A prova comecara com o caso de T, < T,,. Para isso, consideramos dois subcasos:
T, < F, ounao. O primeiro subcaso ocorre quando T, < F,, portanto v foi descoberto
quando C,, =true, ou seja, v foi descoberto mais recentemente que u, o que implica que
v é descendente de u. Ao findar a busca de u (linha 9 do Algoritmo 23), todas as arestas
de u foram exploradas, e consequentemente [T}, F,] estd completamente contido no
intervalo [Ty, F,,].

Ainda considerando T, < T,, mas no subcaso de F,, < T,, devido a Ty, < F,, para
todo weV, T, < F, < T, < Fy, assim os intervalos [T, F,] e [T,, F,] sao disjuntos.
Como os intervalos sdo disjuntos, nenhum vértice foi descoberto enquanto o outro
ainda ndo havia findado (linha 9 do Algoritmo 23), entdo nenhum é descendente do
outro.

O caso de T, < T, é semelhante, com papéis de u e v invertidos no argumento

anterior. B

Corolario 5.3.7. O vértice v é um descendente adequado do vértice u na floresta em

profundidade para um grafo dirigido ou ndo G = (V,E) sse T, < T, < F, < Fy,.

Prova: Imediata pelo Teorema 5.3.6. B

Teorema 5.3.8. Em uma floresta em profundidade de um grafo dirigido ou ndo G = (V, E),
o vértice v é um descendente do vértice u sse no momento Ty, em que uma busca descobre

u, hd um caminho de u a v inteiramente de vértices w marcados com C,, =false.

Prova: Se v = u, entdo o caminho de u a v ndo possui vértices além dele mesmo.
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Agora, supde-se que v seja um descendente proprio de u, que ainda tem C, =false
quando se define o valor de T,,. Pelo Corolério 5.3.7, T, < T, e portanto C, =false no
tempo T,. Visto que v pode ser descendente de u, todos os vértices w num caminho
simples de u até v tem C,, =false.

Agora, supde-se que haja um caminho de vértices w marcados com C,, =false no
caminho de u a v no tempo Ty, mas v nao se torna descendente de u na arvore de
profundidade. Sem prejuizo, considera-se que todo o vértice exceto v ao longo do
caminho se torne um descendente de u. Seja w o predecessor de v no camino, de
modo que w seja um descendente de u. Pelo Corolério 5.3.7, F,, < F,,. Como v tem
que ser descoberto depois de u ser descoberto, mas antes de w ser terminado, tém-se
T, < T, < F, < F,. Entdo o Teorema 5.3.6 implica que o intervalo [T}, F,] estd contido

no intervalo [T}, F,]. Pelo Corolario 5.3.7, v deve ser descendente de u.

Propriedades de Componentes Fortemente Conexas

Para as propriedades abaixo, considere que:
e d(S) =minyes{Ty};
* f(S) = maxyes{Fy};

Lema 5.3.9. Considerando C e C' componentes fortemente conexas distintas em um
grafo dirigido G = (V, A), sejau,ve C eu',v' € C' e suponha que G tenha um caminho

u~- u'. Entdo, G ndo pode conter um caminho v' ~ v.

Prova: Se G possui um caminho v’ ~» v, entdo contém os caminhos u ~» u' ~ v' e
, . , . . .
v~ v~ uem G. Assim, u e v podem ser visitados um a partir do outro, o que

contradiz a hipétese de que C e C’ sdo componentes fortemente conexas distintas. l

Lema 5.3.10. Sejam C e C' componentes fortemente conexas distintas no grafo dirigido
G = (V, A). Suponha que haja um arco (u,v) € A, naqualue C ev € C'. Entao, f(C) >
f(ch.



5.3. Buscas em Grafos 97

Prova: Considera-se dois casos dependendo qual das componentes fortemente conexas

(C ou C’) tém o primeiro vértice descoberto na busca em profundidade.

Se d(C) < d(C’), seja x o primeiro vértice descoberto em C. No tempo Ty, todos os
vértices em C e C’ sdo ndo visitados (C, =false para todo v € Cu C’). Pode-se afirmar
entdo que hd um caminho em x a w para qualquer w € C' por causa do arco (u, v) € A,
entdao x ~» u — v ~» w. Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices em C e C’ se tornam
descendentes de x ma arvore de profundidade. Pelo Corolério 5.3.7, x tem o tempo de
término mais recente que qualquer um de seus descendentes, portanto F, = f(C) >
f(ch;

Se d(C) > d(C'), seja y o primeiro vértice descoberto em C'. No tempo T}, todos
os vértices w em C' tém C,, =false e G contém um caminho de y a cada vértice em
C’ formado apenas por vértices z com C, =false. Pelo Teorema 5.3.8, todos os vértices
em C' se tornam descendentes de y na arvore de profundidade. Pelo Teorema 5.3.8,
F, = F(C"). No tempo Ty, todos os vértices w em C tém C,, =false. Como existe um
arco (u,v) de C a C’, o Lema 5.3.9 implica que ndo pode haver um caminho de C’ a C.
Consequentemente, nenhum vértice em C pode ser visitado por y. Portanto, no tempo
F), todos os vértices w em C ainda tem C,, =false. Assim, para qualquer vértice em

w € C, tém-se F,, > F), o que implica que f(C) > f(C'). R

Coroldrio 5.3.11. Considerando C e C' componentes fortemente conexas distintas no
grafo dirigido G = (V, A), suponha que hava um arco (u,v) € AT, naqualue CeveC'

Entdo, f(C) < f(C).

Prova: Como (u, v) € AT, tém-se (v, u) € A. Visto que as componentes fortemente cone-

xas em G' sdo as mesmas, o Lema 5.3.10 implica que f(C) < f(C). B

Teorema 5.3.12. O Algoritmo 21 (de Componentes-Fortemente-Conexas) encontra corre-
tamente as componentes fortemente conexas de um grafo dirigido G = (V, A) dado como

sua entrada.
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Prova: A prova € realizada por indu¢do em relacao ao numero de arvores de busca
encontradas na busca em profundidade de G” na linha 6. Cada arvore forma uma

componente fortemente conexa.

A hipoétese da inducdo é que as primeiras k arvores produzidas na linha 6 sdo

componentes fortemente conexas.
A base da inducao, quando k =0, é trivial.

No passo da inducao, supoe-se que cada uma das k primeiras arvores de profundi-
dade produzidas na linha 6 é uma componente fortemente conexa, e consideramos a
(k +1)-ésima arvore produzida. Seja u a raiz dessa drvore, e supondo que u esteja na
componente fortemente conexa C. Como resultado do modo que se escolhe a raiz da
arvore nalinha 6, F,, — f(C) > f(C’) para qualquer componente fortemente conexa C’
exceto C que ainda tenha de ser visitada. Pela hip6tese de inducao, no momento da
busca de u na arvore de profundidade, todos os vértices w em C tem C,, =false. Entao,
pelo Teorema 5.3.8, todos os outros vértices de C sao descendentes de u nessa arvore de
profundidade. Além disso, pela hip6tese de inducao e pelo Corolério 5.3.11, qualquer
arco em G’ que saem de C devem ir até componentes fortemente conexas que ji foram
visitadas. Assim, nenhum vértice em uma componente fortemente conexa, exceto C,
serd um descendente de u durante a busca em profundidade de GT. Portanto, os vérti-
ces da arvore de busca em profundidade em G enraizada em u formam exatamente

uma componente fortemente conexa, o que conclui o passo de inducao e a prova. B

5.3.3.2 Ordenacdo Topologica

A ordenacgdo topoldgica no contexto de grafos, recebe um grafo aciclico dirigido G =
(V, A) e ordena linearmente todos os vértices tal que se existe um arco (u, v) € A entao
u aparece antes de v na ordenacdo. O algoritmo de Ordenacao Topolégica tem como
base uma busca em largura com a adicao de uma lista O para inserir os vértices, como

pode ser visto no Algoritmo 25. Os vértices sao inseridos sempre no inicio da lista O
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logo que o algoritmo termina de visitd-lo (linha 10 do Algoritmo 25).

Algoritmo 24: DFS para Ordenacao Topoldgica
Input :um grafo dirigido ndo ponderado G = (V, A)

// Configurando todos os vértices
1 C, —falseVveV
2 Ty—ocoVvevVv
3 Fy—ooVveV
// configurando o tempo de inicio
4 tempo < 0
// Criando lista com os vértices ordenados topologicamente
5 00
6 foreach ue V do
7 if C,, = false then
// DFS-Visit-OT é especificado no Algoritmo 25

8 DEFS-Visit-OT(G, u, C, T, F, tempo, O)

9 return O

Algoritmo 25: DFS-Visit-OT.
Input :um grafo G = (V, E), vértice de origem v € V, e os vetores C, T e F, e uma varidvel

tempo € 7, uma lista O
1 Cy < true
2 tempo < tempo +1
3 T, tempo
4 foreach ue N (v) do
5 if C,, = false then

6 L DEFS-Visit-OT(G, u, C, T, F, tempo, O)

7 tempo < tempo +1
8 F, — tempo
// Adiciona o vértice v no inicio da lista O

9 O—(nuo
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Complexidade da Ordenacdo Topoldgica

Como a inser¢do no inicio de uma lista demanda tempo O(1), a complexidade de tempo
da Ordenacao Topoldgica de um grafo aciclico é dependente da Busca em Profundidade.

Logo, a complexidade da Ordenacao Topoldgica é O(|V|+|Al). 0

Corretude da Ordenacdo Topoldgica

Lema 5.3.13. Um grafo dirigido G = (V, A) é aciclico sse uma busca em profundidade de

G ndao produz nenhum arco de retorno.

Prova: Supondo que uma busca em profundidade produza um arco de retorno (u, v).
Entdo, o vértice v € um ascendente (ancestral) do vértice u na floresta em profundidade.
Assim, G contém um caminho de v a u, e o arco (u, v) completa o ciclo.

Supondo que G contenha um ciclo ¢, mostrou-se que uma busca em profundidade
de G produz um arco de retorno. Seja v o primeiro vértice a ser descoberto em c e seja
(u, v) o arco precedente em c. No tempo T, os vértices em ¢ formam um caminho
de vértices w com C,, =false de v a u. Pelo Teorema 5.3.8, o vértice u se torna um

descendente de v na floresta em profundidade. Entao (u, v) é um arco de retorno. ll

Teorema 5.3.14. O Algoritmo 24 produz uma ordenagéo topolégica de um grafo dirigido

aciclico G = (V, A) dado como entrada.

Prova: Supondo que o algoritmo seja executado sobre um determinado grafo dirigido
aciclico G = (V, A) para determinar os tempos de término para seus vértices. E suficiente
mostrar que, para qualquer par de vértices distintos u, v € V, se G contém um arco de u
a v, entdo F, < F,. Considere qualquer arco (u, v) explorado no algoritmo. Quando esse
arco é explorado, v ainda nao foi visitado (por DFS-Visit-OT), ja que v é ascendente
(ancestral) de u e (u, v) € um arco de retorno, o que contradiz o Lema 5.3.13. Portanto, v
ja deve ter C, =false ou j4 foi visitado. Se v tem C, =false, ele se torna um descendente
de ue F, < F,. Se v jé foi visitado F, ja foi definido, entao F, < F,. Assim, para qualquer

arco (4, v) e A, tém-se F, < F,,. A
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5.4 Caminhos Minimos

Em um problema de Caminho Minimo, hd um grafo ponderado orientado ou nao G =
(V,E, w), onde V é o conjunto de vértices, E é o conjunto de arcos ou arestas, e w: E — R
é a funcao que representa o peso entre dois vértices (distancia ou custo das arestas).
Para um caminho p = (v, vs,..., ;) seu peso é dado por w(p) = Z?:z w((vi-1, v1)

(CORMEN et al., 2012).

O peso de um caminho minimo de u a v é dado por

min{w(p) : u R v}, sehdum caminho de u para v,
6(u,v) = (5.10)

00, caso contrario.

H4 algumas variantes para os problemas de caminho minimo (CORMEN et al.,

2012):

* Problema de caminhos minimos de fonte tinica: dado um grafo ponderado G =
(V,E, w) e um vértice de origem s € V, encontrar o caminho de custo 6 (s, v) para

todooveV;

* Problema de caminhos minimos para um destino:dado um grafo ponderado
G = (V,E, w), um vértice de destino t € V, determinar o caminho de custo 6 (v, )

paratodoo veV;

* Problema de caminhos minimos para um par: dado um grafo ponderado G =
(V,E,w), um vértice de origem s € V e um vértice de destino ¢, determinar o

caminho de custo 4 (s, 1);

* Problema de caminhos minimos para todos os pares: dado um grafo ponderado

G = (V, E, w), encontrar o caminho de curso 6 (u, v) paratodo o par u,ve V.
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Pesos Negativos

Os problemas de caminho minimo geralmente operam sem erros em grafos com pe-
sos negativos. Uma excec¢do a isso é quando ha um ciclo com peso negativo. Nesse
caso, nunca havera um peso definido, pois é sempre possivel diminuir o peso total do

caminho percorrendo o ciclo mais uma vez.

Inicializacdo e Relaxamento

Os Algoritmos 26 e 27 sdo utilizados em diversos algoritmos de resolucao de caminhos
minimos. A estrutura de dados D é referente a estimativa de caminho que serd obtida
ao longo da execucdo de um caminho minimo para cada vértice v € V. A estrutura de
dados A é utilizada para identificar o vértice anterior em cada caminho minimo para

um vértice ve V.

Algoritmo 26: Inicializacao de G.
Input :um grafo G = (V, E, w), um vértice de origem s € V

// inicializagao
1 Dy —oc0VveV
2 Ay —nullVveV
3 Dg<—0

4 return (D, A)

Algoritmo 27: Relaxamento de v.
Input :um grafo G= (V,E,w)% (u,v) € E, A, D

1 if D, > Dy + w((u,v)) then
2 Dy — Dy +w((u,v))

3 Ay—u

% Para o caso de G ser ndo-dirigido, deve-se realizar o relaxamento em (u, v) e (v, u) para uma aresta
{u, v} € E, ou seja, deve-se realizar o relaxamento nos dois sentidos.
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5.4.1 Propriedades de Caminhos Minimos
5.4.1.1 Propriedade de subcaminhos de caminhos minimos o sao

Lema 5.4.1. Dado um grafo ponderado G = (V, E, w), um caminho minimo entre v, e vy
p =(v1,02,..., V), Suponha que para quaisqueri e j,1<i < j < k. Todo o subcaminho

de p chamado de p;;j = (v;, Vit1,...,V;) é um caminho minimo de v; a v;.

. i Pij Pjk n
Prova: Se o caminho p for decomposto em v, 2y v; ~ Vj s Vi, tém-se w(p) = w(poj)+

. . , ,
w(p;j) + w(pjr). Suponha que exista um caminho Pij de v; a v; com peso w(pij) <
!
- pii  Pij  pik . .
w(pi]-). Entao, vq ~ v; ~> Vj ~ v eum caminho de v; a v cujo o peso w(p) = w(poj)+

w(pi.j) +w(pjr) € menor do que w(p), o que contradiz a hipotese de que p seja um

caminho minimo de v; a v;..

5.4.1.2 Propriedade de desigualdade triangular

Lema 5.4.2. Seja G = (V,E, w) um grafo ponderado e s € V um vértice de origem, entdo

para todas as arcos/arestas (u, v) € E tém-se
5(s,v) <6(s,u) + w((w, v). (5.11)

Prova: Suponha que p seja um caminho entre s e v. Entdo, p ndo tem peso maior do
que qualquer outro caminho de s a v. Especificamente, p ndo possui peso maior que o

caminho de s até o vértice u que utiliza a aresta/arco (u, v) para atingir o destino v. Bl

5.4.1.3 Propriedade de limite superior

Lema 5.4.3. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo com a fungdo de
pesow : E — R. Seja s € V o vértice de origem, considera-se também o grafo G inicializado
(Algoritmo 26). Entdo, D, = 6(s,v) para todo v € V, e esse invariante é mantido para
qualquer sequéncia de etapas de relaxamentos em G (Algoritmo 27). Além disso, tdo logo

D, alcance seu limite inferior 6 (s, v), nunca mais se altera.
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Prova: Prova-se que o invariante D, = §(s, v) para todo o vértice v € V por inducdo em
relacdo ao nimero de etapas de relaxamento.

Para a base da inducao, D, = 6(s, v) é verdadeiro apos a inicializagcdo (Algoritmo 26),
pois esse procedimento define que D, = co para todo v € V\{s}, ou seja, D, = (s, v)
mesmo que v seja inatingivel em um caminho minimo a partir de s. Nesse momento
Ds;=0=6(s,s), observando que 6 (s, s) = oo caso s participa de um ciclo negativo.

Para o passo da inducgdo, considere o relaxamento de uma aresta/arco (u, v). Pela
hipétese de inducao, D, = §(s, x) para todo o x € V antes do relaxamento. O tinico valor

de D que pode mudar é D,. Se ele mudar, tém-se

Dy, =Dy +w((u,v)

> (s, u) + w((u, v)) (pela hipétese da indugao)
(5.12)

> (s, v) (pela desigualdade triangular,

Lema 5.4.2)

e, portanto o invariante é mantido.
Para demonstrar que D, nao se altera depois que D, = 6 (s, v), por ter alcacado seu
limite inferior, D, ndo pode diminuir porque D, = §(s, v) e ndo pode aumentar porque

o relaxamento ndo aumenta valores de D. R

5.4.1.4 Propriedade de inexisténcia de caminho

Coroléario 5.4.4. Supode-se que, em um grafo G = (V, E, w) ponderado dirigido ou ndao,
nenhum caminho conecte o vértice de origem s € V.a um vértice v € V. Entdo, depois
que o grafo G é inicializado (Algoritmo 26), temos D, = 6 (s, v) = oo e essa desigualdade
é mantida como um invariante para qualquer sequéncia de etapas de relaxamento

(Algoritmo 27) nas arestas de G;

Prova: Pela propriedade de limite superior (Lema 5.4.3), tém-se sempre co = (s, V) <

D,, portanto D, =co=06(s,v). B
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5.4.1.5 Propriedade de convergéncia

Lema 5.4.5. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo, s € V um vértice de
origem e s ~ u — v um caminho minimo de s a v em G. Suponha que G seja iniciali-
zado (Algoritmo 26) e depois uma sequéncia de etapas de relaxamento (Algoritmo 27) é
executado para todas as arestas/arcos de G. Se D,, = 6 (s, u) em qualquer tempo anterior

da chamada, entdo D, = 6 (s, u) igual em toda a chamada.

Prova: Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3), se D, = 6(s, u) em algum
momento antes do relacamento da aresta/arco (u, v), entdo essa igualdade se mantém
valida a partir de sua definicdo. Em particular, apés o relaxamento (Algoritmo 27) da

aresta/arco (u, v), tém-se:

D, < Dy, + w((u, v)) pelo Coroldrio 5.4.4)
=6(s,u) + w((w,v) (5.13)

=0(s,v) pelo Lema 5.4.1.)

Pela propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) D, = 6(s, v), da qual concluimos

que D, =6(s,v), e essa igualdade é mantida dai em diante. B

5.4.1.6 Propriedade de relaxamento de caminho

Lema 5.4.6. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou néo e s € V. um vértice
de origem. Considere qualquer caminho minimo p = (vy, V2,... Vx) des= vy a vi. Se G é
inicializado (Algoritmo 26) e depois ocorre uma sequéncia de etapas de relaxamento (Al-
goritmo 27) que inclui, pela ordem, relaxar as arestas/arcos (v, V2), (V2, V3),...(Vk—1, Vk),
entdo Dy = 0(s, vx) depois desses relaxamentos e todas as vezes dai em diante. Essa

propriedade se mantém vdlida, ndo importa quais outros relaxamentos forem realizados.

Prova: Esta prova € realizada por indugao, na qual tém-se D,, = 6 (s, v;) depois que o

i-ésimo aresta/arco do caminho p € relaxado.
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Para a base, i = 1 antes que quaisquer arestas/arcos em p sejam relaxados. Tém-se
D,, = Dy =0 = 6(s, s) pela inicializagdo. Pela propriedade do limite superior (Lema
5.4.3) o valor Ds nunca se altera depois da inicializacao.

Pelo passo da inducao, supde-se que v;_; = (s, v;—1) e examina-se 0 que acontece
quando se relaxa a aresta (v;_1, v;). Pela propriedade de convergéncia (Lema 5.4.5),
apos o relaxamento dessa aresta, tém-se D, = §(s, v;) e essa igualdade é mantida todas

as vezes depois disso. Bl

5.4.1.7 Propriedade de relaxamento e arvores de caminho minimo

Lema5.4.7. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo e sinV um vértice de
origem, suponha que G ndo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por
s. Entao, depois que o grafo G é inicializado (Algoritmo 26), o subgrafo dos predecessores
Gr = (Vg, Ep) forma uma drvore enraizada em s, e qualquer sequéncia de etapas de

relaxamento em arestas em G (Algoritmo 27) mantém essa propriedade invariante.

Prova: Inicialmentem o tinico vértice em G, é o vértice s, e o lema é trivialmente ver-
dade. Considere um subgrafo dos predecessores G, que surja depois de uma sequéncia
de etapas de relavamento.

Primeiro, prova-se que o subgrafo € aciclico. Suponha por contradi¢do que alguma
etapa de relaxamento cria um ciclo no grafo G;. Seja ¢ = (v1, v,..., Vx) o ciclo onde
v1 = Vk. Entdo, Ay, = v;_1 parai=1,2,...,k e, sem prejuizo de generalidade, pode-se
supor que o relaxamento de arestas (vi_1, Vx) criou o ciclo em G,. Afirma-se que todos
os vértices do ciclo ¢ podem ser atingidos por s, pois cada um tem um predecessor nao
nulo (null). Portanto, uma estimativa de caminho minimo fora atribuida a cada vértice
em ¢ quando um valor atribuidoo a A, nao foi igual a null. Pela propriedade do limite
superior (Lema 5.4.3), cada vértice no ciclo ¢ tem um peso de caminho minimo infinito,
o que implica que ele pode ser atingido por s.

Examina-se as estimativas de caminhos minimos em c imediatamente antes de cha-

mar o procedimento de relaxamento (Algoritmo 27) passando os parametros G, (Vi_1, Vi), A, D
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e mostra-se que ¢ é um ciclo de peso negativo, contradizendo a hip6tese que G nao
possui um ciclo negativo que possa ser atingido por s. Imediatamente antes da cha-
mada, tétmOse A,, = v;_; parai=2,3,...,k—1. Assim, para i = 2,3,...,k—1, adltima
atualizacdo para D,, foi realizada pela atribui¢do D, — D, , + w((vi-1,v;)). Se Dy, ,
mudou desde entao, ela diminuiu. Por essa razao, imediatamente antes da chamada de

relaxamento, tém-se

Dy, =Dy, , + w((vi-1,v))Vi€{2,3,....k—1} (5.14)

Como Ay € alterado pela chamada, imediatamente antes tém-se também a desi-
gualdade estrita

Dy, > Dy, + w((ve-1, vi)). (5.15)

Somando essa desigualdade estrita com as k — 1 desigualdades (Equacdo (5.14)),

obtém-se a soma das estimativas dos caminhos minimos em torno do ciclo c:

k k k k
> Dy >). (Dy,-_1 +w((wi-1, Ui))) =2 Dy + ) w(wi1,v). (5.16)
i=2 i=2 i=2 i=2
Mas,
k k
Y Dy, =) Dy, (5.17)
i=2 i=2

ja que cada vértice no ciclo ¢ aparece exatamente uma vez em cada somatorio. Esa
desigualdade implica

k
0> w((wi-1,vi). (5.18)
i=2

Assim a soma dos pesos no ciclo ¢ é negativa, o que d4 acontradi¢do desejada.

Agora, provamos que G é aciclico. Para mostrar que ele forma uma arvore enraizada
em s, basta provar que hd um tinico caminho simples de s a v em G, paracada v e V.

Primeiro, deve-se mostrar que existe um caminho de s a cada vértice em v € V;. Os
vértices em V;; sao os que tém os valores A ndo null, e o vértice s. Aqui a ideia é provar a
inducao que existe em um caminho de s para todos os vértices em V.

Para concluir a prova do lema, deve-se mostrar agora que, para qualquer vértice v €

Vz , o grafo G, contém no méaximo um caminho simples de s a v. Suponha o contrério:
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que existam dois caminhos simples de s a algum outro vértice p;{(s~> u~> x — z~> v,
e pa(s~u~»y—z~vondex# y.Mas entdo A, = x e A; = y o que implica uma
contradicdo, pois x = y. Conclui-se que G, contém um caminho simples tinico de s a v

e G, forma uma arvore enraizada em s. ll

5.4.1.8 Propriedade de subgrafo dos predecessores

Lema 5.4.8. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado orientado ou ndo e um vértice de
origem s € V. Suponha que G ndo possua um ciclo de peso negativo que possa ser atingido
por s. Chama-se de inicializag¢do o procedimento do inicializado Algoritmo 26 e depois
executar qualquer sequéncia de etapas de relaxamento de arestas de G (Algoritmo 27) que
produza D, = 6(s,v) para todo v € V. Entdo, o subgrafo predecessor G, (Vy, E;) é uma

drvore de caminhos minimos com uma raiz em s.

Prova: Para ilustrar a primeira propriedade, deve-se mostrar V; é o conjunto de vértices
atingidos por s. Por defini¢do, um peso de caminho minimo (s, v) é finito sse v pode ser
alcancado por s. Isso implica que os vértices atingidos por s possuem peso de caminho
finito. Porém, um vértice v € V'\{s} recebeu um valor finito para D, sse A, #null. Assim,

os vértices em V; sdo exatamente aqueles que podem ser alcangados por s.

O Lema 5.4.7 define que ap6s a inicializacao, G, possui raiz em s e assim permanece

mesmo depois de sucessivas etapas de relaxamento.

Agora, prova-se que para todo vértice em v € Vy, o tinico caminho simples em
Gy de s a v é o caminho minimo de s a v em G. Seja p = (v1,V2,...Vk), onde v; = §
e v = v. Parai=23,...,k temos D, = §(s,v;) e também D, = D,, , + w((vi-1,v7)),

do que concluimos w((vi_l, vi)) <0(s,v;)—6(s,vi—1). Asoma dos pesos ao longo de p
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produz

k
w(p) :Z ((wiz1,v0)

k
<) 6(s,v;)—6(s,vi_1)
i;z ’ - (5.19)

= 6(& Uk) - 6(& UO)

=0(s,vk)

Assim w(p) < (s, vg). Visto que 6 (s, vx) € um limite inferior para o peso de qualquer
caminho de s a vg, conclui-se que w(p) = 6 (s, vx). Deste modo, p é um caminho minimo

desav=uvy.

5.4.2 Bellman-Ford

O algoritmo de Bellman-Ford resolve o problema de caminhos minimos de uma tnica
fonte. Um pseudo-cddigo esté representado no Algoritmo 28. Como entrada para o
algoritmo deve-se determinar um grafo ponderado orientado ounao G = (V, E, w), onde
V é o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas/arcos e w: E — R, e um vértice de
origem s € V. O algoritmo devolve um valor booleano false quando nao foi encontrado
um ciclo de peso negativo em G. Caso contrério, retorna true, o antecessor de cada

vértice v no caminho minimo em A, e a peso 4(s,v) em D,,.

O algoritmo vai progressivamente diminuindo a estimativa de peso do caminho de
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sav eV até que se obtenha o caminho minimo e D, =§(s, v) paratodo ve V.

Algoritmo 28: Algoritmo de Bellman-Ford.
Input :um grafo G = (V, E, w), um vértice de origem se€ V

// inicializagao
1 Dy —oc0VveV
2 Ay —nullVveV
3 D;—0

4 fori—1to|V|-1do

5 foreach (u,v) € E do
// relaxamento
6 if D, > Dy + w((u, v)) then
7 Dy — Dy +w((u,v))
8 Ay —u
9 foreach (¢, v) € Edo

10 if D, > Dy + w((u, v)) then

11 L return (false,null,null)

12 return (true, D, A)

5.4.2.1 Complexidade de Bellman-Ford

Quanto a complexidade computacional em tempo computacional de Bellman-Ford,
observando as primeiras instrugoes, tém-se a inicializacdao que demanda O(|V|) pois
as estruturas sao inicializadas para cada vértice. A partir do primeiro conjunto de
lacos de repeticao, ha o laco mais externo que repete |V | — 1 vezes. Para cada repeticao
desse laco, passa-se por cada aresta em E, logo esse primeiro conjunto de lacos dita
(VI - 1)|E| execucdes da comparacao na linha 6. O ultimo lago de repeticao, faz ao
maximo |E| verificagdes da comparac¢ao na linha 10. Entao, o algoritmo de Bellman-

Ford é executado no tempo computacional de O(|V||E]).
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5.4.2.2 Corretude de Bellman-Ford

Lema 5.4.9. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado e um vértice de origem s € V, su-
ponha que G ndo possua nenhum ciclo de peso negativo que possa ser alcancado por
s. Entdo, depois de executar as |V| — 1 iteragoes nas linhas 4 a 8 com o algoritmo de

Bellman-Ford (Algoritmo 28), tém-se D, = 6(s,v) paratodove V.

Prova: Prova-se o esse lema através da propriedade de relaxamento de caminho (Lema
5.4.6). Considera-se que qualquer vértice v possa ser atingido por se seja p = (vy, Vg, ..., Uk)
um caminho minimo de s a v, no qual v; = s e vy = v. Como caminhos minimos sdo
simples, p tem no maximo |V| -1 arestas/arcos, sendo k < |V|—1. Cadaumadas |V| -1
iteracoes do laco da linha 4 relaxa todas as |E| arestas/arcos. Entre as arestas relaxa-
das na i-ésima iteracao, para i = 1,2,...k, estd (v;_1, v;). Entdo, pela propriedade de

relaxamento de caminho D, = D,, =6(s,vx) =6(s,v). R

Coroléario 5.4.10. Seja G = (V, E, w) um grafo ponderado dirigido ou ndo e s €V o vértice
de origem, supoe-se que G ndo tenha nenhum ciclo negativo que possa ser atingido por s.
Entao, para cada vértice v € V, existe um caminho de s a v sse o algoritmo de Bellman-

Ford termina com D, < oo quando é executado para G e s.

Prova: Se v € V pode ser atingido por s, entdo existe uma aresta/arco (u, v). Entao,

0(s, v) < oo através da propriedade de convergéncia (Lema 5.4.5). l

Teorema 5.4.11. Considera-se o algoritmo de Bellman-Ford (Algoritmo 28) executado
para um grafo G = (V, E, w) e o vértice de origem s € V. Se G ndo contém nenhum ciclo de
custo negativo, que pode ser alcangado de s, entdo o algoritmo retorna true, D, = 6 (s, V)
para todo v € V e o subgrafo predecessor G, é uma drvore de caminhos minimos com
raizem s. Se G contém um ciclo de peso negativo que possa ser atingido por s, entdo o

algoritmo retorna false.

Prova: Suponha que o grafo G nao tenha um ciclo de peso negativo atingivel por s.

Primeiro, prova-se que D, = 6(s, v) para todo v € V. Se o vértice v pode ser atingido
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por s, entdo o Lema 5.4.9 prova essa afirmacdo. Se v nao pode ser atingido por s, a
prova decorre da propriedade da inexisténcia de caminho (Corolério 5.4.4). Portanto,
a afirmacao estd provada. A propriedade de subgrafo dos predecessores (Lema 5.4.8)
juntamente com essa ultima afirmacdo implica que G, é uma arvore de caminhos
minimos. Agora, usa-se a afirmacao para mostrar que Bellman-Ford retorna true. No

término, tém-se para todas as arestas/arcos (u, v)inkE,

D,=6(s,v)
< 6(s,u) + w((u, v)) (pela desigualdade triangular — Lema 5.4.2) (5.20)
=D, +w((u,v),
e, assim, nenhum dos testes na linha 10 serdo verdadeiros e Bellamn-Ford retorna false.
Entao, ele retorna true.

Agora, suponha que o grafo G contenha o ciclo de peso negativo que possa ser

atingido por s. Seja esse ciclo ¢ = (vy, v, ..., Vk), onde vy = vg. Entao,

k
Y w((wi-1,v1)) <0 (5.21)
i=2

Considere, por contradicao, que o algoritmo de Bellman-Ford retorna true. Assim,
Dy, <Dy, , + w((vi_l, vl-)) parai=2,3,..., k. Somando as desigualdades em torno do

ciclo c tém-se

k k k k
Y Dy, <> Dy, +w(wi-1,v)) =) Dy, + > w((wi-1,vi)). (5.22)
i=2 i=2 i=2 i=2

Como vy = Ve, cada vértice em ¢ aparece exatamente apenas uma vez em cada um

dos somatoérios, portanto
k k
Y Dy, =) Dy, (5.23)
i=2 i=2

Além disso, pelo Corolério 5.4.10, D, é finito para i =2,3,..., k. Assim,

k
0<) w(wi-1,vy), (5.24)
=2
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o que contradiz a desigualdade da Equacao (5.21). Conclui-se que o algoritmo de
Bellman-Ford retorna true se o grafo G ndo contém nenhum ciclo negativo que possa

ser alcancado a partir da fonte e false caso contrario.

5.4.3 Floyd-Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall (Algoritmo 29) encontra o caminho minimo para um
grafo G(V, E, w) ponderado dirigido ou ndo para todos os pares de vértices. O algoritmo
suporta arestas/arcos de pesos negativos, mas ndo opera em grafos com ciclos de peso

negativo.

A fungdo W (Equation (5.25)) define uma matriz de adjacéncias' para o algoritmo

de Floyd-Warshall.

0, seu=r,
W(G(V, E, W))uv =y w((w,v), seu#vA(uv)€eE, (5.25)
0, seuZzZvA(u,v)¢E.

O algoritmo define um ntimero de matrizes igual a |V|. Inicialmente, a matriz D© ¢
definida como a matriz de adjacéncia de G (linha 1). Depois repete-se o procedimento

de criar uma nova matriz e atualizar as distancias de cada celula da nova matriz por | V|

1" Para grafos nao-dirigidos, deve-se preencher a matriz resultante de W(G) nas coordenadas (u, v) e

(v, u)
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vezes (linhas 2 a 6).

Algoritmo 29: Algoritmo de Floyd-Warshall.
Input :um grafo G = (V,E, w)

1 DO —w(q)

2 foreach k€ V do

3 seja D) = (d;k,,)) uma nova matriz | V| x | V|
4 foreach u € V do

5 foreach v € V do

6 L df) — min{dlf; "V, al + alkv}

7 return D!VD

5.4.3.1 Complexidade de Floyd-Warshall

O algoritmo Floyd-Warshall (Algoritmo 29) demanda V|2 operacoes para executar a
linha 1. Como hé o aninhamento de trés lacos limitados a | V| iteragdes na sequén-
cia, a operacdo na linha 6 sera executada |V |® vezes. Logo, a complexidade de tempo
computacional de Floyd-Warshall é de O(| V3.

Para este algoritmo, é interessante notar que foram utilizadas |V| matrizes de | V|
linhas e |V colunas. Logo a complexidade de espaco para uma implementacdo que
utilize o pseudo-c6digo do Algoritmo 29 utilizaria espaco computacional de (| V).

No entanto, é possivel reduzir essa complexidade de espago computacional em O(|V?).

Crie um pseudo-cédigo para o Algoritmo 29 que demande complexidade de

espaco computacional O(|V|?).

5.4.3.2 Corretude de Floyd-Warshall

Prove que quando o Floyd-Warshall para sobre uma entrada G = (V, E, w) ele

retornard as distancias de caminhos minimos para todo o par de vértice em V.
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5.4.3.3 Constru¢do de Caminhos Minimos para Floyd-Warshall

O Algoritmo 30 além do peso dos caminhos minimos em D, retorna a matriz dos
predecessores I1, ou seja, uma matriz que indica o vértice anterior no caminho de cada

coordenada u, v.

Algoritmo 30: Algoritmo de Floyd-Warshall com Matriz dos Predecessores.
Input :um grafo G = (V,E, w)

1 DO —w(q)
// Matriz dos predecessores

N — (7\%) uma nova matriz |V| x |V|

[N

3 foreach ueV do

4 foreach ve V do

5 if (u, v) € E then
6 ng),), —u

7 else

8 ng)l), —null

9 foreach k€ V do

10 seja D® = (d%)) uma nova matriz |V| x| V|
11 seja [T = (n&kg) uma nova matriz | V| x | V|
12 foreach u € V do
13 foreach v € V do
// atualizando matriz dos predecessores
14 ifdly V' >d* Y +d*"V then
s )
16 af) — min{af™,alkV +akv}

17 return (D“V”,H('V”)

A impressdo de cada caminho pode ser realizada através do Algoritmo 31, que
recebe como entrada a matriz de predecessores gerada pelo Algoritmo 30, um vértice de

origem u e um de destino v. Ao terminar, o algoritmo terd impresso na tela o caminho
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minimo de u a v.
Algoritmo 31: Print-Shortest-Path.
Input :a matriz dos predecessores I1, um vértice de origem u, um vértice de destino v

1 if u = v then

2 L print(u)

3 else

4 if 7,,, = null then

5 L print(“Caminho inexistente de u para v”)
6 else

7 Print-Shortest-Path(Il,u,m,,)

8 print(v)




CAPITULO

Algoritmos Gulosos

Um algoritmo € dito guloso ou cobicoso se constr6éi uma solugdo em pequenos passos,
tomando uma decisao “miope” a cada passo para otimizar algum critério relacionado
ao problema (geralmente nao 6bvio). Quando um algoritmo guloso resolve algum pro-
blema ndo trivial, geralmente implica na descoberta de algum padrao ttil na estrutura

do problema (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

6.1 Exemplo de Algoritmos Gulosos

6.1.1 Agendamento de Intervalos

Considere um conjunto de intervalos R = {ry, 1,...,;} no qual cada intervalo r; inicia
em s(r;) e termina em f(r;). Diz-se que dois intervalos sdao compativeis se eles nao
possuem sobreposi¢cdo de tempo. Deseja-se encontrar um subconjunto de R com o
maior namero de intervalos compativeis entre si. Pense sobre quais regras naturais
poderiam ser empregadas nessa busca (como critério simples) e imagine como elas

trabalham. Alguns exemplos simples (KLEINBERG; TARDOS, 2005):

* Inserir pela ordem de s(r;);
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* Inserir pela ordem de menor intervalo, pois quer se selecionar o maior niimero

possivel deles;

* Contagem de recursos ndo compativeis e utilizar aquele com o menor nimero de

incompatibilidades.

Nenhum desses critérios levariam a solucdo 6tima para todas as instancias do
problema. A Figura 11 ajuda a enteder o porqué. Utilizando a ordem s(r;), o exemplo
presente na Figura 11(a) a solucao seria apenas um intervalo. Quanto a ordem pelo
menor intervalo, a Figura 11(b) demonstra que apenas um intervalo seria marcado
para uma instancia cuja solu¢do 6tima conta com dois intervalos. Ao utilizar o critério
a quantidade minima de intervalos ndao compativeis, a Figura 11(c) demonstra uma
instancia cuja solugdo 6tima seria selecionar os 4 intervalos da primeira linha. No
entanto, com esse ultimo critério, iniciaria-se selecionando o segundo intervalo da
segunda linha e depois qualquer outro intevalo ndo conflitante na esquerda e na direita,

ou seja, no maximo trés intervalos.

Y

Y

Y

(c)
Figura 11 — Exemplos de Kleinberg e Tardos (2005) para refutar as trés regras naturais

levantadas anteriormente para o problema de agendamento do maior nu-
mero de intervalos.

Para resolver o problema com uma estratégia gulosa, Kleinberg e Tardos (2005)
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utilizam o menor valor de f(i). Entdo, inicialmente se escolhe o intervalo de menor
tempo que termina mais cedo na instancia. Depois, seleciona-se o proximo intervalo

compativel de menor tempo de fim, até que nao haja mais intervalos compativeis.

O Algoritmo 32 exibe o algoritmo guloso sugerido por (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Algoritmo 32: Maior niimero de Intervalos.
Input :0 conjunto de intervalos R, os valores s(r;) e f(r;) para cada intervalo r; € R.

// Criar lista L com os intervalos na ordem crescente de f(-)
1 L—sort(R, f(-)
// Agora, considere que L=(l},1,..., 1)
2 A—{
3 i1
4 whilei <ndo
5 A— Auil
6 j—i+l1
// Busca proximo intervalo compativel
7 while j < n A s(l;) < f(I;) do

8 Lj<—j+1

9 i—j

10 return A

6.1.1.1 Complexidade do Problema de Agendamento de Intervalos

Analisando a complexidade de tempo computacional para o Algoritmo 32, destacam-se
duas partes mais significativas do pseudo-cé6digo. A primeira é relativa ao algoritmo de
ordenacao utilizado na linha 1. Sabe-se que o algoritmo mais eficiente para ordenagado
demanda ©(nlog, n). Além dessa parte do algoritmo, hd o laco de repeti¢do nas linhas
4 2 9. Pode-se observar que as instrucdes internas ao laco de repeticao da linha 4
serdo executadas um numero de vezes igual a |R|. Entao, o algoritmo demanda tempo

computacional de O(|R|log, |R]).
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6.1.1.2 Corretude do Problema de Agendamento de Intervalos

Lema 6.1.1. Considerando que a solucdo 6tima para o problema de agendamento de
intervalos é O = {j1, jo,..., jm} € a solugdo obtida pelo Algoritmo 32 é A = {iy, i»,...,1k},

téem-se f(i;) < f(j,) para todor < k.

Prova: Essa prova sera realizada por inducgdo. Para r = 1, a afirmacao é claramente
verdadeira, pois o algoritmo inicia selecionando.

Agora se analisa os casos nos quais r > 1. Assume-se a hipotese de que a afirmagao é
verdadeira para r — 1, e tenta-se provar isso para r. Desse modo, f(i,—1) < f(jr-1).
Sabe-se que f(j,-1) < s(j;), combinando isso com a hipétese da indugao, tém-se
fir—1) < s(j;). Entdo, o intervalo j, estd no conjunto de intervalos disponiveis quando
o algoritmo seleciona i,. Como o algoritmo sempre seleciona o intervalo de menor

tempo de término, tém-se f(i;) < f(j.). Isso completa o passo da inducao. B
Teorema 6.1.2. Algoritmo 32 retorna o conjunto 6timo A.

Prova: Prova-se por contradicdo. Se A ndo é 6timo, entao um conjunto O precisa ter
mais intervalos, ou seja, m > k. Aplicando o Lema 6.1.1 com r = k, tém-se f(ix) <
f(jx). Como m > k, entdo hd um intervalo em ji,; em O. Esse intervalo inicia depois
que ji termina, e depois que iy termina. Entao, depois de passar todos os intervalos
incompativeis (linhas 7 e 8) com os intervalos iy, i»,..., ix, haveria ainda um intervalo
Jk+1- Mas o algoritmo guloso parou com o intervalo iy, e ele s6 para quando nao houver

mais intervalos em L a analisar, ou seja, uma contradicao. ll

6.1.2 Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de encontrar um caminho minimos de fonte
tnica em um grafo G = (V, E, w) ponderados dirigidos ou ndo. Para esse algoritmo, as
arestas/arcos ndo devem ter pesos negativos. Entao, a funcao de pesos é redefinida

como w: E — R}. A vantagem estd em o algoritmo de Dijkstra ser mais eficiente que o
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do Bellman-Ford caso uma estrutura de dados adequada seja utilizada (CORMEN et al.,
2012).

O algoritmo repetidamente seleciona o vértice de menor custo estimado até entao.
Quando esse vértice é selecionado, ele ndo é mais atualizado e sua distancia é propagada
para suas adjacéncias. A estrutura de dados C é utilizada no pseudo-codigo abaixo para

definir se um vértice foi visitado (contém true) ou nao (contém false).

Algoritmo 33: Algoritmo de Dijkstra.
Input :um grafo G= (V,E,w: E — R}), um vértice de origem s€ V

1 D, —coVveV

2 Ay —nullVveV

3 C,—falseVveV

4 Dg—0

5 while v e V(C, = false) do

6 u — argmin,cy{D,|C, =false}
7 C, < true

8 foreach v € N(u) : C, =false do

9 if D, > D, + w((u,v)) then
10 Dy — Dy + w((u,v))
11 Ay —u

12 return (D, A)

6.1.2.1 Complexidade de Dijkstra

Se o algoritmo de Dijkstra manter uma fila de prioridades minimas para mapear a
distancia estimada no lugar de D, o algoritmo torna-se mais eficiente que o Bellman-
Ford. Seria utilizada uma operacao do tipo “EXTRACT-MIN” no lugar da que estd na
linha 6, para encontrar o vértice com a menor distancia. Ao extrai-lo da estrutura de
prioridade, ndo mais seria necessdrio. Poderia-se gravar sua distancia minima em uma
estrutura auxiliar e nao mais utilizar a estrutura de visitas C. Ao atualizar as distancias,

poderia-se utilizar a operacao de “DECREASE-KEY” da fila de prioridades no lugar da
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operacdo da linha 10.

Para essa fila de prioridades, poderia se utilizar um Heap, como o Heap Binério,
no qual a implementacao das operacoes supracitadas tem complexidade de tempo
computacional O(log, n) para o “DECREASE-KEY” e O(log, n) para o “EXTRACT-MIN".
Para essa aplicacdo, n = |V|. Utilizando essa estrutura de dados, sabe-se que no méximo
executa-se |E| operacoes de “DECREASE-KEY” e |V| operacoes de “EXTRACT-MIN".
Entdo a complexidade computacional seria O((I V|+|El|)log, IVI). Com Heap Fibonacci,

é possivel obter resultados ainda melhores em tempo computacional.

6.1.2.2 Corretude do Algoritmo de Dijkstra

Teorema 6.1.3. Dado um grafo G = (V,E,w : E — R}) e um vértice de origem s€ V, o

algoritmo de Dijkstra termina com D, = 6 (s, v) paratodove V.

Prova: Usa-se a seguinte invariante de laco: no inicio de cada iteracdo do laco das
linhas5-11, D, = 6(s, v) para todo v o qual C, =true. Para demonstrar isso, diz-se que
D, =4(s, v) no momento em que v é marcado como visitado, ou seja, na linha 7. Uma
vez demonstrado isso, recorre-se a propriedade do limite superior (Lema 5.4.3) para
demonstrar que a igualdade é valida em todos os momentos a partir desse.
Inicializacao: Inicialmente, C,, =false para todos u € V. Entdo, a invariante é trivial-
mente verdadeiro.
Manutencao:

Por contradicao, seja u o primeiro vértice para o qual D,, # 6 (s, u) quando C,, torna-
se true. O vértice u nao pode ser s, pois Ds = (s, v) = 0 nesse momento. Como u # s,
deve existir algum caminho de s a u, sendo D, = §(s, u) = oo pela propriedade de
inexisténcia de caminho (Lema 5.4.4), o que contradiz D, # (s, u).

Assume-se entao que haja um minimo caminho p de s a u. Antes de C,, se tornar
true, o caminho p conecta um vértice v o qual C, =true a u. Decompde-se o caminho
pems Bx— ¥ %2 u, no qual C, =true e Cy, =false. Afirma-se que D, = §(s,y) no

momento que C, se torna true. Para provar essa afirmacao, observa-se que C, =true.
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Entao, u foi escolhido como primeiro vértice para o qual D, # §(s, u) quando C, se
torna true, tinha-se Dy = §(s,x) quando Cy se tornou true. A aresta/arco (x, y) foi
relaxada naquele momento, e a afirmacao decorre da propriedade de convergéncia
(Lema 5.4.5). Agora, pode-se obter uma contradi¢do para provar que D, = 6 (s, u). Como
y aparece antes de u em um caminho minimo de s a u e todos os pesos das arestas/arcos

sdo nao-negativos, temos 6 (s, y) < 6 (s, u) e assim,

D, =6(s,y)
<6(s,u) (6.1)

< D, ( pela propriedade do limite superior - Lema 5.4.3).

Porém, como C, =false e C, =false quando u foi escolhido na linha 6, tem-se
Dy < Dy. Assim, as duas desigualdades da Equac@o (6.1) sdo de fato igualdades, o que

da

Dy =6(s,y) =6(s,u) = Dy. (6.2)

Consequentemente, D, = §(s, u), o que contradiz a escolha de u. Conclui-se que
D, =6(s,u) quando C, se torna true e que essa igualdade é mantida até o término do
algoritmo.
Término:

No término, quanto para C, =true paratodove V, D, =4(s,v) paratodove V.l

Coroldrio 6.1.4. Ao executar algoritmo de Dijkstra (Algoritmo 33) sobre o grafo G =
(V,E, w) ponderado orientado ou ndo, sem ciclos de peso negativo, para o vértice de
origem s € V, o subgrafo dos predecessores G, serd uma drvore de caminhos minimos em

S.

Prova: Imediata pelo Teorema 6.1.3 e a propriedade do subgrafo dos predecessores

(Lema5.4.8). 1
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6.1.3 Arvores Geradoras Minimas

Uma arvore geradora é um subconjunto aciclico (uma arvore) de todos os vértices
de um grafo. Dado um grafo ponderado G = (V, E, w), o problema de encontrar uma
arvore geradora minima € aquele no qual busca-se encontrar uma arvore que conecte
todos os vértices do grafo G, tal que a soma dos pesos das arestas seja 0 menor possivel.
Seja T uma arvore geradora, diz-se que o custo da arvore geradora de T é dado por
w(T) =Y mer w({u, v}).

Este capitulo apresenta dois métodos para encontrar arvores geradoras minimas:
Kruskal e Prim. Esses dois algoritmos gulosos se baseiam em um método genérico
apresentado por Cormen et al. (2012). Dado um grafo nao-dirigido e ponderado G =
(V,E, w), esse método genérico encontra uma arvore geradora minima.

O Algoritmo 34 apresenta o método genérico para uma arvore geradora minima
para G. O método se baseia na seguinte invariante de lago: “Antes de cada iteragdo, A é
um subconjunto de alguma arvore geradora minima.”. A cada iteracdo, determina-se
uma aresta que pode ser adicionada a A sem violar a invariante de laco. A aresta segura

é uma aresta que se adicionada a A mantém a invariante.

Algoritmo 34: Método Genérico de Cormen et al. (2012).
Input :um grafo G=(V,E,w)

1 A—{}
2 while A ndo formar uma drvore geradora do

3 encontrar uma aresta {u, v} que seja segura para A

IS

A— Au{{u, v}}

5 return A

6.1.3.1 Propriedades do Método Genérico

Teorema 6.1.5. Considere um grafo conexo néao-dirigido ponderado G = (V, E, w). Seja
A < E uma drvore geradora minima de G. Seja (S, V\S) qualquer conjunto de corte de G

que respeita A e seja {u, v} uma aresta leve' que cruza (S, V\S), entédo {u, v} é uma aresta

1 de baixo custo
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segura para A.

Prova:

Seja T uma arvore geradora minima que inclui A e suponha que T ndo contenha
a aresta leve {u, v}, pois se tiver, o processo termina. Constréi-se entao outra arvore
geradora minima T’ que inclui AU {{u, U}} usando uma técnica de recortar e colar,
mostrando assim que {u, v} € uma aresta segura para A.

Desde que u estejaem S e vem V\S, a aresta {u, v} forma um ciclo com as arestas
de caminho simples p de u a v em T. No minimo uma aresta em T estd no caminho
simples p e cruza o corte. Considere que {x, y} seja essa aresta de corte. A aresta {x, y}
nao estd em A, pois o corte respeita A. Desde que {x, y} estd no inico caminho de u a v
em T, remové-lo divide T em duas componentes. Adicionar {u, v} o reconecta a forma
de uma nova arvore geradora T' = T U {{u, v}}\{{x, y}}.

Depois, mostra-se que T’ é uma drvore geradora minima. Desde que {u, v} é uma
aresta leve atravessando (S,S\V) e {x,y} também atravessa esse corte, w({u,v}) <

w({x, y}). Por essa razao:

w(T) = w(T) +w({u, v}) - w({x,y})
(6.3)
<w(T.

Mas, T é uma drvore geradora minima, entdo w(7T) < w(T"). Desse modo, T’ precisa ser
uma arvore geradora minima também.

Falta mostrar que {u, v} é uma aresta segura para A. Tém-se A< T’, desde que A T
e {x,y} ¢ A; entao AU {{u, v}} c T'. Consequentemente, desde que T’ é uma arvore

geradora minima, {«, v} € uma aresta segura para A. il

Corolério 6.1.6. Considere um grafo conectado ndo-dirigido e ponderado G = (V,E, w).
Seja A < E incluido em alguma drvore geradora minima de G e seja C = (V¢,Ec) um
componente conectado (uma drvore) na floresta G4 = (V, A). Se{u, v} é uma aresta leve

conectando C a algum outro componente em Gy, entdo {u, v} é uma aresta segura.
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Prova: O corte (V¢, V\ V() respeita A e {u, v} € uma aresta leve para esse corte. Por essa

razao, {u, v} é uma aresta segura para A (com base no Teorema 6.1.5). B

6.1.3.2 Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskal inicia com | V| arvores (conjuntos de um vértice cada). Ele
encontra uma aresta segura e a adiciona a uma floresta, que estd sendo montada,
conectando duas arvores na floresta. Essa aresta {u, v} é de peso minimo. Suponha
que C; e C, sejam duas arvores conectadas por uma aresta {u, v}. Visto que essa deve
ser uma aresta leve, o Corolério 6.1.6 implica que {u, v} € uma aresta segura para Cj.
Kruskal é um algoritmo guloso, pois ele adiciona a floresta uma aresta de menor peso

possivel a cada iteracao.

Um pseudo-cédigo de Kruskal pode ser visualizado no Algoritmo 35. O algoritmo se
inicia definindo as | V| arvores desconectadas; cada uma contendo um vértice (linhas
2 a 4). Entdo, cria-se uma lista das arestas E’ ordenadas por peso (linha 5). Depois,
iterativamente, se tenta inserir uma aresta leve em duas arvores que contém nodos nao
foram conectadas ainda (linhas 7 a 9). Quando a insercdo ocorre, a estrutura de dados

S, que mapeia a arvore de cada vértice v é € atualizada. O procedimento se repete até
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que todas as arestas tenham sido avaliadas no laco.

Algoritmo 35: Algoritmo de Kruskal.
Input :um grafo G = (V,E, w)

1 A—{

\N]

S — v
3 foreach v € V do

L Sy — {v}

-

5 E’ < lista de arestas ordenadas por ordem crescente de peso

6 foreach {u,v} € E' do

7 if S, # S, then

8 A—Aulfiu,v}}
9 x—=8S,US,

10 foreach w € x do
11 L Sw—x

12 return A

Complexidade do Algoritmo de Kruskal

A complexidade de tempo do algoritmo de Kruskal depende da estrutura de dados utili-
zada para implementar o mapeamento das drvores de cada vértice, ou seja, da estrutura
S do Algoritmo 35. Para a implementacao mais eficiente, verifique as operagdes de
conjuntos disjuntos no Capitulo 21 de Cormen et al. (2012). Sabe-se que para ordenar o
conjunto de arestas na linha 5, deve-se executar um algoritmo de ordenacao. O mais

eficiente conhecido demanda tempo O(|E|log, |El).

Qual estrutura de dado implementa a versdo mais eficiente do Algoritmo de

Kruskal?
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6.1.3.3 Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim é (também) um caso especial do método genérico apresentado no
Algoritmo 34. O algoritmo de Prim é semelhante ao algoritmo de Dijkstra, como pode
ser observado no pseudo-cédigo do Algoritmo 36. As arestas no vetor A formam uma
arvore Unica. Essa drvore tem raizes em um vértice arbitrario r. Essa arbitrariedade
ndo gera problemas de corretudo no algoritmo, pois uma arvore geradora minima deve
conter todos os vértices do grafo. A cada iteracdo, seleciona-se o vértice que é atingido
por uma aresta de custo minimo (linha 7), sendo que o vértice selecionado adiciona
suas adjacéncias e pesos na estrutura de prioridade Q, que, futuramente, selecionard a
chave de menor custo, ou seja, o vértice conectado a drvore que possui 0 menor custo.

Pelo Coroldrio 6.1.6, esse comportamento adiciona-se apenas arestas seguras em A.

Antes de cada itera¢do do lago da linha 6, a arvore obtida é dada por {{v, A,}: v €
V\{r}\Q}. Os vértices que jé participam da solugao final sdo V\Q. Além disso, para todo
veQ,se A, #null, entdo K, < oo e K, é o peso de uma resta leve {v, A,} que conecta o
vértice v a algum vértice que ja estd na arvore que estd sendo construida. As linhas 7
e 8 indentificam um vértice u € Q incidente em alguma aresta leve que cruza o corte
(V\Q, Q), exceto na primeira iteracdao. Ao remover u de Q, o mesmo € acrescido ao

conjunto V\Q na arvore, adicionando a aresta («, A,) na solucgdo.

Se G é conexo, para montar a arvore geradora minima a partir do vetor resultante A,
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deve-se criar o conjunto {{v, A,}: v e V\{r}}.

Algoritmo 36: Algoritmo de Prim.
Input :um grafo G=(V,E, w)

1 r — selecionar um vértice arbitrario em V
// Definindo o vetor dos antecessores A e uma chave para cada vértice K
2 Ay —nullVveV
3 Ky—ooVveV
4 K —0

// Definindo a estrutura de prioridade de chave minima Q

5 Q—(V,K)

¢ while Q # {} do

7 u — arg min,co{Ky}

8 Q — Q\u}

9 foreach v € N(u) do

10 if ve Q A w({u, v}) < K, then
11 Ay —u

12 Ky — w({u,v})

13 return A

Complexidade do Algoritmo de Prim

Para implementar o algoritmo de Prim de maneira mais eficiente possivel, deve-se
encontrar uma estrutura de prioridade que realize as operacgdes de extracao do valor

minimo e da alteracdo das chave de maneira répida.

Qual a complexidade em tempo computacional da versao mais eficiente do

Algoritmo de Prim?
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6.1.4 Cddigos de Huffman

Codigos de Huffman comprimem dados efetivamente de 20% a 90%. A estratégia utili-
zada é empregar a frequéncia em que os caracteres aparecem para reduzir a represen-
tacdo dos mesmos. Ao usar-se uma tabela de tamanho fixo, caracteres frequentes e os
demais utilizam a mesma quantidade de bits. A ideia de coédigos de Huffman € aplicar
a frequéncia na reducao de codificagdo de caracteres mais frequentemente utilizados

(CORMEN et al., 2012).

Para o Algoritmo 37, considere que C é um conjunto de nodos de uma 4rvore bindria
(ou arvore de Huffman), no qual c.frequenciae Z; é a frequéncia dos caracteres repre-
sentados em cada c € C (presentes no nodo e seus descendentes). c.esquerda =null e

c.direita =null sdo os ponteiros para os descendentes na arvore de Huffman.

Algoritmo 37: Huffman.
Input :um conjunto de caracteres C

// Criando fila de prioridade pela frequéncia mapeada por f()

Q—(CNH

2 fori—1to|C|-1do

[

3 alocar um novo nodo de uma arvore bindria r
4 e— EXTRACT -MIN(Q)

5 d—EXTRACT -MIN(Q)

6 resquerda — e
7 rdireita— d
8 r.frequencia — e.frequencia+d.frequencia

9 INSERT(Q,r)

10 return EXTRACT — MIN(Q)

O Algoritmo 37 retorna a Arvore de Huffman que é utilizada para estabelecer a nova
codificacdo do conjunto de caracteres representados por C. Geralmente, considera-se
que cada ramificacdo para esquerda produz um niimero 0 e cada para direita produz
um namero 1. Entdo, as arestas da raiz até um caractere (nodo folha) estabelece a nova

codificacdo do mesmo.
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6.1.4.1 Complexidade

Qual a complexidade de tempo do Algoritmo 37?







CAPITULO

Programacao Dinamica

Em momentos anteriores nessas notas, problemas foram tratados por estratégias gu-
losas que operavam eficientemente. Infelizmente, para a maioria dos problemas, a
dificuldade ndo estd em determinar qual critério guloso utilizar, pois ndo h4 estratégia
gulosa que conduza a solucdo 6tima. Para problemas como esses, é importante usar
outras estratégias. A Divisdo e Conquista pode servir como uma alternativa, mas as
versOes conhecidas podem nao ser suficientemente fortes para evitar uma busca de
forca-bruta (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Neste capitulo lida-se com a Programacao Dinamica. E fécil dizer o que é progra-
macdo dindmica depois de trabalhar com alguns exemplos. A ideia basica vem de uma
intuicao a partir da divisdo e conquista e é essencialmente o oposto de uma estraté-
gia gulosa. A Programacdo Dinamica implica explorar o espaco de todas as solugoes
possiveis, por cuidadosamente, decompor o problema em subproblemas, e entdo cons-
truir solucdes corretas para problemas maiores e maiores. Pode-se considerar que a
Programacdo Dinamica opera perigosamente proxima a algoritmos de forca-bruta.
Apesar disso, essa estratégia opera sobre um conjunto exponencialmente grande de
subproblemas sem a necessidade de examinar todos eles explicitamente (KLEINBERG;
TARDOS, 2005). Na estratégia de Programacao Dinamica, solu¢oes 6timas de tamanho

menor auxiliam na busca por uma solucao 6tima maior.
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Problemas de Otimizac¢ao

Neste capitulo, lida-se com problemas os quais buscam por uma solucao chamada de
“solucao 6tima”. Esses problemas sao chamados de problemas de otimizacdo. Uma solu-
¢do 6tima é uma resposta para o problema que obtém a melhor (minima ou maxima)
avaliacdo possivel dada por uma funcao. Essa funcao é denominada de funcao objetivo.
Um algoritmo para um problema de otimizacao sempre encontra a solu¢do 6tima.
Solucdes que ndo sao 6timas, podem ou nao satisfazer restricoes relacionadas ao
problema. As solucgdes que satisfazem as restricdes do problema, mas ndao possuem a
melhor avaliacdo possivel pela func¢do objetivo, sio chamadas de solucao admissiveis

nao-o6timas. Toda solugdo 6tima é uma solucao admissivel.

7.1 Organizacao de Intervalos com Pesos

Anteriormente, fora conhecido um problema de identificar o conjunto maximal de
intervalos quando visitou-se o conceito de algoritmos gulosos, agora trabalha-se com
uma variacao desse problema, chamado de problema de Intervalos com Pesos. Consi-
dere um conjunto de intervalos I = {I;, I, ..., I;} onde cada intervalo /; inicia no tempo
s(i) € Z*, termina no tempo f(i) € Z*, e possui o valor v(i) € Z*, precisa-se encontrar o
conjunto de intervalos que maximiza o valor de ) _;c5 v(i), onde S é um subconjunto de
intervalos sem sobreposicao de tempo (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

Supde-se que o os intervalos estejam organizados em uma ordem crescente de tem-
posde fim: F = (f(I) < f(l») <...< f(I,)). Agora supde-se a existéncia de uma fung¢ado
p:1— I. p(I;) determina o intervalo I; que € o primeiro intervalo compativel antes de
I; nalista F. Considere a solu¢do 6tima O. Se I, € O, ndo hd intervalos compativeis entre
p(I,) e I,. Ainda considerando que I,, pertence a solu¢do 6tima, considera-se como
potenciais candidatos a solucdo 6tima {I, I, ..., p(I,)}. Caso I, ¢ O, deve-se considerar
como potenciais candidatos a solucao 6tima {1y, I, ..., [,,-1}.

Pensando na recorréncia para a programacao dinamica, considera-se OP T (I;) como
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o valor da solucdo 6tima para os intervalos {I3, I, ..., I;}. Por questoes de convencao,
assume-se que OP T (Iy) = 0. Arecorréncia representando a solucao 6tima considerando

o problema é dado por

0 parai=0,
OPT(I;) = (7.1)

max{v(I;) + OPT(p(I)),OPT(l;-1)} parai>0.
Entao, se estd assumindo que I; pertence a solucao 6tima sse v(I;) + OP T(p(I,-)) >
OPT(I;_y).

Um algoritmo recursivo para resolver a recorréncia pode ser visualizado abaixo.

Algoritmo 38: ARPIP: Algoritmo Recursivo para o Problema de Intervalos com

Peso.
Input :um conjunto deitens I ={1,2,...,n}, s(i) € Z*, f(i)€ Z*, v(i) € Z*, o intervalo I;

1 if j =0 then
2 L return 0

3 else

" L return max{v(I;) + ARPIP(Ls, f, v, p(1)), ARPIP(Ls, f, v, ;1) |

Teorema 7.1.1. O Algoritmo 38 calcula o valor e OPT(I;).

Prova: Por definicdo OPT(Ip) =0 (linha 1 e 2). Para algum j > 0, supde-se, por indugao,
que o algoritmo calcula corretamente o valor OPT(I;) paraum i < j. Pela hip6tese da
indugao, sabe-se que o algoritmo encontra a solugao para OP T (I 1].)) epara OPT(I;-1);

e por essarazao

OPT(I)) = max{v(Ij)+ARPIP(I, s, f,v,p)), ARPIP(I,s, f, v, 1,-_1)} = ARPIP(L,s, f, v, I).

(7.2)

Infelizmente, ao executar o Algoritmo 38, percebe-se que a drvore de subproblemas
cresce muito rapidamente, o que impacta no tempo de execu¢ao (ndao-polinomial). A

arvore cresce rapidamente porque hd recdlculo de subproblemas. A préxima tentativa
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ird utilizar uma memoria para evitar tais recalculos (KLEINBERG; TARDOS, 2005). Tal
método é conhecido como Memoizacao (CORMEN et al., 2012).

No novo algoritmo, a memoizacao é implementada através de um vetor M indexado
de 0 a n. Assuma que M; = —1 paratodo i € {1,2,..., n}. O Algoritmo 39 exibe o pseudo-

codigo.

Algoritmo 39: AMIP: Algoritmo “Memoizado” para Intervalos com Peso.

Input :um conjunto deitens I ={1,2,...,n}, s(i) € Z*, f(i) € Z*, v(i) € Z*, o intervalo I;

1 if j =0 then
2 return 0
3 else

4 if M; = —1 then

5 L M; — max{v(I)) + AMIP(L,s, f,v,pU))), AMIP(L,5, f, v, 1)}

6 return M

Para encontrar a solu¢do a partir do vetor M, pode-se utilizar o Algoritmo 40 .

Algoritmo 40: AESPA: Algoritmo para encontrar solucao a partir de AMIP.

Input :um conjunto deitens I ={1,2,...,n}, s(i) € Z*, f(i) € Z*, v(i) € Z*, o intervalo I},
vetor M
1 if j =0 then

2 L ndo gera saida

3 else

4 if Vj +MP(Ij)2MIj,1 then

5 L dar saida I concatenada com o resultado de AESPA(L,s, f, v, p(I;), M)
6 else

7 L dar saida o resultado de AESPA(I, s, f,v,1j-1), M)

8 return M;

7.1.1  Complexidade

A complexidade de tempo dos Algoritmo 39 e 40 é O(n).
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7.2 O Problema da Mochila

Antes de comecar a analisar o problema da mochila, apresenta-se um problema mais

simples, que chamaremos aqui de “Subconjunto de Somas”.

O Subconjunto de Somas é um problema no qual, dado um conjunto dos items
I={1,2,...,n}, uma funcdo de peso w: I — Z* e um limite de peso W € Z*, deseja-se
encontrar um subconjunto de S € I com a maior soma } s w(s) tal que ) ;cgw(s) =W

(KLEINBERG; TARDQS, 2005).

Pode-se tentar resolver por programacao dindmica utilizando o OPT (i) para deno-
tar o valor da solcao 6tima para a subsolucao {1, 2,..., n}. Desse modo, considerando O a
solucdo 6tima, se i ¢ O, entdo OPT(i) = OPT(i—1),sendo OPT (i) = w(i)+ OPT(i - 1).
O problema nessa tentativa estd em que ao aceitar i nao implica a rejei¢do de qualquer

outro item. Isso indica a necessidade de trabalhar com mais subproblemas.

A recorréncia que funciona para o problema de Subconjunto de Somas utiliza a
ideia de considerar o limite de peso W, no qual, se um item é adicionado a subsolucao,

ele diminui seu peso ao valor de W. Logo, utiliza-se a seguinte recorréncia

0 parai=0oup=0,
OPT(i,p) =4 OPT(i-1,p) para p < w(i),

max{OPT(i-1,p),w(i)+OPT(i—1,p—w(i))} parap=w(i).

(7.3)
, ha qual w é o valor corrente de peso restante a ser considerado para os subproblemas.

O Problema da Mochila (ou Knapsack Problem) é muito semelhante ao de Subcon-
junto de Somas. Nele, além do conjunto de itens I, da funcao de peso w para cada
item e do limite de peso W, considera-se que cada item tem um valor associado, dado
pela funcdo v : I — R. Deve-se buscar o subconjunto S € I no qual ), v(s) tal que

Y ses W(s) < W.Podemos entdo utilizar uma funcao de recorréncia muito semelhante a
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proposta para o problema do Subconjunto de Somas. Segue a recorréncia adaptada

0 parai=0o0up=0,

OPT(i,p) =4 OPT(i-1,p), para p < w(i)

max{OPT(i—-1,p),v(i)+ OPT(i—1,p—w(i))}, parap=w(i).
(7.4)

O Algoritmo 41 proposto pode ser visualizado abaixo, j4 com a memorizacao.

Algoritmo 41: Algoritmo para o Problema da Mochila.

Input :um conjunto de itens I ={1,2,..., n}, uma funcao de pesos w: I — Z*, uma
funcado de valor v: I — R e um peso limite W € Z*
// Matriz de memorizacdo
1 Criar matriz M € RUI+Dx(W+1)
2 MO,w]=0VYwe{0,1,2,..., W}

3 foreachi€e(1,2,...,n) do

4 for w—0toW do

5 if w < w(i) then

6 Mli,w] — M[i—-1,w]

7 else

8 Mli,w] —max{M|[i—-1,w],v(i)+ M[i—-1, w— w(i)]}

9 return M|[n, W]

7.2.1 Complexidade

A complexidade do algoritmo de programacado dinamica proposto é de ©(|I|W) ou seja,

nao pode ser considerado resolvivel em tempo polinomial.

Pense sobre o projeto de um algoritmo que encontre os itens presentes na solucao

6tima para o problema da mochila.
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7.3 Subsequéncia Comum Mais Longa

Um filamento de DNA consiste em uma cadeia de moléculas denominadas bases.
Dentre essas bases tém-se Adenina (A), Guanina (G), Citosina (C) e Timina (T). Dois
individuos podem ser considerados semelhantes se suas cadeias de DNA também o sao.
Nesse contexto, emerge a necessidade de comparar duas cadeias que compartilhem
de uma terceira cadeia formada em uma mesma ordem, mas ndo necessariamente
na mesma sequéncia. Chama-se esse problema de Subsequéncia Comum Mais Longa
(SCML, ou Longest Common Subsequence) (CORMEN et al., 2012).

Considere que as cadeias X = (x1, x2,...,Xm) € Y =(y1,)2,..., Yn), pProcura-se encon-
trar a subsequéncia mais longa Z = (z;, 2o, ..., zx). Para compreender as propriedades o
teorema a seguir, assuma que dada uma cadeia W, W; = (wy, wy, ..., w;) é o prefixo de
W até o i-ésimo simbolo.

A seguir, ha um importante teorema quanto a esse problema que define a subestru-

tura 6tima

Teorema 7.3.1. Sejam X = (x1,%X2,...,xXm) € Y = {y1,¥2,...,VYn) as sequéncias, e Z =

(z1,%22,...,2k) uma subsequéncia mais longa de X e Y, tém-se:
1. Sex;, = yn, entdo zy = X, = yn € Zx—1 umasubsequéncia mais longade X,,—1eYy,—1;

2. Se Xy # ¥n, entao zy = xp,, implica que Z é uma subcadeia mais longa de X, e

Y;
3. Se x;, # yn, entdo zy = y, implica que Z é uma subcadeia mais longade X e Y,,_;.

Prova: Para o item (1), se zx # X, entdo podemos anexar a x,, = y, a Z para obter a
subsequéncia comum mais longa de comprimento k+ 1, contradizendo de que Z é uma
subsequéncia comum mais longa. Desse modo, deve-se ter zx = X, = ¥;,. O prefixo Zj_;
é uma subsequéncia comum de comprimento k — 1 de X;,,—; e Y;,—;. Deseja-se mostrar
que ela é uma subsequéncia comum mais longa. Supde-se por contradi¢ao, que hd uma

sequéncia comum W de X;,_; e Y;,—; com comprimento maior que k — 1. Entdo, anexar
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Xm = ¥n @ W produz uma subsequéncia maxima de X e Y cujo o comprimento é maior

que k, o que é uma contradicao.

Para o item (2), se zy # X, entdo Z é a subsequéncia comum de X;,_; e Y. Se
existisse uma subsequéncia comum W de X;,,—; e Y com comprimento maior que
k, entao W seria também uma subsequéncia comum de X,, e Y, contradizendo a

suposicao de que Z é uma subsequéncia comum mais longa.

Para o item (3), a prova é simétrica a explicacdo ao item (2). B

Segue a recorréncia da subsequéncia mais longa, considerando as cadeias X =

(X1, X%2,...0 €Y ={y1,¥2,..):

0 param=0oun=0,
OPT(m,n)=1{ OPT(m-1,n—1)+1, quando x,; = yn, (7.5)

max{OPT(m—-1,n),OPT(m,n—-1)}, quando x,, # yn.
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Algoritmo 42: Algoritmo para encontrar o comprimento da Subsequéncia Comum

Mais Longa.
Input :duas palavras X = (x1,Xx2,...,Xm) € Y ={¥1,V2,..., Yn)-

1 Criar matriz M € z(m+Dxn+1)
2 Criar matriz B € {—,~\, {}*"

3 fori—0tomdo

4 M]Ji,0] <0

5 for j —0tondo

6 M]J0,j]1 <0

7 fori —1tomdo

8 forj —1tondo

9 if x; = y; then

10 Mli,jl = M[i—-1,j-1]+1
11 Bli, jl — “\

12 else

13 if M[i—1, jl = M[i, j—1] then
14 Mli, j] < M[i—-1,]j]
15 Bli, jl < “1”

16 else

17 Mli, jl — Mli, j—1]
18 Bl[i, j] — “<”

19 return (M, B)

7.3.1 Complexidade

A complexidade de tempo computacional para se determinar a subsequéncia comum
mais longa é de ©(| X| - |Y|) devido a dominéancia assint6tica da complexidade do Algo-

ritmo 43.
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Algoritmo 43: SCMLalg - Algoritmo para encontrar a Subsequéncia Comum Mais
Longa.

Input :duas palavras X = (x1, x2,...,Xm) € Y = (1, ¥2,..., Yn), as matrizes M e B geradas
no Algoritmo 42, os inteiros i e j correspondentes aos indicesde X e Y
analisados na chamada atual, uma String result.

1 ifi=0v j=0then
t return

if B[i, j] = “\.” then

N

w

4 SCMLalg(X,Y,i—1,j—1,result)
5 | result — result - x;

6 else

7 if B[i, j] = “1” then

8 | SCMLalg(X,Y,i-1,j,result)
9 else

10 t SCMLalg(X,Y,i,j—1,result)

7.4 Multiplicacao de Cadeias de Matrizes

O problema de Multiplicacao de Cadeias de Matrizes busca determinar quais matrizes
multiplicar primeiro para reduzir o nimero de opera¢ées em uma multiplica¢dao. A mul-
tiplicacao de matrizes € uma operacao bindria que demanda ©(nml) para multiplicar
as matrizes A;xm € Byxi-

Dada um conjunto de matrizes A;A,...A; arranjadas respeitando os requisitos
de linha e coluna necessdrios para que ocorra a multiplicacdo, deseja-se saber qual a
ordem de multiplicacdes tal que o nimero de operagdes seja o minimo possivel.

Considere A; j como a matriz resultante da multiplica¢do entre as matrizes da
sequéncia A;, Aj41,..., Aj. Considere também py, p1,..., pj os valores de linha e coluna
tal que A; tenha p;_; linhas e p; colunas. A recorréncia para encontrar o valor 6timo de

numero de operacoes pode ser visualizada abaixo:

o 0, sei=j
OPT(i, ) = (7.6)

min; < ;{OPT(i,k) + OPT(k+1, j) + pi-1prPj}
.onde OPT(i, j) representa o valor minimo de operacdes para realizar a multiplicacao

das matrizes A;, Ajy1,..., Aj.
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O Algoritmo 44 descreve a resolucao do problema. A matriz M realiza a memorizacao

dos valores e S possui dados necessarios para construir a solugao.

O Algoritmo 45 exibe como construir a solucgao.

Algoritmo 44: Encontra ordem de multiplicacao das matriz.
Input :o0 conjunto p

1 Criar tabela M;,x,
2 Criar tabela S,,»

3 fori—1tondo

4 Mli,i] <0

5 for/ —2tondo

6 fori—1ton-1-1do

7 j—i+l-1

8 Mli, j] < o0

9 fork—itoj—1do

10 q— MIli,kl+ Mlk+1,jl+pi-1pr pj
11 if g < M[i, j] then

12 Mli, jl —q

13 Sli, jl—k

Algoritmo 45: PRINT-OPTIMAL-PARENS.
Input :amatriz s, os inteiros i e j

1 if i = j then

L print “A”

[\

3 else

4 print “(”

5 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S, 7, S[i, j1)

6 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S, S[i, j1+1, j)

7 print “)”




144 Capitulo 7. Programagdo Dindmica

7.4.1 Complexidade

A complexidade de tempo cadeia computacional para o Algoritmo 44 é de O(n?).



CAPITULO

NP-Completude e Reducoes

Muitos problemas que foram visitados na disciplina sdo conhecidos como problemas
de otimizacdo. Para eles, hd um valor que quantifica uma solucao. Os algoritmos que
resolvem esses problemas devem encontrar a solu¢ao de valor maximo ou minimo,
também chamado de valor 6timo. A funcao que mapeia a solucao para seu valor é
chamada de funcao objetivo '.

No entanto, as definicoes e teorias da NP-Completude baseiam-se em problemas
diferentes, chamados de problemas de decisao. Para esses problemas, espera-se uma
resposta sim ou nao. O uso desses problemas vem de resultados obtidos através de
demonstragdes utilizando a maquina de Turing, que aceita (decisdao sim) ou rejeita
(decisdao nao) uma palavra de entrada.

Embora a NP-Completude trata de problemas de decisao, pode-se tirar proveito
de uma relacao conveniente com problemas de otimizacdao. Geralmente, pode-se re-
presentar um problema de otimizacdo em um problema de decisdo, relacionando-o a
um determinado valor limite em relacdo ao objetivo do problema de otimizac¢ao. Um
exemplo citado por Cormen et al. (2012) € um problema de otimizagdo cujo objetivo é

encontrar o caminho com o menor niimero de arcos entre os vértices 1 e ¥ em um grafo.

1" Alguns problemas de otimizacao necessitam de mais de uma funcio objetivo. Por exemplo, pode-se

desejar fazer o maximo de entregas possiveis em um percurso de menor curso. Uma funcio objetivo
poderia representar a quantidade de entregas realizadas; outra fun¢ao objetivo representaria o custo
do percuso.
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Sua versao como problema de decisdao pode impor um limite k: é possivel estabelecer
um caminho entre u e ¥ com no maximo k arestas?
Este capitulo tem o objetivo de revisar rapidamente os conceitos e requisitos relaci-

onadas a NP-Completude.

8.1 Maquinas de Turing

Uma mdquina de Turing é formalmente definida como M = (Z, Q,T',6, 4o, aceitar Grejeita)

(SIPSER, 2007):

* X é o conjunto finito de simbolos da palavra de entrada (simbolos do alfabeto).
LI ¢ Z ndo pertence ao alfabeto e marca uma célula que nao possui simbolo (célula

vazia);
* () é o conjunto finito de estados;

e T" é o conjunto finito de simbolos que podem ser lidos ou escritos na fita, no qual

cl, {u,<t T

e 0:QxI' - QxTI x{E,D} é a funcao de transicao, onde E e D representam a

préxima célula vizinha a ser visitada pela cabeca de leitura e gravacao;
* go € Q é o estado inicial;
* Gaceita € Q —1{qrejeital € 0 estado que denota a aceitagao da palavra de entrada;
* Grejeita € Q —{qaceita} € 0 estado que denota a rejei¢ao da palavra de entrada.

A fita de entrada é o dispositivo de “memoria” que armazena a palavra de entrada.
A fita é limitada a esquerda e infinita a direita. Na extremidade esquerda da fita de
entrada, hd o simbolo < seguido da palavra de entrada. As demais células possuem o
simbolo L.

A cabeca de leitura e gravacao estd sempre sobre uma célula. A func¢ao de transicdo

0 determina o qual o préximo estado dado o simbolo da célula que esté sob a cabeca de
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leitura e gravacdo. Esta fun¢do também determina qual o simbolo deverd ser substituir
o simbolo antigo da célula e qual a pré6xima posicao da cabeca. Se a funcao especificar
E, a cabeca devera se movimentar para a célula adjacente da esquerda; se especificar D,
a cabeca se movimenta para a célula adjacente da direita.

H4 trés conclusoes possiveis quando uma mdaquina de Turing recebe uma palavra
de entrada. Caso o estado atual seja g,ceirq, @ maquina péra e a palavra de entrada
é aceita (pertence a linguagem que a maquina reconhece). Caso o estado atual seja
rejeita» @ Mdquina péra e a palavra de entrada € rejeitada (ndo pertence a linguagem
que a maquina reconhece). Uma tltima conclusao possivel seria a maquina nao parar,
executando infinitamente sobre a palavra de entrada. Esta tltima conclusdo tem relacao

direta com problemas (linguagens) que os computadores ndo conseguem resolver.

8.1.1 Algoritmos e a Maquina de Turing

Em 1900, David Hilbert proferiu uma palestra no Congresso Internacional de Mate-
madtica em Paris. Nesta apresentacao, ele enumerou 23 problemas matematicos e os
colocou como um desafio para o século XX. O décimo problema era sobre algoritmos
(SIPSER, 2007).

O décimo problema de Hilbert era conceber um algoritmo que testasse se um
polindmio possui uma raiz inteira. Até entdo nao se tinha o conceito de algoritmo,
entdo a ideia dele era identificar um processo que determine a raiz com um niimero
finito de operagaes.

Hoje, j& se sabe que ndo existe algoritmo para tal tarefa. Na época, isto era impossivel
de se conceber, pois ndo existia uma concep¢ao do que era um algoritmo e quais suas
limitacoes.

A defini¢do chegou nos artigos de Alonzo Church e Alan Turing em 1936. Church
usou um sistema denominado A-cdlculo e Turing usou suas méquinas (mdquina
de Turing). Estas duas defini¢des se demonstraram equivalentes. A nocao precisa de

algoritmo veio a ser chamada de Tese de Church-Turing. Deste modo, a no¢do intuitiva
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de algoritmos € igual a algoritmos de maquinas de Turing.

Em 1970, a tese de Church-Turing proveu a definicao necessaria para que Yuri
Matijasevic (inspirado no trabalho de Martin Davis, Hilary Putnam, e Julia Robinson)
demonstrasse que o décimo problema de Hilbert ndo existe algoritmo para se testar se

um polindmio tem raizes inteiras.

8.1.2 Redutibilidade

Uma reducao é uma meneira de converter um problema em outro de forma que uma

solucdo para o segundo problema possa ser utilizada para resolver o primeiro. Sejam A

e B dois problemas, se A reduz B, pode-se usar uma solucao de B para resolver A.
Geralmente, sdo utilizadas para demonstrar que problemas sdo computacional-

mente insolaveis.

8.2 Verificacdo de Problemas

Um algoritmo que verifica um problema recebe como entrada a instancia para o pro-
blema e um certificado. Esse certificado é uma construcao que auxilia na identificagdo
se aquele problema decide sim. Normalmente, o certificado é a propria solucao do
problema.

Para exemplificar a verifica¢do, imagine o problema

HAM - CYCLE = {{G) : G é um grafo hamiltoniano }.

O problema de decisao HAM — CYCLE determina se um grafo ndo-dirigido e nao-
ponderado G = (V, E) possui um ciclo hamiltoniano, ou seja, um ciclo que passa por
todos os vértices de G sem repeticao de vértices. Um verificador para o problema
HAM - CYCLE deve identificar se dada um grafo nao-dirigido e ndo-ponderado G e

um certificado y deve determinar se y € um ciclo hamiltoniano para G. O certificado y
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pode ser a representacdo do ciclo (y1, y»,..., ¥»), Ou seja, uma sequéncia de vértices. O
verificador terd que identificar se {y;, yi+1} € E paratodo i € {1,2,...,n—1}.

Note algo interessante: para HAM — CY CLE, nao se conhece um algoritmo decisor
cuja a funcao de complexidade de tempo seja polinomial; em contraste, um algoritmo
verificador demanda tempo polinomial.

Uma definicao mais formal é apresentada em Sipser (2007):

Definicao 1. Um verificador para uma linguagem A é um algoritmo V, onde A = {w|V

aceita < w, ¢ > para alguma cadeia c}.

8.3 Complexidade de Tempo

Definicao 2. Seja M uma mdquina de Turing que pdra sobre todas as entradas, o tempo
de execugdo ou complexidade de tempo de M é a fungdo f :N — N, onde f(n) é o niimero
mdximo de passos que M usa sobre entradas de comprimento n. Se f (n) for o tempo de
execucdo de M, diz-se que M roda em tempo f(n) e que M é uma mdquina de Turing de

tempo f(n).

8.3.1 Classes de Complexidade

As classes de complexidade sdo maneiras de agrupar problemas computacionais que

possuam semelhancas quanto a dificuldade computacional para resolvé-los.

Definicdo 3. Sejat:N — R* uma funcao, define-se a classe de complexidade de tempo
TIME(t(n)), como a colegdo de todas as linguagens que sdo decidiveis por uma mdquina
de Turing deterministica em tempo O(t(n)). TIME = {L|L é uma linguagem decidida

por uma mdquina de Turing deterministica de tempo O(t(n))}.

Defini¢ao 4. Seja t:N — R* uma fungao, define-se a classe de complexidade de tempo

NTIME(t(n)), como a colegao de todas as linguagens que sdo decidiveis por uma md-
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quina de Turing ndo-deterministica em tempo O(t(n)). NTIME = {L|L é uma linguagem

decidida por uma mdquina de Turing ndo-deterministica de tempo O(t(n))}.

Definicao 5. Seja N uma mdquina de Turing ndo-deterministica decisora, seu tempo
de execucgado é a fungao f : N — N, onde f(n) representa a profundidade da drvore de

computagoes deterministicas e ndo a quantidade de nodos nesta drvore.

8.3.1.1 AClasse P

P ou PTIME é aclasse constituida de problemas resolvidos em tempo deterministico

polinomial.

Definicao 6. P ou PTIME é a classe constituida de todas as linguagens decidiveis por

uma mdquina de Turing deterministica em tempo polinomial. Em outras palavras

P={JTIME(®"Y), (8.1)
k

onde k sdo valores constantes.

8.3.1.2 AClasse NP

NP ou NPTIME é a classe de problemas resolvidos em tempo nao-deterministico
polinomial. Também pode ser definida como a classe de todos os problemas verificaveis
em tempo polinomial deterministico®.

Quanto a definicao mais formal de (SIPSER, 2007), considera-se um verificador
para uma linguagem A é um algoritmo V, onde A = {w|V aceita < w, ¢ > para alguma
cadeia c}. Mede-se o tempo de um verificador em termos apenas de comprimento
de w, portanto um verificador de tempo polinomial executa a verificacdo em tempo
polinomial no comprimento de w. Uma linguagem A é polinomialmente verificavel se

ela tem um verificador de tempo polinomial.

Definicao 7. NP e NPTIME é a classe de linguagens que tem verificadores de tempo

polinomial.
2

De acordo com Arora e Barak (2009), essa definicao é mais facil de compreender.
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Definicdao 8. NP = NTIME(n¥), onde k sdo valores constantes.

8.3.1.3 P versus NP

A questdo “P = NP?” é uma grande questdo aberta. Ela basicamente poderia ser lida
como “Todos os problemas verificados em tempo polinomial deterministico podem ser

resolvidos em tempo polinomial deterministico?”. Sabe-se que

NP < EXPTIME =|JTIME(n"), 8.2)
k

k é uma constante.

8.3.1.4 NP-Completude

Um avanco importante na questao “P versus NP” surgiu nos anos iniciais da década
de 70 com os trabalhos de Stephen Cook, Leonid Levin e Richard Karp. Stephen Cook e
Leonid Levin descobriram que certos problemas em NP cuja a complexidade individual
estd relacionada a toda a classe. Se existir um algoritmo polinomial para um destes
problemas, entao todas os demais problemas da classe NP seriam decididos em tempo
polinomial. Estes problemas sao definidos como NP-Completos.

Um dos primeiros problemas NP-Completo (descoberto por Stephen Cook) foi o
problema da satisfazibilidade SAT = {< ¢ > |¢p é uma férmula booleana satisfazivel }. ¢
é uma féormula booleana composta por varidveis booleanas usando as operacgdes do e
(A), ou (Vv), e nao (7) l6gicos. O Teorema de Cook-Levin relaciona a complexidade de

SAT as complexidades de todos os problemas em NP.

Teorema 8.3.1. SAT € P see somentese P = NP.

Redutibilidade em Tempo Polinomial

Redutibilidade em tempo polinomial é o método central do teorema de Cook-Levin.

Quando um problema A é eficientemente redutivel ao problema B, uma solucao efici-
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ente para B pode ser utilizada para resolver A eficientemente.

Definicao 9. Uma funcdo f:X* — X* é uma funcdo computdvel em tempo polinomial
se existe alguma mdquina de Turing de tempo polinomial M que pdra com exatamente

f(w) na sua fita, quando iniciada com a entrada de w.

Definicao 10. A linguagem A é redutivel por mapeamento em tempo polinomial, ou
simplesmente redutivel em tempo polinomial, ou ainda redutivel em tempo polinomial
de muitos-para-um, a linguagem B em simbolos A <p B, se existe uma fun¢do computd-
vel em tempo polinomial f : £* — X%, onde para toda w, w e A < f(w) € B. A fungdo

f édenominada redugdo de tempo polinomial de A para B.

Definicao 11. Uma linguagem B é N P-Completa se satisfaz duas condigoes:

1. BENP;

2. toda A€ NP éredutivel em tempo polinomial a B.

Teorema 8.3.2. Se B for NP-Completae B <p C para C € NP, entédo C é NP-Completa.

Prova: Prove...

Teorema 8.3.3. SAT é NP-Completo.

Para provar que SAT é NP-Completo, deve-se primeiro demonstrar que ele esta
em NP. Em seguida, deve-se mostrar que todas as linguagens em NP sdo redutiveis
polinomialmente a SAT. Para este tultimo, deve-se construir uma reducao polinomial
para cada linguagem A em NP para SAT. A reducao para A recebe uma cadeia w e
produz uma férmula booleana ¢ que simula a mdquina NP para A sobre a entrada w.

Se a mdquina aceita, ¢ é satisfazivel.
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Prova: Primeiro, deve-se mostrar que SAT estd em NP. Uma maquina de tempo polino-
mial ndo-deterministico pode encontrar se existe uma atribuicado as varidveis binarias é
satisfazivel. Uma arvore de tentativas ndo-deterministicas possui profundidade igual

ao numero de variaveis binarias. Portanto, SAT € NP.

A outra parte da prova deve demonstrar que toda linguagem A € NP é redutivel
em tempo polinomial a SAT. Seja N uma méquina de Turing ndo-deterministica que
decide A em tempo n* para alguma constante k.

Um tableau para N sobre w é uma tabela {0, 1}”kX”k cujas linhas sdo as configura-
¢oes de um ramo da computacdo de N sobre a entrada w. Na primeira e na tltima célula
de cada linha, assume-se que hé o simbolo #. Na primeira linha, ha a configuracao
inicial (estado inicial + w). Um tableau é de aceitacao se qualquer linha dele for uma

configuracao de aceitacdo. O problema de determinar se N aceita w é equivalente ao

problema de se determinar se existe um tableau de aceitacdo para N sobre w.

Com isto, pode-se introduzir a descricao da reducao polinomial f de A para SAT.
Sobre a entrada w, a reducao produz uma férmula ¢. As varidveis de ¢ representam
cada uma das (n*)? células do tableau. Define-se x; j,s uma varidvel bindria de ¢, onde
i e j representam a coordenada da célula no tableaue s€ C=QuUT U {#} o simbolo ou o
estado. Se x; j s € 0, entdo o simbolo s € C esta presente na célula de coordenada (i, j)

no tableau.

Deve-se projetar um ¢ de modo que se houver uma atribuicao as varidveis que
satisfaca ¢, entdo N aceita w. A formula se divide em quatro partes ¢ = ¢csiuia A
(,binicio A d)movimento A (Paceita-

A parte ¢¢1414 garante que cada célula tenha um simbolo e apenas uma célula

tenha um simbolo. Logo, tem-se a definicao de

bestuia= N\ [(\/xi,j,s)/\( A\ (_'xi,j,uV_'xi,j,t))]~ (8.3)

1<i,jsnk = seC t,ueC,utt

A parte ¢;nicio garante que a primeira linha seja uma configuracao inicial de N sobre
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w. Deste modo,

Dinicio = X1,1,# N X1,2,g0 N X1,3,w1 A X140, Ao A Xy pk_q,0 N Xy gk g (8.4)

Para representar a aceitacao de N, define-se a parte de aceitacao

(Paceita = V Xi,j,qaceita* (8.5)

1<i,j<nk

G movimento garante cada linha correspondente a uma configuracao siga legalmente
uma configura¢do da linha precedente conforme definido nas transi¢oes de V. Para isto,
define-se uma sequéncia de trechos para ¢ configurando as possiveis janelas legais que
representam as transi¢coes possiveis de N. Uma janela legal é uma matriz 2 x 3 dentro
do tableau. Por exemplo, a Janela Legal 2 define demonstram uma janela legal para a

transicdo 6(qy, a) = {(g2, b, D)}.

aj|qp | a
a| b |

Tabela 1 — Um exemplo de janela legal para a transi¢cdo 6(q1, a) = {(g2, b, D)}.

Logo, Gmovimento = Alsisnk,lsjsnk( a janela (i,j) é legal). Substitui-se “a janela

legal” por

\/ (xi,j—l,al A Xi,j,a N Xi,j+1,a3 N Xi+1,j-1,a4 N Xi+1,j,a5 N xi+1,j+1,a6), (8.6)
weW(i, )

onde W(i, j) é o conjunto de todas as janelas legais para a coordenada (i,j), a, a, as,
as, as, € dg sdo os simbolos de uma janela legal.

A seguir demonstra-se que a reducdao demanda tempo polinomial deterministica
por relacionar o tamanho de ¢. O ntimero de varidveis de ¢ é n?*|C|, ou seja, o tamanho
do tableau vezes o nimero de simbolos. Como |C| depende apenas de N e nao de
n = |w|, entdo diz-se que o total de varidveis é 0(n?k).

Em ¢ 61414, hd um fragmento de tamanho fixo para cada variavel, portanto demanda

tempo O(n?*). Para formular a parte ¢inicio € necessario uma construcao de tamanho
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igual a quantidade de células da primeira linha do tableau, portanto demanda tempo
O(n%). As formulas baceita € Pmovimento POssuem um fragmento fixo para cada célula
do tableau, entio o tempo computacional é O(n?F). A formulacdo completa de ¢ é um
polinémio sobre a varidvel n (tamanho do problema) entdo a reducao é polinomial.

Deste modo, conclui-se que SAT € NP-Completo. B

Definicao 12. Uma linguagem B é NP-Dificil se toda A € NP é redutivel em tempo

polinomial a B.

Com a definicao acima, podemos assumir que N P-Completo < N P-Dificil. Mesmo
que P = NP, ha problemas em N P-Dificil que ndo seriam resolvidos em tempo polino-
mial deterministico.

Mantenha em mente que:

* todo problema que “resolve” toda uma classe e pertence a mesma € dito COM-

PLETO;

« todo problema que “resolve” toda uma classe é dito DIFICIL.

Logo, todo problema COMPLETO ¢é DIFICIL, mas néo o contrério.

Teorema de Cook-Levin com CIRCUIT-SAT

Em 1971, Cook e Levin provaram que SAT (por Cook) e 3-SAT (por Levin) provaram
que esses problemas resolviam toda a classe NP. Ou seja, encontraram os primeiros
NP-Completos. Kleinberg e Tardos (2005) coloca que talvez a forma mais simples de
entender esse teorema seja utilizar uma variacao desses dois problemas, chamado aqui
de CIRCUIT — SAT. Para esse problema, ha um circuito K que pode ser representado

por um grafo aciclico, no qual os vértices podem representar:

e Os vértices de entradas podem ser rotulados com valores 0 ou 1, ou podem estar

associados a uma varidvel v; distinta (sem valor ainda definido para 0 ou 1);
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e Cada outro vértice que ndo estd na entrada esta associado a um dos seguintes

operadores booleanos A (2 entradas), v (2 entradas) ou = (1 entrada);
* um dos vértices € o resultante e define a aceitacdo (1) ou a rejeicao (0) da entrada.

O problema CIRCUIT — SAT deve determinar se hd um conjunto de valores biné-
rios associados as varidveis booleanas de entrada cuja saida resulte em 1.

Utiliza-se agora o problema para se ter uma ideia da prova do Teorema de Cook-
Levin através de CIRCUIT — SAT. Considere um algoritmo que toma uma entrada de
tamanho 7 e produza uma resposta SIM ou NAQO. Esse algoritmo pode ser representado
por um circuito do tipo CIRCUIT—-SAT. O circuito deve responder 1 quando a resposta
do algoritmo é SIM e 0 quando a resposta for NAO. A transformagao de um algoritmo
para um circuito demanda um ntimero de passos polinomial em 7, entdo circuito terd
tamanho polinomial.

Agora imagine um problema arbitrdrio X em NP. Deseja-se decidir se uma en-
trada s pertence ou nao a X usando uma “black-box” que pode resolver instancias do
CIRCUIT — SAT. Seré tentado demonstrar que X <p CIRCUIT — SAT.

Sabe-se que X possui um certificador eficiente B(s, ) que determina se s € X. Agora
a pergunta é, existe um certificado ¢ com tamanho polinomial em relacao ao com-
primento de s? Considerando que s possui n bits e ¢ possui p(n) bits, somando uma
entrada de tamanho n + p(n), converte-se B(s, t) para um circuito K de tamanho po-
linomial com n + p(n) vértices de entrada. Os primeiros n vértices serdo receberam
literalmente os bits em s e as demais entradas receberdao p(n) varidveis que representa-
rdo o certificado ¢.

Agora simplesmente observa-se que s € X sse hd um conjunto de bits de entrada

em K que produzem a saida 1, ou seja, se K for satisfazivel.

Problemas de Otimiza¢do e NP

De acordo com (ARORA; BARAK, 2009), para que um problema esteja em NP, ele deve

ser um problema de decisao. Problemas de otimiza¢ao sdao problemas claramente mais
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dificeis que suas versoes correspondentes de decisdo. Logo, problemas de otimizacao
podem ser NP-Dificeis, mas ndo poderiam ser NP. No entanto, se P=NP, entdo a versao
de decisao € resolvida em tempo polinomial, entdo a versao de otimizacao também

pode ser resolvida em tempo polinomial.






CAPITULO

Algoritmos Aproximados e Buscas

Heuristicas

9.1 Algoritmos Aproximados

Algoritmos aproximados ndo garantem a solucdo 6tima para o problema, mas sim uma
solucao aproximada por uma razao. Essa razdao é chamada de razdo de aproximagao
e é denotada por p(n) para toda entrada de tamanho n (CORMEN et al., 2012). Con-
siderando C* o valor objetivo da solugdo 6tima, e C o valor objetivo obtido por um

algoritmo aproximado, uma razdo de aproximacao é dada por

{EC—*}< (n) 9.1)
max o < p(n). .

Se a razao de aproximacao de um algoritmo é p(n) diz-se que ele é um algoritmo de
p(n)—aproximacao. A razdo nunca é menor que 1 (CORMEN et al., 2012).

Existem problemas para os quais se conhece um algoritmo de tempo polinomial
com razoes de aproximacao constante, mas existem problemas que a razao de aproxi-
macdo é uma funcao relacionada ao tamanho do problema (CORMEN et al., 2012).

Existem também problemas nos quais pode-se permutar o tempo de computacao

por uma aproximac¢do melhor. Algoritmos aproximados com essa caracteristica sao
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chamados de esquemas de aproximacao. Um esquema de aproximacdo é um algoritmo
de aproximacao que adota como entrada ndao somente uma instancia do problema,
mas também um valor € > 0, tal que para todo € fixo, o esquema do algoritmo é de
(1 +e€)—aproximacao. O tempo de um esquema de aproximacao pode aumentar muito

rapidamente a medida que € diminui.

9.1.1 O Problema do Caixeiro Viajante

O problema do caixeiro viajante é dado por encontrar um ciclo hamiltoniano de menor
custo em um grafo ndo-dirigido e ponderado G = (V, E, w: E — R}). Cormen et al. (2012)

adiciona uma notagao c(A) que seria o custo total no subconjunto de arestas A< E

A= Y wluuv}.

{u,v}eA

Cormen et al. (2012) define que c(A) deve respeitar a desigualdade triangular, entao
w({u, wh) = w({u, vh) + w({v, wj)

para todo u, v, w € V. Ela basicamente traduz a ideia “o modo menos caro de ir de um
lugar u para um lugar w € ur diretamente, sem nenhuma etapa intermediaria”.

O algoritmo 2-aproximado para o problema do caixeiro viajante que respeita a
desigualdade triangular pode ser visualizado no Algoritmo 46. A complexidade do
algoritmo acompanha a do que demanda o algoritmo de PRIM, portanto, o algoritmo

2-aproximado demanda tempo polinomial deterministico.

Algoritmo 46: Algoritmo 2-aproximado para o Problema do Caixeiro Viajante
Input :Grafo ndo-dirigido e ponderado G = (V, E, w)

1 r — selecionar um vértice arbitrariamente um vértice
2 obter a &rvore geradora minima 7T para G partindo de r usando o algoritmo PRIM
3 seja H alista de vértices, ordenados de acordo com a pré-ordem em T

4 return H sem repeticao de vértices

Teorema 9.1.1. O Algoritmo 46 é um algoritmo de tempo polinomial de 2-aproximagao

do problema do Caixeiro Viajante com a desigualdade de triangulos.
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(d) (e)

Figura 12 — Exemplo da execuc¢do do algoritmo de 2-aproximacao para o PCV: (a) é o
grafo de entrada; (b) é a drvore geradora minima T’; (c) é o caminho realizado
na pré-ordem em T’; (d) é a solucao obtida pelo algoritmo; (e) é a solucdo
otima (CORMEN et al., 2012).

Prova: J4 foi visto que o algoritmo executa em tempo polinomial.
Seja H* a solucao 6tima para o problema. Obtém-se a drvore geradora minima 7 na

linha 2, 0 que gera um limite inferior
c(T) <c(H"), 9.2)

pois a arvore geradora mapeia os vértices de menor custo para conectar todos os
vértices.

Quando se faz a pré ordem da linha 3, considere a formacado de uma lista W na qual
adiciona-se o vértice no final da lista a cada visita no vértices e no retorno da visita a
uma adjacéncia. Para o exemplo da Figura 12, W =(a, b,c,b, h,b,a,d,e, f,e,g,e,d, a).
Entao

c(W) =2¢(D), (9.3)

pois nesse processo, visita-se cada aresta duas vezes. Considerando as Equacoes (9.2) e

(9.3) tém-se o seguinte limite inferior

c(W) <2c(H"). (9.4)
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Ao remover os vértices repetidos em W antes de retornar (linha 4), nao ha um
aumento no custo, devido a propriedade de deseigualdade triangular (Equacao (9.2)).
Entao dada a subsequéncia x, y,z em W, ao remover y ndo aumentard o custo de W,
pois w({x, z}) < w({x, y}) + w{y, z}). Considerando H sendo W sem vértices repetidos
tém-se

c(H) = c(W). (9.5)

Considerando o que foi relatado nas Equacoes (9.2), (9.3) e (9.5) tém-se:

c(H) < c(W) <2c(H"). (9.6)

9.2 Heuristicas

Heuristicas sio métodos computacionais que tratam problemas de otimizacao e ten-
tam explorar um conhecimento especifico do problema para o qua ndo hé garantia
de solucdo 6tima. Frequentemente, heuristicas procuram por solucdes que possuem
caracteristicas presentes em solu¢oes 6timas (ROTHLAUF, 2011).

Dois tipos de heuristicas cldssicas sao (ROTHLAUF, 2011):

e Heuristicas de construc¢do: constréem uma solucao incrementalmente a partir de
uma solugao vazia. Executam um processo iterativo que usa informacdes sobre o
problema para compor uma solucao. Elas ndo tentam melhorar uma solugdo ja

criada. Terminam de executar quando a soluc¢do estiver completa

* Heuristicas de melhoria: iniciam com uma solucao completa e tentam iterativa-

mente melhorar a solucio. Terminam quando um 6timo local' é encontrado.

H4a muitas heuristicas de propdsito geral modernas. Elas geralmente assumem

os nomes de métodos de otimizacao heuristicos ou metaheuristicas. Elas possuem

I Otimo local é uma solugado no qual apenas mudancgas significativas poderiam melhorar seu valor
objetivo.
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os objetivos de intensificar solucdes para melhorar solugdes ja constituidas, ou de
diversificar, que busca explorar novas dreas do espaco de busca.

Em Wolpert e Macready (1997), Wolpert and Macready apresentaram o teorema
“ndo hé almoco livre” para a otimizacao. Ele basicamente demonstra que nao é possivel
definir uma heuristica de propdsito geral que funciona bem para todos os problemas

de otimizacao.
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APENDICE

Ordenacao em Tempo Linear

A.1 Ordenacao por Contagem

A ordenacao por contagem é utilizada para ordenar inteiros na faixa de 1 a k para
qualquer inteiro k > 0. Quando k € ©(n), entdo a ordenac¢ao por contagem demanda
tempo O(n) (CORMEN et al., 2012).

Algoritmo 47: Ordenac¢do Por Contagem

Input :Um vetor de A de tamanho 7 contendo os valores a serem ordenados, e um vetor
B de tamanho 7 que recebera os valores de A em ordem crescente.
1 criar vetor C indexdvel de 0 até k
2 fori —0tokdo
| Ci—0

// Faz C; ter a contagem do numero de elementos iguais ao inteiro i em A.
4 for j —1to|Aldo
5 L CAj — CA]. +1

// Faz C; conter o nUmero de elementos menores ou iguais a i em A.

6 for j —1tokdo
7 L Ci—Ci+Ciy

8 for j — |A| downto1 do
BCAj — Aj
CA]. <—CA],—1

©

10

A.2 Ordenacao Digital
A.3 Ordenacao por Balde






APENDICE

Caminhos e Ciclos

Este capitulo tem o objetivo de introduzir o conceito de caminhos e ciclos, e seus
principais problemas. Dois problemas classicos serdo definidos e algoritmos para os
mesmos, apresentados.

Antes de iniciar a abordar os contetidos deste capitulo, é importante entender o
que é um caminho e um ciclo, para estabelecer suas diferencas no contexto de grafos.
Um caminho! é uma sequéncia de vértices (v, v2,...v,) conectados por uma aresta
ou arco. Gross e Yellen (2006) definem um caminho como um grafo com dois vértices
com grau 1 e os demais vértices com grau 2, formando uma estrutura linear. Um
ciclo (ou circuito)? é uma cadeia fechada de vértices (v;, V5, ..., V5, V1) onde cada par
consecutivo é conectado por uma aresta ou arco. E como um caminho com o fim e o
inicio conectados.

B.1 Caminhos e Ciclos Eulerianos

Dado um grafo orientado ou ndo orientado G = (V, E), um caminho Euleriano é uma
“trilha” ou seja, uma sequéncia de arestas/arcos onde cada aresta/arco € visitada(o) uma
Unica vez. O ciclo Euleriano é semelhante ao caminho, com excecdao de que comeca e
termina na mesma aresta/arco. Um grafo é dito Euleriano se possui um ciclo Euleriano.

Os problemas de caminho e ciclo Euleriano surgiram com o conhecido problema
das Sete Pontes de Kénigsberg por Euler em 1736. O problema consistia em atravessar
as todas as sete pontes da cidade de Konigsberg da Prussia (hoje Kaliningrado na Russia)
sem repeti-las.

Em inglés, chamado de path.

2 Eminglés, chamado de cycle ou circuit.
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Observando um mapa antigo das sete pontes, vocé consegue determinar o cami-
nho Euleriano?

Figura 13 — Mapa das sete pontes de Konigsberg na época de in Euler.

B.1.1 Algoritmo de Hierholzer

O algoritmo de Hierholzer (Algoritmo 48) foi desenvolvido em 1873. Ele identifica o
ciclo Euleriano em tempo O(|E]).

Algoritmo 48: Algoritmo de Hierholzer.
Input :um grafo G = (V,E)

1 foreach e € E do

2 |_ C, — false

3 v — selecionar um v € V arbitrariamente, que esteja conectado a uma aresta
// "buscarSubcicloEuleriano” invoca o Algoritmo 49
(r,Ciclo) — buscarSubcicloEuleriano(G,v,C)
if r =false then
|_ return (false,null)

S a s

else
if Je€ E: C, =false then
|_ return (false,null)

10 else
11 |_ return (true, Ciclo)

© & N
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Algoritmo 49: Algoritmo de Auxiliar “buscarSubcicloEuleriano”.

Input :um grafo G = (V, E),um vértice v € V, o vetor de arestas visitadas C
1 Ciclo— (v)
t<—v
3 repeat
// Sé prossegue se existir uma aresta ndo-visitada conectada a Ciclo.
if fue N(v): Cy,, =false then
L return (false,null)

\]

[3

6 else
7 {v, u} — selecionar uma aresta e € E tal que C, =false
8 Ciy,uy < true
9 V—1u
// Adiciona o vértice v ao final do ciclo.
10 Ciclo— Ciclo-(v)

11 untilv=1¢
/+ Para todo vértice x no Ciclo que tenha uma aresta adjacente ndo

visitada. */
12 foreach x € {u € Ciclo:3{u, w} € {e€ E: C, =false}} do
13 (r,Ciclo’) — buscarSubcicloEuleriano(G, x,C)
14 if r =false then
15 L return (false,null)
16 Assumindo que Ciclo = (v, vp,...,X,...,v1) e Ciclo' = (x,uy, Uy, ..., uy, x), alterar
CicloparaCiclo=(vy,v,...,X, Uy, Up,..., U, X,..., V1), OU seja, inserir o Ciclo' no
lugar da posicdo de x em Ciclo.

17 return (true,Ciclo)

Explique porque a complexidade de Algoritmo de Hierholzer é de O(|E]).

Teorema B.1.1. Um grafo ndo-orientado G = (V, E) é (ou possui um ciclo) Euleriano se e
somente se G é conectado e cada vértice tem um grau par.

Prova: Para o grafo conectado G, para todo m = 0, considere S(m) ser a hipotese de que
se G tém m arestas e todos os graus dos vértices forem pares, entdo G é Euleriano.

Vamos a prova por indugao.

A base da inducao é o S(0). Nessa hip6tese, G ndo tem arestas, entao paratodo ve V,
d, =0. Como zero é par G é trivialmente Euleriano.

O passo da inducado implica que as hipoteses S(0) AS(I) A...AS(k—1) = S(k).
Suponhaum k =1 e assuma que S(1) A...A S(k + 1) é verdade. Precisa-se provar que
S(k) é verdade. Suponha que G tenha k arestas, é conectado e possui somente vértices
com valor de grau par.

* Desde que G é um grafo conectado e possui vértices com grau par, 0 menor grau
é 2. Entdo esse grafo G precisa ter um ciclo C.

* Suponha um novo grafo H gerado a partir de G sem as arestas que estdo no
ciclo C. Note que H pode estar desconectado. Pode-se dizer que H é a unido dos
componentes conectados Hi, Ha, ... H;. O grau dos vértices cada H; precisa ser
par.
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e Aplicando a hipé6tese de indugdo a cada H;, que é S(|E(Hy)l),...,S(IE(H})|), cada
H; terda um ciclo Euleriano C;.

e Pode-se criar um circuito Euleriano para G por dividir o ciclo C em ciclos C;.
Primeiro, comece em qualquer vértice em C; e percorra até atingir outro H;.
Entdo, percorra C; e volte ao C até atingir o proximo H;.

Finalmente, G precisa ser Euleriano. Isso completa o passo da indu¢dao como S(0) A
S A...AS(k—1) = S(k). Por esse principio, para m =0, S(m) é verdadeiro. Bl

B.2 Caminhos e Ciclos Hamiltonianos

Ciclos ou caminhos Hamiltonianos sdo aqueles que percorrem todos os vértices de um
grafo apenas uma vez. Mais especificamente para um ciclo Hamiltoniano, o inicio e o
fim terminam no mesmo vértice. O nome Hamiltoniano vem de William Rowan Hamil-
ton, o inventor de um jogo que desafia a buscar um ciclo pelas arestas de dodecaedro
(figura tridimensional de 12 faces).

Um grafo é dito Hamiltoniano se possui um ciclo Hamiltoniano.

Ha |V|! diferentes sequéncias de vértices que podem ser caminhos Hamiltonianos,
entdo, um algoritmo de for¢a-bruta demanda muito tempo computacional. O problema
de decisao para encontrar um caminho ou ciclo Hamiltoniano é considerado NP-
Completo.

B.2.1 Caixeiro Viajante

Dado um grafo completo® G = (V,E,w) no qual V é o conjunto de vértices, E é o
conjunto de arestas e w : E — R* é a funcdo dos pesos (ou custo ou distancias), busca-se
pelo ciclo Hamiltoniano de menor soma total de peso (menor custo ou distancia).

Um dos algoritmos mais eficientes para resolvé-lo é o de programacao dinamica
Held-Karp (ou Bellman-Held-Karp, no Algoritmo 50). No entanto, o mesmo demanda
tempo computacional de O2V!|V|?).

Algoritmo 50: Algoritmo de Bellman-Held-Karp.
Input :umgrafoG=(V,E=V xV,w)
fork —2to|V|do
| CUk}, k) — w({1, k)
fors —2to|V|-1do
foreach Se {x<1{2,3,...,|V|}: |x| = s} do
L foreach v € Sdo

N -

S g s W

| C(S, ) — mingyyues{CS\ v}, ) + w({u, v})}

7 return min,e\1{C({2,3,..., |V}, v) + w({v, 1})}

3 Em um grafo completo, o conjunto de arestas é definido por E=V x V.
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Execute o Algoritmo 50 sobre o grafo G = (V =1{1,2,3,4},E =V x V,w), no qual
w({1,2}) — 10, w({1,3}) — 15, w({1,4}) — 20, w({2,3}) — 35, w({2,4}) — 25 €
w({3,4}) — 30.

A resposta deve ser 80.







APENDICE

Revisao de Matematica Discreta

Conjuntos é uma cole¢do de elementos sem repeticao em que a sequéncia nao importa.
No Brasil, utilizamos a seguinte notacdo para enumerar todos os elementos de um
conjunto. Na Equacdo (C.1), é possivel visualizar a representacdo de um conjunto
denominado A, formado pelos elementos e, ey, ..., e,. Devido ao uso da virgula como
separador de decimais, usa-se formalmente o ponto-e-virgula. Para essa disciplina,
podemos utilizar a virgula como o separador de elementos em um conjunto, desde
que utilizados o ponto como separador de decimais'. Para dar nome a um conjunto,
geralmente utiliza-se uma letra maitscula ou uma palavra com a inicial em maiudscula.

A={er;em;...;en} (C.1)

H4 duas formas de definir conjuntos. A forma por enumeracdo por elementos,
utiliza notacdo semelhante a da Equacao (C.1). Sao exemplos de defini¢do de conjuntos
por enumeragao:

N={0, 8,0, &}

V=laeki,ouj;

G={a,pB,v,0,6,(,n0,,x,Auv,¢,mp,0,T,0,¢,X,¥,w};

R =1{-100.9,12.432,15.0};
* D=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

A forma por descri¢do de propriedades utiliza-se de uma notagdo que evidencia a natu-
reza de cada elemento pela descricdao de um em um formato genérico. Por exemplo o
conjunto D, descrito na Equacao (C.2), denota um conjunto com os mesmos elementos
em{l,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

D={xe”Z|lx>1Ax<10} (C.2)
. Entdo para que complicar utilizando uma notagdo ndo enumerativa? Por dois motivos:

por questdes de simplicidade, dado a quantidade de conjuntos; ou para representar
conjuntos infinitos, como no exemplo dos inteiros pares Pares = {x € Z|x = 0( mod 2)}.

1 Nas anotacdes presentes nesse documento, utiliza-se a “notacio americana”. Para a Equacéo (C.1) ,

teria-se A= {ej,ez,...,en}.
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Para o conjunto dos pares, ainda podemos utilizar uma descricao mais informal, mas
que é dependente da conhecimento sobre a linguagem Portuguesa: Pares = {x € Z| x é
inteiro e par}.

Para denotar a cardinalidade (quantidade de elementos) de um conjunto, utilizamos

o simbolo “|”. Para os conjuntos apresentados acima, é correto afirmar que:
* [N|=4;
* [VI=5
* |[R|=3;
* |D|=10;

¢ |Pares| = oco.

A cardinalidade pode ser utilizada para identificar quantos simbolos sdo necessérios
para representar um elemento. Por exemplo, [12,66| =5

Para denotar conjuntos vazios, adota-se duas formas de representacao: {} ou @.
Utilizando o operador de cardinalidade, tém-se |{}| = |@| = 0.

Como principais operacdes entre conjuntos, pode-se destacar:

* Unido (U): unido de dois conjuntos. Exemplo: {1,2,3,4,5}U{2,4,6,8} = {1,2,3,4,5,6,8};

* Interseccdo (N): interseccdo de dois conjuntos. Exemplo: {1,2,3,4,5} U {2,4,6,8} =
{2,4};

» Diferenca (— ou \): diferenca de dois conjuntos. Exemplo {1,2,3,4,5}\{2,4,6,8} =
{1,3,5};

e Produto cartesiano (x): Exemplo {1,2,3}x{A, B} ={(1, A), (2, A), (3, A),(1,B),(2,B),(3,B)};

* Conjunto de partes (ou power set): o conjunto de todos os subconjuntos dos
elementos de um conjunto. Para o conjunto A = {1,2,3} o conjunto das partes
seria 2 = P(A) = {{}, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},12,3},{1,2,3}}.

Funcoes sao representadas de forma diferente na matematica discreta. Busca-se
estabelecer a relacdo entre um conjunto de dominio (entrada da fun¢ao) e um contra-
dominio (resposta da funcao). A Equacao (C.3) exibe a forma como € utilizada para
formalizar uma funcdo. Nesse formato, passa-se a natureza da entrada e da saida de
um problema. Por exemplo, a fun¢do que gera a correspondéncia entre o dominio dos
inteiros positivos em base decimal para base bindria seria f: x€ Z* — {0, 1308 (Ix1+1)

nome da funcao : dominio — contradominio (C.3)

Para representar uma colecao de itens onde a sequéncia importa e a repeticao
pode ocorrer, utiliza-se as tuplas. Uma tupla é representada da forma demonstrada na
Equacao (C.4).

A=(eyey,...,e5,) (C.4)

. Um exemplo de uma tupla, pode ser lista de chamada de uma turma ordenada lexico-
graficamente.
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Teoria da Complexidade

D.1 Maquinas de Turing

Uma méquina de Turing € definida formalmente como (Z, Q,T',6, 9o, aceitar Grejeita),
onde:

* X é o conjunto finito de simbolos da palavra de entrada (simbolos do alfabeto).
O simbolo U ¢ X ndo pertence ao alfabeto e marca uma célula que nao possui
simbolo (célula vazia);

* (Q é o conjunto finito de estados;

e T" é o conjunto finito de simbolos que podem ser lidos ou escritos na fita, onde
Zcl{u,<tel;

e §:QxI' - QxT x{E,D} é a funcao de transicao, onde E e D representam a
proxima célula vizinha a ser visitada pela cabeca de leitura e gravacao;

* go € Q é o estado inicial;
* Gaceita € Q —1{qrejeital € 0 estado que denota a aceitagao da palavra de entrada;
* Grejeita € Q —{qaceital € 0 estado que denota a rejei¢ao da palavra de entrada.

A fita de entrada € o dispositivo de “memoria” que armazena a palavra de entrada.
A fita é limitada a esquerda e infinita a direita. Na extremidade esquerda da fita de
entrada, hd o simbolo < seguido da palavra de entrada. As demais células possuem o
simbolo L.

A cabeca de leitura e gravacao estd sempre sobre uma célula. A func¢ao de transicao
0 determina o qual o préximo estado dado o simbolo da célula que estd sob a cabeca de
leitura e gravacdo. Esta fun¢do também determina qual o simbolo deverd ser substituir
o simbolo antigo da célula e qual a pr6xima posicao da cabeca. Se a funcao especificar
E, a cabeca devera se movimentar para a célula adjacente da esquerda; se especificar D,
a cabeca se movimenta para a célula adjacente da direita.

H4 trés conclusoes possiveis quando uma maquina de Turing recebe uma palavra
de entrada. Caso o estado atual seja g,ceirq, @ maquina pdra e a palavra de entrada
é aceita (pertence a linguagem que a maquina reconhece). Caso o estado atual seja
rejeitay @Mdquina pdra e a palavra de entrada € rejeitada (ndo pertence a linguagem
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que a maquina reconhece). Uma tltima conclusdo possivel seria a maquina ndo parar,
executando infinitamente sobre a palavra de entrada. Esta tiltima conclusdo tem relacao
direta com problemas (linguagens) que os computadores ndao conseguem resolver.

D.2 Turing-reconhecivel

Uma linguagem L é Turing-reconhecivel se e somente se existir uma maquina de Turing
M que:

* aceita todas as palavras que pertencam a L; ou

e para palavras que ndo pertencam a L, M pdra rejeitando ou executa indefinida-
mente.

L é chamada de Linguagem Recursivamente Enumerével.

D.3 Turing-decidivel

Uma linguagem L € dita Turing-decidivel se alguma maquina de Turing aceita qualquer
palavra w € L e rejeta qualquer palavra w ¢ L. L é chamada de Linguagem Recursiva.

D.4 Variantes da Maquina de Turing

D.5 Maquinas de Turing Deterministicas
e Nao-deterministicas

Toda a mdquina de Turing ndo-deterministica pode ser convertida em uma méaquina de
Turing deterministica.

Prova: Suponha uma médquina de Turing ndo-deterministica N. Suponha uma méquina
de Turing simuladora D com trés fitas. A fita 1 somente permite leitura e sempre contém
a palavra de entrada. A fita 2 mantém uma cépia da fita de N em algum ramo de sua
computacdo ndo-deterministica. A fita 3 mantém o registro da posicao de D na arvore
de computagdo ndo-deterministica de N.

Todos os nodos na arvore podem ter no méximo b filhos, onde b é o maior conjunto
de possiveis escolhas dado pela fun¢do de transicao da mdquina N. A cada nodo na
arvore, associa-se um endereco sobre o alfabeto X, = {1,2,..., b}. Associa-se o endereco
231 ao nodo ao qual chegamos iniciando na raiz, para seu segundo filho, indo para o
terceiro filho deste nodo, e finalmente para o primeiro filho desse nodo. Cada simbolo
define que escolha fazer a seguir quando similamos um passo em um ramo da com-
putacdo ndo-deterministica de N. A fita 3 contém uma cadeia sobre o alfabeto X;. Ela
representa o ramo da computacdo de N da raiz para o n6 enderecado por essa cadeia.
Uma cadeia vazia represeta o endereco da raiz.

Deste modo, pode-se descrever os estagios de D:

1. Inicialmente, a fita 1 contém a palavra de entrada w e as fitas 2 e 3 estdo vazias;

2. Copie afita 1 para a fita 2;
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3. Use a fita 2 para simular N com a entrada w sobre o ramo de sua computacgado
nao-deterministica. Antes de cada passo de N, consulte o pr6ximo simbolo na
fita 3 para determinar qual escolha fazer entre aquelas permitidas pela funcao
de transicao de N. Se ndo restam mais simbolos na fita 3, ou se essa escolha ndo-
deterministica nao for valida, aborte esse ramo indo para o estdgio 4. Também
va para o estdgio 4 se uma configuracdo de rejeicao for encontrada. Se uma
configuracdo de aceitacao for encontrada, aceite a palavra;

4. Substitua a cadeia na fita 3 pela préxima cadeia na ordem lexicogréfica. Simule o
préximo ramo da computacao de N indo para o estégio 2.

Para concluir, qualquer méquina de Turing deterministica é automaticamente uma
madquina de Turing ndo-deterministica.
|

D.6 Enumeradores

Informalmente, um enumerador € uma méiquina de Turing com uma impressora em
anexo para imprimir as cadeias. Toda a vez que a mdquina de Turing quiser adicionar
uma cadeia a lista, ela a envia para a impressora.

Logo, uma linguagem é Turing-reconhecivel se e somente se algum enumerador a
enumera.

D.7 Algoritmos e a Maquina de Turing

Em 1900, David Hilbert proferiu uma palestra no Congresso Internacional de Mate-
matica em Paris. Nesta apresentacao, ele enumerou 23 problemas matemaéticos e os
colocou como um desafio para o século XX. O décimo problema era sobre algoritmos.

O décimo problema de Hilbert era conceber um algoritmo que testasse se um
polindmio possui uma raiz inteira. Até entdo ndo se tinha o conceito de algoritmo,
entdo a ideia dele era identificar um processo que determine a raiz com um niimero
finito de operagaes.

Hoje, j& se sabe que ndo existe algoritmo para tal tarefa. Na época, isto era impossivel
de se conceber, pois ndo existia uma concepc¢ao do que era algoritmo e quais suas
limitacoes.

A defini¢do chegou nos artigos de Alonzo Church e Alan Turing em 1936. Church
usou um sistema denominado A—célculo e Turing usou suas médquinas (miquina
de Turing). Estas duas defini¢des se demonstraram equivalentes. A nocao precisa de
algoritmo veio a ser chamada de Tese de Church-Turing. Deste modo, a no¢do intuitiva
de algoritmos € igual a algoritmos de maquinas de Turing.

Em 1970, a tese de Church-Turing proveu a definicdo necessdria para que Yuri
Matijasevic (inspirado no trabalho de Martin Davis, Hilary Putnam, e Julia Robinson)
demonstrasse que o décimo problema de Hilbert ndo existe algoritmo para se testar se
um polinémio tem raizes inteiras.

D.7.1 O Décimo Problema e a Maquina de Turing

Formalizando o décimo problema de Hilbert na terminologia que utilizamos, tranformando-
o nalinguagem D = {p|p é um polindmio com uma raiz inteira }.

Basicamente, o décimo problema de Hilbert pergunta se a linguagem D é decidivel.
A reposta é negativa.
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Iremos demonstrar que D é Turing-reconhecivel. Para isto, vamos utilizar um pro-
blema mais simples, mas andlogo a D. Nesta linguagem D; = {p|p € um polindmio
sobre x com uma raiz inteira }.

A méquina de Turing que reconhece D; é M;: “A entra p € um polindmio sobre a
variavel x. Calcular o valor de p com x sendo substituida sucessivamente pelos valores
0,1,-1,2,-2,...Se em algum ponto o valor de p resultar em 0, aceite”.

Se p tem uma raiz inteira, M; vai parar e aceitar em algum momento. Se ndo, vai
rodar para sempre. Para o caso de multiplas varidveis do problema original D, pode-se
utilizar uma mdaquina de Turing M semelhante a M;. M apenas teria que passar por
cada uma das varidveis que se deseja encontrar uma raiz inteira.

Diz-se que M; e M sdo reconhecedores, mas nao decisores. O teorema de Matijasevic
mostra que ndo ha um decisor para D e D;.

D.8 Decidibilidade

Linguagens decidiveis sdo Turing-decidiveis.

Alinguagem Larp ={< B, w > |B é um AFD que aceita w} é decidivel? Uma forma
de provar isso é demonstrar que uma maquina de Turing péra sobre todas as palavras
de L AFD-

Teorema: Alinguagem L,rp € decidivel.
Prova: Considere os seguintes estagios para uma maquina de Turing M. Sobre a entrada
< B, w >, onde B é um AFD e w é uma cadeia:

1. Simule B sobre a cadeia w;

2. Se a simulacdo terminar em um estado de aceitacao, aceite. Se ela termina em
um estado de rejeicdo, rejeite.

Uma representacdo de B deve conter cinco componentes: Q, %, 9, go, € F. Amaquina
M mantém o registro do estado atual de B. Quando M recebe sua entrada < B, w >, ela
primeiro determina se a AFD B estd bem formada e se w é uma cadeia. Caso contrério,
rejeita.

Entdo M realiza a simulacao diretamente. Ela mantém o registro do estado atual de
B e da posicao atual na entrada w escrevendo essa informacao na fita. Inicialmente, o
estado de B é g e o primeiro simbolo a ser lido é o primeiro simbolo de w. Os estados
e a posicao da fita sao atualizados de acordo com a func¢ao de transicao de B (funcdo 0).
Quando terminar de ler w, M aceita caso B esteja num estado de aceitacdo. Qualquer
outra computacdo gera uma rejeicao por parte de M.

Ao simular um AFD, realiza-se finitos passos a direita. Como w possui um nimero
finito de simbolos, sdo necessdrias finitas computagoes para chegar a uma aceitagdo ou
uma rejeicdo, mesmo que seja necessdrio ler todos os simbolos de w para isto. Bl

D.8.1 Uma Linguagem Indecidivel

Teorema D.8.1. Alinguagem Ly, =1{< M, w > |M é uma mdquina de Turing e M aceita
w} é indecidivel.

Prova: Supde-se que Ly, é decidivel e obtermos uma contradi¢dao. Suponha que H seja
um decisor para a linguagem Ly,7. A entrada de H é < M, w >, onde M é uma mdquina
de Turing e w é uma palavra. H pdra e aceita se M pdra e aceita w, e H rejeita se M
rejeita w.
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Considere uma nova maquina de Turing D que receba a entrada M, onde M é uma
madquina de Turing. D aceita se M rejeita < M > como palavra de entrada, e D rejeita se
M aceita < M > como palavra de entrada. Claramente, H poderia ser utilizado como
subrotina de D. Executando H(< M,< M >>), rejeitar se H aceite, e aceitar caso H
rejeite.

E importante lembrar que < D,< D >> pode ser uma entrada para a linguagem
L7, entao H deve decidir sobre < D, < D >>.

O que acontece quando D executa sobre a entrada de D? D é forcada a fazer o
oposto de si propria o que é uma contradicao. B

D.8.2 Algumas Linguagens sdo Turing-irreconheciveis
Teorema D.8.2. Algumas linguagens ndo sdo Turing-reconheciveis.

Prova: Para mostrar que o conjunto de todas as mdquinas de Turing é contavel, primeiro
observamos que o conjunto de todas as cadeias X* é contavel para qualquer alfabeto X.
Com apenas uma quanidade finita de cadeias de cada comprimento, podemos formar
uma lista de Z* listando todas as cadeias de comprimento 0, 1, 2, e assim por diante.

O conjunto de todas as méaquinas de Turing é contavel porque cada maquina de
Turing M pode ser serializada em uma cadeia < M >. Se simplesmente omitirmos as
cadeias que ndo representam uma legitima méquina de Turing, podemos obter uma
lista de todas as maquinas de Turing.

Para mostrar que o conjunto de todas as linguagens é incontavel, primeiro obser-
vamos que o conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas é incontavel. Uma
sequéncia bindria infinita é formada por uma sequéncia intermindvel Os e 1s. Seja B o
conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas é incontével, por diagonalizacio .

Seja L o conjunto de todas as linguagens sobre o alfabeto ~. Mostramos que L é
incontdvel dando uma correspondéncia com B, considerando que ambos 0s conjuntos
sdo de mesmo tamanho. Seja X* = {s1, $»,...}. Cada linguagem A € L tem uma sequéncia
Unica em B. O i—ésimo bit da sequéncia é 1 se s; € A.

A funcao f:L — B, é um-para-um, sobrejetoraz, deste modo uma correspondéncia.
Consequentemente L é incontével, assim como [B.

Deste modo, o conjunto de todas as linguagens nao pode ter correspondéncia com
o conjunto de todas as maquinas de Turing. Conclui-se que algumas linguagens nao
sdo reconhecidas por uma mdquina de Turing. B

D.8.3 Uma Linguagem Turing-irreconhecivel

De acordo com o teorema a seguir, se uma linguagem L e seu complemento® L sdo
Turing-reconheciveis, entao L é decidivel. Logo, para qualquer linguagem indecidivel,
ou ela ou seu complemento nao é Turing-reconhecivel. Diz-se que uma linguagem € co-
Turing-reconhecivel se ela for o complemento de uma linguagem Turing-reconhecivel.

Teorema D.8.3. Uma linguagem é decidivel se e somente se ela é Turing-reconhecivel
e co-Turing-reconhecivel (Uma linguagem é decidivel exatamente quando ela e seu
complemento sdo ambas Turing-reconheciveis).

1 Método da Diagonalizacio foi descoberto por Georg Cantor em 1873 quando o mesmo se preocupava

em comparar conjuntos infinitos. Veja péagina 183 do livro de Michael Sipser.

Uma funcéo g: X — Y é sobrejetorase Vye Y,3x e X(y = g(x))

O complemento de uma linguagem L é uma linguagem L constituida de todas as cadeias que ndo
pertencem a L
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Prova: Deve-se provar em dias dire¢oes. Primeiro, se a linguagem A for decidivel, pode-

se facilmente ver que tanto A quanto seu complemento A sdo Turing-reconheciveis.
Qualquer linguagem decidivel é Turing-reconhecivel, e o complemento de uma lingua-
gem decidivel também é decidivel.

Para a outra direcao, se tanto A e A sdo Turing-reconheciveis, fazemos M) ser o

reconhecedor para A e M, o reconhecedor para A. M, pode ser uma maquina de Turing
que executa M, sobre w. Se M rejeita, M, aceita, se M, aceita, M, rejeita.

Toda cadeia w ou estd em A ou em A. Consequentemente, ou M; ou M, aceita

w. Uma vez que as duas param sobre w, entdo M; e M, sdo decisores para A e A
respectivamente. Neste caso, A é decidivel. B

Lp;r ndo € Turing-reconhecivel.

Teorema D.8.4. L)/7 ndo é Turing-reconhecivel.

Prova: Sabe-se que Ly,7 é Turing-reconhecivel. Se Ly, fosse Turing-reconhecivel, entao
Lyr seria decidivel. B

D.9 Redutibilidade

Uma reducdo é uma meneira de converter um problema em outro de forma que uma
solucdo para o segundo problema possa ser utilizada para resolver o primeiro. Sejam A
e B dois problemas, se A reduz B, pode-se usar uma solucao de B para resolver A.

Geralmente, sdo utilizadas para demonstrar que problemas nao computacional-
mente insolaveis.

D.9.1 Um Problema Indecidivel e a Redutibilidade

Teorema D.9.1. A linguagem PARAyT ={< M, w > |M é uma mdquina de Turing e M
pdra sobre w} é Turing-indecidivel.

Prova: Por contradicao, se supde que a maquina de Turing R decida PARA),r. Entao,
uma maquina de Turing S é construida para decidir Ly;7, com S operando da seguinte
forma sobre a entrada < M, w >:

1. Rode a maquina de Turing R sobre a entrada < M, w >;
2. Se R rejeita, entdo rejeite;
3. Se R aceita, entdo simule M sobre a entrada w até que ela pare;

4. Se M aceitar w, aceite; se rejeitar, rejeite.

Se R decide PARAy T, entdo S decide Ly;r. Como Ly, € indecidivel, PARA T
também deve ser. Bl
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D.9.2 Reducgdes via Historias de Computacdo

O método da histéria de computacdo é uma técnica para provar que Ly;r € redutivel a
certas linguagens. Ela € o registro completo da computacao de uma méquina de Turing.

Seja M uma mdquina de Turing e w uma cadeia de entrada. Uma histdria de com-
putagdo de aceitagdo para M sobre w é uma sequéncia de configuragdes Cy, Cs, ...,
Cy, onde C; é a configuracdo inicial da méquina de Turing M sobre w, C; pe uma con-
figuracao de aceitacdo de M e cada C; € uma configuracdo legitima na sequéncia de
Ci-1. Uma histéria de computacdo de rejei¢do para M sobre w é semelhante, mas C;
representa uma configuracio de rejeicao.

D.9.2.1 Um Problema Decidivel

Lema D.9.2. Seja M uma mdquina de Turing com fita limitada com q estados e g
simbolos no alfabeto da fita (T'), existem exatamente qng" configuragoes distintas de M
para uma fita de comprimento n.

Prova: Uma configuracao de M é constituida do estado do controle, da posicdao da
cabeca na fita e do contetdo da fita. A cabeca s6 pode estar em uma das n posicoes da
fita. Ha g"* cadeias possiveis de simbolos na fita. Considerando que o controle pode
estar em apenas ¢ estados, o nimero de configuracoes diferentes é gng”. B

Teorema D.9.3. A linguagem Ly;rrr = {< M, w > |M é uma mdquina de Turing com fita
limitada que aceita a cadeia w} é decidivel.

Para determinar se M aceita sobre w, simula-se M sobre w. Durante a simulacao,
se M péra e aceita ou rejeita, aceita-se ou rejeita-se de acordo com M. O que é dificil de
determinar é se a mdquina M entra numa computacdo infinita durante esta simulacao.
Entao, precisa-se detectar se a maquina entra nesta computacao indefinida para que
possa-se rejeitd-la sem a necessidade de simulé-la.

Para detectar se M entrard em uma computacao infinita, durante a simulacao, ela
vai de configuracao a configuragdo. Se em algum momento M repetir alguma confi-
guracao, M estard em uma computacao infinita. Devido a fita ser limitada, o niimero
de configuragoes é finito (verificar Lema acima), entdo consegue-se determinar esta
repeticao de configuracdo com uma quantidade finita de tempo.

Prova: A méaquina de Turing que decide Ly;rr; recebe a entrada < M, w >, onde M
é uma mdaquina de Turing com fita limitada e w uma cadeia e realiza as seguintes
operacoes:

1. Simular M sobre w por gng" passos ou até que ela pére;

2. Se M parou, aceite se ela aceitou ou rejeite se ela rejeitou. Se ela nao parou, rejeite.

Se M sobre w nao parar em gng” passos, significa que M estd em uma computagao
infinita, logo, rejeita-se a entrada < M, w >. Deste modo, Ly, € decidivel mesmo que
M sobre w gere uma computacdo infinita. ll

D.9.2.2 Um Problema Indecidivel

Teorema D.9.4. A linguagem Vyrpr = {< M > |M é uma mdquina de Turing com fita
limitada e L(M) = ¢} é Turing-indecidivel.
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Para provar por reducdo a Ly, mostramos que se Vi fosse decidivel, Ayt
também seria. Suponha que Vj;7r; seja decidivel. Para uma maquina de Turing M
e uma entrada w, pode-se determinar se M aceita w construindo uma mdaquina de
Turing com fita limitada B e entdo testa-se se L(B) = @. A linguagem que B reconhece
compreende todas as historias de computagdo de aceitacdo para M sobre w. Se M aceita
w, alinguagem de B possui uma cadeia e portanto nao € vazia; caso contrario M nao
aceita w (a linguagem de B é vazia).

Constréi-se a maquina de Turing com fita limitada B para aceitar a entrada x se x
representar uma histéria de computagdo de aceitagdo para M sobre w. As configuracoes
Ci, Cy, ..., C; sao colocadas numa fita separadas pelo caracter #.

A méaquina B recebe a entrada x e quebra esta entrada conforme a posicao dos
caracteres #. Entdo B determina se cada configuracao C; respeita trés condi¢oes de uma
histéria de computagdo de aceitagdo:

1. C; é a configuracao inicial de M sobre w;
2. Cj;1 segue alegitimamente a configuracao Cj;

3. C; é uma configuracao de aceitacdo para M.

Prova: Suponha que exista uma maquina de Turing R que decida Vj;7r . Entdo, constroéi-
se uma maquina de Turing S que decide Ly;7 sobre a entrada < M, w >, onde M é uma
mdquina de Turing e w uma cadeia:

1. Construir a mdquina de Turing com fita limitada B a partir de M e w, conforme
descrito anteriormente;

2. Rode R sobre a entrada < B >;

3. Se R rejeitar, entao S aceita; se R aceitar, entao S rejeita.

Se R aceita < B >, entdo L(< B >) = ¢. Consequentemente, nao existiria uma historia
de computacgdo de aceitagdo de M sobre w, entdo S rejeitaria. Caso contrdrio, S aceitaria.
Deste modo, podemos decidir Ly;7 utilizando um decisor de Vy;7rr. Como Lyt €
indecidivel, entdo Vy,;rp; também é. B

D.10 Complexidade de Tempo

Seja M uma mdaquina de Turing que pdra sobre todas as entradas, o tempo de execucao
ou complexidade de tempo de M é afuncao f:N — N, onde f(n) é o nimero maximo de
passos que M usa sobre entradas de comprimento 7. Se f(n) for o tempo de execugao
de M, diz-se que M roda em tempo f(n) e que M é uma maquina de Turing de tempo
f(n).

Em uma andlise do pior caso, considera-se o tempo mais longo de execugao para
todas as entradas de um tamanho especifico. Em uma andlise de melhor caso, considera-
se 0 tempo mais curto de execut¢do para todas as entradas de um tamanho especifico.

D.10.1 Classes de Complexidade

Definicédo 13. Seja t:N— R* uma fungdo, define-se a classe de complexidade de tempo
TIME(t(n)), como a colegdo de todas as linguagens que séo decidiveis por uma mdquina
de Turing deterministica em tempo O(t(n)). TIME = {L|L é uma linguagem decidida
por uma mdquina de Turing deterministica de tempo O(t(n))}.
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Definic@o 14. Seja t :N — R* uma funcao, define-se a classe de complexidade de tempo
NTIME(t(n)), como a colegdo de todas as linguagens que sdo decidiveis por uma md-
quina de Turing ndo-deterministica em tempo O(t(n)). NTIME = {L|L é uma linguagem
decidida por uma mdquina de Turing ndo-deterministica de tempo O(t(n))}.

Definicao 15. Seja N uma mdquina de Turing ndo-deterministica decisora, seu tempo
de execucgdo é a fungao f : N — N, onde f(n) representa a profundidade da drvore de
computagoes deterministicas e ndo a quantidade de nodos nesta druvore.

D.10.1.1 AClasse P

P ou PTIME é aclasse constituida de problemas resolvidos em tempo deterministico
polinomial.

Definicao 16. P ou PTIME é a classe constituida de todas as ilnguagens decidiveis por
uma mdquina de Turing deterministica em tempo polinomial. Em outras palavras

P={JTIME®"Y, (D.1)
k

onde k sdo valores constantes.

D.10.1.2 A Classe NP

NP ou NPTIME é a classe de problemas resolvidos em tempo nao-deterministico
polinomial. Também pode ser definida como a classe de todos os problemas verificaveis
em tempo polinomial deterministico.

Definicao 17. Um verificador para uma linguagem A é um algoritmo V, onde A =
{w|V aceita < w,c > para alguma cadeia c}. Mede-se o tempo de um verificador em
termos apenas de comprimento de w, portanto um verificador de tempo polinomial
executa a verificagdo em tempo polinomial no comprimento de w. Uma linguagem A é
polinomialmente verificdvel se ela tem um verificador de tempo polinomial.

Definicao 18. NP e NPTIME é a classe de linguagens que tem verificadores de tempo
polinomial.

Definicao 19. NP =, NTIME (n%), onde k s@o valores constantes.

D.10.1.3 P versus NP

2

A questdo “P = NP?” é uma grande questao aberta. Ela basicamente poderia ser lida
como “Todos os problemas verificados em tempo polinomial deterministico podem ser
resolvidos em tempo polinomial deterministico?”. Sabe-se que

NP < EXPTIME =|J TIME(n"), (D.2)
k

k é uma constante.
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D.10.1.4 NP-Completude

Um avango importante na questao “P versus NP” surgiu nos anos iniciais da década
de 70 com os trabalhos de Stephen Cook, Leonid Levin e Richard Karp. Stephen Cook e
Leonid Levin descobriram que certos problemas em NP cuja a complexidade individual
estd relacionada a toda a classe. Se existir um algoritmo polinomial para um destes
problemas, entdo todas os demais problemas da classe NP seriam decididos em tempo
polinomial. Estes problemas sdo definidos como NP-Completos.

Um dos primeiros problemas N P-Completo (descoberto por Stephen Cook) foi o
problema da satisfazibilidade SAT = {< ¢ > |¢ é uma férmula booleana satisfazivel }. ¢
é uma formula booleana composta por varidveis booleanas usando as operacdes do e
(A), ou (Vv), e nao (1) logicos. O Teorema de Cook-Levin relaciona a complexidade de
SAT as complexidades de todos os problemas em NP.

Teorema D.10.1. SAT € P seesomentese P= NP.

Redutibilidade em Tempo Polinomial

Redutibilidade em tempo polinomial é o método central do teorema de Cook-Levin.
Quando um problema A é eficientemente redutivel ao problema B, uma solucao efici-
ente para B pode ser utilizada para resolver A eficientemente.

Definicdo 20. Uma fungdo [ :X* — X* é uma fungdo computdvel em tempo polinomial
se existe alguma mdquina de Turing de tempo polinomial M que pdra com exatamente
f(w) na sua fita, quando iniciada com a entrada de w.

Definicao 21. A linguagem A é redutivel por mapeamento em tempo polinomial, ou
simplesmente redutivel em tempo polinomial, ou ainda redutivel em tempo polinomial
de muitos-para-um, a linguagem B em simbolos A <p B, se existe uma fun¢do computd-
vel em tempo polinomial f :X* — X*, onde para toda w, w € A <> f(w) € B. A fungdo
f édenominada reducdo de tempo polinomial de A para B.

Definicao 22. Uma linguagem B é N P-Completa se satisfaz duas condigoes:
1. BENP;
2. toda A€ NP éredutivel em tempo polinomial a B.

Teorema: Se B for NP-Completa e B <p C para C € NP, entdao C é NP-Completa.
Prova: Prove...

Teorema: SAT é NP-Completo.

Para provar que SAT é NP-Completo, deve-se primeiro demonstrar que ele estd
em NP. Em seguida, deve-se mostrar que todas as linguagens em NP sdo redutiveis
polinomialmente a SAT. Para este tultimo, deve-se construir uma reducao polinomial
para cada linguagem A em NP para SAT. A reducao para A recebe uma cadeia w e
produz uma férmula booleana ¢ que simula a maquina NP para A sobre a entrada w.
Se a mdquina aceita, ¢ é satisfazivel.

Prova: Primeiro, deve-se mostrar que SAT estd em NP. Uma méquina de tempo polino-
mial ndo-deterministico pode encontrar se existe uma atribuigdo as varidveis bindrias é
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satisfazivel. Uma 4rvore de tentativas ndo-deterministicas possui profundidade igual
ao numero de varidveis bindrias. Portanto, SAT € NP.

A outra parte da prova deve demonstrar que toda linguagem A € NP é redutivel
em tempo polinomial a SAT. Seja N uma méquina de Turing ndo-deterministica que
decide A em tempo n* para alguma constante k.

Um tableau para N sobre w é uma tabela {0, 1}"k><”k cujas linhas sao as configura-
¢oes de um ramo da computacdo de N sobre a entrada w. Na primeira e na tltima célula
de cada linha, assume-se que hé o simbolo #. Na primeira linha, ha a configuracao
inicial (estado inicial + w). Um tableau é de aceitacado se qualquer linha dele for uma
configuracao de aceitacdo. O problema de determinar se N aceita w é equivalente ao
problema de se determinar se existe um fableau de aceitacao para N sobre w.

Com isto, pode-se introduzir a descricao da reducdo polinomial f de A para SAT.
Sobre a entrada w, a reducdo produz uma férmula ¢. As varidveis de ¢ representam
cada uma das (n*)? células do tableau. Define-se x; j,s uma varidvel bindria de ¢, onde
i e j representam a coordenada da célula no tableaue se€ C=QuUT U {#} o simbolo ou o
estado. Se x; j s € 0, entdo o simbolo s € C estd presente na célula de coordenada (i, j)
no tableau.

Deve-se projetar um ¢ de modo que se houver uma atribuicdo as varidveis que
satisfaca ¢, entdo N aceita w. A formula se divide em quatro partes ¢ = ¢csiuia N
(/)inicio A (Pmovimento A (Paceim-

A parte ¢¢1414 garante que cada célula tenha um simbolo e apenas uma célula
tenha um simbolo. Logo, tem-se a definicao de

bestuta= N [(vxi,j,s)/\( A\ (_'xi,j,uV_'xi,j,t))]- (D.3)

1<i,jsnk = seC t,ucC,u#t

A parte ¢;nicio garante que a primeira linha seja uma configuracao inicial de N sobre
w. Deste modo,

(,binicio =X, N X1,2,q0 N X1,3,un N X14, W AN...N\ xlynk_l’l_l A\ xl'nk'#. (D.4)
Para representar a aceitacdo de N, define-se a parte de aceitacao

(Paceita = \/ Xi,j,qaceita* (D.5)

1<i,j<nk

G movimento garante cada linha correspondente a uma configuracao siga legalmente
uma configuracao da linha precedente conforme definido nas transicdes de N. Para isto,
define-se uma sequéncia de trechos para ¢ configurando as possiveis janelas legais que
representam as transicoes possiveis de N. Uma janela legal é uma matriz 2 x 3 dentro
do tableau. Por exemplo, a Janela Legal 2 define demonstram uma janela legal para a
transicao 0(q1, a) = {(q2, b, D)}.

al|qp | a
a| b g

Tabela 2 - Um exemplo de janela legal para a transicao 6(qi, a) = {(g2, b, D)}.

L0gO, Gmovimento = /\lsisnk,lsjsnk( a janela (i,j) é legal). Substitui-se “a janela
legal” por

\Vi (xi,j—l,m A Xi,ja, N Xi,j+1,a3 N Xi+1,j—-1,a4 N\ Xi+1,j,a5 N xi+1,j+1,a6), (D.6)
weW (i, j)
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onde W(i, j) é o conjunto de todas as janelas legais para a coordenada (i,j), a, a, as,
ay, as, € ag sao os simbolos de uma janela legal.

A seguir demonstra-se que a reducdao demanda tempo polinomial deterministica
por relacionar o tamanho de ¢». O ntimero de variaveis de ¢ é n?f|C|, ou seja, o tamanho
do tableau vezes o nimero de simbolos. Como |C| depende apenas de N e nao de
n = |w|, entdo diz-se que o total de varidveis é O(n?k).

Em 61414, hd um fragmento de tamanho fixo para cada variavel, portanto demanda
tempo O(n?*). Para formular a parte ¢;nicio € necessario uma construcdo de tamanho
igual a quantidade de células da primeira linha do fableau, portanto demanda tempo
O(n%). As formulas baceita € Pmovimento possuem um fragmento fixo para cada célula
do tableau, entdo o tempo computacional é O(n?%). A formulacio completa de ¢ é um
polindmio sobre a varidvel n (tamanho do problema) entdo a reducao é polinomial.

Deste modo, conclui-se que SAT € NP-Completo. B

Definicao 23. Uma linguagem B é NP-Dificil se toda A € NP é redutivel em tempo
polinomial a B.

Com a defini¢do acima, podemos assumir que N P-Completo < N P-Dificil. Mesmo
que P = NP, hd problemas em N P-Dificil que ndo seriam resolvidos em tempo polino-
mial deterministico.

Mantenha em mente que:

* todo problema que “resolve” toda uma classe e pertence a mesma € dito COM-
PLETO;

« todo problema que “resolve” toda uma classe é dito DIFICIL.

Logo, todo problema COMPLETO é DIFICIL, mas ndo o contrario.

D.11 Complexidade de Espaco

Definicao 24. Seja M uma mdquina de Turing deterministica que pdra sobre todas as
entradas. A complexidade de espaco de M é a fungdo f :N — N, onde f(n) é o niimero
mdximo de cédulas de fita que M visita sobre qualquer entrada de comprimento n. Se a
complexidade de espago de M é f(n), também diz-se que M roda em espago f(n).

Definicao 25. Seja M uma mdquina de Turing ndo-deterministica na qual todos os
ramos pdram sobre todas as entradas, definimos sua complexidade de espaco f(n) (onde
f:N—N) como o niimero mdximo de cédulas de fita que M visita sobre qualquer ramo
de sua computagdo para qualquer entrada de comprimento n.

D.11.1 Classes de Complexidade

Definicdo 26. Seja f : N — R* uma fungdo. As classes de complexidade de espago,
SPACE(f(n)) e NSPACE(f (n)) sdo definidas da seguinte forma:

e SPACE(f(n)) = {LIL é uma linguagem decidida por uma mdquina de Turing
deterministica de espago O(f (n))};

e NSPACE(f(n)) ={L|L é uma linguagem decidida por uma mdquina de Turing
nao-deterministica de espaco O(f(n))}.
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Definicao 27. PSPACE é a classe de linguagens decidiveis em espaco polinomial em
uma mdquina de Turing deterministica, ou seja,

PSPACE = JSPACE(n®), (D.7)
k

onde k é uma constante.

Definicao 28. NPSPACE é a classe de linguagens decidiveis em espaco polinomial em
uma mdquina de Turing ndo-deterministica, ou seja,

NPSPACE =|_JNSPACE(n"), (D.8)
k

onde k é uma constante.

Definicao 29. Uma linguagem B é PSPACE — Completa se ela satisfaz duas condigoes:
1. Bestdaem PSPACE;
2. toda A€ PSPACE é redutivel em tempo polinomial a B.

Definicao 30. Uma linguagem B é PSPACE — Dificil se A PSPACE é redutivel em
tempo polinomial a B.

Definicao 31. L éa classe das linguagens que sdo decidiveis por uma mdquina de Turing
deterministica em espago logaritmico, ou seja,

L=SPACE(log,)). (D.9)

Definicao 32. NL é a classe das linguagens que sdo decidiveis por uma mdquina de
Turing nao-deterministica em espago logaritmico, ou seja,

NL=NSPACE(log,). (D.10)

D.11.1.1 Teorema de Savitch

Teorema: Para qualquer funcio f:N — R*, onde f(n) = n, NSPACE(f (n)) € SPACE(f (n)?).
Prova: B
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