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Arvore N-aria de Pesquisa

« Uma Arvore N-aria de Pesquisa (ANP) é
uma arvore que:
— contém m subarvores e n chaves, sendo n =
m-le2<=m<=N

— todas as chaves estédo ordenadas, ou seja,
dado um conjunto de chaves chy, ch,, ..., ch;,
..., ch,, nesta ordem, tem-se: ch, < ch,,,;




Exemplo de ANP

Vantagens de uma ANP
» Indexacéo de um grande volume de dados
N=3

h(A)=0® 2 chaves

h(A)=1® 2+ 3.2=8chaves

h(A)=2® 2+ 3.2 +3.2.2 = 26 chaves

h(A)=x ® N1 -1 chaves

“Quanto maior o N, maior € o nimero de chaves que se pode indexar e
conseqglentemente, encontra-se uma chave com menos acessos a arvore”




Vantagens de uma ANP

* N pode ser equivalente ao fator de bloco de
disco

— torna mais eficiente o nimero de acessos a disco
para a carga de dados e busca de chave de/em
um arquivo de indices de um BD

— exemplo:

» fator de bloco = x bytes » nodo de ANP ¢/127 chaves
* seN=128 b cada acesso traz um nodo da ANP
e assim: 19 acesso ao arquivo de indice ® 127 chaves
20 acesso ® 1272-1 chaves
n2 acesso ® 127"-1 chaves

Modelagem Fisica

subérvore, subarvore,  subarvore, subarvore,, subarvore,
chave, chave, chave,
dado, / dado, | | \| dadoy,
l SubANP
SubANP, SubANP, SUbANP, SubANP,, N-1

» Subérvore; mantém todas as chaves maiores que
chave,; e menores que chave,,,




Implementacao

nroChaves | 6

chave null 12 39 51 77 89 102
dado nul | d, | d, | dy | d, | ds | dg
subArvore | ANP, | ANP, | ANP, | ANP, | ANP, | ANP, | ANP,
e | l I \ \ \
< NN\
null \3 \7 \10 ‘null ‘null ‘null |

|nu|| ‘13 ‘15 ‘22 ‘27 ‘34 ‘38 ||nu|| ‘null ‘null ‘null ‘null ‘null ‘null |

Implementacao

Classe ArvoreNariaPesquisa
inicio

nroChaves inteiro;

chave Object][ ;

dado Object[ ];

subArvore ArvoreNariaPesquisa J;

construtor ArvoreNariaPesquisa (N inteiro);

inicio

se N < 2 entdo Excecéo Graulnvalido();

nroChaves -~ O;

chave = NOVO Object[N];
dado = NOVO Object[N];
subArvore - NOVO ArvoreNariaPesquisa[N];

fim;
fim;




Implementacao

Classe ArvoreNariaPesquisa
inicio
nroChaves inteiro;
chave Object] |;
dado Object] |;
subArvore ArvoreNariaPesquisal ];

método obtémN() retorna inteiro;
inicio

retorna subArvore.lenght;
fim;

fim;

Observacao

» Para fins de simplificacdo dos algoritmos de
manipulacédo da ANP, pressupde-se que toda
chave existente em um nodo folha possui
subarvores vazias em ambos os lados (nodos
com nroChaves = 0)




Operacoes em uma ANP

 Pesquisa

— pesquisa todos os nodos

— pesquisa por valor de chave
* Incluir(chave, dado)

« Excluir(chave)

Pesquisa Todos os Nodos

e Busca in-ordem em profundidade
— retorna ordenadamente todas as chaves

63 71 88
33 null  null




Pesquisa Todos os Nodos

» Busca in-ordem em profundidade
— retorna ordenadamente todas as chaves

63 71 88
33 null  null

3-9

Pesquisa Todos os Nodos

» Busca in-ordem em profundidade
— retorna ordenadamente todas as chaves

63 71 88
33 null  null

3-9-13




Pesquisa Todos os Nodos

» Busca in-ordem em profundidade
— retorna ordenadamente todas as chaves

3-9-13-22-27-33-50

Pesquisa Todos os Nodos

» Busca in-ordem em profundidade
— retorna ordenadamente todas as chaves

63 71 88

33 null  null

3-9-13-22-27-50-54-63-71-88-93 » Complexidade: O(n)
n = nimero de chaves




Pesquisa Todos os Nodos

Método buscaProfundidade();
inicio
i inteiro;

se this* NULL e nroChaves* 0 entado

paraide 1 até nroChaves faca

inicio
subArvoreli-1].buscaProfundidade();
visita(chaveli));
visita(dadoli]);
subArvoreli].buscaProfundidade();

fim;

fim;

Pesquisa Por Chave

 Mesmo principio da pesquisa na ABP
— chave < chave pesquisada ® pesquisa ESQ
— chave > chave pesquisada ® pesquisa DIR
— complexidade adicional
* varredura das chaves em cada nodo da ANP
» Tipos de pesquisa
— Busca Sequencial(chave)
— Busca Binaria(chave)




Busca Sequencial

» Como proceder?
— exemplo: chave = 33

>13E<54

Busca Sequencial

» Como proceder?
— exemplo: chave = 33

>27E<58

63 71 88

33 null  null
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Busca Sequencial

» Como proceder?
— exemplo: chave = 33

63 71 88
null  null

achou!

Busca Sequencial

Método buscaSequencial(ch object) retorna dado;
inicio
i, SUbArv inteiro;

se nroChaves = 0 entéo
Excecdo Chavelnexistente();
paraide 1 até nroChaves faca /* varredura */
inicio
se chave[i] = ch ent&o retorna dado[i];
se chave [i] > ch entdo /* deve ir para a subArv a ESQ */
inicio
SUbArv = i—1;
i = nroChaves + 1; /* sai do para-faca */
fim;
fim;
retorna subArvore[subArv].buscaSeqiiencial(ch);
fim;
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Busca Sequencial

« Complexidade:
— cada varredura em um nodo:
» pesquisa N-1 chaves ® O(N-1) » O(N)
— para encontrar o nodo na ANP:
* pior caso: nhavega no maior caminho na arvore = h(A)
* Propriedade (P4): h(A) = dog,nd® O(dogynd) » O(logyn)
— complexidade:
« h(A). (N-1) ® O(N log,n)

Busca Binaria

e Trata de forma mais eficiente a varredura
das chaves em um nodo, considerando o
fato das chaves estarem ordenadas

» Exemplo:
—N =10 e chave =54

chave: | null| 9 13 | 22 | 33 | 50 | 54| 63 | 71 | 88
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Busca Binaria

 Principio de funcionamento:

— chave =54 l l
limiteESQ: 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
limiteDIR: 9 null | 9 13 | 22 | 33 | 50|54 |63 |71 )| 88
metade: §1+9)/2u=5

chave > 50 ‘1‘ l
limiteESQ: 5 5 6 7 8 9
limiteDIR: 9

50 | 54 | 63 71 88
chave<63’ l l
5

50 | 54

metade: §5+9)/20="7

limiteESQ: 5
limiteDIR: 6
metade: §5+6)/20=6

chave = 54 (achou!)

Busca Binaria

e Caracteristicas:

— a cada iteracao:
* se chave > metade ® busca em [metade;limDIR]
* se chave < metade ® busca em [IMESQ;metade-1]

— se nao achou a chave:
e para sempre no nodo anterior mais proximo
« busca continua na subarvore DIR (SubArvore[metade])

|

limiteESQ: 5 5
limiteDIR: 5
metade: §5+5)/2u=5

50

exemplo: chave =52 (n&o achoul)
buscaBinaria em Subarvore[5]
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Busca Binaria

Método buscaBinaria(ch object) retorna dado;
inicio
indice inteiro;

se this = NULL ou nroChaves = 0 entado
Excecdo Chavelnexistente();
indice = obtémindice(ch);
se indice > 0 e chave[indice] = ch entao retorna dadol[indice];
retorna subArvore[indice].buscaBinaria(ch);
fim;

Busca Binaria

Método obtémindice(ch object) retorna inteiro;
inicio
esq, dir, metade inteiro;

/* se chave menor que todas as chaves no nodo, ir para Subarv ESQ */
/* indice =0 */
se ch < chave[1] entéo retorna 0;
esq - 1;
dir = nroChaves;
enquanto (esq < dir) faga /* executa até que ambos apontem para a
inicio mesma chave */
metade - €esq + dir) / 2U;
se ch < chave[metade] entdo dir = metade — 1
senao esq - metade;
fim;
retorna esq;
fim;
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Busca Binaria

« Complexidade:

—varredura em um nodo:
* pesquisa dog,N-1lGchaves ® O(dog,N-10) » O(log,N)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ‘!,

null | 9 13 |1 22 | 33|50 | 54| 63| 71| 88

) ()
pior caso: h(A) = dog,N-10 @ @ @
— complexidade: (® (71)

* h(ANP). (N-1) ® O(log,N logyn)

Comparacao

» Busca sequencial
— complexidade: O(N logyn)

» Busca binaria
— complexidade: O(log,N logyn) <




Inclusao em uma ANP

* Mesmo principio da inclusdo em uma ABP

— busca a posicao na qual a chave deve ser
Inserida (nodo mais préximo com espaco para a
colocacéo da chave)

—no nodo em que a chave for inserida, o vetor
deve ser rearranjado (deslocamento de chaves,
dados e subarvores) para a sua correta colocacao

Inclusao em uma ANP

« Exemplo: chave = 18

chave < 54

63 71 88
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Inclusao em uma ANP

« Exemplo: chave = 18

63 71 88

chave <22 e
existe vaga
no nodo!

Inclusao em uma ANP

« Exemplo: chave = 18

deslocamento +
insercéo +
definicdo novo nodo

vazio a direita
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Inclusao em uma ANP

« Exemplo2: chave = 90

chave < 90

Inclusao em uma ANP

« Exemplo2: chave = 90

povoa um nodo vazio, definindo uma - COTCO

subarvore a esquerda e a direita

chave > 88
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Inclusao

Método inclui(ch object, d object);
inicio
indice, i inteiro;

se nroChaves = 0 entdo /* chegou em um nodo vazio */

inicio
subArvore[0] = NOVO ArvoreNariaPesquisa(obtémN());
chave[l] = ch;
dado [1] = d;
subArvore[1] = NOVO ArvoreNariaPesquisa(obtémN());
nroChaves - 1;

fim

senao inicio /* chegou em um nodo com chaves */

fim;

Método inclui(ch object, d object);

inicio IﬂCIUSéO

senao inicio /* chegou em um nodo com chaves */
indice = obtémindice(ch); /* busca posicéo para insercéo */
se indice * 0 e ch = chave[indice] entdo
Excecédo ChaveDuplicada();
se nroChaves < obtémN() — 1 entdo /* existe espaco no nodo */
inicio
para i de nroChaves até indice + 1 faca /* deslocamento */
inicio
chave[i+1] = chaveli];
dado [i+1] = dado[i];
subArvore[i+1] = subArvorelil;
fim;
chave[indice+1] = ch; /* indice aponta para chave anterior */
dado[indice+1] = d; /* porisso, nova chave fica em indice+1 */
subArvore[indice+1] = NOVO ArvoreNariaPesquisa(obtémN());
nroChaves = nroChaves + 1;
fim
sendo /* ndo existe espago no nodo: vai p/ a subarvore DIR da chave anterior */
subArvore[indice].inclui(ch,d);
fim;
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Inclusao em uma ANP

» Etapas do algoritmo:
— busca da chave: O(log,N logyn)
— ajuste vetor chave: O(N)

« Complexidade:
— O(log,N logyn + N)

Exclusao em uma ANP

* Mesmo principio da exclusdo em uma ABP

— se a chave nao possui subarvores ESQ e DIR
vazias, ela € removida e ocorre deslocamento
no vetor para ajustar as chaves e dados
restantes

— se a chave possui subarvores ESQ e/ou DIR
com chaves, ela é trocada com a maior chave
da subarvore ESQ ou a menor chave da

subarvore DIR (processo recursivo — até que a
chave ndo contenha subarvores!)
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Exclusao em uma ANP

« Exemplol: chave =18
—nao ha subarvores ESQ e DIR

ajuste do vetor
(deslocamento de chaves)

Exclusao em uma ANP

« Exemplol: chave =18
—nao ha subarvores ESQ e DIR
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Exclusao em uma ANP

« Exemplo2: chave = 90

— nao ha subarvores ESQ e DIR e a chave é
a unica do nodo

nodo torna-se vazio
(subarvores ESQ e DIR de 90 tornam-se NULL!)

Exclusao em uma ANP

« Exemplo2: chave = 90

— nao ha subarvores ESQ e DIR e a chave é
a unica do nodo

SEXDICCEDICEE
Go b =
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Exclusao em uma ANP

« Exemplo3: chave =54

— existem subarvores ESQ e DIR: a chave é
trocada com o maior chave na ESQ

Exclusao em uma ANP

« Exemplo3: chave =54

— a chave ainda possui subarvore ESQ néo
vazia: nova troca!

y
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Exclusao em uma ANP

« Exemplo3: chave =54
— a chave agora pode ser removida!

Exclusao em uma ANP

« Exemplo3: chave =54
— chave removida!
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Exclusao
Método exclui(ch object);
inicio
indice, i inteiro;
arvAux ArvoreNariaPesquisa;

se nroChaves = 0 entéo /* chegou em um nodo vazio */
Excecdo Chavelnexistente();

indice = obtémindice(ch);

se indice * 0 e ch = chave[indice] entdo /* achou a chave! */

inicio
se subArvore[indice-1].nroChaves > 0 entfo /* se existe ESQ */
inicio
aux = subArvore[indice-1].maior();
trocaValoresMaior(this, indice, aux);
subArvore[indice-1].exclui(ch);
fim

sendo /* verifica se existe DIR */ . ..
fim;

Método exclui(ch object); ~
nicio Excluséo

.. .sendo se subArvore[indice].nroChaves > 0 entdo /* se existe DIR */

inicio
aux = subArvore[indice].menor();
trocaValoresMenor(this, indice, aux);
subArvore[indice].exclui(ch);

fim

sendo inicio /* chave ndo possui ESQ e DIR e pode ser removida */
nroChaves = nroChaves - 1;
para i de indice até nroChaves faca

inicio
chave[i] = chave[i+1];
dado[i] = dadol[i+1];
subArvore[i] = subArvore[i+1];
fim;
chave[i] = NULL; dado[i] = NULL; /* anula a posi¢cao mais a */
subArvore[i] = NULL; [* direita do vetor */
se nroChaves = 0 ent&o subArvore[0] -~ NULL;
fim

sendo subArvore[indice].exclui(ch); /* se ndo achou, vai p/ DIR do */
/* nodo imediatamente anterior */
fim-
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Problema com ANP

 Uma ANP também pode ficar “desbalanceada”!
» Exemplo:
-N=4
— seqUéncia de insercéo: 20-60-90-12-7-18-5-4-6-1-3
20 60 90

* Uma solucéo: usar arvores B!

Arvore B

 Uma arvore B € uma ANP com as
seguintes caracteristicas:
—raiz com 2 <=grau <= N
— outros nodos tém éN/2u<= grau <= N

— nodos vazios estdo todos na mesma
profundidade

grau: numero de subarvores ndo vazias
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Exemplo

2<=grau<=4

nodos vazios na mesma profundidade

Propriedade (P5)

e O numero minimo de chaves em uma
Arvore BAcom N >=2 é 2 &N/20"™ - 1

2.6R20-1=1

2.6/2tt-1=5

27



Implementacao

Classe ArvoreB
Subclasse de ArvoreNariaPesquisa
inicio

pai ArvoreB [];

construtor ArvoreB (N inteiro);

inicio
se N < 2 entdo Excecédo Graulnvalido();
nroChaves - 0;
chave = NOVO Object[N];
dado = NOVO Object[N];
subArvore - NOVO ArvoreNariaPesquisa[N];
pai = NULL;

fim;

fim;

Insercdo em uma Arvore B

 Principio de funcionamento:
—insercao sempre em nodo folha
— se ha espaco no nodo ela é ali inserida

« Caso o0 nodo exceder a sua capacidade:

— divisdo do nodo (Split)

— a chave central (chave split) do nodo
“estourado” é enviada ao nodo pai para ser
la inserida

— 0 processo se repete até que ndo ocorram

mais divisdes ou que seja criada uma nova
raiz (arvore cresce para cima)
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Exemplos de Inclusao

chave = 35 @

“estourou”!

Exemplos de Inclusao

SPLIT(nodo)

insere chaveSPLIT

no nodo pai
\70
chaveSPLIT =70

“estourou’! nodo E mantém-se Nodo E  nodo D
como nodo filho! novos nodos tém

grau = éN/2u

@ chave = 45

nodo E nodoD
nodo D torna-se
subarvore D da chaveSPLIT!
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Exemplos de Inclusao

SPLIT(nodo)

“estourou”!

Exemplos de Inclusao

SPLIT(nodo)

“estourou”!
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Exemplos de Inclusao

chaves=1,5¢e 12

SPLIT(nodo)
chaveSPLIT = 10

“estourou” no nodo pai
e ele é araiz!

SPLIT(raiz)

chaveSPLIT =35
criauma nova
raiz!!
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Exerciclos

1. Dado N =5, mostre como fica uma arvore
B apds cada uma das seguintes insercoes
de chaves: 20, 10, 40, 50, 30, 55, 3, 11, 4,
28, 36, 33, 52, 17, 25, 13, 45, 9, 43, 8, 48
2. Implementar na classe ANP:
e Método maior() retorna ANP;
* Método menor() retorna ANP;

* Método trocaValoresMaior(arvl ANP, indice
inteiro, arv2 ANP);

» Método totalChaves() retorna inteiro;

Exclusdo em uma Arvore B

 Principio inicial de funcionamento:
— similar a exclusdo na ANP
— pesquisa na arvore pela chave informada

— se a chave nao possui subarvores ESQ e DIR
entdo remove a chave e faz deslocamento das
chaves no vetor

—senéo, troca a chave pela maior chave na
subarvore ESQ ou pela menor chave na
subarvore DIR e recursivamente exclui a chave
na subarvore para a qual ela foi enviada
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Exclusdao em uma Arvore B

» ApOs a remocao, € possivel que o numero
de chaves em um nodo n&o raiz seja menor
que o minimo permitido (éN/2u- 1). Entao:

— se existe nodo irméo a ESQ com nroChaves >
éN/2u- 1, faz rotacaokE:

N=5 @ rotacaok @

0 15>@04045 (60) (10 15> (3040) (50 60)

nodo 60 com capacidade
inferior ao minimo

Exclusdao em uma Arvore B

— senao, se existe nodo irmao a DIR com
nroChaves > é\/2u- 1, faz rotacaoD:

N=5 @ rotacdoD @

@ B> () G Qo 1> (050 (60 70)

nodo 30 com capacidade
inferior ao minimo




Exclusdao em uma Arvore B

— senao (se nao existe nodo irmédo a ESQ nem a
DIR com nroChaves > é\/2u- 1), faz-se
unificacao (merge) de nodos:

10, 30, 80

35 40 50 60

nodo 60 ndo possui irmaos com
nroChaves > éN/20- 1

Exclusdao em uma Arvore B

— A unificacédo (merge) pode se propagar para
mais de um ancestral:

10, 50\ 90

nodo 70 ficou com capacidade
inferior ao minimo!

52 58 60 65




Exclusdao em uma Arvore B

— Quando a unificacdo (merge) se propaga até a
raiz, a arvore reduz a sua altura:

N=5
T
» eYeloxefe
Qeop 975
O O OO O

Exercicio

Considerando a arvore B gerada pelo
exercicio 1, mostre como ela fica apos
cada uma das seguintes exclusdes de
chaves: 20, 33, 4, 50, 30, 55, 11, 40, 28,
36, 10, 52, 17, 25, 13, 45, 9, 43, 8
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