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1. COMBINATORIA

1.1. CONJUNTOS

As idéias basicas da teoria dos conjuntos foram desenvolvidas pelo Matematico Aleméo Ge-
org Cantor (1845-1918) em 1875 mais ou menos.

A palavra conjunto € indefinida. Para escrever um conjunto usam-se chaves. Os elementos de
um conjunto sdo escritos separados por virgula e a ordem em que sdo escritos € irrelevante. Se o con-
junto é infinito usa-se trés pontos paraindicar o fato. O nome de um conjunto € escrito com letra mai-
Gscula, enquanto os dos seus elementos com letra mintscula. Alguns conjuntos tem representagdo es-
pecial como, por exemplo, o0 conjunto dos nimeros naturais: .

O numero de elementos de um conjunto € denominado de nimer o cardinal ou simplesmente
cardinal do conjunto. Representa-se por n(A) elé-se“enede A”.

Em muitas situagOes existe a idéia declarada ou implicita de um universo de discurso. Este
universo inclui todas as coisas em discussédo a um dado tempo. Com conjuntos, o universo do discurso
€ denominado de conjunto universal ou conjunto univer so. Este conjunto € normalmente representa-
do pelaletraU. O conjunto universo pode variar de situagdo para situagao.

A idéia de conjunto universal foi dada pelo logicista John Venn (1834-1923) que desenvol-
veu diagramas de conjuntos conhecidos como Diagramas de Venn. Venn comparou 0 conjunto uni-
Verso ao nosso campo de visdo. Ele mantém as coisas que focamos e ignora tudo o resto.

1.2. OPERACOES COM CONJUNTOS

O complemento de um conjunto A, representado por A ou A’, é o0 conjunto de todos os ele-
mentos de U que ndo séo elementos de A, ou

A ={x|x OUexOA}

A intersecdo dos conjuntos A e B, representada por AnB, € o conjunto formado pelos ele-
mentos comunsaA eaB, ou

AnB={x|xOAexOB}

Dois conjuntos A e B que ndo possuem elementos em comum, isto €, taisque AnB = [0 séo
denominados conjuntos disjuntos.

A unido de dois conjuntos A e B, representada por AUB, é o conjunto de todos os elementos
pertencentes tanto a A quanto aB, ou

AUB={x|x OAoux OB}

A diferenca entre os conjuntos A e B, escrita A - B, € 0 conjunto de todos os elementos que
pertencem ao conjunto A e ndo ao B, ou

A-B={x|x OAexOB}

Observacdo: Ao escrever um conjunto que contém vérios elementos, a ordem em que os ele-
mentos aparecem ndo é relevante. Por exemplo, { 5,1} ={ 1, 5}. No entanto, existem muitas situa-
¢cBes na Matemética onde a ordem de dois ou mais objetos € importante. Isto leva aidéia de par orde-
nado. Quando escrever um par ordenado use parénteses ao inves de chaves que sao reservadas para es-
crever conjuntos.

No par ordenado (a, b), “a’ é denominado de primeira componente e “b” é chamada de se-
gunda componente. Em geral (a, b) # (b, a).

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 5
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AssmAxB={ (a b)|alAebOB}.

Note-se que AxB ndo é igual a BxA, embora a ordem em gue 0s pares sdo escritos dentro de
cada conjunto ndo sejaimportante, o que importa € a ordem dentro do par e ndo entre pares.

Sen(A) =aen(B) = b entdo n(AxB) = ab.

1.3. APLICACOES DOSDIAGRAMASDE VENN

Os diagramas de Venn podem ser usados para ilustrar propriedades das operagdes entre con-
juntos. Por exemplo, verificar que a operagdo entre conjuntos A - B éigual aAnB’

Outras propriedades que podem ser verificadas através dos diagramas sdo:

As leis de De Morgan (em homenagem ao 16gico Britanico Augustus de Morgan (1805-
1871)):

(AnB) =A’UB’
(AUB) =A’'nB’ U

Propriedade comutativa: ‘
AUB = BUA
AnB=BnA “‘
Propriedade associativa: ’
(AUB)UC = AU(BUC)

(AnB)nC=An(BnC)
Propriedade distributiva:
An(BUC) =(AnB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB) n(AUC)
Propriedades daidentidade:
AUO =A

AnU=A

Figura1.1- Exemplo deum diagramadeVenn

1.4. FATORIAL

Um professor comprou 5 novos livros e quer colocélos lado alado em uma estante. Quantos
maneiras diferentes existem de colocar 0s 5 livros?

Para 0 primeiro espaco, existem 5 escolhas possiveis, uma para cada livro. Uma vez colocado
o primeiro livro, restam 4 escolhas para 0 segundo espago e assim por diante. Entdo o nimero de es-
colhas diferentes & 5.4.3.2.1 = 120. Este tipo especia de multiplicagdo tem um simbolo proprio: 5.
De um modo geral se dispomos de um nimero n, entdo o produto acima é representado por n! e é lido
“enefatoria”, isto &

nt=n(n-1)(n-2)..321 etém-setambém que0! =1

A relacdo n! = n(n-1)! poderd ser Util em algumas situagoes.

1.5. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (PRINCIPIO MULTIPLICATIVO)

Suponha que se possa fazer “n” escol has independentes com:

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 6
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*m; maneiras de fazer aescolha 1,
*m, maneiras de fazer aescolha 2,

* M, maneiras de fazer a escolhan.
Entdo existem my.m,. ... .m, maneiras diferentes de fazer a sequiéncia inteira de escolhas.

Exemplo 1.1

Um antigo trabalho da filosofia chinesa conhecido como | Ching (Livro das Mutacfes) € as
vezes usada como um oraculo do qual as pessoas podem procurar e obter conselhos. A filosofia des-
creve a dualidade do universo em termos de duas forgas primarias. yin (passiva, escura, receptiva) e
yang (ativa, brilhante, criativa). A energia yin é representada por uma linha pontilhada (---) e a yang
por uma linha solida (O ). Estas linhas sdo escritas uma sobre as outras em grupos de trés, denomina-
das de triagramas. Por exemplo, o triagrama € chamado de Tui, o “Joyous’, e € aimagem de um
lago. —

(a) Quantos triagramas diferentes existem?

(b) Os triagramas sdo agrupados juntos, um sobre o outro, em pares conhecidos como, hexa-
gramas. Cada hexagrama representa um aspecto dafilosofial Ching. Quantos hexagramas existem?

(a) A escolhareside entre duas linhas para cada uma das 3 posi¢des do triagrama. Existem du-
as escol has para cada posi¢ao e como sdo 3 posi¢oes, existem entdo: 2.2.2 = 8 triagramas diferentes.

(b) Para cada posi¢cdo no hexagrama, existem 8 possivels triagramas, dando entéo: 8.8 = 64
hexagramas.

1.6. PERMUTACOES (ARRANJOS)

Uma permutacdo consiste do nimero de possiveis maneiras de arranjar, ou ordenar, certos
conjuntos de objetos. Embora o principio fundamental da contagem pode ser aplicado a questées de ar-
ranjar, é possivel desenvolver uma abordagem mais eficiente.

O numero de permutacdes de “n” objetos distintos tomados em grupos de “r”, onde “r” € me-
nor que “n” é representado por P(n, r). Aplicando o principio fundamental da contagem a agrupamen-
tos deste tipo, tem-se:

P(n,n=n(n-1)(n-2)..[n-(r-21).
Simplificando o ultimo fator acima vem:

O numero de permutagdes , ou arranjos, de “n” objetos distintos, tomados “r” a cada
vez, onder € n, édado por:

P(n,r)=n(n-1)(n-2)...(n-r +1).

Exemplo 1.2

Calcular cada permutacéo:

P(4,2)=43=12

P(7,3) =7.6.5=210

P(5, 5) =5.4.3.2.1= 120 = 5!

O numer o de per mutacdes pode ser expresso em funcéo do fatorial da seguinte forma:
P(n,r)=n!/(n-r)!

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 7
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1.6.1. PERMUTAGOES (ARRANJOS) COM ITENS DUPLICADOS

Permutactes também podem ser realizadas com itens duplicados. Por exemplo, de quantas
maneiras diferentes pode-se arranjar a palavra zoo? (A idéiaagui € que o conjunto, das letras, da pala-
vra zoo, contém dois elementos “0” indistinguiveis, ndo que um Unico “0” é repetido. Desta forma, se
esta lidando com itens duplicados e ndo com repeticdes. Uma vez que, dois “0” podem ser arranjados
em 2! diferentes maneiras, 0 nUmero de arranjos diferentes (ou distinguiveis) €

3!/ 2! =3 (zoo, 0zo, 002)

Destaforma, pode-se definir:

Se uma colegédo de “n” objetos contém n; que sdo idénticos, outros, n, que sdo idénticos
entre si, mas diferentes dos primeiros n; e assim sucessivamente , até ng, entdo o numero de ar-
ranjos distinguiveisdetodos os“n” objetos é dado por:

n! / (nIngl...ny!)

Exemplo 1.3
Quantos arranjos distintos podem ser feitos com as letras da palavra “ estatistica’ ?

Neste caso tem-se um total de 11 letras, das quaisn; = 2 (0 “S” ocorre duas vezes), n, =3 (0
“t” ocorre 3 vezes), n3 = 2 ( 0 “a’ ocorre duas vezes) en, = 2 (aletra“i” ocorre duas vezes). Entéo,
existem:

11! /2! 31 2! 21 = 831 600 arranjos distintos de letras da palavra “ estatistica’ .

1.6.2. PERMUTACOES (ARRANJOS) COM REPETIGCAO

Considere-se “n” elementos tomados “r’ a “r”, onde sdo permitidas as repeticoes, isto &, o
mesmo elemento pode ocorrer mais de umavez. Entdo o nimero de permutacfes (arranjos), ndo neces-
sariamente distintos, € dado por: n', isto &

P(n,r)=n'

Exemplo 1.4

Uma urna contém bolas vermel has, brancas e pretas. Uma bola € extraida e apds anotada a sua
cor volta para a urna. Entdo uma segunda bola € extraida e anotada igualmente a cor. Quantas sdo as
possiveis sequiéncias de cores observadas?

Como cada extragdo fornece uma cor entre { V, B, P} o numero de seqliéncias possive's €,
pelo principio fundamental da contagem: 3.3=3*=09.

1.7. COMBINACOES.

Existem certos arranjos onde a ordem entre os elementos ndo é importante, por exemplo, para
calcular a probabilidade de acertar a sena, a quina, etc. ndo € necessario saber a ordem em que 0s nu-
meros foram sorteados, mas apenas a combinacdo de nimeros. Permutacfes (arranjos) onde a ordem
ndo interessa sdo denominadas de combinagoes.

O nimero de combinagdes de “n” objetos tomados em grupos de “r” € representado por C(n,

r) ou por: @ .

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 8
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O numer o de combinacges, ou subconjuntos, de “n” objetos tomados em gruposde “r”,
onder <n édado por:

C(n,r)=P(n,r)/rl=n!/rl(n-r)!

Exemplo 1.5

Uma forma comum de poquer consiste em maos (conjuntos) de cinco cartas cada, retiradas de
um baralho padréo de 52 cartas. Quantas maos diferentes sdo possiveis?

Neste caso a ordem néo é importante, pois uma dada méo de cartas depende apenas das cartas
gue ela contém e ndo da ordem especifica que elas foram dadas. Neste caso, entéo, aplica-se o conceito
de combinacéo:

Assim C(52, 5) = 52! / 51.47! = 2 598 960.

1.8. O TEOREMA BINOMIAL.

Avaliar aexpressio (x + y)" paravérios valores de “n” fornece uma familia de expressies, de-
nominadas de expansao binomial, que sdo importantes na Matematica, principamente na teoria pro-
babilistica. Algumas expansdes de (x + )" estdo listadas abaixo.

(x+y)'=x+y

(x+y)*=x*+2xy +y°

(X +y)°=x°+3x%y + 3xy* +y°

(x +y)* = x* + &y + 6x3y% + 4Axy® + y*

Examinando estas expressdes pode-se identificar um padréo, que pode ser escrito como:

e e N e A e W i W

Um outro método de encontrar os coeficientes dos termos da expansdo binomial é dado pelo
triangulo de Pascal (ou Tartaglia, de acordo com NOG75), onde cada nimero no tridngulo pode ser
encontrado somando-se 0s dois nimeros imediatamente superiores a ele. Veja-se o exemplo, abaixo,
mostrando uma parte do triangulo.

1
11
121
1331
14641
1510 10 51
1615 20 156 1

Pode-se observar que a soma de cada linha do tridngulo acima é 2" onde n € o niimero da li-
nha. Assim para a primeira linhatem-se 1 = 2°, paraasegunda: 1 + 1 = 2%, paraaterceiral + 2 + 1 =
22 e assim por diante.

Este tridngulo expresso como coeficientes fica:

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 9
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Note que a primeira linha do triangulo contém os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)°.
A segunda linha do triangulo contém os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)*. A terceiralinha
do triangulo contém os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)? e assim por diante.

Pelo triangulo fica facil verificar a validade da relagio de Stiefel: (”j _ (”'ﬂ + (”'1] para

r r r-1

E também que: @ = ( n j

n-r)’

A propriedade vista de que a soma das linhas € igual a 2" pode ent&o ser expressa como:

A
r=o\ I

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 10
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2. PROBABILIDADE

2.1. INTRODUCAO

A ciéncia manteve-se até pouco tempo atras, firmemente apegada a lei da “causa e efeito”.
Quando o efeito esperado ndo se concretizava, atribuia-se o fato ou a uma falha na experiéncia ou a
uma falha na identificagdo da causa. N&o poderia haver quebra da cadeia l6gica. Segundo L aplace (Pi-
erre Simon) uma vez conhecidas a vizinhanga, a velocidade e a diregdo de cada &omo no universo,
poder-se-ia, a partir dai, predizer com certeza, o futuro até a eternidade.

Sabe-se hoje, através do principio daincerteza, que ndo é bem assim. Que ndo existem meios
gue permitam determinar os movimentos dos elétrons individuais se conhecido a sua velocidade, con-
forme o estabelecido em 1927, pelo fisico deméo W. Heinsenberg.

2.2. MODELOS

Conforme J. Neymann, toda a vez que se emprega Matematica com a finalidade de estudar
algum fendbmeno deve-se comegar por construir um modelo matemético. Este modelo pode ser: deter -
ministico ou entdo probabilistico.

2.2.1. MODELO DETERMINISTICO

Neste modelo as condi¢des sob as quais o experimento € executado, determinam o resultado
do experimento. Tome-se, por exemplo, alei de Ohm, V = I.R. Se R e | forem conhecidos, entdo V
estara precisamente determinado.

2.2.2. MODELO NAO-DETERMINiSTICO OU PROBABILISTICO

E um modelo em que de antem&o ndo é possivel explicitar ou definir um resultado particular.
Este modelo é especificado através de uma distribuicio de probabilidade. E utilizado quando se tem
um grande nimero de varidveis influenciando o resultado e estas variaveis ndo podem ser controladas.
Tome-se por exemplo, o langamento de um dado onde se tenta prever o nimero da face que ira sair, a
retirada de uma carta de um baralho, etc.

O modelo estocastico é caracterizado como um modelo probabilistico que depende ou varia
com o tempo.

2.3. EXPERIMENTO ALEATORIO (NAO-DETERMINISTICO)

N&o existe uma definicdo satisfatoria de Experimento Aleatorio. Por isto é necessario ilustrar
0 conceito um grande nimero de vezes para que a idéia fique bem clara. Convém lembrar que os
exemplos dados sdo de fenbmenos para 0s quais model os probabilisticos séo adequados e que por sim-
plicidade, sGo denominados de experimentos aleatdrios, quando, de fato, o que deveria ser dito é “mo-
del o ndo-deterministico aplicado a um experimento”.

Ao descrever um experimento aleatdrio deve-se especificar ndo somente que operagao ou pro-
cedimento deva ser realizado, mas também o que é que devera ser observado. Note-se a diferenca entre
E, eEs.

E;: Joga-se um dado e observa-se 0 niUmero obtido na face superior.

E,: Joga-se uma moeda 4 vezes e 0 observa-se 0 nimero de caras obtido.

Es: Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se a sequéncia de caras e coroas.

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 11



SERIE: Probabilidade

INTRODUCAO

E4: Um lote de 10 pecas contém 3 defeituosas. As pegas sdo retiradas uma a uma (sem reposi-
cdo) até que a Ultima defeituosa seja encontrada. Conta-se 0 nimero de pegas retiradas.

Es: Umalampada nova € ligada e observa-se o tempo gasto até queimar.

Es: Lanca-se uma moeda até que ocorra uma cara e conta-se entdo o nimero de lancamentos
NEecessarios.

E7: Lancam-se dois dados e anota-se o total de pontos obtidos.

Es: Lancam-se dois dados e anota-se 0 par obtido.

Caracteristicas dos Experimentos Aleatorios

Observando-se os exempl os acima pode-se destacar algumas caracteristicas comuns:

1. Podem ser repetidos indefinidamente sob as mesmas condi ¢oes.

2. N&o se pode adiantar um resultado particular, mas pode-se descrever todos os resultados
possiveis

3. Serepetidos muitas vezes apresentardo uma regularidade em termos de frequéncia de re-
sultados.

2.4. O ESPACO AMOSTRAL

2.4.1. DEFINICAO

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatdrio. Anota-se por S, E
ou Q.

Exemplo 2.1

Determinar o espaco amostra dos experimentos anteriores. S refere-se ao experimento E;.

$1={12234,56}

$={0,1234}

Ss = { cccc, ceck, ccke, ckee, keee, cckk, kkee, ckek, keke, keek, ckke, ckkk, kckk, kkck,

kkkc, kkkk }

$,={3,456,789,10}

S={tl /t=0}

S$={12345,..}

$:={234,56,7,8,9,10,11, 12}

Se={ (1,1),(12),(13),(14),(15),(16)

(2,1),(2,2),(2,3),(24,(2,5), (2 6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
4,1),4,2),(4,3),(4,49,(4,5), (4,6)
(5,1), (5,2, (5,3), (5 4, (5,5), (5 6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(65),(6,6) }

Ao descrever um espago amostra de um experimento, deve-se ficar atento para o que se esta
observando ou mensurando. Deve-se falar em “um” espago amostral associado a um experimento e ndo
de “0” espago amostral. Deve-se observar ainda que nem sempre os elementos de um espago amostral
s80 nUmeros.
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2.4.2. CLASSIFICACAO DE UM ESPACO AMOSTRA

Um espaco amostral, conforme exemplos anteriores pode ser classificado em:
(a) Finito. S8o0 osespagos. S, Sy, Ss, Su, ST e S
(b) Infinitos. (i) Enumeréaveis (ou contéveis): Sg

(it) Ndo-enumeraveis (ou ndo contaveis): Ss

2.5. EVENTOS

DEFINICAO:

Qualquer subconjunto se um espago amostra S é denominado evento.
Assim tem-se que:

S é 0 evento certo;

{ a} éoevento elementar e

[0 € 0 evento impossivel.

Convém observar que tecnicamente todo subconjunto de um espago amostra € um evento ape-
nas quando ele for finito ou, entdo, infinito enumeravel. Se o espaco amostra € infinito ndo-enumeravel
€ possivel construir subconjuntos que ndo sao eventos. Se S e finito, isto &, #(S) = n entdo o0 numero de
eventos possiveis é #P(A) = 2"

2.5.1. COMBINACAO DE EVENTOS

Pode-se realizar operacdes entre eventos da mesma forma que elas sdo realizadas entre con-
juntos. Antes de definir as operagfes € conveniente conceituar 0 que se entende por ocorréncia de um
evento.

Seja E um experimento com um espago amostra associado S. Seja A um evento de S. E dito
gue o evento A ocorre se realizada a experiéncia, isto €, se executado E, o resultado for um elemento
deA.

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espago amostra S. Diz-se que ocorre o evento:
1. A unido B ou A soma B, anotado por A[1B, se e somente se A ocorre ou B ocorre.

— AOB

2. A produto B ou A intersegdo B, anotado por AnB ou AB, se e somente A ocorre e B ocor-
re.

|_——— AnB

]

3. A menos B ou A diferenga B, anota-se A - B, se e somente se A ocorre e B nao ocorre.
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4. O complementar de A, anotado por A, A ouaindaA’ se e somente se A nao ocorre.

2.5.2. EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUDENTES

Dois eventos A e B, sdo denominados mutuamente exclusivos ou excludentes, se eles néo pu-
derem ocorrer juntos, isto é, se AnB =[.

CO.G)

2.6. CONCEITOSDE PROBABILIDADE

Existem trés formas de se definir probabilidade. A definicéo classica, adefinicéo freqlencia e
a definicdo axiomatica.

2.6.1. DEFINICAO CLASSICA DE PROBABILIDADE

Seja E um experimento aeatdrio e S um espaco amostra associado formado por “n” resultados
igualmente provaveis. Sga A [1 S um evento com “m” elementos. A probabilidade de A, anotada por
P(A), 1&-se pe de A, é definida como sendo:

P(A)=m/n
Isto &, a probabilidade do evento A é o quociente entre 0 nimero “m” de casos favoraveis e o
nimero “n” de casos possivels.

Exemplo 2.2

Calcular a probabilidade de no lancamento de um dado equilibrado obter-se:
(&) Umresultado igual a 4.

(b) Um resultado impar.

S={1,23456} n=#S =6
@A={4} m=#A)=1lentdo PA)=m/n=1/6=1667%
(0)B={1,35} m=#B)=3entdo PB)=m/n=3/6=50%

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 14



SERIE: Probabilidade

INTRODUCAO

Critica a definicao classica

(i) A definicdo classica é dubia, j& que aidéa de “igualmente provavel” € a mesma de “com
probabilidade igual”, isto é, a defini¢do é circular, porque esta definindo essencia mente a probabilida-
de com seus proprios termos.

(ii) A definicdo ndo pode ser aplicada quando o espaco amostral € infinito.

2.6.2. A DEFINICAO DE PROBABILIDADE COMO FREQUENCIA RELATIVA

Na prética acontece que nem sempre € possivel determinar a probabilidade de um evento.
Neste caso é necessario ter um método de aproximacao desta probabilidade. Um dos métodos utiliza-
dos é a experimentacéo que objetiva estimar o valor da probabilidade de um evento A com base em
valores reais. A probabilidade avaliada através deste processo € denominada de probabilidade empiri-
ca

Frequénciarelativa de um evento

Seja E um experimento e A um evento de um espago amostra associado ao experimento E.
Suponha-se que E sgja repetido “n” vezes e sgja“m” 0 nimero de vezes que A ocorre nas “n” repeti-
cOes de E. Entdo afrequénciarelativa do evento A, anotada por fra, € 0 quociente:

fra = m/ n = (nimero de vezes que A ocorre) / (nimero de vezes que E é repetido)

Exemplo 2.3

(1) Umamoedafoi lancada 200 vezes e forneceu 102 caras. Entdo a frequénciarelativa de “ca
ras’ &

fra =102/200=0,51=51%

(i) Um dado foi langado 100 vezes e a face 6 apareceu 18 vezes. Ent&o a frequéncia relativa
doevento A ={ face6} &

fra=18/100= 0,18 = 18%

Propriedades da freqtiéncia relativa

Seja E um experimento e A e B dois eventos de um espaco amostra associado S. Sejam fra e
frg asfreguiénciasrelativas de A e B respectivamente. Ent&o.

() 0<fra<1,isto € afreqiénciarelativado evento A € um nimero que variaentre O e 1.

(i) fra = 1 se e somente se, A ocorre em todas as“n” repeticoes de E.

(iii) fra = 0, se e somente se, A nunca ocorre nas “n” repeticdes de E.

(iv) fraus = fra + frg se A e B forem eventos mutuamente excludentes.

Definicéo

Seja E um experimento e A um evento de um espaco amostra associado S. Suponhamos que E

€ repetido “n” vezes e sgja fra a fregiiéncia relativa do evento. Entéo a probabilidade de A € definida
como sendo o limite de fra quando “n” tende ao infinito. Ou sgja

P(A) = lim fra

n- o

Deve-se notar que a frequéncia relativa do evento A € uma aproximacdo da probabilidade de
A. As duas se igualam apenas no limite. Em geral, para um valor de n, razoavelmente grande a fra é
uma boa aproximacao de P(A).
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Critica a definicao frequencial

Esta definicdo, embora Gtil na prética, apresenta dificuldades mateméticas, pois o limite pode
ndo existir. Em virtude dos problemas apresentados pela defini¢do classica e pela definicdo freqlenci-
al, foi desenvolvida uma teoria moderna, na qual a probabilidade € um conceito indefinido, como o
ponto e areta 0 sG0 na geometria.

2.6.3. DEFINICAO AXIOMATICA DE PROBABILIDADE

Seja E um experimento aleatdrio com um espaco amostra associado S. A cadaevento A 0 S
associa-se um numero real, representado por P(A) e denominado “probabilidade de A”, que satisfaz as
seguintes propriedades (axiomas):

H0<sPA)<1;

(i) P(S) = 1;

(iii) P(AUB) = P(A) + P(B) se A e B forem eventos mutuamente excludentes.

(iv) Se A1, Ay ..., Ay, ..., forem, dois a dois, eventos mutuamente excludentes, entdo:

P(UA) = SP(A)
i=1 i=1

Conseguiéncias dos axiomas (propriedades)
()P(@)=0

SgjaA [0 Sentédotem-seque And =0, isto & A e [ sdo mutuamente excludentes. Entao:

P(A) = P(AID ) = P(A) + P(0), pela propriedade 3. Cancelando P(A) em ambos os lados da
igualdade segue que P(1) = 0.

(i) Se A e A sdo eventos complementares ent3o:

P(A) +P(A)=10uP(A)=1-P(A)

Tem-sequeAn A =0 eAdA =S. Entéo:

1=P(S)=P(AOA) =P(A) + P(A ), pela propriedade 3.

(iii) Se A O B entéo P(A) < P(B)

Temse B=AOMB-A)eAn(B-A)=0

Assm P(B) = P(ATJ(B - A)) =P(A) + P(B - A) ecomo P(B - A) = 0 segue que:
P(B) = P(A)

(iv) Se A e B sdo dois eventos quaisguer entdo:

P(A - B) =P(A) - P(AnB)

A:(A -B)O(AnB)e(A-B) n(AnB)=0

Logo P(A) =P((A - B)U(AnB)) =P(A - B) + P(AnB). Do que segue:
P(A - B) =P(A) - P(AnB).
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(v) Se A e B sdo dois eventos quaisquer de S, entdo:

P(ACB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

ADB: (A-B)OBe(A-B)nB=010 Tem-se entéo:

P(AOB) = P((A - B)UB) = P(A - B) + P(B) = P(A) + P(B) - P(AnB), pela propriedade (iv).

(vi) P(AOBOC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(ANC) - P(BNC) + P(ANBN C)

Faz-se BOC = D e aplica-se a propriedade (v) duas vezes.
(vii) Se A1, Ay, ..., A, s80 eventos de um espago amostra S, entdo: P(A10AL0...0A,) =
n n n n +
PUA)=2ZP(A)*T X P(AInA) + X PAINANA)T ...+ -D*'P(A1nA2N...nA,)

i=1 i=1 i<j=2 i<j<r=3

2.7. PROBABILIDADE CONDICIONADA E INDEPENDENCIA

Suponha-se que se quer extrair duas pegas a0 acaso de um lote que contém 100 pecgas das
quais 80 pegas sdo boas e 20 defeituosas, de acordo com os critérios (a) com reposicdo e (b) sem repo-
sicdo. Define-se 0s seguintes eventos:

A ={ A primeirapeca édefeituosa} e B ={ A segundapecaé defeituosa}.

Ent&o, se aextragdo for com reposicéo P(A) = P(B) =20/ 100 = 1/ 5 = 20%, porgue existem
20 pegas defeituosas num total de 100.

Agora se aextragdo for sem reposicao tem-se ainda que P(A) = 20/ 100 = 20%, mas 0 mesmo
ndo € verdadeiro para P(B). Neste caso, é necessario conhecer a composicéo do lote no momento da
extracdo da segunda peca, isto €, € preciso saber se a primeira peca retirada foi ou ndo defeituosa.
Neste caso € necessario saber se A ocorreu ou ndo. O que mostra a necessidade do conceito de proba-
bilidade condicionada.

2.7.1. DEFINICAO

Sejam A e B dois eventos de um espaco amostra S, associado a um experimento E, onde
P(A) > 0. A probabilidade de B ocorrer condicionada a A ter ocorrido, sera representada por P(B/A), e
lida como: “probabilidade de B dado A” ou “probabilidade de B condicionadaa A”, e calculada por:

P(B/A) =P(AnB)/ P(A)
No exemplo acima, entdo P(B/A) = 19/ 99, pois se A ocorreu (isto €, se saiu peca defeituosa
na primeiraretirada) existirdo na urna apenas 99 pecas das quais 19 defeituosas.

Sempre que se calcular P(B/A) esta se calculando a probabilidade de ocorréncia do evento B
em relagdo ao espago amostra reduzido A, ao invés de fazé-lo em relaco ao espago amostral original
S.

Quando se calcula P(B) esta se calculando a probabilidade de estar em B, sabendo-se que se
esta em S, mas quando se calcula P(B/A) esta calculando a probabilidade de B, sabendo-se que se esta
em A agoraendo maisem S, isto &, o espaco amostraficareduzido de S paraA.

E simples verificar as seguintes propriedades de P(B/A) para A fixado:
()0 P(B/A) <1,

@iy P(SA) =1,

(iii) P(B1OB2/A) =P(B1/ A) + P(B2/ A) se B1 nB, = [
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(iv) P(B1OB, /A) = P(B1/A) + P(B2/A) + ... e Bi nBj =0 parai #].
Observe-se que estas propriedades séo idénticas aos axiomas de probabilidade.

Pode-se também comparar P(A/B) e P(A). Para tanto considere-se 0s quatro casos ilustrados
nos diagramas abaixo:

Tem-se:

(a) P(A/B) =0, porque A ndo podera ocorrer se B tiver ocorrido.

(b) P(A/B) =P(AnB) / P(B) =[P(A) / P(B)] = P(A), jAque P(A) < P(B), poisA [ B.
(c) P(A/B) =P(AnB)/P(B) =[P(B)/P(B)] =1=P(A).

(d) Neste caso nada se pode afirmar sobre o relacionamento entre P(A/B) e P(A).

a)AnB=0 (b)AOB (o BOA (d) Caso geral

o6 Ao

2.7.2. TEOREMA DA MULTIPLICACAO

Com o conceito de probabilidade condicionada é possivel apresentar uma maneira de se cal-
cular a probabilidade da intersecdo de dois eventos A e B em funcéo destes eventos. Esta expresséo €
denominada de teorema da multiplicagéo. P(AnB) = P(A).P(B/A) = P(A/B).P(B)

2.7.3. INDEPENDENCIA DE DOIS EVENTOS

Sejam A e B dois eventos de um espagco amostra S. A e B s&o ditos independentes se a pro-
babilidade de um deles ocorrer ndo afetar a probabilidade do outro ocorrer, isto €, se:

P(A/B) = P(A) ou

P(B/A) = P(B) ou ainda se

P(AnB) = P(A).P(B)

Qualquer uma das 3 relagdes acima pode ser usada como defini¢cdo de independéncia.

Exemplo 2.4

[MEY 78] Trés componentes C,, C,, e Cs, de um mecanismo sd0 postos em série (em linha
reta). Suponha que esses componentes sejam dispostos em ordem aleatéria. SejaR o evento { C, estaa
direitade C; }, esgjaS o evento { C; estdadireitade C; }. Os eventos R e S sdo independentes? Por
qué?

Para que R e S sgjam independentes deve-se ter:

P(RNS) = P(R).P(S).

O espago amostra para este caso &

S={ CiCCs, C1C3C;,, CoC1C3, CoC3Cy, C3C41Co, C3C,Cy }
As seguéncias em gque C, esta a direita de C, séo:

R= { C,C,C3, C1C3C,, C3C1Co } Logo: P(R) =3/6 =50%
As seguéncias em gque Cs esta a direita de C; séo:
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S={ C,C.Cs, C,C3C;, C,C1C3}. Logo

P(S) = 3/6 = 50%

As seguéncias em gque C; esta adireitade C; e C; estatambém a direita de C; sdo:
RnS={ C,C,C3, C1C3C, }. Logo

P(RnS) =2/6 = 1/3 =33,33% # P(R).P(S) = 0.5.0,5= 0,25 = 25%

Portanto os eventos R e S ndo sdo independentes.

2.7.4. TEOREMAS DA PROBABILIDADE TOTAL E DE BAYES

O conceito de probabilidade condicionada pode ser utilizado para calcular a probabilidade de
um evento simples A ao invés da probabilidade da intersecdo de dois eventos A e B. Para tanto € ne-
cessario o conceito de particdo de um espagco amostra.

Definicao
Diz-se que os conjuntos A1, Ao, ..., A, eventos de um mesmo espaco amostra S, formam uma
particéo deste espaco se:
(@ AinAj=0, paratodoi #j. Al
(0)ALOA,... DJA,=S
(c) P(A)) >0, paratodo i

Exemplo 2.5

Considere-se 0 espaco amostra obtido pelos nimeros das faces no langcamento de um dado
equilibrado e sejam os eventos:

A1={123} A, ={45}eA3={6}
Entdo, pode-se verificar facilmente que, os eventos acima formam um particdo do espaco
amostraS={1,2,3,4,5,6}.

Teorema da probabilidade total

Considere-se um espaco amostraS e As, Ao, ..., A, uma particdo deste espaco amostra. Seja B
um evento de S. Entéo B, pode ser escrito como (A figuraacimailustra a particdo com n = 8):

B=BnA)OBNA)D..0BNA)

E claro que, alguns destes conjuntos B n A;, poderdo ser vazios, mas isto ndo representa ne-
nhum problema na decomposicéo de B. O importante € que todos os conjuntosB n A3, B n Ay, ..., B
n A, sdo dois a dois mutuamente excludentes. E por isto, pode-se aplicar a propriedade da adicdo de
eventos mutuamente excludentes e escrever.

PB)=P[BnA)OBnA)O..OBNA)]=PBnA)+PBnA)+...+PBn A
Mas cada um dos termos P(B n A)) pode ser escrito naforma:

P(B n A)) = P(A)).P(B/A)), pela definicdo de probabilidade condicionada, obtém-se entéo o
denominado teorema da probabilidade total:

P(B) = P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(BIAL) + ... + P(An).P(B/A,)
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Exemplo 2.6

Uma determinada pega € manufaturada por 3 fébricas: A, B e C. Sabe-se que A produz o do-
bro de pecas que B e que B e C produzem o mesmo numero de pecas. Sabe-se ainda que 2% das pegas
produzidas por A e por B sdo defeituosas, enquanto que 4% das produzidas por C séo defeituosas. To-
das as pegas produzidas sdo misturadas e colocadas em um depdsito. Se do depdsito for retirada uma
peca ao acaso, qual a probabilidade de que ela seja defeituosa?

Considerem-se 0s seguintes eventos:

D ={ A peca é defeituosa }, A = { A pecaprovém dafabricaA }, B = { A peca provém da
maquinaB } e C ={ A pecaprovém daméquinaC}.

Tem-se entéo que: P(A) = 50%, P(B) = P(C) = 25%, uma vez que s existem as 3 fébricas e
gue A produz o dobro de B e esta por sua vez produz a mesma quantidade que C. Sabe-se também que
P(D/A) = P(D/B) = 2% e que P(D/C) = 4%.

Pela teorema da probabilidade total pode-se escrever que:

P(D) = P(A).P(D/A) + P(B).P(D/B) + P(C).P(D/C) = 0,5.0,02 + 0,25.0,02 + 0,25.0,04 =
2,50%, pois A, B e C formam uma particéo do espaco amostra S.

Teorema de Bayes

Suponha-se que no exemplo acima, uma peca € retirada do depdsito e se verifica que é defei-
tuosa. Qual a probabilidade de que tenha sido produzida pela fabrica A? ou B? ou ainda C?

Neste caso, 0 que se quer calcular é a probabilidade condicionada P(A/D).

Pela notacdo ja vista acima, e generalizando a questdo 0 que se esta interessado em obter € a
probabilidade de ocorréncia de um dos A; dado que B ocorreu, isto €, 0 que se quer € saber o valor de
P(Ai / B), onde os eventos Ay, A, ..., A, formam uma particéo de S e B € um evento qualquer de S.

Aplicando a definicéo de probabilidade condicionada segue que:
P(Ai / B) = P(Ai n B) / P(B) = P(A)).P(B / A)) / P(B), onde P(B) é avaliado pelo teorema da
probabilidade total. Este resultado € conhecido como teorema de Bayes. Assim:

P(Ai/ B) = P(A)).P(B/ A/ [P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/A2) + ... + P(An).P(B/An)]

Exemplo 2.7

Considerando a pergunta acima vem entao:

P(A / D), isto é a probabilidade de ter sido produzida pela maguina A dado que a peca é de-
feituosa &

P(A / D) = P(A). P(D / A) / P(D) = 0,02.0,50 / (0,5.0,02 + 0,25.0,02 + 0,25.0,04) = 0,40 =
40%
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3. VARIAVEISALEATORIAS

3.1. INTRODUCAO

A0 se descrever 0 espaco amostra de um experimento nota-se que os elementos ndo séo ne-
cessariamente numeros. Assim, por exemplo, no lancamento de duas moedas pode-se ter o seguinte es-
paco amostra:

S={cc, ck, kc, kk }

Contudo, namaior parte das vezes, se esta interessado num resultado numérico, isto €, desgja-
se associar aos elementos do espago amostra S um ndmero real x = X(s). Desta forma formula-se a de-
finicdo:

Seja E um experimento com um espago amostra associado S. Uma funcdo X gue associe a
cada elemento de S (s 0 S) um numero real x = X(s) € denominada variavel aleatoria.

O conjunto formado por todos os valores “X”, isto é, aimagem da variavel aeatdria X, € de-
nominado de conjunto de valores de X e anotado por X(S). Destaforma:

XS ={xO0O/X(s)=x}

Exemplo 3.1

Seja S 0 espaco amostra formado pelas sequiéncias obtidas no lancamento de 3 moedas equili-
bradas. Sgja X avariavel aeatoria definida como sendo 0 nimero de caras da sequéncia, isto €, X(s) =
X = numeros de caras. O conjunto de valores da variavel X € X(S) ={ 0, 1, 2, 3}, pois, neste caso,
tem-se:

X(cce) =0
X(ckk) =1, etc.
Ou entdo:

S | kkk  ckk, kck, kkc cck, cke, kec cce
X9 | 0 1 2 3

Conforme o conjunto de valores umavariavel aleatéria podera ser discreta ou continua.
Se o conjunto de valores for finito ou entéo infinito enumer avel avariavel é dita discreta.

Se o conjunto de valores for infinito ndo enumer avel entdo a variavel é dita continua.

3.2. VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Umavariavel aeatoria X € dita discreta se 0 seu conjunto de valores X(S) éfinito ou entéo in-
finito contével ou enumeravel.

3.2.1. A FUNCAO DE PROBABILIDADE

Seja X umavariavel aeatoria discreta (VAD), isto € com X(S) finito ou infinito enumeravel,
definida num espaco amostral S. A cada resultado x; de X(S) associa-se um numero f(x;) = P(X = x;)
denominado probabilidade de x; e tal que satisfaz as seguintes propriedades.

f(x;) = 0, paratodo “i".
2f(x) =1
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A funcdo “f” assim definida € denominada de funcéo de probabilidade de X

A colecdo dos pares (xi, f(x;)) parai = 1, 2, 3, ... € denominada de distribuicdo de probabili-
dadedaVAD X.

Note-se que f(x) = P(X =x) = P{{ s S/ X(s) =x }) Destaforma quando se calculaf(x) esta
se calculando, narealidade, a probabilidade do evento{ s(0S/ X(s)=x} OS.

Exemplo 3.2

Dois dados séo langcados e observa-se 0 par obtido. O espaco amostra é formado por 36 resul-
tados equiprovaveis. Sgjam X e Y duas variaveis aleatdrias definidas da seguinte forma:

X = somado par obtido
Y = maior valor do par
Tem-se entéo:
X(S)={23,456,728910,11,12}
Y(5={1223456}
Para X tem-se:
fQ=P(X=2)=P{ (1,1 })=1/36
fR=P(X=3)=P{ (2,1),(1,2)}) =2/36
f@=P(X=4)=P({ (1,3),(2,2,(3,1) }) =3/36
f6)=P(X=5=P({ (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) }) =4/36
f(6)=P(X =6)=P({ (1,5), (2,4), (3,3),(4,2),(5 1) }) =5/36
f(7)=P(X=7)=P({ (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(52),(6,1) }) =6/36
f(8)=P(X =8)=P({ (2,6), (3,5), (4,4), (5,3),(6,2) }) =5/36
fQ=P(X=9)=P({ (3,6), (4,5), (5, 4), (6,3)}) =4/36
f(10) =P(X =10)=P({ (4, 6), (5,5), (6,4) }) =3/36
f(1)=P(X=11)=P({ (5,6), (6,5) }) =2/36
f(12) = P(X =12) = P{ (6, 6)}) = 1/36
Em resumo:
x | 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11 12
f(x) | /36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

ParaY tem-se:

f(H=P(Y=2)=P{ (1,1)})=1/36

fQ=P(Y=2)=P({ (2,1),(2,2),(1,2) }) =3/36

fR=P(Y=3)=P({ (1,3),(2,3),(3,3),(3,2,(3,1) }) =5/36

f@=P(Y=4)=P{ (1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(4,3),4,2,4,1)}) =7/36

f6) =P(Y =5 =P({ (1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (5 4),(5,3),(52),(51)}) = 9/36

f(6) =P(Y =6) =P({ (1, 6), (2 6), (3 6), (4 6), (5 6), (6, 6), (6 5), (6 4), (6, 3), (6, 2,
(6,1}) = 11/36
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Em resumo:

x | 1 2 3 4 5 6
f(x) | 136 3/36 5/36 7/36 936 11/36

3.2.2. REPRESENTACAO DA FUNCAO DE PROBABILIDADE

Existem trés maneiras de representar a funcéo de probabilidade de umaVAD X:

(i) Através de umatabela.

(i) Através de uma expressao analitica paraf(x) (formula).

(iii) Através de um diagrama, onde os valores da variavel sdo registrados no eixo das abcissas
e as probabilidades no eixo das ordenadas.

Exemplo 3.3

(i) As duas tabelas acima.

(ii) Considere-se avariavel Y, do exemplo acima, onde Y (S) ={1, 2, 3, 4, 5, 6} . Ent&o:

f.Y(S - O
y - (2y-21)/36
Deste modo: f(1) =(2.1-1)/36= 1/36
f(6)=(6.2-1)/36=11/ 36
(iii) Veja o diagrama abaixo.

40,00%
30,00%
20,00%

10,00%

0,00%:

Figura 3.1 - Diagramadebarrasdadistribuicdo deY

3.2.3. A FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA
Sgja X uma VAD com fungdo densidade f(x). Entéo a funcéo de distribuicdo acumulada -
FDA, ou simplesmente funcéo de distribuicdo de X é afungdo F “em escada’ definida por:
F(x) = P(X £ x) = 2f(x)
X<X
Exemplo 3.4
Seja X umaVAD com adistribui¢cdo da tabela abaixo:

x | 2 1 2 a4
fx)| V4 V8 V2 U8

Ent&o a funcéo de distribuicéo de X € dada por:
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F(x)= 0 se X <-2
=1/4 se -2<x1
=3/8 se 1<x<g2
=7/8 se 2<x<4
=1 se xX=4

3.2.4. VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA (CARACTERIZACAO)

Considere X uma variavel aleatoria discreta assumindo os valores: xs, X, ..., Xi, ..., COM proba-
bilidades f(x1), f(X2), .... , f(X}), ....

Expectancia, esperanca, média ou valor esperado de X

A média, expectancia, valor esperado ou esperanca matemética da variavel aeatéria X é re-
presentada por 1 ou E(X) e calculada por:

K= E(X) = Xaf (X1) + Xof(X2) +... + Xof(Xn) + ... = 2 x;.F(X)

Exemplo 3.5
Calcular o nimero esperado de faces caras no langamento de duas moedas equilibradas.

Seja X = Numero de caras. Entdo a distribuicdo de X é dada por:
X | 0 1 2
fx)| V4 24 V4

Logo amédia ou expectanciade X ser&
E(X) =0.(1/4) + 1.(2/4) + 2.(U4) =12 + 1/2 = 1 cara.

A varianciade X

Seja X uma variavel aeatdria discreta com média p = E(X). Entdo a variancia de X, anotada
por 2 ou V(X) é definida por:

02 = V(X) = f(x2) (X1 - )* + F(X2) (X2 - P)? + oo + F(Xn) (Xn = B)° + ... = TH) (= 10)°

Pode-se demonstrar que a expressao da variancia, acima, pode ser transformada na seguinte
expressao:

0” = V(X) = Zf(x) (x—W)* = £f0)E - 12 = E(X?) - [EX)]? = E(X?) - 2

Exemplo 3.6
Calcular avariancia da distribuicdo do exemplo anterior.

Tem-se que:

E(X) = 1, entdo:

0% = V(X) = Z(x) (xi—)* = (1/4)(0- 1)* + (2/4)( 1- 1)* + (U4)(2- 1)° = 1/2
Ou ainda:

E(X?) = (1/4).0° + (2/4).1% + (1/4).2° = 3/2

0?=V(X)= E(X?)-p>=3/2-1*=1/2
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O desvio padrao
O desvio padrdo da variavel X, anotado por o, é araiz quadrada da variancia.

A varianciarelativa e o coeficiente de variagéo

Seja X umavariavel aeatéria discretacom médiap = E(X) evarianciao? = V(X). Entdo ava
ridnciarelativa de X, anotada por: V?, e definida por:

V=0l

O coeficiente de variacdo de X é definido como araiz quadrada da varianciarelativa:

y=o/p

Exemplo 3.7

Um vendedor recebe uma comissdo de R$ 50,00 por uma venda. Baseado em suas experiénci-
as anteriores ele calculou a distribuicdo de probabilidades das vendas semanais:

x | o 1 2 3 4
f(x) | 010 020 040 020 010

(a) Qual € o vaor esperado de vendas por semana?

(b) Qual é a probabilidade de ganhar pelo menos R$ 150,00 por semana?
(c) Qual o desvio padréo das vendas semanais?

(d) Qual o coeficiente de variagdo das vendas semanais?

(a) E(X) =0.0,10 + 1.0,20 + 2.0,40 + 3.0,20 + 4.0,10 = 2 vendas por semana. Logo, como ele
recebe R$ 50,00 por venda a renda esperada semanal € R$ 100,00.

(b) Para ganhar pelo menos R$ 150,00 por semana ele deve realizar 3 ou 4 vendas por sema-
na. Esta probabilidade & P(X = 3) = 0,20 + 0,10 = 0,30 = 30%

(c) Deve-se iniciamente avaliar o valor da variancia e para tanto calcula-se antes a média dos
quadrados: E(X?) = 0°.0,10 + 12.0,20 + 22.0,40 + 3°.0,20 + 4°.0,10 = 5,20.

A variancia é entdo:

V(X)=E(X?) - p>=5,20-2°=520-4=1,20

O desvio padrdo ser&:

0=4120 =1, 10

(d) O coeficiente de variagéo € o quociente entre o desvio padréo e ameédia, isto €
y=0/u=110/2=0,55=55%

3.3. DISTRIBUICOES ESPECIAIS DE PROBABILIDADE DISCRETAS

Existem algumas distribuicdes de probabilidade para variaveis discretas que pela sua frequién-
cia de uso vale a pena estudar mais detalhadamente. Estas distribui¢cdes apresentam expressdes para 0
calculo das probabilidades, isto €, as probabilidades f(x) podem ser avaliadas através de um modelo
matematico conhecido. Duas destas distribui¢des séo a Binomial e a distribuicdo de Poisson.
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3.3.1. A DISTRIBUICAO BINOMIAL

Seja E um experimento aleatdrio e S um espago amostra associado. Seja A [J S um evento de
S. Sga“n” 0 nimero de vezes que o experimento E é repetido e seja“p” a probabilidade de A ocorrer
em cada umadas “n” repeticdes de E, de modo que, “p“ permanega constante durante as “n” repeticoes
de E. Como existem apenas duas situacdes: A ocorre ou A ndo ocorre, pode-se determinar a probabili-
dade de A n&o ocorrer como sendo q = 1 - p. Em certas situacdes a probabilidade “p” € denominada de
probabilidade de “sucesso” e a probabilidade “q” de probabilidade de fracasso.

Definicao:

Seja X umaVAD definida por X = nimero de vezes que A ocorreu nas “n” repeticbesde E. A
variavel aleatdria X € denominada de variavel aeatéria Binomia. O conjunto de valores de X, isto &,
X(S) &

X(9={0123,..,n}

15,00

12,00 71

9,00+ 1

6,00+

3,001

(=) iyl © (o2} N wn o] —
— — — N

24
27
30
33
36
39
42
45
48

Figura 3.2 — Distribuicdo B(50; 0,20)

Teorema:

Se X € uma variavel aeatdria com um comportamento Binomial, entéo a probabilidade de X
assumir um dos valores do conjunto X(S) é calculada por:

f(x) =P(X =x) = (D.px.q”_x, parax=0,1,2, ..., n.

Demonstracao:

Considere-se um elemento particular do espago amostra S, satisfazendo a condigdo X = x.
Como todas as repeti¢cdes sdo independentes a probabilidade desta sequiéncia particular é dada por: p‘(1
- p)" ¥, mas esta mesma probabilidade est& associada a qualquer outro resultado em que X = k. O nd-

mero de resultados em que isto ocorre é dado por [D , porgue se deve escolher exatamente “k” casos

dentre “n” possibilidades para o0 evento A. Como estes resultados séo todos mutuamente excludentes,
entdo o valor de P(X = k) é o daformula acima.

Representacgao:

Se X tem um comportamento Binomial de parametros “n” e “p” entdo representa-se X por
B(n, p).

Exemplo 3.8
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Considerando X como sendo a VAD igual a“numero de vezes que ocorre face caraem 5 lan-
camentos de uma moeda equilibrada’, determinar a probabilidade de ocorrer:

(a) Duas caras
(b) Quatro caras
(c) No maximo duas caras

Neste caso, tem-se:

n =5 = ndmero de langamentos.

X = numero de caras nos 5 lancamentos = X(S) ={ 0, 1, 2, 3,4,5}

p = P(Caraem 1 lancamento ) = 0,50, pois a moeda é equilibrada. Logog=1-p=0,50
Ento:

f(x) = P(X = X) = (ij.o,sx.o,sf"x parax=0,1,2,3 45
@PX=2)= @.0,52.0,53 =10.0,25.0,125 = 31,25%
(b) P(X = 4) = @.0,54.0,51 = 5.0,0625.0,5 = 15,62%
_ (5 0 5 5 1 4 5 2 3 — 5 5 5 _
o PX<2 = (O).o,5 .05° + (J.o,5 .05% + (2}0,5 .05° =0,5°+5.0,5” + 10.0,5° = 50%

3.3.2. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO BINOMIAL

A vantagem de se ter um modelo conhecido é que podemos determinar suas caracteristicas de
um modo geral. Assim se X € umaVAD com uma distribuicdo Binomial tem-se:

M édia, expectancia ou valor esperado
()
H=EX)=Xxf(x) = ZX.C( J.p".q”‘X = np, isto é, amédia de uma variével aeatéria com distri-
buicdo binomial éigua ao produto dos parametros“n” e “p".
Variancia
2 2 2 M) o e 2 4 A 2 L
0" = E(X9) -y = ZXZ.L J.p .q " - (np)° = npq, isto &, a varidncia de uma variavel aeatoria
X
com distribuicao binomial €igual ao produto dos paréametros“n” e“p” e multiplicados ainda por “q”.

O desvio padrao
0 = ynpq

Exemplo 3.9

A probabilidade de um exemplar defeituoso com que opera certo processo produtivo € de
10%. Considerando X a variavel “numero de unidades defeituosas em uma amostra ocasional de 20
unidades, determinar:

(&) O numero médio de item defeituosos na amostra.
(b) O desvio padrao do niUmero de item defeituosos na amostra.
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(&) E(X) = np =20.0,10 = 2 itens defeituosos
(b) 0 = \Jnpq = 4/20.0,10.0,90 = /180 = 1,34 itens defeituosos.

Exemplo 3.10

[NET74] Num determinado processo de fabricagdo 10% das pegas sdo consideradas defeituo-
sas. As pegas sao acondicionadas em caixas com 5 unidades cada uma.

(a) Qual a probabilidade de haver exatamente 3 pecas defeituosas numa caixa?
(b) Qual a probabilidade de haver duas ou mais pegas defeituosas numa caixa?

(c) Se aempresa paga uma multa de R$ 10,00 por caixa em que houver alguma peca defeituo-
sa, qual o valor esperado da multa num total de 1000 caixas?

(@) P(X = 3) = @.(0,10)3.(0,90)2 = 10.0,001.0,81 = 0,81%

(b) P(Duas ou mais defeituosas) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5). Ao invés de
calcular destaforma € mais conveniente utilizar o complementar. Assim:

PX=22)=1-P(X<1)=1-[P(X=0)+P(X =1)] =1-(0,5905 + 0,3280] = 8,15%

(c) A probabilidade de uma caixa pagar multa &

P(PM)=P(X>1)=1-P(X =0) =1-0,5905 = 40,95%

Neste caso tem-se uma nova Binomial com n = 1000 e p = 40,95%. O nimero esperado de
caixas que vao pagar multa, isto € com umaou mais pecas defeituosas sera:

E(PM) = np = 1000.0,4095 = 409,5 caixas.

Como cada uma paga R$ 10,00 de multa, o valor total da multa ser&:

PM = R$ 10,00.409,5 = R$ 4 095,00

3.3.3. A DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

Considere-se um conjunto de N elementos, r dos quais tem uma determinada caracteristica (r
< N) e N -r ndo tenham esta caracteristica. Extrai-se n elementos (n < N) sem reposicdo. Seja X avari-
avel aeatoriaigual ao nimero de elementos que possuem a caracteristica entre os n retirados. X € de-
nominada de variavel aleatdria hipergeométrica.

As probabilidades de umavariavel aeatoria hipergeométrica podem ser avaliadas por:

ry(N-r
P(X =x) = (Xj(n—xj comx =max{0, N - r-n}, ..., min(r, n).
N
o
Umavez que X = X, se e somente se, forem retirados x elementos dentre os r que possuem a
caracteristica e forem retirados n - X dentre os n - r que ndo possuem a caracteristica.

3.3.4. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

Fazendop=r/Neg=(N-r)/N, tem-se:
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M édia, expectancia ou valor esperado

H=E(X)=Yxf(x) =Y x (;IE:;J =..=(m)/N=np.
n

Variancia

o)
07 = E(XY) - 1 = 5 AL

- 2 _ N-n
(np)” = npg===.

() P(X =x) O (ZJ.px.q”‘x paraN grande.

Note-se que se as extragdes fossem feitas com reposi¢ao, ter-se-ia uma distribuicéo Binomial.
A propriedade (c) afirma que para N suficientemente grande a distribuicéo hipergeométrica pode ser
aproximada pela distribuicdo Binomial. Em geral, esta aproximagdo seraboase (n/ N) < 0,1.

A distribuicdo hipergeométrica sera representada por H(r; n; N)

0,25+~

0,05+

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 3.3 — Distribuicdo hipergeométrica H(20; 20; 50)

Exemplo 3.11

Uma caixa contém 12 lampadas das quais 5 estdo queimadas. Sao escolhidas 6 |ampadas ao
acaso. Qual a probabilidade de que:

(a) Exatamente duas estejam quei madas?

(b) Pelo menos uma esteja boa?

(c) Pelo menos duas estejam queimadas?

(d) O nimero esperado de lampadas queimadas?
(e) A variancia do numero de lampadas queimadas?
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Tem-seN =12, r =5 en = 6, entdo:

(&)

7
(@PX=2)= @(4} = 37,88%

12

6
(b) Se sdo retiradas 6 |ampadas e somente 5 estdo queimadas, entdo necessariamente uma sera

boa, portanto:
P(pelo menos uma boa) = 100%.

©PX22)=1-PX<2)=1-[PX=0)+P(X=1)]=1- - = 87,83%

(d) E(X) = (rn) / N = 5.6/ 12 = 30/12 = 5/2 = 2,50.

@VX)=r(N=n(N-n) - 576 —210/1584=0,1326=0,13.
N N (N-1) 121211

3.3.5. A DISTRIBUICAO DE POISSON

Na distribuicdo binomial, a variavel de interesse era 0 nUmero de sucessos (ocorréncias do
evento A) em um intervalo discreto (n repeticdes do experimento E). Muitas vezes, entretanto, o inte-
resse reside no nimero de sucessos em um intervalo continuo, que pode ser de tempo, comprimento,
superficie, etc. Para se caracterizar uma distribuicdo que leve em conta 0 niUmero de sucessos (valores)
em um intervalo continuo, sera suposto que:

(i) Eventos definidos em interval os ndo sobrepostos séo independentes,

(ii) Em intervalos de mesmo comprimento, s&o iguais as probabilidades de ocorréncia de um
mesmo numero de sucessos;

(iif) Em intervalos muito pequenos, a probabilidade de mais de um sucesso é desprezivel;

(iv) Em intervalos muito pequenos, a probabilidade de um sucesso € proporcional ao compri-
mento do intervalo.

Se os valores de uma variavel satisfazem as hipéteses (i) a (iv) acima se dira que €la segue um
processo de Poisson.

Definicao:
Segja X uma VAD definida por um processo de Poisson, assumindo os valores: O, 1, ..., n, ..,

com taxaA > 0.
Entao:

-A
f(x) =P(X =x) = £ XI/\X, paax =0, 1, 2, 3, ..., onde X é 0 nUmero de eventos que ocorrem

em um intervalo sobre o qual se esperaumamédia de ocorréncias.
Além disso, X pode ser definida como 0 niUmero de eventos que ocorrem sobre um periodo

de tempo t, substituindo A na equagao acima por At. Desta forma a distribui¢do de Poisson pode ser es-
crita como:
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-\t X
100=Px =1 = = parax=0,1,23,..
X!
A distribuicgo de Poisson sera representada por P(M).

VT B i e e -

o016~~~ r T -
0144~ . ity i
0124~~~ : d i il

0,10+

-
N < ©o [ee] o
— — — — N

Em um certo tipo de fabricacéo de fita magnética, ocorrem defeitos a uma taxa de 1 a cada
2000 metros. Qual a probabilidade de que um rolo com 2000 metros de fita magnética:

(&) N&o tenha defeitos?

(b) Tenha no maximo dois defeitos?

(c) Tenha pelo menos dois defeitos?

Neste caso, tem-se:

A\ = Taxa de defeitos a cada 2000 metros.

X = numero de defeitos a cada dois mil metros.
x=0,1,23, ..

Ent&o:

e M \X
f(x) =P(X =x) = , parax=0,1, 2,3, ...

x!

-A -140
@PX=0)= &N =€ 1 _ 135700,

x! 0!

-140 -141 -142 -1
-el1l el el _5e _
() P(X £2) = =55 + == + == = =-—=91.97%

-140 =141
(©PX22)=1-Pxs1)=1-[8 L + & L) =1. 26" = 2642%

Exemplo 3.13

[NET74] Um dado é formado por chapas de pléstico de 10x10 cm. Em média aparecem 50
defeitos por metro quadrado de pléstico, segundo uma distribuicdo de Poisson.

(a) Qual a probabilidade de uma determinada face apresentar exatamente 2 defeitos?
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(b) Qual a probabilidade de o dado apresentar no minimo dois defeitos?
(c) Qual a probabilidade de que pelo menos 5 faces sgjam perfeitas?

(a) Em média aparecem:

d = 50 defeitos/m’ = 50/10 000 defeitos/cm?

Como cada face tem a= 10cm x 10 cm = 100 cm?, tem-se ento:
A = (50/10000) defeitos/cm? x 100 cm?® = 0,5 defeitos por face.
A probabilidade de uma face apresentar dois defeitos sera:

e—0,5 (0,5)2
2!

P(X =2) = = 7,58%

(b) No dado inteiro, a &rea total serd a = 6x100 cm® = 600 cm? e 0 nlimero médio de defeitos
sera entdo:

A = (50/10000) defeitos /cm? x 600 cm? = 3 defeitos

A probabilidade de o dado apresentar no minimo dois defeitos sera:

PX22)=PX=2+PX =3 +..21-PX<1)=1-[PX =0 +PX =1)] =
e 330 e
=1-] o + m ] ==1-10,0498 + 0,1494] = 80,08%

(c) A probabilidade de pelo menos 5 faces perfeitas é

P(Y =5) =P(Y =5) + P(Y = 6). A probabilidade de uma face ser perfeita é a probabilidade de
elando apresentar defeitos, isto &

e—0,5 (0,5)0
|

P(X=0)= = 60,65%

Tem-se entdo uma binomial Y com n = 6 (nimero de faces do dado) e p = 60,65% = probabi-
lidade de uma face ser perfeita. Entéo a probabilidade de pelo menos 5 perfeitas, sera:

P(Y 25)=P(Y =5)+P(Y =6) = (2}.(0,6065)5.(0,39350)1 + @.(0,6065)6.(0,3935)0 = 24,36%

3.3.6. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO DE POISSON
Se X for umaVAD com distribuicdo de Poisson, entéo:

M édia, expectancia ou valor esperado
e-)\)\x
u=EX)=2xf(x) = ZXT =A
Variancia
-Ay X
0= E(X) - j = 5, & A AT A - AT =

O desvio padrao
o=\
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3.3.7. RELACAO ENTRE ASDISTRIBUICOES BINOMIAL E POISSON

Seja X uma variavel aeatoria discreta com distribuigdo Binomia de pardmetros “n” e “p”.
Isto &

n
X

f(x) = P(X =x) = ( }px.qn—x

Admita-se que quando n - [, tenha-se np = a = constante, ou de uma forma equivalente,
quandon - [, p - 0, de modo que np — a. Nestas condic¢des tem-se entao:

-Ay X
. — — N x n-x - € A
Im PX=X)= im_ (xj'p ' X1

O teorema diz essencialmente, que é possivel obter uma aproximacdo das probabilidades bi-
nomiais com as probabilidades da distribuic¢éo de Poisson, toda vez que “n” sgagrande e “p”’ sgja pe-
queno.

Exemplo 3.14

Uma amostra de 50 pegas é retirada da producéo de uma méguina que trabalha com um indice
de defeitos de 2%. Determinar a probabilidade de se encontrarem duas pegas defeituosas na amostra.

(a) PelaBinomial, tem-se:
P(X=2)= @0).(0,02)2.(0,98)48 = 18,57%

(b) Usando uma aproximacdo pela distribuicdo de Poisson de média p = np = 50.0,02 = 1,
tem-se:

-1,2
P(X =2) = 92} =2—1e = 18, 39%

3.4. VARIAVEISALEATORIAS CONTINUAS

Seja E um experimento e S um espago amostra associado. Se X € uma variavel aleatéria defi-
nidaem S tal que X(S) sga infinito ndo-enumeravel, isto €, X(S) sgja um intervalo de nUmeros reais,
entdo X éditaumavariavel aleatdria continua.

Definicéo

Seja X umavariavel aleatéria continua (VAC). A funcdo f(x) que associaacadax [ X(S) um
numero real que satisfaz as seguintes condicoes:

(@) f(x) = 0, paratodo x [1 X(S) e

(b) Ix(s)f(x)dx =1

E denominada de funcédo densidade de probabilidade (fdp) davariavel aeatoria X.

Neste caso f(x) representa apenas a densidade no ponto x, ao contrario da variavel aeatoria

discreta, f(x) agui ndo é a probabilidade de a variavel assumir o valor x.
3.4.1. CALCULO DE PROBABILIDADE COM UMA VAC

Seja X uma variavel aeatoria continua com funcéo densidade de probabilidade f(x). Sgam a
< b, dois niUmeros reais. Define-se:
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Pla<X <h)= jabf(x)dx , isto é, a probabilidade de que X assuma valores entre 0s nimeros “a’
e“b” éadareasob o grafico de f(x) entre os pontosx =aex = b.
Neste caso, tem-se também:

(@) P(X = a) =0, isto é, a probabilidade de que uma varidvel aeatéria continua assuma um
valor isolado é igua a zero. Para varidveis continuas so faz sentido falar em probabilidade em um in-
tervalo, uma vez, que a probabilidade é definida como sendo a area sob o gréfico. f(x) ndo representa
nenhuma probabilidade. Somente quando ela for integrada entre dois limites produzird uma probabili-
dade.

(b) Se a< b sdo dois nimeros reais entao:
Pla<X<b)=PlasX<bh)=P@a<X<h)y=PasX<h)= j:f(x)dx,

(c) Se uma funcgdo f* satisfizer as condicdes f*(x) = 0 paratodo x e fiof(x)dx =k, onde “k” é
um namero real positivo, mas ndo igual a 1, entdo f*(x) pode ser transformada numa fdp mediante a
seguinte transformagao:

f(x) =f*(x) / k , paratodo X.
Neste caso af(x) serd umafuncdo densidade de probabilidade.

(d) Se X assumir valores apenas num intervalo finito [a; b], pode-se ssmplesmente por f(x) =0
paratodo x [ [&; b]. como consequiéncia a fdp ficara definida para todos os valores reais de x e pode-se

exigir que ffmf(x)dx = 1. Assim, sempre que a f(x) for especificada apenas num intervalo finito, deve-
Se supor que sgja zero paratodos os demais valores ndo pertencentes ao intervalo.

Exemplo 3.15
Segja X umaVAC com fdp dada por:
fx)=2x s 0<x<1
=0, paraquaisquer outros valores.
Determinar aP(X < 1/2)

P(X <1/2) = [Y%(2x)dx = 1/4 = 25%

3.4.2. A FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA

Sgja X uma VAC com funcgdo densidade de probabilidade f(x). Entéo a funcao de distribui-
¢do acumulada (FDA), ou simplesmente funcéo de distribuicéo (FD) de X é afuncdo F definida por:

F(x) = P(X < x) = [X_f(u)du

Suponha-se que X sggauma VA C com fdp dada por:
fx)=2x s 0<x<1
=0, paraquaisquer outrosvalores.
Determinar aFD de X

A funcdo de distribuicéo de X é afuncéo F tal que:
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3.4.3.

0 sex<O0
F(x) =P(X <x) = [X f(udu = [* 2udu = {x* se 0<x<1
1 sex>1

VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA (CARACTERIZAGCAO)
Considere X uma variavel aleatdria continua com funcédo densidade de probabilidade f(x).

Expectancia, esperanca, média ou valor esperado de X
A média, expectancia, valor esperado ou esperanca matematica da varidvel aleatoria continua

X, representada por 1 ou E(X), é calculada por:

B =E(X) = |7 xf(x)dx
Obs. Néo é garantido que estaintegral exista (convirja) sempre.

A varianciade X
Seja X umavariavel aeatoria continua com média i = E(X). Entdo a variancia de X, anotada

por 6 ou V(X) é definida por:

cia

0®=V(X) = [2 (x—p)>.Fx)dx = |2, x2.f(x)dx - p° = E(X?) - 2
O desvio padrao

O desvio padrédo da variavel aeatdria continua X, anotado por o, é araiz quadrada da varian-

A varianciarelativa e o coeficiente de variagdo
Seja X uma variavel aleatéria continua com média p = E(X) e variancia ® = V(X). Entéo a

varianciarelativa de X, anotada por: y?, é definida por:

= 3/80.

Y =0’/
O coeficiente de variacdo de X é definido como araiz quadrada da varianciarelativa:
y=o/u
Exemplo 3.16
Determinar a expecténciae avarianciada VAC cujafdp é dada por:
f(x)=3x* se -1<x<0
=0 caso contrario

0
H=E(X) = [2 xf(dx = [%x.(3x3)dx = [%(3x3)dx = 3.[24} =-3/4=-0,75
-1

5 0
0% = V(X) = [,x2.100dx - B2 = [%,x2.(3xA)dx - (3/4)° = [2,3x*dx - (3/4)* = s[xs} - (3/4)°
-1

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrs.br - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 35



@ SERIE: Probabilidade
o~ INTRODUCAO

3.5. DISTRIBUICOES ESPECIAIS DE PROBABILIDADE CONTINUAS

Assim como ocorre com as varidvels discretas, existem algumas distribui¢cdes especiais de
probabilidade continuas que por sua freqliéncia de uso vale a pena estudar mais detalhadamente. Entre
elas vale destacar as distribui¢des: uniforme, exponencial e normal.

3.5.1. A DISTRIBUICAO UNIFORME

Definicao:

Seja X uma VAC que pode tomar todos os valores num intervalo [a, b]. Se a probabilidade de
a variavel assumir valores num subintervalo for a mesma que para qualquer outro subintervalo de
mesmo comprimento teremos entdo uma distribuicdo uniforme. A funcdo densidade de probabilidade
deumaVAC deste tipo ser&

f(x)=1/(b-a) paaas<x<b
=0 para qualquer outro valor.

3.5.2. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO UNIFORME

As principais medidas para a distribuic¢éo uniforme podem ser determinadas de uma forma ge-
ral em termos dos extremos“a’ e “b” do intervalo.

M édia, expectancia ou valor esperado

1
——dx=(a+b)/2

u=E(X) = [, xf(x)dx = [Px
Variancia

07 = V(X) = [, o - [‘a;b)f = (b-a)?/ 12
Desvio padrao

o= /(b—a)2
12

A FDA dadistribuicao uniforme
A FDA dadistribuic&o uniforme, pode ser facilmente avaliada e, vale:

0, sex<a
— _x 1 _ |x-a
F(x) =P(X £x) = j_mb_adu =15, seasx<b
] sexz=hb
Exemplo 3.17
Sgja X uma VAC com distribui¢cdo uniforme no intervalo [5, 10]. Determinar as probabilida
des.
@ PX<7) (b) P(X > 8,5)
(c) P8<x<9) (d) P(x - 7,5 > 2)
Solucao:

Utilizando a FDA davariavel vem:
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(@) P(X <7)=F(7)=(7-5)/(10-5)=2/5=40%
() P(X >85)=1-P(X <85)=1-F85) =1-(85-5)/(10-5=1-35/5=1-0,70 =
30%
() P(B<X <9) =F(9)-F®8) =(9-5)/(10-5)-(8-5)/(10-5=4/5-3/5=1/5=20%
d)P(X -75>2) =P(X -75>20uX-75<-2)=P(X >950uX <55) =1-F9,5) +
F(5,5) = 20%

3.5.3. A DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Definicao:
Uma varidvel aeatdria continua T tem uma distribuicdo exponencial de parametro A se sua
funcéo densidade de probabilidade f(t) for do tipo:
f(t) =Ae™ parat>0
=0 caso contrario

COO0OoRRPRREN
OB ODONRD DO

.0 11.0 21.0 310 410 510 61.0 71.0 81.0 91.0 101.0

Figura 3.5 — Exemplos de distribuicdes exponenciais: P(2), P(1,5) e P(0,6).

Exemplo 3.18

Suponha que um componente el etrénico tenha um tempo de vida T (em unidades de 1000 ho-
ras) que segue uma distribuicéo exponencial de parametro A = 1. Suponha que o custo de fabricacdo do
item sgja R$ 2,00 e que o prego de venda seja R$ 5,00. O fabricante garante total devolugéo set < 0,90.
Qual o lucro esperado por item?

Neste caso, tem-se:
f)=€e' paat>0
A probabilidade de um componente durar menos de 900 horas é dada por:

P(T <090) = 0% tar =[] "= -6+ &= 1- 1 7= 50,34%
Destaforma o lucro do fabricante serauma VAD X com a seguinte distribuicéo:

x | -2 3
f(x) | 05934 0,4066

Ent&o o lucro esperado sera:
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E(X) = -2.0,5934 + 3.0,4066 = R$ 0,03

3.5.4. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Se T for uma VAC com distribui¢do Exponencial, ent&o:

M édia, expectancia ou valor esperado
u=EX) = [ tidt = [Ctae™Mdt = UA
Variancia

0’ =E(X?) - 12 = [P aeMdx - A2 = U\

O desvio padrao

0:\/%:%

A FDA dadistribuicdo Exponencial
A FDA dadistribuicdo Exponencia € dada por:
0, sex <0

F(x) = PX £X) = [{he™au = {1—e_)‘t e

Portanto P(X = x) 1- F(x) = 1-[1- e™] = ™

A distribuicdo Exponencial ndo tem memoria

A distribuicéo Exponencial apresenta uma propriedade interessante que é denominada de falta
de memdria, ou sgja:

PX2s+t/X29=PX2s+tn X298 /PX29= PX=>s+1t)/P(X >g) =6 ] g
— gt

Portanto P(X =2 s+t/ X >9) =P(X >t)

Relacdo com a distribuicdo de Poisson

Deve-se observar iniciamente que fixado um tempo, a probabilidade de ndo ocorréncias de
eventos neste interval o é dado por:

f(0) = P(X = 0) = [(At)°%e™] / O = ™
Se a variavel aleatdria continua T representar o tempo passado entre a ocorréncia de dois

eventos de Poisson, entdo a probabilidade da ndo ocorréncia no tempo “t” é igual a probabilidade de
gue o tempo T entre ocorréncias sgamaior que “t”, isto &

P(T>t)=eM

Tem-se ainda que:

PT<t)=1-¢&™

Que conforme javisto € afungdo acumulada da variavel aleatdria exponencia de parametro A,
isto &

F)=P(T<t)=1-eM
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3.5.5.

A DISTRIBUICAO NORMAL

Um dos principais modelos de distribuicéo continua é a curva normal ou de Gauss. Sua im-

portancia para a Estatistica (pratica) reside no fato que muitas variaveis encontradas na natureza se
distribuem de acordo com o modelo normal. Este model o também tem uma importancia tedrica devido
ao fato de ser uma distribuicéo limite.

Umavariavel aeatoria continua X tem uma distribui¢do normal (ou Gaussiana) se sua funcéo

densidade de probabilidade for do tipo:

3.5.6.

1 e_(X—H)Z/ZO'2 , para o< X <0
o021

f(x) =

Fa¥ral

50 -40 -30 -2,0  -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

Figura 3.6 — Distribuicdes normais: N(0; 1/2), N(O; 1) e N(0; 2)

PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO NORMAL

Se X for uma VAC com distribuicéo Normal, ent&o:

M édia, expectancia ou valor esperado

E(X) =, isto &, o parametro p € amédia da distribuicdo normal.

Variancia

V(X) = 0%, isto &, avariancia da distribuicdo normal é o pardmetro ¢ ao quadrado.

O desvio padrao
O desvio padréo da distribui¢éo normal € o parametro o.

FDA dadistribuicdo Normal
A funcéo de distribuicéo (FDA) da normal reduzida é representada por:

D) =PZ<2)= j_zw%e'uzlzdu

Estaintegral, e aliés como de qualquer outra normal, ndo pode ser avaliada pelo método tradi-

ciona (teorema fundamental do calculo). Ela sb pode ser calculada por métodos numeéricos. E por isso
ela é encontrada tabelada em qualquer livro texto de Probabilidade ou Estatistica.
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Outras propriedades

(a) Transformacao linear de uma variavel aleatéria normal

Se X tiver umadistribuicdo N(4,0) eseY =aX + b, entdo Y teraadistribuicdo N(au + b, ao)
(b) Combinacéo linear devariaveis aleatérias normaisindependentes

A combinacdo linear de variaveis aleatdrias normais independentes sera uma variavel aleaté-
ria normal mente distribuida.

(c) f(x) - Oquando x — o Ou -co.

(d) - o ep + o sdo os pontos de inflex&o da funcéo f(x), isto &, sdo os valores onde o grafico
dafuncéo muda o sinal da curvatura.

(e) x = 1 € 0 ponto de maximo de f(X) e este maximo vale o

(f) f(x) ésimétricaao redor dex =, isto & f(u + X) = f(u - X)

(9) Se X tem uma distribui¢do normal de média . e desvio padréo o se escrevera:

X :N(y, 0)

(h) Quando p=0eo =1, tem-se uma distribuicdo normal padréo ou normal reduzida. A vari-
avel normal +padréo sera anotada por Z. Entéo Z : N(O, 1). A funcéo densidade de probabilidade da va-
riavel aleatOriaZ serarepresentada por:

1 2
)= —e 72, para -0 <7<
¢(2) N para -co o0

() Se X éumaN(y, 0), entdo Z = (X - n) / 0 éanormal padréo ou reduzida. Isto significa
gue qualquer curvanormal podera ser padronizada, mediante esta transformacao.

Figura 3.7 - Distribuicdo Normal Padr&o

3.5.7. TABELAS

A forma de se calcular probabilidade com qualquer distribuicdo normal é através da tabela da
normal padréo. Assim se X : N(|, o) ent&o primeiro é necessario padronizar X, isto &, fazer:

Z=(X-p/o.

Em seguida obter em umatabela o valor da probabilidade, isto €, o valor:

P(Z<2)=d(2)
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Este valor ®(z) pode ser lido como “valor tabelado de z” e significa a probabilidade de a vari-
avel aeatdriacontinuaZ = (X - W) / o assumir valores a esquerda (abaixo de) do valor particular “z”.

Lembrar que qualquer tabela é construida fornecendo os valores da FDA de Z. A maioria de-
las fornece as probabilidades de Z < z para valores de z entre -3,09 e +3,09 e com aproximagao cente-
simal. Algumas fornecem valores de z entre 0 e 3,09

Assim o primeiro valor tabelado é em geral ®(-3,09) = P(Z < -3,09) que vale 0,0000, isto €, é
zero com uma aproximagao de 4 decimais. O valor seguinte seria ®(-3,08) = P(Z < -3,08) = 0,0001.

O ultimo valor tabelado é, em geral, ®(3,09) = P(Z < 3,09) = 1,000, pois é o valor acumulado,
isto quer dizer, que até este valor tem-se a totalidade da &rea Util sob a curva avaliada com uma apro-
Ximag&o de 4 decimais.

Convém ressaltar que as tabelas sendo da FDA de Z fornecem a area a esquerda de um valor
qualquer “Z”. No entanto, como a curva € simétrica, se quisessemos, a &rea a direita de “z”, basta ob-
servar que:

PZ>2)=1-P(Z<2)=1-P(2) =P(-2)

Exemplo 3.19

SgjaZ umaN(0, 1). Determinar as seguintes probabilidades:
(a) P(Z < 2,23) (b) P(Z > -1,45)
(©P(-2<Z2<2) dP(-1sz<1)
Solucao:

(a) P(Z < 2,23) = P(2,23) = 98,71%

(b) P(Z >-1,45) = 1- P(Z < -1,45) = 1 - ®(-1,45) = 1 - 0,0735 = 92,65%
(©) P(-2< Z < 2) = ®(2) - P(-2) = 0,9772 - 0,0228 = 95,44%

(d) P(-1< Z < 1) = ®(1) - D(-1) = 0,8413 - 0,1587 = 68,26%

Exemplo 3.20

Segja X umaVAC com distribuicdo N(10, 2). Determinar:

(a) P(X < 10) (b) P(X > 11,50)
(c)P(B8<Z<12) (d) P(6,08 < Z < 13,92)
Solucao:

Neste caso, antes de se poder procurar os valores na tabela é necessario padronizar cada valor
de X, atraves da expressao:

Z=(X-W/o=(X-10)/2

(a) P(X < 10) = P((X - 10) / 2 < (10 - 10) / 2) = P(Z < 0) = d(0) = 50%

(b) P(X > 11,50) = P(Z > (11,50 - 10) / 2) = P(Z > 0,75) = 1 - ®(0,75) = 22,66%

(© P(B<X <12) =P(-1< Z < 1) = ®(1) - D(-1) = 0,8413 - 0,1587 = 68,26%

(d) P(6,08 < X < 13,92) = P(-1,96 < Z < 1,96) = ®(1,96) - d(-1,96) = 0,9750 - 0,0250 = 95%

3.5.8. RELACAO ENTRE AS DISTRIBUICOES BINOMIAL E NORMAL
Sgja X umavariavel aeatoria distribuida binomia mente com pardmetros“n” e“p”. Isto &

P(X =x) = @.pX.q“-x
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Quando o nimero de provas “n” cresce (tende ao infinito) a distribuicéo binomial tende auma
distribuicéo normal de médiap = np e desvio padréo o = /npq

Em geral admite-se que paranp=5enq=5, “n” ja serd suficientemente grande para se poder
aproximar uma distribui¢&o binomial pela normal.

No entanto, devido ao fato de se estar aproximando uma distribuicéo discreta, através de uma
continua, recomenda-se para se obter maior preciso, realizar uma correcéo de continuidade que con-
siste em transformar, por exemplo, P(X = x) no intervalo P(x - 0,5 < X <x + 0,5) e 0 mesmo em qual-
guer outra situacéo.

Exemplo 3.21

No lancamento de 30 moedas honestas, qual a probabilidade de sairem:
(a) Exatamente 12 caras?

(b) Mais de 20 caras?

(a) A probabilidade de sairem 12 caras é dada pela distribui¢cdo binomial por:
P(X = 12) = (fg).o,slz.o,sls = 8,06%

Aproximando pelanormal tem-se:
H=np=30.(1/2) =15
— _ 11 _
0= ,npg = 30.5.5 =2,7386
Entdo P(X =12) calculado pela normal com utilizacdo da corregdo de continuidade ser&:
P(X =12) OP(11,5< X < 12,5) = P(-1,28 < Z < -0,91) = 0,3997 - 0,3186 = 8,11%, que ndo é

muito diferente do valor exato 8,06%.

332

(b) P(X >20) = > (30} :

i=21\ |
Aproximando pela normal, tem-se:
P(X > 20,5) =0,5000 - 0,4778 = 2,22%

3.6. PROPRIEDADES DA MEDIA E VARIANCIA DE VARIAVEISALEATORIAS

3.6.1. MEDIA

(1) A média de uma constante é igual a propria constante.

E(k) = k, onde k = constante
(2) Se multiplicarmos os valores de uma variavel aleatéria por uma constante, a média fica multiplica-
da por esta constante.

E(kX) =k.E(X)
(3) Se os valores de uma variavel aeatdria forem somados a uma constante a média ficara igualmente
somada dessa constante.

E(X £k) =E(X) £k
(4) A média de uma soma ou diferenca de duas variaveis aleatdrias é igua a soma ou diferenca das
médias dessas variaveis.
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E(X £Y) = E(X) + E(Y)
(5) A média do produto de duas variaveis aeatdrias independentes é igual ao produto das médias des-
sasvariaveis.

E(X.Y) = E(X).E(Y)

3.6.2. VARIANCIA

(1) A variancia de uma constante é nula
V(K)=0
(2) Se multiplicarmos os valores de umavariavel aeatdria por uma constante, a variancia fica multipli-
cada pelo quadrado da constante.
V(kX) = k%V(X)
(3) Se osvaores de uma variavel aeatoria forem somados a uma constante a variancia ndo se atera.
V(X £ k) =V(X)
(4) A variancia de uma soma ou diferenca de duas variaveis aeatorias independentes € igual a soma
das variancias dessas variaveis.
V(X +Y)=V(X)+ V(Y)

3.6.3. A MEDIANA E A MODA

A mediana de uma varidvel aeatdria € o valor que divide a distribuicdo em duas partes equii-
provaveis. Sera representada por md. Entao:

P(X <md) = P(X > md) = 0,50.

Este ponto sempre existe se a variavel € continua, onde a mediana pode ser definida como
sendo o ponto tal que F(md) = 0,50. No caso discreto pode haver todo um intervalo que satisfaz a rela-
¢do acima, convenciona-se em geral adotar o ponto médio deste intervalo. Pode-se ainda, neste caso,
definir amediana como sendo o menor valor parao qual F(md) > 0,5.

A moda € o(s) ponto(s) de maior probabilidade, no caso discreto, ou maior densidade de pro-
babilidade no caso continuo. E representada por mo.

3.6.4. DESIGUALDADES DE TCHEBYCHEFF E CAMP-MEIDELL

Pode-se demonstrar que, para qualquer distribuicdo de probabilidade que possua média 1 e
desvio padréo o, tem-se, para qualquer nimero “k > 1”:

P(X - p| = ko) < 1/k? (Desigualdade de Tchebycheff, Tchebichev ou Chebyshev, 1821 -
1894), ou de forma equivalente

P(IX - p| < ko) = 1 - 1/k?

Se adistribuicdo for unimodal e simétrica, entdo:

P(IX - p| = ko) < 4/9k? (Desigual dade de Camp-Meidell)

Estas desigualdades fornecem as probabilidades de que os valores de uma variavel aeatéria
(qualguer) estgja num intervalo simétrico em torno da média de amplitude igual a 2k desvios padrées.
Assm sek = 2, por exemplo, a desigualdade de Tchebycheff estabelece que o percentual de valores da
variavel aeatdria que esta compreendida no intervalo P + 20 € de pelo menos 1 - 1/4 = 75%. Conforme
visto pelanormal este percentual vale exatamente 95,44%. Mas como a normal é simétrica e unimodal,

neste caso, um resultado mais préximo é dado pela desigualdade de Camp-Meidell, isto &, 1 - 4/9k? =
=1-1/9 = 88,89%.
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Exemplo 3.22

Compare o limite superior da probabilidade P[(X - p| = 20)], obtida pela desigualdade de
Tchebycheff, com a probabilidade exata se X for uniformemente distribuida sobre (-1, 3).

Paraumadistribuicdo uniformetem-sep=(a+ b)/2=(-1+3)/2=1e
V(X)=(b-a)?/12=4/3

Entdo: P(IX - y|= ko) =P(|X - 1| = 4@) = 0 é aprobabilidade exata.

Por Tchebycheff, teriamos:
P(X - p|=z ko) =P(X - 1|2 4@) = 1/4.
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4. EXERCICIOS

(01) Encontre a quantidade de nimeros de dois digitos que ndo contenham digitos repetidos.
(02) Quantos divisores positivos tem o nimero 3 8887

(03) As novas placas de automoveis contém 3 letras seguidas de 4 nimeros. Quantas placas diferentes
podem ser formadas com esta combinacéo.

(04) Em relacéo a palavrafiltro, quantos:
(04.1) Anagramas existem?
(04.2) Anagramas comegam com L?
(04.3) Anagramas comegam com O e terminam em |?
(04.4) Anagramas comegam com consoante?
(05) Um conjunto A tem 45 subconjuntos com dois elementos. Quantos s8o os elementos de A?

(06) Em uma urna colocam-se bolas numeradas de 1 a 3; numa segunda urna, bolas numeradasde 4 a7
e em uma terceira urna, bolas numeradas com os agarismos 0, 5, 9 e 8. Retiram-se sucessivamente du-
as bolas da primeira urna, uma da segunda, e trés da terceira, enfileirando-as da esquerda para a direita
a medida que forem sendo retiradas. Os algarismos das seis bolas extraidas, dispostas desta forma,
formam um ndmero. Pergunta-se:

(06.1) Quantos sao 0s NUMeros possiveis?

(06.2) Quantos sa0 0s pares que se consegue obter destaforma?

(06.3) Quantos sdo divisiveis por 25?
(07) Em um computador digital um “bit” € um dos algarismos “0” ou “1” e uma “palavra’ € uma se-
guéncia de bits. Qual o nimero de “palavras’ distintas’ em um computador de 32 bits?

(08) Dados “n” pontos de um plano, sendo trés quai squer ndo alinhados, quantos sdo:
(08.1) Os segmentos de retaque osligam 2 a 2?
(08.2) Ostriangulos, cujos veértices sdo escol hidos entre os pontos?

(09) Em uma urna hd m bolas coloridas, sendo m; brancas, m;, pretas, m; vermelhas e m, azuis. Reti-
ram-se simultaneamente “p” bolas, onde p < m. Quantos séo:

(09.1) Os casos possiveis?
(09.2) Os casos em que aparecem p; brancas, p, pretas, pz vermelhas e p, azuis, sendo p; + p2 + p3 +
Ps=p?
(09.3) Os casos em que ndo aparecem bolas brancas?
(10) Com as 6 letras: a, b, c, d, e, f quantas palavras-cddigo de 4 letras poderdo se formadas se:
(10.1) Nenhum letra puder ser repetida?
(10.2) Qualquer letra puder ser repetida qualquer nimero de vezes?
(11) Em um certo hospital, os seguintes dados de pacientes foram registrados.

25 com antigeno A 30 com o antigeno Rh

17 com os antigenos A e B 12 sem antigenos

27 com o antigeno B 16 com os antigenos A e Rh
22 com os antigenos B e Rh 15 com os trés antigenos

Com base nestes dados, determine quantos pacientes:
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(11.1) Estdo representados aqui ? (11.2) Tem exatamente um antigeno?
(11.3) Tem exatamente dois antigenos? (11.4) Tem sangue O positivo?
(11.5) Tem sangue AB positivo? (11.6) Tem sangue B negativo?
(11.7) Tem sangue O negativo? (11.8) Tem sangue A positivo?

(12) Quatro moedas sdo lancadas e observa-se a sequiéncia de caras e coroas obtida. Qual o espaco
amostra do experimento.

(13) Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas (V). Retira-se uma bola ao acaso
da urna. Se for branca, lan¢a-se uma moeda; se for vermelha, ela é devolvida a urna e retira-se outra
bola. Dé uma espago amostra para 0 experimento.

(14) Tréstimes A, B e C disputam um torneio de futebol. Inicialmente, A joga com B e 0 vencedor
jogacom C, e assim por diante. O torneio termina quando um jogador ganha duas vezes em seguida ou
quando s&o disputadas, ao todo, quatro partidas. Enumere os resultados do espaco amostra: resultados
possiveis do torneio.

(15) Uma moeda e um dado s&o langados. Dé o espagco amostral correspondente.

(16) Considerando dois eventos A e B de um mesmo espago amostra S, expresse em termos de opera-
¢Oes entre eventos:

(16.1) A ocorre mas B n&o ocorre;
(16.2) Exatamente um dos eventos ocorTe;
(16.3) Nenhum dos eventos ocorre.

(17) Dois dados séo lancados. Define-se os eventos: A = soma dos pontos obtidos igual a9, e B = o
ponto do primeiro dado € maior ou igual a 4. Determine os eventos A e B e ainda os eventos. A[IB,
AnBeA

(18) Uma urna contém 12 moedas de igual tamanho, sendo 7 douradas e 5 prateadas. O experimento
consiste em retirar, sem reposi¢ao e ao acaso, duas moedas desta urna. Calcular a probabilidade de que
saiam:

(18.1) Uma moeda dourada e uma prateada, nesta ordem.

(18.2) Uma moeda dourada e uma prateada.

(18.3.) Duas moedas douradas.

(18.4) Duas moedas de mesma cor.
(19) Resolva o exercicio um considerando a retirada das moedas com reposi ¢ao.
(20) ssjam P(A) = 0,3, P(B) = 0,8 e P((AnB) = 0,15.

(20.1) A e B sdo mutuamente exclusivos? Justifique.

(20.2) Qud aP(B)?

(20.3) Determine (a) P(AUB)  (b) P(ANnB)  (c) P(AnB) (d) P(AnB)
(21) Suponha que A e B sgiam eventos tais que P(A) = x, P(B) =y e P(AnB) = z. Exprima cada uma
das seguintes probabilidades em termos de “x”, “y” e*“Z".

(21.1) P(AUB) (21.2) P(A) (21.3) P(B) (21.4) P(A/B) (21.5) P(AUB)

(21.6) P(AUB) (21.7)P(AnB) (21.8)P(AnB) (21.9)P(AnB) (21.10)P(A/B)
(22) Uma amostra de 140 investidores de um banco revelou que 80 investem em poupanga, 30 inves-

tem no funddo e 10 investem na poupanca e no fundao. Selecionado um destes investidores ao acaso,
qual a probabilidade de que ele tenha investimentos na poupanga ou no fundao?
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(23) A probabilidade de um aluno A resolver uma questéo de prova € 0,80, enquanto que a do aluno B
€ 0,60. Qual a probabilidade de que a questdo seja resolvida se os dois alunos tentarem resolvé-lainde-
pendentemente.

(24) Um atirador A tem probabilidade de 1/4 de acertar um avo. Ja um atirador B tem probabilidade
de 2/5 de acertar o mesmo alvo. Se ambos atirarem simultaneamente e independentemente, qual a pro-
babilidade de que:

(24.1) Ao menosum deles acerto o alvo e (24.2) Ambos acertem o alvo?
(25) Sejam A e B dois eventos mutuamente excludentes. A probabilidade de ocorréncia de ao menos
um destes eventos é 0,52 e a probabilidade de A n&o ocorrer € 0,60. Calcule a probabilidade de B ocor-
rer?
(26) Sejam: P(A) = 0,50; P(B) = 0,40 e P(AUB) = 0,70.

(26.1) A e B sdo eventos mutuamente excludentes? Por que?

(26.2) Qual o valor de P(AnB).

(26.3) A e B sdo eventos independentes? Por que?

(26.4) Quais os valores de P(A/B) e P(B/A).

(27) Umaturma € composta de 9 alunos de Economia, 14 de Administracdo e 21 de Contébels. Desgja-
se eleger ao acaso uma comissao de dois alunos dessa turma. Calcule a probabilidade de que esta co-
missao seja formada por:

(27.1) Alunos sb da Economia.

(27.2) Um aluno da Economia e outro de outro curso.
(27.3) Um aluno da Economia e outro da Contabels.

(27.4) Dois aunos da Administracdo ou dois da Contabeis.

(28) Um produtor de parafusos verificou que em uma amostra de 100 parafusos 5 eram defeituosos.
Numa segunda amostra de 200 parafusos ele encontrou 9 defeituosos. Vocé diria que a probabilidade
de o proximo parafuso a ser produzido ter defeito € 0,05? Ou 0,045? Explique?

(29) Se 0 jogo um da loteria esportiva for marcado na coluna dois, entéo é possivel afirmar que a pro-
babilidade de acertar este jogo é de 1/3? Por que?

(30) Dois numeros séo escolhidos ao acaso e sem reposicdo, dentre 6 nUmeros positivos e 8 negativos,
e entdo multiplicados. Calcule a probabilidade de que o produto seja positivo.

(31) Os lugares de 6 pessoas em uma mesa circular sdo determinados por sorteio. Qual a probabilidade
de Aristeu e Fariseu se sentem lado alado?

(32) Suponha-se que sdo retiradas duas bolas, sem reposi¢ao, de uma caixa contendo 3 bolas pretas e 5
bolas vermelhas. Determine:

(32.1) Todos os resultados possiveis e suas respectivas probabilidades.

(32.2) Todos os resultados possiveis e suas probabilidades supondo a extracdo com reposicao da
primeira bola retirada.

(33) Uma caixa contém 4 véavulas defeituosas e 6 perfeitas. Duas vavulas sdo extraidas juntas. Uma
delas € ensaiada e se verifica ser perfeita. Qual a probabilidade de que a outra vavulatambém sgja per-
feita?
(34) Um dado é viciado, de tal forma que a probabilidade de sair um certo ponto é proporcional ao seu
valor (por exemplo o ponto 4 € duas vezes mais provavel do que o ponto dois). Calcular:
(34.1) A probabilidade de sair 5, sabendo-se que o ponto que saiu é impar.

(34.2) A probabilidade de sair um nimero par, sabendo que saiu um niimero maior do que 3.
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(35) A probabilidade de que dois eventos independentes ocorram sdo p e g, respectivamente. Qual a
probabilidade de que:

(35.1) Nenhum destes eventos ocorra. (35.2) Pelo menos um destes eventos ocorra
(36) Calcular a P(A) sabendo que: P(AB) =0, 72 e P(AB) = 0,18.
(37) Um restaurante popular apresenta apenas dois tipos de refeicdes. salada completa e um prato a

base de carne. 20% dos fregueses do sexo masculino preferem salada; 30% das mulheres escolhem
carne; 75% dos fregueses séo homens. Considere os seguintes eventos:

H: o fregués € homem A: O fregués prefere salada

M: O fregués é mulher B: O fregués prefere carne
Calcular:
(37.1) P(H) (37.2) P(A/H) (37.3) P(B/M) (37.4) P(AnH)
(37.5) P(AOH) (37.6) P(M/A)

(38) Uma companhia de seguros analisou a freqiéncia com que 2000 segurados (1000 homens e 1000
mulheres) usaram o hospital. Os resultados estdo apresentados na tabela:

Homens Mulheres
Usaram o hospital 100 150
N&o usaram o hospital 900 850

(38.1) Qual a probabilidade de que uma pessoa segurada use o hospital ?

(38.2) O uso do hospital independe do sexo do segurado?
(39) As probabilidades de 3 motoristas serem capazes de dirigir até em casa com seguranca, depois de
beber, sdo: 1/3, 1/4 e 1/5. Se decidirem (erradamente) dirigir até em casa, depois de beber numa festa,

qual a probabilidade de todos os 3 motoristas sofrerem acidentes? Qual a probabilidade de que ao me-
nos um chegue em casa a salvo?

(40) Duas lampadas queimadas foram misturadas acidentalmente com 6 |ampadas boas. Se as |ampa-
das forem sendo testadas, uma a uma, até encontrar as duas queimadas, qual € a probabilidade de que a
ultima defeituosa seja encontrada no quarto teste?

(41) Num teste com duas marcas que |he sdo apresentadas em ordem aleatoria, um experimentador de
vinhos faz trés identificacOes corretas em trés tentativas.

(41.1) Qual a probabilidade disto ocorrer, se na realidade ele n&o possui habilidade alguma para
distinguir?
(41.2) E se aprobabilidade de distinguir corretamente € de 90% em cada tentativa?

(42) Dados gue dois acontecimentos A e B ocorrem independentemente com probabilidades p e g res-
pectivamente, determine a probabilidade da ocorréncia de um e somente um destes aconteci mentos.

(43) Dois aparelhos de alarme funcionam de forma independente, detectando problemas com probabi-
lidades de 0,95 e 0,90. Determinar a probabilidade de que dado um problema, este seja detectado por
somente um dos aparel hos.

(44) Sgam A e B dois eventos. Suponha gque P(A) = 0,40, enquanto P(AJB) = 0,70. Seja P(B) = p.
(44.1) Paraquevalor de“p”, A e B serdo mutuamente excludentes?
(44.2) Paraque valor de“p”, A e B serdo independentes?

(45) Um aparelho é escolhido ao acaso dentre 10 aparelhos, sendo que destes 6 funcionam sem falhas
com uma probabilidade de 80% e os outros quatro funcionam sem falhas com uma probabilidade de
95%. Determinar a probabilidade de que o aparelho escolhido funcione sem fahas.
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(46) Trésmaguinas A, B e C apresentam respectivamente: 10%, 20% e 30% de defeituosos na sua pro-
ducdo. Se a trés maquinas produzem igual quantidade de pecas e retiramos duas pegas ao acaso da pro-
ducéo global qual a probabilidade de que ambas sejam perfeitas?

(47) Dentre 5 méquinas existem 3 de maior precisdo que garantem um acerto de 95% e as duas restan-
tes garantem um acerto de 75%. Escol hida uma maguina ao acaso qual a probabilidade de acerto?

(48) Das pegas fornecidas por duas maguinas automaticas 60% e 84%, respectivamente, sdo de alta
qualidade. A produtividade da primeira maquina € o dobro do que a da segunda méaquina. Retirada uma
peca a0 acaso de um lote produzido pelas duas maquinas verificou-se que ela era de alta qualidade.
Determinar a probabilidade de que tenha sido produzida pela primeira magquina.

(49) Uma caixa contém quatro moedas, uma das quais com duas caras. Uma moeda foi tomada ao aca-
S0 e jogada duas vezes, obtendo-se duas caras. Qual a probabilidade de que sgja a moeda com duas ca-
ras?

(50) Cada objeto manufaturado € examinado com probabilidade 0,55 por um fiscal e com probabilida-
de 0,45 por outro fiscal. A probabilidade de passar no exame de acordo com os fiscais € de 0,90 e de
0,98 respectivamente. Achar a probabilidade de que um objeto aceito tenha sido examinado pelo se-
gundo fiscal.

(51) Um carro pode parar por defeito elétrico ou mecanico. Se ha defeito elétrico o carro para na pro-
porcdo de 1 para 5 e, se mecéanico, 1 para 20. Em 10% das viagens ha defeito elétrico e em 20% mecé
nico, ndo ocorrendo mais de um defeito na mesma viagem, igual ou de tipo diferente. Se o carro para,
gual a probabilidade de ser por defeito el étrico?

(52) Considere uma urna contendo 3 bolas vermelhas e 5 pretas. Retira-se 3 bolas, sem reposicéo, e é
definidaavariavel aeatdria X = nimero de bolas pretas retiradas. Determine a distribuicdo de X.

(53) Um dado é jogado 3 vezes. Seja X 0 numero de pontos “um” que aparece. Estabeleca a distribui-
¢ao de probabilidade de X.

(54) Uma caixa contém 3 bolas brancas e uma preta. Uma pessoa vai retirar as bolas uma a uma, até
conseguir apanhar a bola preta. Seja X 0 nimero de tentativas que serdo necessarias. Determine a dis-
tribuicdo de probabilidade de X e calcule amédiae avarianciade X.

(55) Dois tetraedros regulares tém suas faces numeradas de 1 a 4. Jogam-se ambos e somam-se 0s
pontos das faces que ficarem voltadas para cima. Sabendo-se que a soma obtida é maior do que 4, de-
termine a distribuicdo de probabilidade dessa soma.

(56) Uma caixa contém 4 bolas brancas e 3 bolas pretas. Estabeleca a distribuicdo de probabilidade do
numero de bolas retiradas uma a uma e sem reposicao até sair a Ultima bola preta. Calcule a média,
moda e desvio padréo dessa variavel aeatoria.

(57) Uma pessoa joga 3 moedas e ganha R$ 6,00 se obtiver s caras ou sO coroas. Quanto deve pagar
Se perder, para que 0 jogo sgja equitativo (ndo perca e nem ganhe)?

(58) Em um certo empreendimento comercial, um empresario pode ter um lucro de R$ 300 com uma

probabilidade de 0,60 ou entdo um prejuizo de R$ 100 com uma probabilidade de 0,40. Determinar o
lucro médio do empreendimento.

(59) O tempo T, em minutos, para que um operario processe certa peca € uma VAD com distribuicdo
dada na tabela abaixo.
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t | 2 3 4 5 6 7
f(t) | 0,10 0,10 0,30 0,20 0,20 0,10

(59.1) Calcule o tempo médio de processamento.

(59.2) Para cada peca processada o operario ganha um fixo de R$ 2,00, mas se processa a pega em

menos de 6 minutos, ganha R$ 0,50 por cada minuto poupado. Por exemplo, se ele processa a peca

em 4 minutos, recebe a quantia de R$ 1,00. Encontre a média e a variancia de G = quantia ganha

por peca.
(60) No jogo de roleta, a pessoa escolhe um nimero entre 37 (de 0 a 36) e aposta x, sendo que, se ga-
nhar, recebe 35x. Quantas vezes se espera que jogue um jogador inveterado que aposta sempre R$ 2,00
e um sb nimero e dispde de R$ 50,007
(61) O conjunto de resultados igualmente possiveis de uma variavel aeatéria X é X(S) ={ 0, 1, 2, 3,
4} . Represente em umatabela a distribuicdo de X e calcule a expectancia e avarianciade X.
(62) Sgaf(x) = 0,1x afuncéo de probabilidade da variavel aleatoria com conjunto de resultados X(S) =
{1,2,3,4}. Represente afuncdo de probabilidade em umatabela e determine: E(x) e V(X).
(63) Um agente quer aplicar no mercado financeiro com o objetivo de fazer muitas aplicagbes mensais
sucessivas. Ele dispdem de duas opgles, mas usard a de maior rentabilidade. Ele deve optar entre:

| - CDB com renda de 3% a0 més e sem riscos ou

Il - Bolsa de valores com renda de 6% ao més com probabilidade 0,46, 4% com probabilidade 0,45

ou prejuizo de 15% ao més com probabilidade de 0,009.

Qual aopcdo mais lucrativa para 0 agente?
(64) Ao apostar R$ 100 no preto de uma roleta um apostador pode ganhar R$ 100 com probabilidade
17/37, perder este mesmo valor com probabilidade de 18/37 ou ndo ganhar nada com probabilidade
2/37. Utilize a expectancia para determinar qual o lucro ou prejuizo esperado em 370 apostas deste
mesmo valor?
(65) Pilhas de uma certa marca séo acondicionadas de modo causal em embalagens de quatro pilhas. O
produtor desta marca opera com probabilidade de 0,04 de uma pilha ser defeituosa.

(65.1) Calcule a probabilidade de que uma embalagem tomada ao acaso contenha:

(a) Exatamente uma pilha defeituosa (b) Somente pilhas perfeitas
(c) No maximo duas pilhas defeituosas.

(65.2) Quantas defeituosas deve-se esperar que existam, em meédia, por embalagem?
(66) Qual a probabilidade de obtermos exatamente duas caras em 8 lancamentos de uma moeda equili-
brada?

(67) Uma turma tem 50 alunos, sendo 20 do sexo masculino. Desgja-se através de um sorteio que atri-
bua a cada aluno da turma a mesma probabilidade de ser eleito, formar uma comisséo de 4 alunos. De-
sgja-se também, determinar a probabilidade de a comissdo resultante ter exatamente um aluno do sexo
feminino. Vocé usaria 0 modelo binomial para calcular tal probabilidade? Por que?

(68) Qual a probabilidade de se obter duas ou menos faces 2 em 7 langcamentos de um dado equilibra-
do?
(69) A probabilidade de um parafuso produzido por uma empresa ser defeituoso € 0,03. Sgja X avaria
vel “namero de parafusos defeituosos em envel opes de 500 parafusos”.

(69.1) Calcule E(x) e V(X).

(69.2) Suponha que se compre 100 destes envel opes. Quantos defeituosos deve-se esperar?
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(70) Uma distribuicéo binomial tem médiaigual a 3 e varianciaigua a2. Calcule P(X = 2).

(71) Em um experimento binomial com 3 provas, a probabilidade de exatamente 2 sucessos é 12 vezes
aprobabilidade de 3 sucessos. Determine o valor de “p”.

(72) Em uma urna existem 18 bolas brancas e duas pretas. Calcule as probabilidades de retiradas 7 bo-
las, sair apenas uma bola preta, nos seguintes casos.

(72.1) As bolas sdo repostas na urna apos as retiradas.

(72.2) As bolas néo sdo repostas na urna apos as retiradas.
(73) Umalojatem um lote de 10 fechaduras, das quais 5 tém defeitos. Se uma pessoa comprar 3 fecha
duras, qual a probabilidade de encontrar no maximo uma defeituosa?
(74) Se X tiver uma distribui¢do de Poisson com parametro a, e se P(X = 0) = 0,20, calcular P(X > 2).
(75) As chegadas de petroleiros a uma refinaria a cada dia ocorrem segundo uma distribuicéo de Pois-

son com parametro a = 2. As atuais instal agbes podem atender, no maximo, a 3 petroleiros por dia. Se
mais de 3 aportarem por dia 0 excesso € enviado para outro porto.

(75.1) Qual a probabilidade de se enviar petroleiros para outro porto?

(75.2) De quanto dever&o ser aumentadas as instalagcOes para permitir atender a todos os navios
gue chegarem pelo menos em 95% dos dias?

(75.3) Qual o nimero médio e qual o desvio padréo do nimero de petroleiros que chegam por dia?

(76) Suponha que um comprador precisa decidir se vai aceitar ou ndo um lote de itens. Para tal, ele re-
tira uma amostra de tamanho “n” do lote e conta 0 nimero “X” de defeituosos. Se x < a, o lote € aceito
esex > a, olote é rgeitado. O nimero “a’ é fixado pelo comprador. Suponhaquen =19 ea= 2. De-
termine a probabilidade de se aceitar o lote para as seguintes proporgdes de defeituosos no lote:

(76.1) p=0,20 (76.2) 0,10 (76.3) 0,05
(77) Uma cia de seguros descobriu que somente cerca de 0,1 por cento da populacéo esté incluida em
certo tipo de acidente por ano. Se seus 10 000 segurados sdo escolhidos, ao acaso, na populagéo, qual é
a probabilidade de que ndo mais do que 5 de seus clientes venham a estar incluidos em tal acidente no
préximo ano?
(78) Umavariavel aeatoria continuatem a seguinte funcéo densidade de probabilidade:

f(x) =3x*> se 0<x<1

=0 caso contrério.

Cacular aprobabilidade dessa variavel assumir um valor maior ou igual a 1/3.

(79) Sendo f(x) = kx® adensidade de uma varidvel aeatéria continuano intervalo 0 < x < 1, determine
o valor de“k”.

(80) Umavariavel aeatoria continua X € definida pela seguinte funcéo densidade:

f(x) = %(x—l)z para 0< x < 2. Determinar:

(80.1) A média (80.2) A variancia
2kx se0 £ x < 3;
(81) Umavariavel aeatdria continuatem a seguinte fdp: f(x) =4 kx se3 < x <5
0 caso contrario

Determinar o valor de k, amédia, amediana e avarianciada variavel aleatoria.

(82) Uma variavel X é uniformemente distribuida no intervalo [10, 20]. Determine a expectancia e a
varianciade X e calculeaindaaP(12,31 < X < 16,50).
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(83) Suponha que X sgja uniformemente distribuida entre [-a, a], onde a > 0. Determinar o valor de a
de modo que as seguintes rel agdes estejam satisfeitas:

(83.1)P(X>1)=1/3 (83.2) P(X <1/2) =0,7
(84) Suponha gue um mecanismo eletronico tenha um tempo de vida X (em unidades de 1000 horas)
que é considerado uma varidvel aleatéria com fdp dada por:

f(x)=€e*,x>0

=0, caso contrario.

Suponha ainda que o custo de fabricacéo de um item sgja 2,00 um e o preco de venda sgja 5,00 um. O
fabricante garante total devolucéo se x < 0,8. Qual o lucro esperado por item?

(85) Uma lampada tem duracéo de acordo com a seguinte densidade de probabilidade:

f(t) =0,001e®" parat>0
= 0 caso contrario
Determinar

(85.1) A probabilidade de que uma lampada dure mais do que 1200 horas.
(85.2) A probabilidade de que uma lampada dure menos do que sua duragdo média.
(85.3) A duracéo mediana.

(86) Se as interrupcdes no suprimento de energia elétrica ocorrem segundo uma distribuicéo de Pois-
son com a média de uma por més (quatro semanas), qual a probabilidade de que entre duas interrup-
¢des consecutivas haja um intervalo de:

(86.1) Menos de uma semana. (86.2) Mais de trés semanas.

(87) Se X : N(10, 2) Calcular:

(87.1) PB<X<10) (87.2P9<X<12 (87.3) P(X>10) (87.4)P(X<8o0uX >11)
(88) Se X tem uma distribui¢do normal com média 100 e desvio padréo 10, determine:

(88.1) P(X < 115) (88.2) P(X = 80) (88.3) P(X > 100)

(88.4) Ovdor de“a’ tal que P(100 - a< X <100 + a) = 0,9544
(89) Nadistribuicdo N(u; a), encontre:

(89.1) P(X < + 20) (89.2) P(IX - = 0)

(89.3) O nimero “a@’, tal que P(u- ac < X <p +ao) =0,90

(89.4) O nimero “a’, tal que P(X > a) = 0,95

(90) A aturas de 10000 alunos de um colégio tém distribuicdo aproximadamente normal com média de
170 cm e desvio padréo de 5 cm.

(90.1) Qual o nimero esperado de alunos com altura superior a 1,65 m?
(90.2) Qual o intervalo simétrico em torno da média, que contera 75% das aturas dos alunos?

(91) As vendas de determinado produto tém distribuicdo aproximadamente normal, com média de 500
e desvio padréo de 50. Se a empresa decide fabricar 600 unidades no més em estudo, qual € a probabi-
lidade de que ndo possa atender a todos os pedidos desse més, por estar com a producao esgotada?

(92) O numero de pedidos de compra de certo produto que uma cia recebe por semana distribui-se
normalmente, com média 125 e desvio padréo de 25. Se em uma dada semana o estoque disponivel é
de 150 unidades, qual € a probabilidade de que todos os pedidos sejam atendidos? Qual deveria ser 0
estoque para se tivesse 99% de probabilidade de que todos os pedidos fossem atendidos?
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(93) Uma enchedora automética de garrafas de refrigerantes esta regulada para que o volume médio de
liquido em cada garrafa seja de 1000 cm®, com desvio padréo de 10 cm®. Pode-se admitir que a distri-
buicéo davariavel sgjanormal.

(93.1) Qual a percentagem de garrafas em que o volume de liquido é menor que 990 cm>?

(93.2) Qua a percentagem de garrafas em que o volume do liquido ndo se desvia da média em
mais do que dois desvios padroes?
(93.3) O gue acontecera com a percentagem do item (b) se a maquina for regulada de forma que a
média seja 1200 cm® e o desvio padréo 20 cm>?
(94) O diametro de certo tipo de anel industrial é uma variavel aleatdria com distribuicdo normal de
meédia 0,10 cm e desvio padrdo 0,02 cm. Se o didmetro do anel diferir da média de mais do que 0,03
cm, ele é vendido por R$ 5,00, caso contrario, é vendido por R$ 10,00. Qual o preco médio de venda
de cada anel?

(95) Suponha que as amplitudes de vida de dois aparelhos elétricos D; e Dy, tenham distribuicfes
N(42; 6) e N(45; 3), respectivamente. Se 0 aparelho é para ser utilizado por um periodo de 45 horas,
qual aparelho deve ser preferido? E se for por um periodo de 51 horas?

(96) A distribuicéo dos pesos de coelhos criados em uma granja pode muito bem ser representada por
uma distribuic¢éo normal, com média de 5 kg e desvio padréo de 0,8 kg. Um abatedouro comprara 5000
coelhos e pretende classifica-los de acordo com o peso, do seguinte modo: 20% dos leves como peque-
nos, 0s 55% seguintes como médios, 0s 15% seguintes como grandes e os 10% mais pesados como
extras. Quais os limites de pesos para cada classificacao?

(97) Uma distribuicéo normal tem desvio padréo igual a5 e éta que 1,5% dos valores estdo abaixo de
35. Determine sua média.

(98) Numa prova de vestibular com 50 questdes objetivas de 5 alternativas cada, qual a probabilidade
de que um candidato, que responde ao acaso (chuta) todas as questdes, acerte mais do 15 questdes?

(99) Um dado equilibrado é langado 120 vezes. Determinar a probabilidade que a face 4 (quatro) apa-
reca

(99.1) 18 vezes ou menos (99.2) Mais de 14 vezes
(100) No langamento de 30 moedas equilibradas, qual a probabilidade de sairem:
(100.1) Exatamente 12 caras? (100.2) Mais de 20 caras?
(101) Umavariave aeatériatem médiaigual a5 e desvio padrédo igual a 3. Determine:
(101.1) P(JX - 5| < 3) (101.2) htal que P(JX - 5| > h) = 0,01
(101.3) P(-1< X <11) (101.4) P(X - 5| < 7,5)

(102) Supondo que a média de uma variavel aeatdria X sgjaigua a4 e o desvio padréo igua a2, de-
termine;

(102.1) A probabilidade de X estar no intervalo de 0 a 8. (102.2) Qual o valor minimo de P(-2 <
X <10).
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5. RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

(01) 81

(02) 30

(03) 175 760 000

(04) (04.1) 720 (04.2) 120 (04.3) 24 (04.4) 480

(05) 10

(06) (06.1) 576 (06.2) 288 (06.3) 48

(07) 4 294 967 296

(08)(81)n(n-1)/2 (82)n(n-1)(n-2)/6.

(09) (09.1) C(m, p)  (09.2) C(my, p1)C(My, P2)C(Ms, P3)C(Ma, pa)  (09.3) C(M -my, p).

(10) (10.1) 360 (10.2) 1296

(1) (11.1)54 (11.2)17 (11.3)10 (1147 (11515 (1163 (11712 (1181

(12) S ={ cccc, cecck, ccke, ckee, keee, cckk, ckke, kkee, ckek, keke, keek, kkke, kkek, kekk, ckkk,
kkkk},

(13) S={ BC, BK, VB, VV}, onde C = carae K = coroa.
(14) S={ AA, ACC, ACBB, BB, BCC, BCAA, ACBA, BCAB}
(15 S={ (¢, 1), (c, 2), ..., (c, 6), (k, 1), (k, 2), ..., (k, 6) }, onde c = carae k = coroa.
(16) (16.1) AnB =A-B (16.2) (AnB)J(ANB)=AUB-ANB (16.3) AnB = AOB
(A7) A={(36),(4,5), (5 4), (6:3)}
B={@421),..(46),(51,..(5,6),(61),..(66)}
AOB={(3,6),(4),..(4,76),(5,1),..(56),(6,12),..,(6,6)}
AnB={(4,5),(5,4),(6,3)}
A = S0 32 pares excetuando-se os pares de A acima.
(18) (18.1) 35/132 = 26,52% (18.2) 70/132 = 53,03% (18.3) 42/132 = 31,82% (18.4) 62/132 = 46,97%
(19) (19.1) 35/144 = 24,31% (19.2) 70/144 = 48,61% (19.3) 49/144 = 34,03% (19.4) 74/144 = 51,38%
(20) (20.1) N&o, poisP(AnB)#0 (20.2) 0,20 (20.3)(@)0,95 (b)0,15 (c)0,05 (d) 0,65
2) (2L1)x+y-z (21.2)1-x (20.3)1-y (214 zly (215 1-z (216)1-x+z (20.7)y-z
(21.8) x - z (219 1-x-y+z (21100 (1-x-y+2)/(1-vy)
(22) 10/14 = 5/7 = 71,43%
(23) 0,92 = 92%
(24) (24.1) 11/20 = 55% (24.2) 2/20 = 10%
(25) 0,12 =12%
(26) (26.1) N&o, pois P(A) + p(B) # P(AUB) (26.2) 0,20 = 20% (26.3) Sim, pois P(AnB) = P(A).P(B)
(26.4) P(A/B) = 0,50 e P(B/A) =0,40

(27) (27.1) 72/1892 = 3,81% (27.2) 630/1892 = 33,30% (27.3) 378/1892 = 19,98% (27.4) 602/1892
= 31,82%

(28) N&o
(29) N&o
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(30) 43/91 = 47,25%
(31) 2/5=40%
(32) (a) Sem reposicao

(b) Com reposicao

Resultados Probabilidades Resultados | Probabilidades
PP 6/56 PP 9/64
PV 15/56 PV 15/64
VP 15/56 VP 15/64
\AY] 20/56 \AY] 25/64
Total 1 Total 1
(33) 5/9 = 55,56%
(34) (34.1) 5/9 (34.2) 2/3
(35) (35.1) I-p-q+pg=(1-p)(1-0) (352)p+q-pq
(36) 90%

(37) (37.1) 75%
(38) (38.1) 0,125
(39) 0,40 = 40% e 0,60 = 60%
(40) 3/28 = 10,71%

(41) (41.1) 0,125 = 12,50%
(42)p(l1-g)+(1-p)g

(37.2) 20% (37.3)30% (37.4) 15%

(38.2) Ha dependéncia

(37.5) 92,50% (37.6) 7/13 = 53,85%

(41.2) 0,729 = 72,90%

(43) 14%
(44) (44.1) p=0,30 (44.2) p= 0,50
(45) 86%
(46) 64%
(47) 87%
(48) 10/17 = 58,82%
(49) 4/7 = 57,14%
(50) 49/104 = 47,12%
(51) 2/3 = 66,67%
(52) x | o 1 2 3

f(x) | 156 15/56 30/56 10/56
(53) X 0 1 2 3

f(x) |125/21 75/216 15/216 1/216

6

'54) X 1 2 3 4

f(x) 1/4 V4 14 U4 p=250 0°=125
(55) X | 5 6 7 8

f) | 040 030 020 010
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(56) x | 3 4 5 6 7 u=6
fx) | W35 3/35 6/35 1035 1535 ¢2=1,20
(57) x| 6 y H=6/4+3y4=0=y=-2
f(x) | 1/4 3/4 Ele deve pagar R$ 2,00
(58) R$ 140
(59) (59.1) p = 4,60
92 | g | 40 35 3,0 25 2
| f@ | o010 0,10 030 020 030
u=275 0? = 0,4125
(60) 925 vezes.
(61) X 0 1 2 3 4
f(x) 0,2 0,2 0,2 02 072 n=2
(62) X 1 2 3 4
f(x) 0,1 0,2 03 04 n=3

(63) A bolsa com expectativa de renda de 3,21% ao més contra os 3% ao més do CDB.
(64) Prejuizo de R$ 1000

(65) (65.1) (a) 14,16%  (b) 84,93% () 99,98% (65.2) 16%
(66) 10,94%

(67) N&o

(68) 90,42%

(69) (69.1) EX) = V(x) = 14,55 (69.2) 1500

(70) 23,41%
(71) p= 1/5=0,20

72) (72.1) 37,20% (72.2) 47,89%

(73) 50%

(74) 21,90%

(75) (75.1) 14,29% (75.2) 2 (75.2) 2

(76) (76.1) 23,69% (76.2) 70,54% (76.3) 93,35%

(77) 7,78% (pelanormal)  6,71% (pela Poisson)
(78) P(X > 1/3) = 26/27

(79 k=4

(80) (80.1) E(X) =1 (80.2) 0° = 0,60

(81) 1/17; 2,98; 2,92 e 1,50

(82) E(X) = 15 V(X) = 8,33 P(12,31 < X < 16,50) = 41,90%
(83) (83.1) 3 (83.2) 5/4

(84) 5% -2=0,25um

(85) (85.1) 30,12% (85.2) 63,21%. (85.3)

mo=7
o0=110
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(86) (86.1) 22,12%
(87) (87.1) 34,13%
(88) (88.1) 93,32%
(89) (89.1) 97,72%
(90) (90.1) 8413
(91) 0,0228 = 2,28%
(92) (92.1) 84,13%
(93) (93.1) 15,87%
(94) 9,33 u.m.

(95) P(D; > 45) = 30,85%
P(D, > 45) = 50%

(86.2) 47,24%
(87.2) 53,28%
(88.2) 97,72%
(89.2) 68,26%

(90.2) (164,25; 175,75)

(92.2) 184
(93.2) 95,44%

P(D; > 51) = 6,68%
P(D, > 51) = 2,28%

(96) 4,33kg; 554kg e 6,02kg

(97) 45,85
(98) 2,62%
(99) (99.1) 35,57%

(99.2) 91,15%

(100) (100.1) 8,119% (8,06% exato)

(101) (101.1) Zero

(102) (102.1) 3/4 = 75%

(101.2) h=30

(102.2) 8/9 = 88,89%

(87.3) 50%
(88.3) 50%
(89.3) 1,645

(93.3) Néo se dltera

(87.4) 46,72%
(884)a=20
(89.4) a=p-1,6450

(100.1) 2,22% (2,14% exato)

(101.3) 75% (101.4) 84%
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