Modelos Probabilisticos Teoricos
Discretos e Continuos

Bernoulli, Binomial, Poisson, Uniforme, Exponencial,
Normal



Distribuicao de Probabilidades

0 A distribuicdo de probabilidades de uma
variavel aleatoria:

0 quais sao os resultados possiveis;

0 qual é a probabilidade de cada resultado
acontecer.

0 Variavel discreta: pares valores - probabilidade.
0 Variavel continua: funcdo densidade de

probabilidades




Modelo de Bernoulli

0 Modelo tedrico discreto
0 Apenas dois resultados possiveis: “sucesso”, “fracasso”.

X p(x) E(X) 4
0 b=p V(X)=p (1 -p)
1 p
Total 1 0 se x<0

F(x)=41-p se 0<x<1
1 se x=>1




Modelo Binomial

0 Modelo tedérico discreto
0 X tera distribuicao binomial se:
0 X=X +X,+...+X,

o Xy, X, .. X, varidveis aleatorias discretas
INDEPENDENTES com distribuicao de Bernoulli, com
parametro p CONSTANTE.

0 X: nimero de “sucessos” em n realizacoes de um
experimento de Bernoulli

0 Com probabilidade de “sucesso” p constante (0 <p <1)
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Exemplo 1

Lancamento de moeda honesta 4 vezes, identificacao face
voltada para cima: registro do namero de caras (C).

“Sucesso” = Cara; p=0,5,1-p=0,5

Independéncia

P(X=0) = P(K; n K, n K5 n Ky) = P(K;)XP(Ky)xP(K3)xP(K,)
P(X=0) = (1 - p)*=0,0625

PX=1)=P[(Cin K, nKynK)u (KinC nKynKy) U
(KN K,nGnK)ul[(KinKsn Ky Cy) ]

Cada sub-evento é M.E. com os outros.

P(X=1) = 4xpx(1-p)°>= 0,25



Modelo binomial

E(X) =nxp WV(X)=nxpx(1-p)



Exemplo 1 - pelo modelo binomial
0n=4p=051-p=0,>5

. . 4 0 4-0 .
P(X =0) =| 05 x(0,5)"° =1x1x0,0625 = 0,0625

. . 4 1 4-1 .
P(X =1) = | 0.5 x(0,5)"" =4x0,5%0,125=0,25



Exemplo 1 - pelo modelo binomial

Distribuicao binomial (n =4; p=0,5)

0,4
0,35
0,3
0,25

0,2

Probabilidades

0,15
0,1

0,05

0

0 1 2 3 4
X =Numerode caras em4 langamentos damoeda

EX)=nxp=4x05 =2 VX)=nxpx(1-p)=4x%0,5%x0,5=1
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Modelo de Poisson

Modelo tedrico discreto.

Experimento aleatdrio com espago amostral infinito
enumeravel.

Numero de observacdes de uma variavel em um intervalo
continuo (tempo ou espaco): distribuicao de Poisson.
Exemplos:

0 chamadas telefonicas por minuto,

0 mensagens que chegam a um servidor por segundo
0 acidentes por dia,

0 defeitos por m2, etc..



Modelo de Poisson

X =num. de ocorréncias em [t, t+1]

: >
t . t+1

n 1intervalos de amplitude 1/n, comn > oo
p = probab. de ocorréncia em cada intervalo

n n k- oo
P(X =x)=| |xp"x(1=p)"" po0
X

nxp—AiA >0

/1 < txe—ﬂ,xt
P(X — )C) > ' (x=0,1,2,..)
X! 0




Modelo de Poisson

e " x(Axt)

P(X =x)= .

(x=0,1,2,..)

E(X)=Axt V(X)=Axt



Exemplo 2

0 Estudos de trafego mostram que cerca de 3 mensagens
chegam a um servidor a cada milissegundo.

0 Calcule a probabilidade de que pelo menos 4 mensagens
cheguem em 1 milissegundo.

P Xz24)=P(X=4)+P(X =5)+...
P(X>24)=1-P(X <4)
P(X<4)=P(X=0)+P(X=D+P(X=2)+P(X =3)
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Exemplo 2

roey

0
1
2
3

e x (3 X 1)0

P(X=0)= 0 0,0498
PX=1)=C lxlf”l)l 0,1494
P(X =2)= e X2('3 <1) 0,224
P(X =3) = e X3(!3 <1) 0,224

P(X>24)=1-0,6472=0,3528
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Modelo Uniforme

0 Modelo te6rico continuo.

f(x)

1
B—a




Modelo Uniforme

f(x)|
o a b B X
_ b-a
Pla<X<bh)= B a E(X):a+’8

2

Var(X) = ('B 1_2a)
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Modelo Exponencial

0 Relacao com a Poisson.

0 X: variavel aleatoria  discreta  com
distribuicido de Poisson - numero de
ocorréncias em um intervalo finito com
uma taxa A.

0 T: variavel aleat6ria continua - tempo entre
as ocorréncias seguira uma distribuicao
exponencial com valor esperado 1/A
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Modelo Exponencial

f(t) |
E(T) = %
ft)y=re*t Aet>0 |
Var(T') = rE
\<P(T >t)=e b
g t 17
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Exemplo 3

0 O setor de manutencdao de uma empresa fez um
levantamento das falhas de um importante
equipamento, constatando que ha, em média, 0,75
falha por ano e que o tempo entre falhas segue
uma distribuicdo exponencial. Qual é a
probabilidade do equipamento nao falhar no
proximo ano?
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Exemplo 3
A=0,75

P(T>t)=e™t
P(T >1) = e (07)1=0,4724 ou 47,24%
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Modelo Normal

Muitas variaveis aleatorias tem distribuicoes como:

Alturas de homens adultos

200 ~ ]

150 4 |

Nl e

1,4 15 16 1,7 18 1,9 2,0
ARluras (m)

Frequéncias




Modelo Normal
f(x)

1 x—p -
| - )
— f(x) = e 2 ©

o217
u. media
o. desvio padrao
" X
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Caracteristicas

0 A variavel
aleatoria pode
assumir valores
de-o a + « .

0 Area abaixo da

curva éigualal
(100% de
probabilidade) .
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0 Simetria
em relacao
a média.

Caracteristicas

50%
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Exemplo

N\

area = 68,3%

u-c p pto
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Exemplo

area = 954%

N

u-20

L

u+2c
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Exemplo

area =99,7%

u-3o

u+3o
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Normal Padronizada

e I
X - 1
Z:
O
- J

z - variavel normal padronizada
X - variavel normal

1 - média

o - desvio padrao
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Normal Padronizada

/N

PRLEIN
(1-26) (u-0) p (w*o) (u+20) %
g 4

2 -1 0 1 2



Aproximacao da Binomial
pela Normal

0 Quando o ntimero de ensaios (n) da binomial é grande, a
distribuicao binomial pode ser aproximada por uma normal
com média nxp e variancia nxpx(1- p).
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Exemplo 4

0 Considere que um aluno ir4d fazer um teste de
Estatistica. Pelo que estudou ele tem 50% de
probabilidade de responder corretamente uma
questao. Se o teste tem 10 perguntas, seja X o
namero de respostas corretas.
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Exemplo 4
Distribuicao binomial:
n=10 p=0,5

P(X)

0,246

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numero de respostas corretas (X)
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Exemplo 4

0 Qual é a probabilidade de ocorrer mais de 6 corretas?
0 P(X>6)=P(7)+P(8)+P(9)+P(10)=0,117+0,044+0,010+0,001=0,172

0,205 P(X>6) =0,172

0,117 /

0,044
0,01 5 001

0,246
0,205
0,117
0,044
0,001 0,01
[ | [
0o 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 32
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Exemplo 4 (de novo)

0 Qual é a probabilidade de ocorrer mais de 6 respostas
afirmativas? (usando a normal)

TN

7‘{ P(X>6,5)
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Exemplo 4 (de novo)

P(X>6,5)
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Exemplo 4 (de novo)

u=5  ©=1581139 x=6,5

X-U 6,5-5
7 = = — 0,95
o 1,581139

0,1711 Lembrando:
a probabilidade.
Exata (pela
binomial)
era de 0,1720

0 0,95



