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1 Introducao

Depois de editar o Tech. Rep. sobre dlgebra para a mecanica quantica [1],
resolvi melhorar o contetiido com exemplos e postulados mais diretamente re-
lacionados com a matemdtica para a mecanica quantica. Assim, este artigo
contém o artigo citado e mais outros contetdos.

A mecanica classica estuda os sistemas com base em informagoes sobre
cada varidvel em funcao do tempo x(t). Por exemplo, uma particula que se
move em uma direcao e sentido deveria poder ser medida em cada instante de
tempo ao longo de sua trajetoria para que se pudesse determinar sua massa,
momentum, velocidade, campo elétrico, campo magnético etc. como se faz com
qualquer objeto maior. No entanto, a fisica tem mostrado outra realidade. As
particulas tém estados que sdo como uma fungdo de onda (7, t) onde ¥ é
um vetor em um espaco vetorial complexo. As varidveis fisicas que podem ser
medidas — os observaveis (observables) — sao representadas por operadores
desta funcao de onda. Quando falamos em operador, queremos dizer que existe
um operador algébrico complexo — uma matriz hermitiana, cuja defini¢ao
veremos mais adiante — que determina valores reais de quantidades fisicas
mensuraveis (momentum, velocidade, spin etc.) de uma particula. Este valores
reais sao autovalores (eigen-values) de estados que sdo descritos por autovetores
(eigen-vectors), cujos conceitos apresentaremos mais adiante.

A compreensao de toda esta matematica depende de algumas nogoes basicas
de algebra linear que vamos introduzir neste report. O objetivo deste trabalho
é rever de forma direta e resumida alguns conceitos basicos da algebra linear
e aritmética de nimeros complexos, para podermos compreender as trans-
formagoes lineares e os operadores usados nas superposi¢oes e emaranhamento
da teoria quantica que formam a base para a computacao quantica.

Aqui vamos rever os conceitos de espacos vetoriais; produto interno; auto-
valores e auto-vetores; operadores lineares; espacos complexos e operadores
hermitianos.

Antes, entretanto, convém introduzir uma convencao de notacao para ve-
tores conhecida como notagao de Dirac [2]. Em 1939, Paul Dirac propos uma
notacao especifica para vetores a ser usada na mecanica quantica. Esta notacao
facilitava as operacoes com vetores, principalmente de vetores do espaco veto-
rial complexo.

Esta notacao é hoje amplamente utilizada na Teoria Quantica. Por exem-
plo, no lugar de representarmos um vetor v por ¢, vamos representi-lo como
|v). A representagao usa os “brakets” para representar vetores ((| e |)), sendo
que os vetores (v| sdo comumente chamados de bra-vectors e os vetores |v) sdo
chamados de ket-vectors. A notagao (u|v) representa o produto interno de - v,
onde % é um vetor linha e ¢ é um vetor coluna.

Em espacos vetoriais reais, nao existe difereca entre “bras” e “kets” a nao



ser que podemos relacionar os bra-vectors com vetores representados por uma
matriz linha (M ,,), ou vetor-linha e os ket-vectors com vetores representados
por uma matriz coluna (M, 1), ou vetor-coluna. Entretanto, no espago vetorial
complexo, os bra-vectors representam complexos conjugados.

2 Espacos Vetoriais

Um espacgo vetorial é um conjunto de elementos vetoriais em um conjunto V'
passiveis das operacoes de soma entre si e de multiplicacao por escalares de
forma que o resultado destas operacgoes resultem em elementos que pertencam
ao mesmo conjunto V.

Resumindo,

sejam |u), |v) e |w) vetores de espago V:

1. |u) + |v) € V, isto é, é fechado em relacdo a soma;

[\]

- u) 4 o) = o) + u);
3. (lu) +|v) + |w) = |u) + (Jv) + [w));
4. 3 um elemento 0 em V tal que 0 + |u) = |u) + 0 = |u);
5. 3 um vetor —|u) tal que |u) + (—|u)) = 0.

sejam, ainda, escalares A\ e pu, entao:

1. A-|u) € V, ou seja, é fechado em relagao ao produto vetorial.
2. A (lu) +v)) = A Ju) + X+ [v);

3. (At p) - |u) = A-fu) + - |u);

4 A (- fu)) = (M) - fu);

5. 1-|u) = |u).

A soma entre vetores é chamada de soma vetorial e a multiplicagao por
escalares pode ser feita por elementos do conjunto real ou do conjunto com-
plexo. No primeiro caso temos os espacos vetoriais reais denominados de R"
e no outro temos os espacos vetoriais complexos, denominados de C", onde n
¢ a dimensao do espaco.

Quando pensamos em espagos vetoriais, sempre pensamos na representagao
geométrica de vetores com suas setas apontando para cd ou para la. Mas
considere o conjunto V' de fungoes continuas f, : & — R, tal que:

(fi+ f2)(@) = fi(x) + fa(z); e



(c- fi)(z) = ¢ fiz)

entao, se ¢ € R e fi, fo € V podemos afirmar que V' é um espaco vetorial sobre

R.

2.1 Bases e dimensoes

A base de um espago vetorial V' é um conjunto de vetores (|vy), [v2), ..., |vn))
linearmente independentes que geram estes espago V' de dimensao n.
O exemplo mais simples pode ser o do espaco R? em que dois vetores

0 ()« w0

formam uma base que pode gerar todos os vetores do espaco R?. Assim, o
vetor |a) = (3,2)T pode ser gerado como:

-5 () () )

As bases geradoras formadas por vetores unitarios sao denominadas “ba-
ses canonicas” e podem gerar todos os vetores de determinado espaco. Por
exemplo, a base canonica de um espaco A em R* é:

|ar) = , ag) = ;o las) =

S O O =
O O = O
O = O O
_ o O O

2.2 Produto Interno

O conceito de produto é importante para a compreensao da norma de um vetor
ou espagos normados. O conceito de norma é importante para a compreensao
de estados quanticos de bits (ou qubits).

O produto interno de um espaco vetorial real V' é uma funcao que associa
um numero real (u|v) aos vetores |u) e |v), tal que, sejam |u), |v) e |w) vetores
€ V e um escalar \ € R:

L (ulv) = (v|u)

2. (wlu+v) = (wlu) + (wlv)
3. (- ulv) = A (ulv)

4. (v]v) >0

5. (Wp) =0 < |u)=0



Por exemplo, sejam dois vetores em R?:

Uy (%1
lu) = | uz e [v) = | vg
us V3

o produto interno (u|v) é dado por:

U1
<U|U>:(U1 (%) Ug)' (%) = Uy V1 + U Vg + U3 - Vs
U3

Lembre-se que o vetor (u| representa o vetor linha (ou transposto) de |u).

2.3 Norma de um vetor

A norma de um vetor representa o comprimento ou a magnitude de um vetor
e pode ser utilizada para o calculo de distancia entre vetores.

Se V é um espaco com produto interno, a norma ou comprimento de um
vetor |u) de V', denotado por ||u|| é definida como a raiz quadrada do quadrado
no produto interno do vetor:

[ull = v/ (ulu)®

Por exemplo, seja um vetor |v) em R™ com componentes (v, v, -+, Up
) ) b ) b

o]l = /o2 + 2 + -+ 02

A distancia entre dois vetores |u) e |v) de V é expressa pela norma da
diferenca entre o dois vetores:

[lu—ol| = v/{u — vfu —v)?
Entéao, dados os vetores |u) e |v) em R™, com componentes (u1, ug, - - , uy)
e (vy,ve,- -+ ,v,), respectivaente, a distancia entre eles é dada por:

lu—ol] = V(w1 = v1)% + (ug — v2)2 + -+ + (U — vy)?

O produto escalar de dois vetores no R? pode ser obtido por:

a-b=||all||b|| cosb

onde A é o angulo entre os dois vetores. Desta forma, tendo-se o produto
escalar de dois vetores pode-se encontrar o angulo entre eles:
a-b

6 = arccos ——————

[lal[ 1]6]]



2.4 Auto-valores e Auto-vetores

Se um vetor |z) multiplicado por uma matriz A restulta num vetor que é o
produto dele por um escalar A, ou seja, ¢ um multiplo A de |z) dizemos que A
é um autovalor de A e |z) é um autovetor associado a A. Assim:

Alz) = X|x)

O exemplo mais simples é um operador unitario diagonal, por exemplo:

1 00 1 1
01 0)]-{0)=11{0
0 01 0 0

onde o autovalor 1 associa o autovetor ao operador. Claro que este operador
tem ainda mais dois autovetores associados ao autovalor 1, ou seja, os vetores:

0 0
1 e 0
0 1

Um outro exemplo simples é um operador simétrico, por exemplo:

1 0 3 1 4 1
020 0O]=10]=410
3 01 1 4 1

O conceito de autovalor e autovetor é importante porque muitos dos ope-
radores usados na mecanica quantica — operadores hermitianos, por exemplo
— sao operadores lineares que tém autovetores.

3 Operadores Lineares

Uma transformacgao linear é uma transformacao de um espago vetorial em
outro. Por exemplo, a transformacao de um espaco vetorial V' de R"™ em
W de R™ é uma funcao L descrita como L : V — W, por exemplo, sejam
lu) = (ug,ug, -+ ,u,) em R™ e [w) = (w1, ws, -+ ,w,,) em R™:

Llu) = |w)

L é uma funcao linear se, e somente se:

Liu+v) = Llu) + Llv) e LAu)=AL|u)

para qualquer |u) e |[v) em R"™

Seja uma funcao linear K : V — W e V = W, entao a fungao linear mapeia
R™ em R"”, ou seja, dois espagos vetoriais de mesma dimensao. Neste caso, a
funcao linear é chamada de operador linear e é representado por K.



Um operador I tal que I|v) = |v) é um operador linear denominado ope-
rador identidade. Por exemplo:

1 0 0O a a
0100 bl |
0010 c|l |e
0 001 d d

4 Operadores Hermitianos

Operadores hermitianos sao operadores importantes na teoria da mecanica
quantica. Enquanto na mecanica classica os estados sao representacoes de
uma variavel em funcao do tempo e os resultados sao medidas possiveis destes
estados de forma previsivel dependente da precisao da medida, na mecanica
quantica os estados de um sistema fisico sao representados por vetores em um
espago vetorial complexo, denominado espago de Hilbert (L") que contém os
valores de cada estado.

Estes valores ou dados observaveis sao representados por autovalores de
um operador hermitiano sobre este espago. Ou seja, o que se mede em um
experimento quantico é o autovalor deste operador.

4.1 O espaco vetorial complexo

Antes de definir operadores hermitianos, é preciso compreender o espaco ve-
torial complexo. Vamos comecar definindo niimeros complexos. Um nimero
complexo pode ser definido como um vetor que contém um par ordenado de
valores no plano dos ntiimeros complexos (a parte real e a parte imagindria).

Im

r Re




Um numero complexo z é representado, algebricamente, como a soma da
parte real com a parte imaginéria, por exemplo:

z=x+ 1y

onde i = /—1.

A soma de ntimeros complexos é equivalente a soma de vetores, logo pode-
mos somar cada um dos membros (reais e imaginarios) de cada um. O mesmo
acontece para a subtracao.

Por exemplo, sejam z; = a, + a; € 2o = b, + b;, a soma,

21+ 20 =¢ + ¢

onde, ¢, = a, + b, e ¢; = a; + b;, ou seja, a parte real da soma é a soma das
partes reais e a parte complexa é a soma das partes complexas.
A multiplicacao de um nimero complexo por um escalar ¢ € R é dada por:

cz = ca, + ca;
A multiplicagdo de dois pares ordenados imaginarios (a,,a;) por (b.,b;) é
dada por (c,, ¢;), onde:
Cr = a'rbr - aibi
C;, = (ll'br + arbl-

Note que a;b; é real.
Em termos de coordenadas polares, podemos definir um nimero complexo
pela sua magnitude e o angulo com o eixo real. Por exemplo,

Im

(ab)=z=a+1ib

R«

z=r7rcosf +irsnd



e, portanto, com base na identidade de Euler:

4.2 Complexo conjugado

O ntmero conjugado de um ntimero complexo z = a + tb é denominado com-
plexo conjugado zZ = a—1ib e representa o reflexo do niimero complexo no plano
complexo 1.

Im

J o a Re

N

(a,-b)=z=a-1ib

Figura 1: Representagao do complexo conjugado no plano complexo ou plano
de Argand-Gauss

Os complexos conjugados apresentam as seguintes propriedades:

1. |z| = |z|, ou seja, o mdédulo do conjugado complexo é o mddulo do
nimero complexo;

2. z2-zZ = |z|?, ouseja, o produto de um nimero complexo pelo seu conjugado
¢ igual ao quadrado do médulo do nimero complexo. Seja z = = + 1y:

22:x2+y2;

3. z4+z = 2 Re(z), ou seja, a soma de um niimero complexo e seu conjugado
é o dobro da parte real do niimero complexo. Por exemplo, dado z =
x + 1y, entao:
zH+zZz=x+iy+z—1y=21;e€



4. z — z = 2Im(z), ou seja, a diferenca de um ntumero complexo e seu
conjugado ¢ o dobro da parte imaginaria do ntimero complexo. Por
exemplo, dado z = x + 1y, entao:

z—z=(x+1y) — (x —iy) = 2iy .

O conceito de modulo ou norma de um nimero complexo esta ligado a
segunda propriedade, ou seja:

22:x2+y2

Da primeira propriedade sabemos que |z| = |Z|, logo:

2P =2 +y* e .. |z| = /X2 +y2

que representa a magnitude de um nimero complexo.
Do ponto de vista de coordenadas polares, o complexo conjugado
Z=r(cos —i sinf) =re "

~ . 0% i
Tenha em mente, entao que o complexo conjugaudo2 el = e ¢ portanto:

610 6—20 -1

4.3 Matrizes Hermitianas

Os componentes de uma matriz podem ser nimeros complexos e a matriz é
dita do espaco complexo ou também chamadas de matrizes complexas. Exis-
tem, entretanto, algumas matrizes que nos interessam no estudo da mecanica
quantica porque sao as bases geradoras de operadores que chamamos de Her-
mitianos.

Antes, porém, vamos revisitar o conceito de matrizes unitarias. Em algebra,
uma matriz unitaria é uma matriz ortogonal. No espaco complexo, uma matriz
quadrada complexa é dita unitaria quando a sua matriz complexa conjugada
¢ igual a sua inversa, ou seja:

A=A .. A"A=1

onde I é a matriz identidade.

Na mecanica quantica, as matrizes unitarias sao de grande importancia
porque preservam as normas e podem representar operadores de coeficientes
de probabilidade com amplitudes preservadas. Neste caso, elas sao chamadas
de matrizes Hermitianas, representadas por M e podemos escrever:

Al=A . ATA=1

2 Algumas vezes usa-se z* no lugar de Z para representar o complexo conjugado
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Uma matriz Hermitiana [3] é uma matriz cuja transposta conjugada é igual
a préopria matriz, ou seja:

AT = A

0 que equivale a dizer que cada elemento aj; = ay; para todo j e k. Podemos
representar a matriz Hermitiana por Af. Por exemplo, considere:

1 l 1+
A=\ —i -5 2—1
1—72 240 3

AJ[ :A*T
1 -1 1—1
A* = 1 -5 24

e, portanto:

1 T 141
Al=| =i -5 2—4
1—7 240 3
ou, AT = A = Al
Considere algumas propriedades das matrizes complexas unitarias como
operadores unitarios que representaremos por U:

1. O produto interno de dois vetores complexos nao se altera se estes forem
multiplicados por um operador unitario. Por exemplo, sejam dois vetores
complexos |z) e |y)

(Uz|Uy) = (zly);
2. O espago de U é normado com autovalores no circulo unitario;

O médulo do determinante de U é um: |det(U)| = 1;

- W

Os autovetores de U sao ortogonais;
5. U é diagonalizdvel e inversivel, sendo que U~ = U*.

6. U é ortonormal, ou seja, linhas e colunas formam uma base ortonormal
em C".

Uma vez que os operadores unitarios preservam as normas e podem repre-
sentar operadores de coeficientes de probabilidade com amplitudes preserva-
das, é de fundamental importancia para a compreensao dos estados de bits
quanticos — ou qubits [4] — e na implementagao real dos circuitos e portas
quanticas.
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4.4 Operadores hermitianos

Vimos, na defini¢ao de operadores lineares, que os operadores sao fungoes que
executam transformagoes em um mesmo espaco vetorial. Podemos definir um
tipo especial de operador linear chamado de operador hermitiano, como sendo
um operador auto-adjunto.

Um operador hermitiano, entao, ¢ um operador linear auto-adjunto em um
espaco com produto interno que é adjunto de si mesmo. No caso de espagos de
dimensao finita, podemos dizer que este operador é representado pela matriz
auto-adjunta ou matriz transposta conjugada ou, ainda, uma matriz hermiti-
ana.

Considerando-se um operador hermitiano, H , usando-se a notacao de Di-
rac, podemos escrever que (A|H|A) = (A|H|A)*

Um operador hermitiano deve satisfazer, entao, que a matriz transposta
conjugada seja igual a matriz original, ou seja:

A=A

e ele é importante porque, em mecanica quantica, as propriedades observaveis
(resultados) de um sistema em determinado estado tém que ser representadas
por autovalores de um operador hermitiano.

Sobre operadores hermitianos, podemos sumarizar:

1. Todos os autovalores de um operador hermitiano sao reais;
2. Todos os operadores hermitianos tém autovetores;

3. Dois diferentes autovalores de um operador hermitiano tém autovetores
que sao mutualmente ortogonais;

4. 3D = (A;...\,) autovetores mutualmente ortogonais de um operador
hermitiano; e

5. Autovetores de um operador hermitiano formam uma base ortogonal
completa para o referido espaco de Hilbert sobre o qual age o operador.

Para uma revisao dos conceitos basicos sobre espagos de Hilbert, veja o
livro online do Prof. Joao Carlos A. Barata [5], no capitulo 37.

4.5 Operador anti-hermitiano e hermitiano conjugado

Em computacao quantica o conceito de reversibilidade de um circuito esta
ligado a recuperacao do dado de entrada pela aplicacao consecutiva do mesmo
operador, ou seja, quando um operador tem a capacidade de reconstruir os
dados the entrada quando aplicado aos dados de saida. Por exemplo, uma
porta NAND ¢ irreversivel — duas entradas sao transformadas em uma saida
que nao pode ser revertida — ja a porta NOT é reversivel, ou seja, quando
aplicada a saida retorna a primeira entrada.
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Os operadores usados nos circuitos da computacao quantica, devem ser
hermitianos por serem biortonormais, ou seja, biortogonais e normados. Para
compreendé-los é importante que tenhamos o conceito de anti-hermitianos e
de hermitiano conjugado.

Um operador A é chamado de anti-hermitiano se AT = —A e, consequen-
temente, se A é hermitiano entao ¢A é anti-hermitiano. E o hermitiano conju-
gado de um operador pode ser descrito como (AT)T. Vejamos. Considere um
operador hermitiano H e um vetor de estados |¢), tal que:

([ Hp) = / (@) Ho(x) da

e se aplicamos H em v, podemos dizer que (Y|H) = <HW)|¢> pois H deve
ser aplicado ao conjugado ¥*, ou seja, (¢].

Considerando-se a definicao de operador hermitiano conjugado, podemos
escrever para um operador A qualquer:

(AToly) = (9] Ap)

e, claro, que se partirmos do complexo conjugado de 1, podemos escrever:

(V]ATp) = (Ap]9)

e, tomando-se o hermitiano conjugado de AT:

(ANTY]g) = (Aplg)

ou seja, duas vezes o hermitiano conjugado retorna o mesmo operador:
(AT = A
Pode-se também demonstrar que:

L. (AA)T = \* AT,

-
2. (A+ B)! = A" + Bf;
3. (AB)T =BT Al; e

1. (9|ABy) = (AT¢|BY) = (BIAT4[y).

E, finalmente, operadores que sao seus proprios hermitianos conjugados sao
chamados de operadores hermitianos (H' = H). Por exemplo:

(HY|6) = (6| H) = (H'y|psi)

ja que:
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WlHY = [ /mw(x)Hw(x) da 0
_ / (o) H ()" d 2)
— H) 3)

Assim, a expectativa de medida fisica deve ter valores reais (autovalores)
como os operadores que represntam as variaveis fisicas. No caso da computacao
quantica temos valores de 0 ou 1 como autovalores dos qubits |0) ou |1).
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