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1.1 Um pouco de álgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Uma breve visão do gato de Schrödinger . . . . . . . . . . . . . 8

2 Qubits 10
2.1 Postulado 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Postulado 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 Postulado 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Postulado 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Computando com qubits 18
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3.2 Portas quânticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3 Reversibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4 Quantum-Turing 25
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1 Introdução

Em muitas aulas tenho sempre chamado a atenção de meus alunos para o
beco-sem-sáıda em que von Neumann nos meteu. Talvez ele até tenha sido
incitado pelas máquinas lógicas universais de Turing mas nos deixou presos
no determinismo da computação clássica: uma máquina de estado. O mais
incŕıvel é que von Neumann foi o primeiro a reconhecer a importância dos
espaços vetoriais de Hilbert e propor bases para a mecânica quântica [1].

O intuito de escrever este Technical Report é mostrar que talvez exista
uma sáıda para a “computação determińıstica”. Talvez os estados quânticos,
apesar de apresentarem certas complexidades, possam modelar o mundo f́ısico
com maior precisão e proximidade dos modelos quânticos. Afinal, mesmo a
f́ısica clássica poderia deixar de se contentar com as aproximações grosseiras
dos zeros e uns do computador digital.

A compreensão da computação quântica depende do conhecimento de al-
gumas bases teóricas da f́ısica quântica. A f́ısica quântica, por si, depende de
conceitos matemáticos, principalmente da álgebra e assim por diante. Este
technical report pressupõe alguns conhecimentos anteriores de álgebra linear,
autovalores, autovetores e apresenta outros conceitos conceitos algébricos e
como estes são utilizados no arcabouço matemático da mecânica quântica.

A questão da computabilidade, estabelecida por Alonso Church [2] e Alan
Turing [3] em 1936, formou a base para a implementação dos computadores
digitais de hoje. No entanto, existe um problema fundamental quando os
sistemas f́ısicos clássicos (analógicos) são modelados pela computação clássica
(discreta). O maior problema está relacionado com ńıvel de precisão cient́ıfica
necessária para uma representação do mundo analógico no modelo digital. Áı
se encontra um grande problema de compatibilidade do que pode ou não ser
computável.

Em um artigo de 1985, Deutsch [4] mostra a incompatibilidade da Máquina
Universal de Turing clássica e a f́ısica clássica, mas faz uma ressalva:

“The fact that classical physics and the classical universal Tu-
ring machine do not obey the Church-Turing principle in the strong
physical form is one motivation for seeking a truly quantum model.
The more urgent motivation is, of course, that classical physics is
false.”

O autor acaba por defender que isto não impede que a teoria quântica
e computadores quânticos universais possam ser compat́ıveis com o prinćıpio
da computabilidade de Church-Turing. O que ele chama de “strong physical
form” está relacionado com a tese que expande o prinćıpio de Church-Turing:
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“Every finitely realizable physical system can be perfectly simu-
lated by a universal model computing machine operating by finite
means”.

Aliás, Yao [5] também se preocupa com esta questão da compatibilidade
entre os sistemas f́ısicos e o prinćıpio extendido da computabilidade de Church-
Turing que em seu artigo é chamado de (Extended Church-Turing Thesis).

1.1 Um pouco de álgebra

Para podemos compreender os conceitos básicos da computação quântica e
como funcionam os operadores sobre os quantum bits ou “qbits” é necessário
compreender algumas bases da álgebra no espaço vetorial complexo e suas
relações com os conceitos de “estado quântico” e “resultados”. Aqui, conside-
ramos o termo “resultados” como relativo os dados observáveis ou que podem
ser medidos em um determinado estado do sistema.

Primeiramente vamos adotar uma notação conhecida como notação de Di-
rac [6] para vetores. Esta notação é amplamente utilizada na Teoria Quântica.
Por exemplo, no lugar de representarmos um vetor v por −→v , vamos repre-
sentá-lo como |v〉. A representação usa os “brakets” para representar vetores
(〈 | e | 〉), sendo que os vetores 〈v| são comumente chamados de bra-vectors e os
vetores |v〉 são chamados de ket-vectors. A notação 〈u|v〉 representa o produto
interno de −→u · −→v .

Em espaços vetoriais reais, não existe difereça entre “bras” e “kets” a não
ser que podemos relacionar os bra-vectors com vetores representados por uma
matriz linha (M1,n) e os ket-vectors com vetores representados por colunas
(Mn,1). Entretanto, no espaço vetorial complexo, os bra-vectors representam
complexos conjugados. Ficará evidente, mais adiante, qual é a vantagem de
representá-los nesta notação.

Espaços vetoriais finitos

Chamamos de espaço vetorial a um conjunto de vetores que podem ser opera-
dos por adição entre si ou multiplicados por escalares para gerar outros vetores.
Se os escalares são números reais os espaços são denominados reais e são sim-
bolizados por Rn, onde n representa a dimensão do espaço. Para uma revisão
destes conceitos veja um bom livro texto de álgebra linear, como o livro de
Howard Anton [7], por exemplo.

Um vetor A pode ser gerado pelos seus componentes e um vetor normali-
zado (vetor unitário) ûi qualquer. Por ex.:

A =
∑

i

Aiûi

Usando-se a notação de Dirac, temos:
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|A〉 =
∑

i

Ai|ûi〉

No espaço Rn os vetores podem ser representados por matrizes linha ou
matrizes coluna. Por exemplo, considere no R2 os vetores A e B, tal que:

A = (A1 A2 ) e B =
(
B1

B2

)

Na notação de Dirac A é representado como um bra-vector ou 〈A| e B
como um ket-vector ou |B〉. E o produto interno de A ·B:

A ·B ≡ (A1 A2 ) ·
(
B1

B2

)

≡ 〈A|B〉

e, portanto, 〈A| representa o vetor transposto de |A〉.
Quando os escalares são números complexos, o espaço vetorial é dito com-

plexo e é representado porCn, sendo n a dimensão do espaço vetorial complexo.
Assim, um vetor A no espaço Cn pode ser representado por seus componentes:

|A〉 = A1û1 + A2û2 + . . .+ Anûn

e o vetor complexo conjugado A∗, por:

〈A| = A∗
1û1 + A∗

2û2 + . . .+ A∗
nûn

onde cada escalar An pode ser complexo e A∗
n seu respectivo complexo conju-

gado.
Na representação matricial, o vetor |A〉, tem 〈A| como complexo conjugado:

|A〉 =
(
A1

A2

)

e 〈A| = (A∗
1 A∗

2 )

Assim, o produto interno 〈A|B〉 é a soma dos componentes de B multipli-
cados pelos complexos conjugados de A. Ou seja:

〈A|B〉 =
∑

i

A∗
iBi

De onde podemos concluir que:

〈A|B〉 = 〈B|A〉∗

O complexo conjugado 〈A| é chamado, também, de “transposto conjugado”
ou de “conjugado hermitiano”. Dada uma matriz C, a conjugada hermitiana
é descrita como a transposta conjugada.

Uma matriz hermitiana é uma matriz do espaço vetorial complexo igual à
própria matriz conjugada complexa (A∗ ou A†). Ou seja:

A = A∗
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Por exemplo, seja:

A =






1 i 1 + i
−i −5 2− i
1− i 2 + i 3






A∗ = ĀT

Ā =






1 −i 1− i
i −5 2 + i

1 + i 2− i 3






e, portanto:

A∗ =






1 i 1 + i
−i −5 2− i
1− i 2 + i 3






Considerando-se um operador hermitiano, Ĥ , usando-se a notação de Di-
rac, podemos escrever que 〈A|Ĥ|A〉 = 〈A|Ĥ|A〉∗

Um operador hermitiano deve satisfazer, então, que a matriz transposta
conjugada seja igual à matriz original, ou seja:

A† = A

e ele é importante porque, em mecânica quântica, as propriedades observáveis
(resultados) de um sistema em determinado estado têm que ser representadas
por um operador hermitiano.

Sobre operadores hermitianos, podemos resumir [8]:

1. Todos os autovalores de um operador hermitiano são reais;

2. Todos os operadores hermitianos têm autovetores;

3. Dois diferentes autovalores de um operador hermitiano têm autovetores
que são mutualmente ortogonais;

4. ∃ D = (λ1 . . . λn) autovetores mutualmente ortogonais de um operador
hermitiano; e

5. Autovetores de um operador hermitiano formam uma base ortogonal
completa para o referido espaço de Hilbert sobre o qual age o operador.

Para uma revisão dos conceitos básicos sobre espaços de Hilbert, veja o
livro online do Prof. João Carlos A. Barata [9], no caṕıtulo 37.

Um operador A é chamado de anti-hermitiano se A† = −A e, consequen-
temente, se A é hermitiano então iA é anti-hermitiano.
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O espaço de Hilbert

Os bits quânticos ou quantum bits, chamados de qubits são vetores de um
espaço de Hilbert bidimensional [1] e todas as medidas observáveis são baseadas
neste espaço vetorial complexo conhecido como espaço L2 [10, 11, 12].

Considere dois vetores ortogonais. Por exemplo:

|u〉 =
(
1
0

)

e |v〉 =
(
0
1

)

Podemos dizer que |u〉 e |v〉 são ortogonais pois o produto interno 〈u|v〉 é
igual a zero e, além disso tanto |u〉 quanto |v〉 têm norma unitária, ou seja:

||u|| =
√

〈u|u〉 = 1

e, tanto |u〉 quanto |v〉 podem gerar uma base ortonormal. Outro exemplo
pode ser dado pelos vetores |s〉 e |t〉:

|s〉 =
(
1
1

)

e |t〉 =
(

1
−1

)

que são ortogonais e

1√
2

(
1
1

)

e
1√
2

(
1
−1

)

também geram uma base ortonormal.
Um outro conceito importante para a compreensão das operações com qu-

bits é o conceito de mapa unitário. Um mapa unitário U é um operador no
espaço de Hilbert que causa uma rotação ou mudança de uma base ortonormal.
Por exemplo, se:

(
1
0

) (
0
1

)

geram, respectivamente,

(
α1

β1

) (
α2

β2

)

então, um operador chamado mapa unitário:

Û ≡
(
α1 α2

β1 β2

)

tal que:

Û
(
a
b

)

=
(
α1 α2

β1 β2

)(
a
b

)

=
(
α1a+ α2b
β1a+ β2b

)
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1.2 Uma breve visão do gato de Schrödinger

Na mecânica clássica os estados são representações de uma variável em função
do tempo e os resultados são medidas posśıveis destes estados. Na mecânica
quântica os estados de um sistema f́ısico são representados por vetores em um
espaço vetorial complexo denominado espaço de Hilbert (Ln) que contém os
vetores de cada estado e os resultados ou dados observáveis são representados
por autovalores de um operador hermitiano sobre este espaço.

Podemos resumir da seguinte forma:

• Considera-se estados de um sistema as condições de entrada e não o que
se mede. O que se mede são quantidades observáveis.

• Estados de um sistema são representados por vetores no espaço vetorial
complexo (espaço de Hilbert ou L).

• Quantidades observáveis são operadores lineares; e

• Operadores lineares que representam dados observáveis são operadores
hermitianos;

Podemos dizer, então, que uma variável f́ısica qualquer2 tem que ter retor-
nar valores reais esperados (tais como autovalores de um operador hermitiano).
Um operador hermitiano é seu próprio adjunto (auto-adjunto)

Ĥ† = Ĥ

então,

〈ψ|Ĥ†|ψ〉 ≡ 〈ψ|Ĥ|ψ〉 = 〈ψ|Ĥ|ψ〉∗

logo:

〈ψ|Ĥ|ψ〉 =;
∫ ∞

−∞
ψ∗(x)ψ(x) dx = 〈ψ|Ĥ|ψ〉∗ (1)

Por exemplo, imagine um operador Ω̂ constante, digamos que Ω̂ = a + ib,
onde a e b são reais e i =

√
−1. Por definição, o operador hermitiano conjugado

é dado por:

〈φ|Ω̂ψ〉 = 〈Ω̂†φ|ψ〉
Conclui-se, da integral 1, que:

〈(a− ib)φ|ψ〉 = 〈φ|(a+ ib)ψ〉 = (a+ ib)〈φ|ψ〉
ou seja, o conjugado hermitiano de um operador constante é o seu complexo
conjugado.

2Considere uma variável em um determinado sistema que possa ser descrito por um
espaço vetorial complexo de Hilbert.
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Na mecânica quântica, uma medida ou resultado observável é uma das
possibilidades descritas pelo operador hermitiano sobre um estado (vetor do
espaço L) no qual o sistema foi preparado. Por exemplo: dado um estado
qualquer, digamos |A〉, representado por autovalores

λ1, λ2, . . . , λn.

para cada autovalor, existe um autovetor |Λn〉.
Postula-se que: a probabilidade de se obter diferentes resultados para os

autovalores de λ1 até λn é calculado pelos componentes de |A〉 ao longo da
base λn, tomado com seu complexo conjugado:

|〈λn|A〉|2 = 〈λn|A〉〈A|λn〉 = P (λn)

se o sistema foi preparado no estado |A〉.
Considerando-se a simples trajetória de uma part́ıcula, um estado espećıfico

da trajetória x pode ser expresso como função do tempo, por exemplo, x(t)
do ponto de vista da mecânica clássica. Do ponto de vista quântico estado
corresponde a um espaço vetorial complexo de funções ψ(x):

ψ(x) ⇒ |ψ(x)〉
Se considerarmos duas funções desta mesma trajetória |φ(x)〉 e |ψ(x)〉, o

produto interno é equivalente a:

〈φ(x)|ψ(x)〉 =
∫

φ∗(x)ψ(x) dx

Suponha o operador do momentum de uma part́ıcula, que na mecânica
quântica é descrito por:

∂

∂x

(

h̄

i

)

(2)

o conjugado hermitiano do operador ∂
∂x

pode ser deduzido usando-se a integral
para derivar o resultado:

〈

φ

∣
∣
∣
∣
∣

∂

∂x

〉

=
∫ ∞

−∞
φ∗(x)

∂ψ(x)

∂x
dx (3)

Integrando 3 em partes, diferenciando φ e integrando para se obter ψ:

〈

φ

∣
∣
∣
∣
∣

∂

∂x

〉

= [φ∗(x)ψ(x)]∞∞ −
∫ ∞

−∞

∂ψ ∗ (x)
∂x

ψ(x)dx =

〈

−∂
∂x

φ

∣
∣
∣
∣
∣
ψ

〉

Portanto o hermitiano conjugado do operador ∂
∂x

é − ∂
∂x

e o operador de
momentum, da equação 2 é:

−∂
∂x

(

h̄

−i

)
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2 Qubits

Para se tratar de computação quântica é necessário entender sua entidade
básica. Assim como a computação clássica tem como unidade fundamental
uma abstração matemática, o bit, a computação quântica se baseia em uma
abstração como unidade, o qubit ou quantum bit. O nome qubit foi criado por
Benjamin Schumacher [13, 14] em 1995 para se referir ao bit quântico.

Um bit quântico pode ser representado em dois estados quânticos |0〉 e |1〉
e, portanto, são vetores no espaço vetorial bidimensional complexo (espaço de
Hilbert), formando combinações lineares chamadas “superposições” represen-
tadas por |ψ〉, onde:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉.
Enquanto um bit pode assumir 2 estados {0, 1}, um qubit pode estar em

um outro estado que não |0〉 ou |1〉. Os estados |0〉 e |1〉 formam uma base
ortonormal deste espaço vetorial e são conhecidos como bases quânticas com-
putacionais [15], que podem ser expressas no L2 como:

|0〉 =
(
1
0

)

e |1〉 =
(
0
1

)

Os escalares α e β são números complexos e

|α|2 + |β|2 = 1

Podemos representar os qubits em um espaço vetorial complexo como na
esfera de Bloch, conforme a figura 1 (veja também as Anotações 5.1).

ẑ = 0

−ẑ = 1

ψ

ŷ

x̂

φ

θ

Figura 1: Representação do qubit na esfera de Bloch
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Formalmente, podemos representar o estado de um qubit como um vetor
unitário no espaço C2 — mais precisamente, no espaço de Hilbert L2 — e mais
facilmente em um ćırculo unitário (vide fig 2).

θ

1

0

α

αβ 0 + β 1

Figura 2: Representação do qubit no plano bidimensional

Qualquer tentativa de medir o estado |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 resultará em |0〉
com probabilidade |α|2 e |1〉 com probabilidade |β|2. Qualquer outra tentativa
de se medir o estado, resultará no mesmo valor, ou seja, o sistema está no
estado “medido”. Podemos extrair apenas um bit de iformação do estado de
um qubit. Uma explicação muito clara sobre este aparente paradoxo pode
ser encontrada no primeiro caṕıtulo do livro de Leonard Susskind “Quantum
Mechanics, The Theoretical Minimum” [16].

O processo de medida ou o dispositivo utilizado para medir determinam
uma base quântica. Assim, se dois vetores |φ〉 , |ψ〉 ∈ C2 são linearmente
independentes eles podem servir como uma base vetorial:

α|0〉+ β|1〉 = α′|φ〉+ β ′|ψ〉
|0〉 e |1〉 formam uma base ortonormal que podemos chamar de “base compu-
tacional quântica”.

Podemos, agora, escrever quatro postulados básicos da mecânica quântica
que nos interessam especialmente para a computação quântica [15].

2.1 Postulado 1

O primeiro deles é chamado de postulado de estado e é formalmente descrito
assim:

11



Postulate 1: Associated to any isolated physical system is a
complex vector space with inner product (that is, a Hilbert space)
known as the state space of the system. The system is completely
described by its state vector, which is a unit vector in the system’s
state space.

Ou seja, todo sistema f́ısico é descrito por um espaço vetorial complexo
com produto interno (um espaço de Hilbert); e é completamente descrito em
um determinado tempo por um vetor de estado que é um vetor unitário no
referido espaço vetorial do estado.

Uma vez que a mecânica quântica não especifica qual o estado para de-
terminado sistema f́ısico, podemos descrever um qubit em qualquer espaço de
estado em C2, por exemplo a orientação de um fótom ou o spin de um elétron.

Embora um estado quântico possa requerer sistemas com espaço dimensi-
onal infinito, na computação quântica temos que considerar sistemas dimensi-
onalmente finitos.

2.2 Postulado 2

O segundo postulado conhecido como Evolution Postulate [15] é formalmente
enunciado como:

Postulate 2: The evolution of a closed quantum system is
described by a unitary transformation. That is, the state |ψ〉 of
the system at time t1 is related to the state |ψ′〉 of the system at
time t2 by a unitary operator U which depends only on the times
t1 and t2.

O segundo postulado é relativo à equação de Schrödinger para a evolução
temporal de um sistema quântico fechado, descrita por um operador hermiti-
ano fixo, chamado de hamiltoniano que representaremos por Ĥ (como um
operador hermitiano, mas em negrito):

Ĥ|ψ〉 = ih̄
d

dt
|ψ〉 (4)

onde, Ĥ é um operador hamiltoniano3 e h̄ é a constante de Plank h/2π.
Podemos enunciar o segundo postulado de forma mais clara:

“O estado |ψ〉 de um sistema quântico fechado em um tempo
t1 é relacionado a um estado ψ′〉 no tempo t2 por um operador
unitário Û dependente de t1 e t2.”

3O operador hamiltoniano está descrito nas anotações no final deste TR (veja
Anotações 5.2)
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|ψ′〉 = Û |ψ〉 (5)

onde,

Û(t1, t2) = exp

[

−iĤ(t2 − t1)

h̄

]

Note que este postulado é relativo à conservação da energia de um sis-
tema quântico. Ainda, se o operador hamiltoniano Ĥ é hermitiano e Û é um
operador unitário, então a equação 5 implica em:

|| |ψ′〉 || = || Û |ψ〉 || = || |ψ〉 || = 1

Na computação quântica, a maioria dos operadores são unitários e podem
ser representados por matrizes onde cada coluna é um vetor unitário e com
colunas emparelhadas que são mutualmente ortogonais.

Podemos abstrair a idéia e representar estes operadores como portas de
circuitos (gates). Considere os operadores unitários em L2 que podem repre-
sentar 1 qubit, por exemplo, usando as portas de Pauli para spins de elétrons
como base4.

A porta:

X̂

pode ser descrita pelo operador X̂ , tal que:

X̂|0〉 = |1〉 e X̂|1〉 = |0〉
onde,

X̂ =
(
0 1
1 0

)

A porta:

Ŷ

pode ser descrita pelo operador Ŷ , tal que:

Ŷ |0〉 = i|1〉 e Ŷ |1〉 = −i|0〉
onde,

Ŷ =
(
0 −i
i 0

)

A porta:

4Pauli Gates são relativas às matrizes de Pauli que são matrizes complexas 2× 2, hermi-
tianas e unitárias (veja Anotações 5.3).
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Ẑ

pode ser descrita pelo operador Ŷ , tal que:

Ẑ|0〉 = |0〉 e Ẑ|1〉 = −|1〉
onde,

Ẑ =
(
1 0
0 −1

)

Podemos, ainda, incluir uma porta para o operador de indentidade Î:

Î

pode ser descrita pelo operador Î, tal que:

Î|0〉 = |0〉 e Î|1〉 = |1〉
onde,

Î =
(
1 0
0 1

)

2.3 Postulado 3

O terceiro postulado [15], conhecido como postulado de medição, é enunciado
como:

Postulate 3: Quantum measurements are described by a col-
lection {Mm} of measurement operators. These are operators ac-
ting on the state space of the system being measured. The index
m refers to the measurement outcomes that may occur in the ex-
periment.

Com o intuito de tornar mais claro, podemos enunciá-lo, como:

“As leituras de um sistema quântico podem ser representadas
por probabilidades p de sáıdas representadas operadores P̂m de um
conjunto M de vetores hermitianos {P̂m : m ∈ M} que descrevem
os estados do sistema.”
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De fato já dissemos que os estados do sistema quântico são representados
por vetores do espaço de Hilbert e que as leituras são obtidas por operadors
hermitianos sobre este espaço vetorial.

Se o estado de um sistema for, digamos, |ψ〉 antes de medido, a possibilidade
de sáıda p(m) é dada por:

p(m) = 〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉

e, depois de medido, o estado é dado por:

Pm|ψ〉
√

〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉

Os operadores de leitura (medidas) têm que satisfazer a equação de com-
plementariedade, onde:

∑

m∈M
P †
m · Pm = I

o que garante que a soma das probabilidades de sáıda seja 1. Assim,

∑

m

p(m) =
∑

m

〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉 = 〈ψ|Î|ψ〉 = 1

Na computação quântica, o principal interesse é nos operadores que são
projeções numa base ortonormal particular do espaço chamado de “base com-
putacional”. Então, podemos representar as medidas de um bit como sendo:

P̂0 = |0〉〈0| e P̂1 = |1〉〈1|
que resulta em α|0〉+ β|1〉, ou seja, p(0) = |α|2 e p(1) = |β|2.

Por exemplo, se P̂0 = |0〉〈0|, então:

P̂0 =
(
1
0

)

( 1 0 ) =
(
1 0
0 0

)

e, evidentemente:

P̂1 =
(
0
1

)

( 0 1 ) =
(
0 0
0 1

)

Observe que P̂ †
0 P̂0 + P̂ †

1 P̂1 = I. E aqui é bom lembrar que, se temos
uma base ortonormal no espaço de Hilbert,

|ψ〉 =
∑

i∈N
〈ai|ψ〉|ai〉

=
∑

i∈N
|ai〉〈ai|ψ〉

e, portanto,
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∑

i∈N
|ai〉〈ai| = 1̂

é um operador unitário.
Dado o estado de um sistema |ψ〉 = α|0〉+β|1〉, a probabilidade de se medir

|0〉 pode ser escrita como:

p(0) = 〈ψ|P̂ †
0 P̂0|ψ〉

já que P̂ †
0 P̂0 = P̂0 podemos escrever:

p(0) = 〈ψ|P̂0|ψ〉 = ( a∗ b∗ )
(
1 0
0 0

)(
a
b

)

= ( a∗ b∗ )
(
a
0

)

= |a|2

Na mecânica quântica o fator da fase global da função de onda não tem
significado f́ısico, ou seja, numa onda cont́ınua não existe o ponto inicial para
se medir a fase absoluta. O que realmente interessa é a fase relativa.

Um operador P̂m de medida independe da fase global ou do fator de fase glo-
bal5(veja caṕıtulo VII:I do livro de Albert Messiah) [17]. Assim, para qualquer
estado |ψ〉 e qualquer fase θ, podemos obter o vetor eiθ|ψ〉. Então, qualquer
operador unitário Û :

Ûeiθ|ψ〉 = eiθÛ |ψ〉
e, para qualquer operador de medida P̂m,

〈ψ|e−iθP̂ †
m P̂me

iθ|ψ〉 = 〈ψ|P̂ †
m P̂m|ψ〉

Entretanto, considerando-se dois estados |ψ1〉 e |ψ2〉, tal que:

|ψ1〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉)

|ψ2〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉)

medidos na base computacional, resultam na mesma probabilidade de sáıda,
enquanto que se forem medidos numa outra base ortonormal, o resultado é
diferente.

Além disso, se

5Chamamos de “fase global” ou “fator de fase global” ao fator exponencial complexo eiθ

de qualquer número complexo escrito na forma polar. Este termo também pode ser chamado
de “fasor”. O ângulo θ é chamado de fase e uma função de onda multiplicada pelo fasor
eiθ soma a fase da onda do valor θ. Na mecânica quântica o fasor é um número complexo
unitário, isto é, de valor absoluto 1.
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H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

então,

H|ψ1〉 = |0〉 e H|ψ2〉 = |1〉

2.4 Postulado 4

O quarto postulado ou composition postulate é enunciado por Nielsen [15] da
seguinte maneira:

Postulate 4: The state space of a composite physical system
is the tensor product of the state spaces of the component physical
systems. Moreover, if we have systems numbered 1 through n, and
system number i is prepared in the state ρi, then the joint state of
the total system is ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ . . .⊗ ρn.

Isto quer dizer que o estado de um sistema composto é formado pelo pro-
duto tensor dos estados individuais dos componentes, ou seja, um sistema |ψ1,2〉
formado pelos componentes dos sistemas |ψ1〉 e |ψ2〉 será o produto tensor entre
eles:

|ψ1,2〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉
O Produto tensor ou poduto de Kronecker é o produto de cada elemento

de um vetor pelo outro vetor. Por exemplo, seja:

|A〉 =






a1
a2
a3




 e |B〉 =






b1
b2
b3






o produto tensor ou produto de Kronecker entre eles será dado por:

|A〉 ⊗ |B〉 =
















a1b1
a1b2
a1b3
a2b1
a2b2
...

a3b3
















Por exemplo, as bases |0〉 e |1〉 podem ser usadas para formar as bases
|00〉 . . . |11〉:

|00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 =
(
1
0

)

⊗
(
1
0

)

=








1
0
0
0
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|01〉 = |0〉 ⊗ |1〉 =
(
1
0

)

⊗
(
0
1

)

=








0
1
0
0








|10〉 = |1〉 ⊗ |0〉 =
(
0
1

)

⊗
(
1
0

)

=








0
0
1
0








|11〉 = |1〉 ⊗ |1〉 =
(
0
1

)

⊗
(
0
1

)

=








0
0
0
1








Estas bases formam as bases computacionais de um sistema de dois qubits.
Um par de qubits também pode existir em superposições deste quatro estados
que envolve um coeficiente complexo — algumas vezes chamado de amplitude
— descrito pelo vetor |ψ〉 tal que: state, such that the state vector describing
the two qubits is

|ψ〉 = α00|00〉+ α01|01〉+ α10|10〉+ α11|11〉

onde as condições de probabilidade de cada coeficiente somam 1, ou seja:

∑

x∈{0,1}2
|αx|2 = 1

Nem todos os estados combinados podem ser separados em produtos ten-
sores dos componentes individuais. Ele é separável se puder ser expresso como
um produto tensor dos componentes. Por exemplo:

1

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉) = 1√

2
(|0〉+ |1〉)⊗ 1√

2
(|0〉+ |1〉)

Dois estados de um sistema de 2-qubits não podem ser separados nas partes
componentes6:

1√
2
(|10〉+ |01〉) e 1√

2
(|00〉+ |11〉)

3 Computando com qubits

O que é um computador quântico? Bem, podemos dizer que é um computador
que opera algumas transformações, sob condições bem controladas e governa-
das pelas leis da mecânica quântica. Mermin [18] define:

6Separação não implica em separabilidade. Duas part́ıculas podem estar fisicamente
separadas mas continuam ligadas (entangled).
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“A quantum computer is one whose operation exploits certain
very special transformations of its internal state, (...). The laws
of quantum mechanics allow these peculiar transformations to take
place under very carefully controlled conditions.”

3.1 Registradores Quânticos

Os registradores são a parte fundamental do processador na computação clássica.
Todo e qualquer processamento de um algoŕıtmo é realizado nos registradores
de um processador. Na computação quântica, os registradores, quando medi-
dos, são formados por uma cadeia de bits que tem o tamanho da informação
armazenada. No estado de superposição, cada registrador é uma superposição
de n qubits relativos aos 2n cadeias posśıveis das superposições de |0〉 e |1〉.
Ou seja,

|ψn〉 =
2n−1∑

k=0

ak|k〉

Por exemplo, considere um registrador de 3-qubits. O sistema pode ser
representado por:

|ψ〉 = α0|000〉+ α1|001〉+ α2|010〉+ · · · α6|110〉+ α7|111〉
Cada uma das configurações posśıveis destas superposições podem ser ob-

tidas pelos produtos tensores dos qubits componentes, ou seja:

|000〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉

=
(
1
0

)

⊗
(
1
0

)

⊗
(
1
0

)

= (1 0 0 0 0 0 0 0)

|001〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |1〉

=
(
1
0

)

⊗
(
1
0

)

⊗
(
0
1

)

= (0 1 0 0 0 0 0 0)

|010〉 = |0〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉

=
(
1
0

)

⊗
(
0
1

)

⊗
(
1
0

)

= (0 0 1 0 0 0 0 0)

= · · ·
Cada uma, em termos de bases computacionais dos componentes, podemos

representar por:
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|ψ〉 = α0
















1
0
0
0
0
0
0
0
















+α1
















0
1
0
0
0
0
0
0
















+α2
















0
0
1
0
0
0
0
0
















+α3
















0
0
0
1
0
0
0
0
















+α4
















0
0
0
0
1
0
0
0
















+α5
















0
0
0
0
0
1
0
0
















+α6
















0
0
0
0
0
0
1
0
















+α7
















0
0
0
0
0
0
0
1
















3.2 Portas quânticas

Na computação clássica, as portas lógicas são implementadas eletronicamente
e a informação da entrada é manipulada e retorna um estado convertido pelo
circuito. Assim, por exemplo, um circuito que pode inverter a entrada é um
circuito chamado de “porta not” ou simplesmente NOT. Neste caso, o estado de
um bit de entrada o circuito produz o bit inverso na sáıda como esquematizado
na figura 3.

A Not-A①❍
❍

❍

✟
✟
✟

A Not-A

0 1
1 0

Figura 3: Representação esquemática da porta NOT

Na computação quântica, era de se esperar que a inversão acontecesse nos
vetores de estado |0〉 e |1〉. Entretanto, apenas a inversão dos estados não
evidencia a superposição dos qubits |0〉 e |1〉. A porta NOT quântica7 troca o
estado:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 por |¬ψ〉 = α|1〉+ β|0〉
onde ¬ψ — leia-se not-psi — é o inverso do sistema |ψ〉. A porta quântica NOT

pode ser representada pelo operador X̂ de Pauli (ver Anotações 5.3 no final
deste relatório).

X ≡
(
0 1
1 0

)

Se o estado quântico é |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, então:

X̂
(
α
β

)

=
(
β
α

)

7Aqui os termos porta e operador são usados um pelo outro, dependendo da abordagem:
se for algébrica, usaremos o termo operador e se for computacional, usaremos porta.
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Enquanto na computação clássica temos apenas a porta NOT como uma
porta simples e unitária, na computação quântica os operadores Ẑ e Ĥ (Ha-
damard) também podem ser usadas. Por exemplo, a porta

Z ≡
(
1 0
0 −1

)

mantém o estado |0〉 inalterado e inverte o sinal do estado |1〉 resultando em
−|1〉. Ou seja:

Ẑ(α|0〉+ β|1〉) = α|0〉 − β|1〉
A porta Hadamard

H ≡ 1√
2

(
1 1
1 −1

)

converte cada estado em metade do caminho entre |0〉 e |1〉:

Ĥ(|0〉+ |1〉) = α
|0〉+ |1〉√

2
+ β

|0〉 − |1〉√
2

Observe no diagrama em esfera de Bloch (veja figura 1) que a porta de
Hadamard é equivalente a rotacionar o eixo ŷ de 90o, seguida pela rotaçao no
eixo x̂ de 180o.

Na computação clássica, as portas AND, OR, XOR, NAND e NOR são portas
que recebem dois bits e retornam um bit como resultado da operação. Na
computação quântica também podemos ter portas que recebem dois qubits e,
assim temos muitas possibilidades de operações executadas por estas portas,
já que o total seria 4! = 24 operações. Mas tomemos como primeiro exemplo
um operador emprestado da mecânica quântica sobre spins Ŝm,n = Ŝn,m que
sobre um par {x, y} inverta os elementos do par. Por exemplo:

Ŝ|xx〉 = |xx〉
Ŝ|xy〉 = |yx〉
Ŝ|yx〉 = |xy〉
Ŝ|yy〉 = |yy〉

Então podemos escrever o operador como:

Ŝ ≡








1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1








e observe que se o estado |ψ〉 for dado por:

|ψ〉 = α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉
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então, podemos dizer que o operador Ŝ sobre |ψ〉 resulta em:

Ŝ|ψ >= α|00〉+ β|10〉+ γ|01〉+ δ|11〉
onde, Ŝ é o operador que representa a porta lógica quântica Swap.

Existem várias possibilidades de operadores que podem representar as por-
tas de circuitos quânticos e algumas delas são fundamentais (ver Nielsen [15],
Mermin [18] e alguns exemplos nas Anotações 5.4). As operações computaci-
onais das portas quânticas podem, desta forma ser resultados observáveis de
estados quânticos (superposições) produzidos por estes operadores. Por exem-
plo, os circuitos podem ser combinados para operar sobre os estados e cada
um representa um operador unitário U que produz uma superposição diferente
dos estados que pode ser medida por um autovalor de M (veja figura 4).

input U U U
1 2 3

M

Figura 4: Exemplo abstrato de um circuito quântico. Cada operador Ûi é
descrito por uma matriz 2n × 2n (Modificado de Dawar [19])

Em suma, a operação que uma porta quântica executa, nada mais é do que
a transformação linear feita por uma matriz multiplicada pela entrada para
calcular uma sáıda. Por exemplo:

¬ |0〉 ≡
(
0 1
1 0

)(
1
0

)

=
(
0
1

)

e esta operação é determińıstica. No entanto, se tivermos um estado do sis-
tema, representado por |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, a transformação será sobre as pos-
sibilidades (α β)T , ou seja:

¬
(
α
β

)

=
(
0 1
1 0

)(
α
β

)

=
(
β
α

)

que resulta na negação: ¬ |ψ〉 = β|0〉+ α|1〉.

3.3 Reversibilidade

Algumas portas lógicas podem ser revertidas, isto é, o operador aplicado duas
vezes, retorna o estado inicial. Estas portas são chamadas de portas universais.
Por exemplo, considere o sistema |ψ〉 = α0|00〉+ α1|01〉+ α2|10〉+ α3|11〉 e o
operador ĈNOT (controled-NOT), tal que:
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ĈNOT |ψ〉 = |ψ′〉 = α0|00〉+ α1|01〉+ α2|11〉+ α3|10〉
podemos dizer que ĈNOT é inverśıvel pois sua operação troca apenas as pos-
sibilidades dos estados, cujo primeiro qubit seja 1 e, portanto, é uma porta
universal pois ĈNOT |ψ′〉 = |ψ〉.

b

c

a a

b

ab c

Figura 5: Esquema de um circuito lógico quântico Toffoli (fonte: Nielsen [15])

O mesmo acontece com a porta de Toffoli [20] que também pode ser usada
em computação quântica. seja, por exemplo:

|ψ〉 = α0|000〉 + ... + α7|110〉α8|111〉 (6)

a porta de Toffoli (veja figura 5) pode ser representada pelo mapa unitário:

T ≡


















1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0


















e o operador T̂ sobre o sistema |ψ〉 da equação 6 resulta em:

T̂ |ψ〉 = α0|000〉 + ... + α7|111〉 + α8|110〉
Neste caso, se T̂ |ψ〉 = |ψ′〉, então T̂ |ψ′〉 = |ψ〉. Claramente, o operador é

inverśıvel.
Um comportamento bem diferente das portas lógicas clássicas é o caso da

porta
√
NOT ou SRN (square root not) [21]. Este operador, quando aplicado a

um quantum bit gera a superposição (randomizando o qubit) e, no entanto a
aplicação combinada de duas portas

√
NOT é determińıstica pois é equivalente

a uma porta NOT.

A porta 1√
2

(
1 −1
1 1

)

é chamada de “ráız quadrada do NOT” porque:
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1√
2

(
1 −1
1 1

)

· 1√
2

(
1 −1
1 1

)

=
(
0 −1
1 0

)

e
(
0 −1
1 0

)

, em relação aos qubits, é equivalente à porta NOT8. Este tipo de

comportamento não tem paralelo nas portas lógicas da computação clássica.
Existem ainda outras portas lógicas quânticas que podem ser usadas para

propósitos espećıficos, tais como, uma porta de rotação do qubit, ou seja, uma
porta que toma o vetor unitário de entrada e rotaciona o qubit de um ângulo
θ com outro ângulo de valor constante φ, por exemplo:

P̂θ,φ =
(

cos(θ) sin(θ)eiφ

− sin(θ)e−iφ cos(θ)

)

E ainda, podemos citar portas que mudam a fase (phase shift gate) que
podem ser usadas para deslocar a fase de um ângulo φ qualquer para alinhar
fases de qubits com a finalidade de alinhar a superposição ou qualquer outro
tipo de interferência em outros qbits:

Ŝ =
(
1 0
0 eiφ

)

Veja mais detalhes sobre operações com qubits e portas quânticas, nas
Anotações 5.5 no final deste relatório.

Podemos considerar então que, com base nestas propriedades das portas
quânticas e o “paradoxo de Zeno” [22], todo sistema lógico clássico pode ser
simulado em um computador quântico. Mas voltaremos a isto mais adiante.

8Note que, como operador algébrico,

(
0 −1
1 0

)

é diferente de

(
0 1
1 0

)

.
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4 Quantum-Turing

A discussão sobre a validação das máquinas lógicas universais de Turing —
que nós conhecemos simplesmente como “máquinas de Turing” — já é bastante
antiga na área da computação quântica. Já na década de 70, Ingarden publicou
um artigo que discutia a teoria da informação de Shannon [23] do ponto de vista
da teoria quântica, mostrando que é posśıvel generalizar a teoria de Shannon
dentro do formalismo da teoria quântica usando o conceito de “observáveis”
(observables) e que ele denominou de semi-observables [24].

Feynman em sua famosa palestra “There’s Plenty of Room at the Bot-
tom” [25] mostrou que parecia imposśıvel simular um sistema quântico em um
computador clássico de forma eficiente. Ele propos, depois, um modelo de
simulação de qualquer sistema em um espaço vetorial com um estado de di-
mensões finitas equivalente a um computador que era capaz destas simulações
se fosse preparado em um estado adequado [26].

O modelo de computação quântica descrito por Benioff [27] talvez seja a pri-
meira proposta de uma estrutura para um computador quântico. No entanto,
o modelo ainda é clássico, uma vez que o final de cada passo computacio-
nal é determińıstico e, portanto, perfeitamente simulável por uma máquina de
Turing clássica.

O trabalho de Deutsch [4] descreve um modelo computacional completa-
mente quântico com forte influência do trabalho sobre “Autômatos Quânticos”
de Albert [28]. Os Atômatos de David Albert possuiam estados que representa-
vam as soluções de equações de movimento da mecânica quântica, considerando
as suas capacidades de medir, saber e predizer as suas propriedades f́ısicas.

4.1 Algoŕıtmos quânticos

Antes de compreender o algoŕıtmo de Deutsch [4] é necessário compreender
algumas diferenças entre os algoŕıtmos clássicos e os algoŕıtmos quânticos. As
diferenças são, basicamente:

• Os algoŕıtmos quânticos são muito mais rápidos que os clássicos.

• Algoŕıtmos quânticos podem resolver mais problemas relativos ao mundo
real que os algoŕıtmos clássicos.

• Um algoŕıtmo quântico pode calcular uma função f(x) para vários valo-
res de x simultaneamente.

Por exemplo, vamos considerar duas entradas x e y e um algoritmo que
compute x e y ⊕ f(x). Esta “máquina” pode ser esquematizada como na
figura 6.

Neste exemplo, se a entrada x for |0〉+|1〉√
2

e a entrada y = |0〉, então, a sáıda

|ψ〉 será:
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x

y f(x) y

x

Figura 6: Exemplo de um algoritmo quântico

|ψ〉 =
|0, 0⊕ f(0)〉+ |1, 0⊕ f(1)〉√

2

=
0, f(0)〉+ |1, f(1)〉√

2

Podemos considerar que, fisicamente, as entradas estariam nos registros de
dados e a sáıda |ψ〉 seria medida no registro de destino.

4.2 Church-Turing-Deutsch

David Deutsch foi um dos primeiros a formular uma descrição formal para uma
máquina de Turing quântica e um algoritmo fundamental para um programa
de computador quântico.

Quando Deutsch [4] defende que:

‘Every finitely realizable physical system can be perfectly simu-
lated by a universal model computing machine operating by finite
means’.

ou seja, “todo sistema f́ısico finito pode ser perfeitamente simulável por
uma máquina de estado universal que opera por meios finitos”, ele defende
que este postulado é mais f́ısico é mais bem definido que o próprio postulado
clássico de Turing. Junte-se a isso a terceira lei da termodinâmica, ou seja:
“nenhum processo finito pode reduzir a entropia ou a temperatura a zero de
um sistema f́ısico finito”.

Em seu artigo, ele mostra que, com base na terceira lei da termodinâmica, a
teoria quântica obedece ao citado prinćıpio extendido de Church-Turing supra
citado.

Uma afirmação importante deste artigo é que a hipótese de Church-Turing,
vista como um prinćıpio da f́ısica não torna a ciência da computação — ou a
computação quântica — um ramo da f́ısica, mas torna a f́ısica experimental
um ramo da ciência da computação.

Além disso, a computação quântica levanta problemas interessantes sobre a
modelagem de linguagens de programação quânticas. Hoje muitas linguagens
voltadas para algoritmos quânticos têm sido criadas [29]e, certamente, será
assunto para outro technical report no futuro.
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<http://calteches.library.caltech.edu/47/2/1960Bottom.pdf>.

[26] FEYNMAN, R. P. Simulating physics with computers. International jour-
nal of theoretical physics, Springer, v. 21, n. 6, p. 467–488, 1982.

[27] BENIOFF, P. Quantum mechanical hamiltonian models of turing ma-
chines. Journal of Statistical Physics, Kluwer Academic Publishers-Plenum
Publishers, v. 29, n. 3, p. 515–546, 1982. ISSN 0022-4715. Dispońıvel em:
<http://dx.doi.org/10.1007/BF01342185>.

[28] ALBERT, D. Z. On quantum-mechanical automata. Physics Letters
A, v. 98, n. 5–6, p. 249 – 252, 1983. ISSN 0375-9601. Dispońıvel em:
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5 Anotações (Anexo)

5.1 A esfera de Bloch

A esfera de Bloch [30] é usada para representar as bases do espaço C2 cor-
respondentes em uma esfera do R3. Nesta esfera, um ponto com coordenadas
esféricas (θ, φ), onde:

r(θ, φ) =




cos

(
θ
2

)

eiφ sin
(
θ
2

)





representa as bases computacionais formadas pelos vetores |0〉 e |1〉 e seus
argumentos angulares.

Na figura 7 os pontos principais que representam as bases canônicas orto-
gonais para o bit quântico estão descritos na tabela 1.

x̂

ŷ

x
1

x
−1

y
1

y
−1

z
−1

ẑ

z
1

ψ

φ

θ

Figura 7: As bases canônicas na esfera de Bloch

De acordo com a tabela 1, as bases canônicas em cada eixo podem ser
escritas como:
1. Bases do eixo z:

(|0z〉, |1z〉) = (|0〉, |1〉)
portanto:

(|0〉, |1〉)
forma as bases:

(
1
0

)

e
(
0
1

)

2. Bases do eixo x:
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Coord. Coord. Coord.
3D esf. C2

x1






1
0
0






(
π/2
0

)

1√
2

(
1
1

)

x−1






−1
0
0






(
π/2
π

)

1√
2

(
1
−1

)

y1






0
1
0






(
π/2
π/2

)

1√
2

(
1
i

)

y−1






0
−1
0






(−π/2
π/2

)

1√
2

(
1
−i
)

z1






0
0
1






(
0
0

) (
1
0

)

z−1






0
0
−1






(
0
π

) (
0
1

)

Tabela 1: Representações das bases canônicas da esfera de Bloch e suas cor-
respondências em coordenadas cartesianas e esféricas.

(|0x〉, |1x〉) =
(

1√
2
(|0〉+ |1〉), 1√

2
(|0〉 − |1〉)

)

portanto:

(

1√
2

(
1
0

)

+
1√
2

(
0
1

))

,

(

1√
2

(
1
0

)

− 1√
2

(
0
1

))

forma as bases:

1√
2

(
1
1

)

e
1√
2

(
1
−1

)

3. Bases do eixo y:

(|0y〉, |1y〉) =
(

1√
2
(|0〉+ i|1〉), 1√

2
(|0〉 − i|1〉)

)

portanto:

(

1√
2

(
1
0

)

+
1√
2

(
0
i

))

,

(

1√
2

(
1
0

)

− 1√
2

(
0
i

))

forma as bases:
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1√
2

(
1
i

)

e
1√
2

(
1
−i
)
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5.2 Operador Hamiltoniano

O operador Hamiltoniano é um tipo especial de operador hermitiano no espaço
de Hilbert, aplicado ao prinćıpio de Heisenberg. Muito “H” não é mesmo? Mas
usaremos o mesmo operador Ĥ (em negrito) para representá-lo, uma vez que
é um operador hermitiano.

Podemos relacionar este operador à conservação da energia de um sistema
e descrevê-lo como um operador resultante da soma de dois outros operadores:

Ĥ = Êc + Êp (7)

onde Êc é o operador de energia cinética e Êp é o operador de energia potencial
do sistema.

A energia potencial do sistema pode ser descrita como sendo:

Ep =
∫ t2

t1
F dt (8)

Em termos de trajetória no plano cartesiano, podemos escrever que:

Ep =
∫

∇ϕ dx

onde,

∇ϕ =

(

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)

Podemos, então, escrever:

∫

∇ϕ(r) dr =
∫ b

a
∇ϕ(r(t)) · r′(t) dt

=
∫ b

a

d

dt
ϕ(r(t)) dt

= ϕ(r(b))− ϕ(r(a))

= ϕ(xB)− ϕ(xA)

assim, se v = dr/dt a equação 8 pode ser escrita como um operador de energia
potencial:

∫ b

a
F.r dt = Ŵ (r, t) (9)

Nossa equação 7 pode, então ser escrita como:

Ĥ = Êc + Ŵ (r, t)

O operador de energia cinética (Êc) pode ser descrito em termos da energia
cinética:
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Ec =
1

2
mv2

ou em termos de momento ρ(x, y, z) no plano cartesiano:

Ec =
ρ2

2m

onde m é a massa.
O operador Êc pode, então, ser escrito como:

Êc =
ρ̂ρ̂

2m
= − h̄2

2m
∇2

onde h̄ é a constante de Plank h/2π e ∇2 é o operador laplaciano (operador
diferencial de segunda ordem):

∇2u =
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂z2

Nossa equação 7 pode então ser escrita como:

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 + Ŵ (r, t) (10)

O operador hamiltoniano aplicado a um sistema gera os autovetores de Ĥ,
ou seja:

Ĥ|ψ(t)〉 = ih̄
∂

∂t
|ψ(t)〉

Como o operador hamiltoniano é implementado como um operador hermiti-
ano no espaço de Hilbert, os autovetores |v〉 de Ĥ formam uma base ortonormal
deste espaço:

Ĥ|v〉 = Ev|v〉
Assim, os ńıveis de espectro de energia do sistema são dados pelos auto-

valores Ev e, uma vez que o hamiltaniano Ĥ é um operador hermitiano, os
valores de energia serão sempre representados por números reais.

5.3 Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli são matrizes complexas 2 × 2 hermitianas e unitárias.
Elas são, em geral representadas pela letra grega σ(σx, σy, σz) e formam o
operador hamiltoniano que descreve o spin de uma part́ıcula em um campo
eletromagnético:

−ih̄ ∂
∂t

|ψ〉 =
[
1

2m
(σ · (p− qA))2 + qφ

]

︸ ︷︷ ︸

Ĥ

|ψ〉
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As matrizes de Pauli são:

σx =
(
0 1
1 0

)

, σy =
(
0 −i
i 0

)

, σz =
(
1 0
0 −1

)

Seus quadrados são iguais entre si, iguais à identidade e o produto delas
por −i também resulta na matriz identidade:

σ2

x = σ2

y = σ2

z = −iσxσyσz =
(
1 0
0 1

)

= I

Como podemos encontrar os autovalores das matrizes de Pauli? Suponha
uma matriz M qualquer, que possa satisfazer a equação

αM2 + βM + γ1 = 0

onde 1 é uma matriz unitária com as mesmas dimensões de M .
Assim, o autovalor λ de M sobre um vetor |v〉 é:

M |v〉 = λ|v〉
e, portanto:

(αM2 + βM + γ1)|v〉 = 0

se M |v〉 = λ|v〉 e M2|v〉 = λ2|v〉 logo,

(αλ2 + βλ+ γ)|v〉 = 0

Oras, o autovetor |v〉 não pode ser zero porque não faz sentido associar um
autovetor zero a um autovalor que teria que ser zero, então, um autovetor não
pode ser zero. Logo, podemos escrever que:

αλ2 + βλ+ γ = 0

Assim, da mesma forma, se uma matriz de Pauli, σ2
n = 1 então (λn)

2 = 1
e λ = ±1.

A soma dos elementos da diagonal de uma matriz quadrada é chamado de
traço de uma matriz e é denotado por trA se A for uma matriz quadrada.

trA =
∑

i

ai,i

e o traço de uma matriz corresponde à soma de seus autovalores. No caso das
matrizes de Pauli, trσn = 0 e, portanto, os dois autovalores das matrizes de
Pauli são 1 e −1 e seus autovetores:

|ψ〉 =
(
ψ+

ψ−

)

sendo que:
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ψ+

x =
1√
2

(
1
1

)

, ψ−
x = 1√

2

(
1
−1

)

ψ+

y =
1√
2

(
1
i

)

, ψ−
y = 1√

2

(
1
−i
)

ψ+

z =
(
1
0

)

, ψ−
z =

(
0
−1

)

5.4 Portas quânticas e śımbolos

As portas lógicas da computação quântica não são tão triviais como as da
computação clássica porque envolvem estados quânticos dos bits e não apenas
o valor observado de um bit individual. Nesta anotação vamos representar os
principais operadores lógicos quânticos e suas matrizes unitárias equivalentes.
As matrizes unitárias dos operadores são representadas em cada coluna, da
esquerda para a direita e de cima para baixo, como |00 . . . 0〉, |00 . . .1〉 até
|11 . . . 1〉.
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Hadamard
H

1√
2

(
1 1
1 −1

)

Pauli-X
X (

0 1
1 0

)

Pauli-Y
Y (

0 −i
i 0

)

Pauli-Z
Z (

1 0
0 −1

)

Fase
S (

1 0
0 i

)

π/8
T (

1 0
0 eiπ/4

)

Tabela 2: Portas lógicas de um qubit (fonte: Nielsen [15])

Note que eiπ/4 =
√
i. Assim a porta S equivale à

√
Z e a porta π/8

equivale à
√
S. A partir destas pode-se conseguir outras portas quânticas

lógicas, principalmente as portas controladas onde o primeiro estado serve
como controle (veja tabela 3).
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controled-NOT

s

❣








1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0








controled-Z

s

Z








1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1








controled-Phase

s

S








1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i








Swap

............................................
...........
...........

............................................
...........
...........








1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1








Tabela 3: Portas lógicas 2-qubit (fonte: Nielsen [15])
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5.5 Operações com portas quânticas

Abaixo vamos detalhar alguns exemplos de operações com portas (gates) quân-
ticas e mostrar que a implementação f́ısica de portas quânticas está vinculada à
reversibilidade das operações, ou seja, têm que ser operações lineares unitárias.

Primeiramente temos que considerar a implementação f́ısica do qubit que
representa o estado |0〉 e o estado |1〉. Claro que existem diversos materiais
que podem ser usados para implementar o qubit, dentre eles a polarização de
fótons, spins eletrônicos, estados moleculares à baixa temperaturas, interações
com super-condutores etc. mas aqui, vamos considerar que temos o qubit |0〉 =
(
1
0

)

e o qubit |1〉 =
(
0
1

)

e que podemos medir o resultado de uma operação.

A implementação f́ısica é um problema de engenharia da computação.
O exemplo mais simples e fácil de se compreender a manipulação algébrica

das portas lógicas quânticas, usando a álgebra linear, é a aplicação de um
operador de identidade. Um circuito quântico que representa a identidade
nada mas faz do que retornar, como sáıda a própria entrada. Este operador tem
importância conceitual e pode ter aplicabilidade em algoritmos comparativos.

1. Operador identidade:

I ≡
(
1 0
0 1

)

e, portanto:

Î |0〉 =
(
1 0
0 1

)(
1
0

)

=
(
1 + 0
0 + 0

)

=
(
1
0

)

e, também:

Î |1〉 =
(
1 0
0 1

)(
0
1

)

=
(
0 + 0
0 + 1

)

=
(
0
1

)

que é, obviamente, inverśıvel.

2. A porta NOT ou Pauli-X

N ≡ X ≡
(
0 1
1 0

)

X̂ |0〉 =
(
0 1
1 0

)(
1
0

)

=
(
0 + 0
1 + 0

)

=
(
0
1

)

= |1〉

X̂ |1〉 =
(
0 1
1 0

)(
0
1

)

=
(
0 + 1
0 + 0

)

=
(
1
0

)

= |0〉

3. A porta de Hadamard

Ĥ ≡ 1√
2

(
1 1
1 −1

)
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Ĥ |0〉 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
1
0

)

=
1√
2

(
1 + 0
1 + 0

)

=
1√
2

[(
1
0

)

+
(
0
1

)]

=
1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉

Ĥ |1〉 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
0
1

)

=
1√
2

(
0 + 1
0− 1

)

=
1√
2

[(
1
0

)

−
(
0
1

)]

=
1√
2
|0〉 − 1√

2
|1〉

Note que, com relação à inversibilidade da porta de Hadamard, ela não é
tão evidente, mas podemos demonstrar. Considere,

Ĥ |0〉 = 1√
2

(
1 1
1 −1

)(
1
0

)

=
1√
2

(
1 + 0
1 + 0

)

=
1√
2

(
1
1

)

então, para demonstrar que Ĥ (Ĥ |0〉) = |0〉 podemos escrever:

Ĥ (Ĥ |0〉) = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
1√
2

(
1
1

)

=
1

2

(
1 + 1
1− 1

)

=
1

2

(
2
0

)

=
(
1
0

)

= |0〉

Tente demonstrar o mesmo para o qubit |1〉, ou seja que Ĥ (Ĥ |1〉) = |1〉.
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