
Technical Report

Alguns bits de qubits:
Uma introdução sobre bits quânticos.
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1 Introdução

O grande problema da computação determińıstica é que estamos presos em
um “beco sem sáıda”. A chamada “lei de Moore” está se concretizando, já que
estamos chegando ao ńıvel atômico dos semicondutores e, mais recentemente
de supercondutores [1]. A computação clássica, determińıstica e baseada em
máquinas de estado está com seus dias contados. O mais curioso é que a
máquina de estado foi implementada de forma determińıstica por von Neumann
e ele foi o primeiro a reconhecer a importância dos espaços vetoriais de Hilbert
e propor bases para a mecânica quântica [2].

As bases da mecânica clássica foram violentamente abaladas quando foi
descoberto que no ńıvel atômico, as part́ıculas não se comportavam como era
esperado e a teoria criada para explicar os estados delas hoje é conhecida
como teoria quântica. Era de se esperar que os computadores, ao atingir o
ńıvel atômico dos “transistores” formados por supercondutores em condições
especiais, operando em camadas atômicas e em condições de baixa temperatura
também poderiam operar de acordo com a teoria quântica. E é o que acontece,
na verdade [3].

Este Technical Report pertence a uma série de TRs que podem facilitar
a compreensão da computação quântica e mostrar que, talvez, a sáıda para
escapar da computação determińıstica está próxima. Em outro artigo de inte-
resse, são explorados os elementos principais da álgebra linear necessária para
a compreensão de operadores lineares usados na mecânica quântica [4].

Os estados quânticos apresentam certas complexidades — quando se trada
de “emaranhamento” (entanglement) de “superposição” dos estados (superpo-
sition) — mas a computação quântica pode modelar o mundo f́ısico com muito
mais precisão e realidade. Mesmo os cálculos da f́ısica e da engenharia pode-
riam ser menos grosseiros como fruto das aproximações e arredondamentos dos
zeros e uns do computador clássico digital.

A compreensão da computação quântica depende do conhecimento de al-
gumas bases teóricas da f́ısica quântica. A f́ısica quântica, por si, depende de
conceitos matemáticos, principalmente da álgebra e assim por diante. Este
technical report pressupõe alguns conhecimentos anteriores de álgebra linear,
autovalores, autovetores e apresenta outros conceitos conceitos algébricos e
como estes são utilizados no arcabouço matemático da mecânica quântica.
Para uma revisão da álgebra veja o relatório técnico já citado [4].

Para se tratar de computação quântica é necessário entender sua entidade
básica. Assim como a computação clássica tem como unidade fundamental
uma abstração matemática, o bit, a computação quântica se baseia em uma
abstração como unidade, o qubit ou quantum bit. O nome qubit foi criado por
Benjamin Schumacher [5, 6] em 1995 para se referir ao bit quântico.

O estado computacional quântico — que vamos chamar de |ψ〉 — é um
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vetor2 que representa uma superposição de dois estados |0〉 e |1〉 que é uma
combinação linear tal que:

|ψ〉 =
(

α
β

)

= α
(

1
0

)

+ β
(

0
1

)

Um bit quântico pode, então, ser representado em dois estados quânticos
|0〉 e |1〉 e, portanto, são vetores no espaço vetorial bidimensional complexo
(espaço de Hilbert), formando combinações lineares chamadas “superposições”
representados aqui por |ψ〉, onde:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉.
Enquanto um bit pode assumir 2 estados {0, 1}, um qubit pode estar em

um outro estado que não |0〉 ou |1〉. Os estados |0〉 e |1〉 formam uma base
ortonormal deste espaço vetorial e são conhecidos como bases quânticas com-
putacionais [8], que podem ser expressas no L2 como:

|0〉 =
(

1
0

)

e |1〉 =
(

0
1

)

Os escalares α e β são números complexos e

|α|2 + |β|2 = 1

Podemos representar os qubits em um espaço vetorial complexo como na
esfera de Bloch, conforme a figura 1.

ẑ = 0

−ẑ = 1

ψ

ŷ

x̂

φ

θ

Figura 1: Representação do qubit na esfera de Bloch

2A notação vetorial usada neste documento é a notação de Dirac [7].

3



Formalmente, podemos representar o estado de um qubit como um vetor
unitário no espaço C2 — mais precisamente, no espaço de Hilbert L2 — e mais
facilmente em um ćırculo unitário (vide fig 2).

θ

1

0

α

αβ 0 +β 1

Figura 2: Representação do qubit no plano bidimensional

Qualquer tentativa de medir o estado |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 resultará em |0〉
com probabilidade |α|2 e |1〉 com probabilidade |β|2. Qualquer outra tentativa
de se medir o estado, resultará no mesmo valor, ou seja, o sistema está no
estado “medido”. Podemos extrair apenas um bit de iformação do estado de
um qubit. Uma explicação muito clara sobre este aparente paradoxo pode
ser encontrada no primeiro caṕıtulo do livro de Leonard Susskind “Quantum
Mechanics, The Theoretical Minimum” [9].

O processo de medida ou o dispositivo utilizado para medir determinam
uma base quântica. Assim, se dois vetores |φ〉 , |ψ〉 ∈ C2 são linearmente
independentes eles podem servir como uma base vetorial:

α|0〉+ β|1〉 = α′|φ〉+ β ′|ψ〉
|0〉 e |1〉 formam uma base ortonormal que podemos chamar de “base compu-
tacional quântica”.

Todo sistema f́ısico é descrito por um espaço vetorial complexo com produto
interno (um espaço de Hilbert); e é completamente descrito em um determi-
nado tempo por um vetor de estado que é um vetor unitário no referido espaço
vetorial do estado.

Uma vez que a mecânica quântica não especifica qual o estado para de-
terminado sistema f́ısico, podemos descrever um qubit em qualquer espaço de
estado em C2, por exemplo a orientação de um fótom ou o spin de um elétron.
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Embora um estado quântico possa requerer sistemas com espaço dimensi-
onal infinito, na computação quântica temos que considerar sistemas dimensi-
onalmente finitos.

A equação de Schrödinger para a evolução temporal de um sistema quântico
fechado, descrita por um operador hermitiano fixo, chamado de hamiltoniano

que representaremos por Ĥ (como um operador hermitiano, mas em negrito):

Ĥ|ψ〉 = ih̄
d

dt
|ψ〉 (1)

onde, Ĥ é um operador hamiltoniano e h̄ é a constante de Plank h/2π.
Podemos dizer que o estado |ψ〉 de um sistema quântico fechado em um

tempo t1 é relacionado a um estado |ψ′〉 no tempo t2 por um operador unitário
Û dependente de t1 e t2.

|ψ′〉 = Û |ψ〉 (2)

onde,

Û(t1, t2) = exp

[

−iĤ(t2 − t1)

h̄

]

Note Û(t1, t2) é relativo à conservação da energia de um sistema quântico.
Ainda, se o operador hamiltoniano Ĥ é hermitiano e Û é um operador unitário,
então a equação 2 implica em:

|| |ψ′〉 || = || Û |ψ〉 || = || |ψ〉 || = 1

Na computação quântica, a maioria dos operadores são unitários e podem
ser representados por matrizes onde cada coluna é um vetor unitário e com
colunas emparelhadas que são mutualmente ortogonais.

Podemos abstrair a idéia e representar estes operadores como portas de
circuitos (gates). Considere os operadores unitários em L2 que podem repre-
sentar 1 qubit, por exemplo, usando as portas de Pauli para spins de elétrons
como base.

A porta:

X̂

pode ser descrita pelo operador X̂ , tal que:

X̂|0〉 = |1〉 e X̂|1〉 = |0〉
onde,

X̂ =
(

0 1
1 0

)

A porta:

5



Ŷ

pode ser descrita pelo operador Ŷ , tal que:

Ŷ |0〉 = i|1〉 e Ŷ |1〉 = −i|0〉
onde,

Ŷ =
(

0 −i
i 0

)

A porta:

Ẑ

pode ser descrita pelo operador Ŷ , tal que:

Ẑ|0〉 = |0〉 e Ẑ|1〉 = −|1〉
onde,

Ẑ =
(

1 0
0 −1

)

Podemos, ainda, incluir uma porta para o operador de indentidade Î:

Î

pode ser descrita pelo operador Î, tal que:

Î|0〉 = |0〉 e Î|1〉 = |1〉
onde,

Î =
(

1 0
0 1

)

As leituras de um sistema quântico podem ser representadas por probabi-
lidades p de sáıdas representadas operadores P̂m de um conjunto M de vetores
hermitianos {P̂m : m ∈M} que descrevem os estados do sistema.

De fato já dissemos que os estados do sistema quântico são representados
por vetores do espaço de Hilbert e que as leituras são obtidas por operadores
hermitianos sobre este espaço vetorial.

Se o estado de um sistema for, digamos, |ψ〉 antes de medido, a possibilidade
de sáıda p(m) é dada por:
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p(m) = 〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉

e, depois de medido, o estado é dado por:

Pm|ψ〉
√

〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉

Os operadores de leitura (medidas) têm que satisfazer a equação de com-
plementariedade, onde:

∑

m∈M
P †
m · Pm = I

o que garante que a soma das probabilidades de sáıda seja 1. Assim,

∑

m

p(m) =
∑

m

〈ψ|P †
m · Pm|ψ〉 = 〈ψ|Î|ψ〉 = 1

Na computação quântica, o principal interesse é nos operadores que são
projeções numa base ortonormal particular do espaço chamado de “base com-
putacional”. Então, podemos representar as medidas de um bit como sendo:

P̂0 = |0〉〈0| e P̂1 = |1〉〈1|
que resulta em α|0〉+ β|1〉, ou seja, p(0) = |α|2 e p(1) = |β|2.

Por exemplo, se P̂0 = |0〉〈0|, então:

P̂0 =
(

1
0

)

( 1 0 ) =
(

1 0
0 0

)

e, evidentemente:

P̂1 =
(

0
1

)

( 0 1 ) =
(

0 0
0 1

)

Observe que P̂ †
0 P̂0 + P̂ †

1 P̂1 = I. E aqui é bom lembrar que, se temos
uma base ortonormal no espaço de Hilbert,

|ψ〉 =
∑

i∈N
〈ai|ψ〉|ai〉

=
∑

i∈N
|ai〉〈ai|ψ〉

e, portanto,

∑

i∈N
|ai〉〈ai| = 1̂

é um operador unitário.
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Dado o estado de um sistema |ψ〉 = α|0〉+β|1〉, a probabilidade de se medir
|0〉 pode ser escrita como:

p(0) = 〈ψ|P̂ †
0 P̂0|ψ〉

já que P̂ †
0 P̂0 = P̂0 podemos escrever:

p(0) = 〈ψ|P̂0|ψ〉 = ( a∗ b∗ )
(

1 0
0 0

)(

a
b

)

= ( a∗ b∗ )
(

a
0

)

= |a|2

Na mecânica quântica o fator da fase global da função de onda não tem
significado f́ısico, ou seja, numa onda cont́ınua não existe o ponto inicial para
se medir a fase absoluta. O que realmente interessa é a fase relativa.

Um operador P̂m de medida independe da fase global ou do fator de fase glo-
bal3(veja caṕıtulo VII:I do livro de Albert Messiah) [10]. Assim, para qualquer
estado |ψ〉 e qualquer fase θ, podemos obter o vetor eiθ|ψ〉. Então, qualquer
operador unitário Û :

Ûeiθ|ψ〉 = eiθÛ |ψ〉
e, para qualquer operador de medida P̂m,

〈ψ|e−iθP̂ †
m P̂me

iθ|ψ〉 = 〈ψ|P̂ †
m P̂m|ψ〉

Entretanto, considerando-se dois estados |ψ1〉 e |ψ2〉, tal que:

|ψ1〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉)

|ψ2〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉)

medidos na base computacional, resultam na mesma probabilidade de sáıda,
enquanto que se forem medidos numa outra base ortonormal, o resultado é
diferente.

Além disso, se

H =
1√
2

(

1 1
1 −1

)

então,

3Chamamos de “fase global” ou “fator de fase global” ao fator exponencial complexo e
iθ

de qualquer número complexo escrito na forma polar. Este termo também pode ser chamado
de “fasor”. O ângulo θ é chamado de fase e uma função de onda multiplicada pelo fasor
e
iθ soma a fase da onda do valor θ. Na mecânica quântica o fasor é um número complexo
unitário, isto é, de valor absoluto 1.
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H|ψ1〉 = |0〉 e H|ψ2〉 = |1〉
O estado de um sistema composto é formado pelo produto tensor dos es-

tados individuais dos componentes, ou seja, um sistema |ψ1,2〉 formado pelos
componentes dos sistemas |ψ1〉 e |ψ2〉 será o produto tensor entre eles:

|ψ1,2〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉
Por exemplo, as bases |0〉 e |1〉 podem ser usadas para formar as bases

|00〉 . . . |11〉:

|00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 =
(

1
0

)

⊗
(

1
0

)

=











1
0
0
0











|01〉 = |0〉 ⊗ |1〉 =
(

1
0

)

⊗
(

0
1

)

=











0
1
0
0











|10〉 = |1〉 ⊗ |0〉 =
(

0
1

)

⊗
(

1
0

)

=











0
0
1
0











|11〉 = |1〉 ⊗ |1〉 =
(

0
1

)

⊗
(

0
1

)

=











0
0
0
1











Nem todos os estados combinados podem ser separados em produtos ten-
sores dos componentes individuais. Ele é separável se puder ser expresso como
um produto tensor dos componentes. Por exemplo:

1

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉) = 1√

2
(|0〉+ |1〉)⊗ 1√

2
(|0〉+ |1〉)

Dois estados de um sistema de 2-qubits não podem ser separados nas partes
componentes4:

1√
2
(|10〉+ |01〉) e 1√

2
(|00〉+ |11〉)

4Separação não implica em separabilidade. Duas part́ıculas podem estar fisicamente
separadas mas continuam ligadas (entangled)
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2 Computando com qubits

O que é um computador quântico? Bem, podemos dizer que é um computador
que opera algumas transformações, sob condições bem controladas e governa-
das pelas leis da mecânica quântica. Mermin [11] define:

“A quantum computer is one whose operation exploits certain
very special transformations of its internal state, (...). The laws
of quantum mechanics allow these peculiar transformations to take
place under very carefully controlled conditions.”

Na computação clássica, as portas lógicas são implementadas eletronica-
mente e a informação da entrada é manipulada e retorna um estado convertido
pelo circuito. Assim, por exemplo, um circuito que pode inverter a entrada
é um circuito chamado de “porta not” ou simplesmente NOT. Neste caso, o
estado de um bit de entrada o circuito produz o bit inverso na sáıda como
esquematizado na figura 3.

A Not-A①❍
❍

❍

✟
✟
✟

A Not-A

0 1
1 0

Figura 3: Representação esquemática da porta NOT

Na computação quântica, era de se esperar que a inversão acontecesse nos
vetores de estado |0〉 e |1〉. Entretanto, apenas a inversão dos estados não
evidencia a superposição dos qubits |0〉 e |1〉. A porta NOT quântica5 troca o
estado:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 por |¬ψ〉 = α|1〉+ β|0〉
onde ¬ψ — leia-se not-psi — é o inverso do sistema |ψ〉. A porta quântica
NOT pode ser representada pelo operador X̂ de Pauli.

X ≡
(

0 1
1 0

)

Se o estado quântico é |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, então:

X̂
(

α
β

)

=
(

β
α

)

5Aqui os termos porta e operador são usados um pelo outro, dependendo da abordagem:
se for algébrica, usaremos o termo operador e se for computacional, usaremos porta.
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Enquanto na computação clássica temos apenas a porta NOT como uma
porta simples e unitária, na computação quântica os operadores Ẑ e Ĥ (Ha-
damard) também podem ser usadas. Por exemplo, a porta

Z ≡
(

1 0
0 −1

)

mantém o estado |0〉 inalterado e inverte o sinal do estado |1〉 resultando em
−|1〉. Ou seja:

Ẑ(α|0〉+ β|1〉) = α|0〉 − β|1〉
A porta Hadamard

H ≡ 1√
2

(

1 1
1 −1

)

converte cada estado em metade do caminho entre |0〉 e |1〉:

Ĥ(|0〉+ |1〉) = α
|0〉+ |1〉√

2
+ β

|0〉 − |1〉√
2

Observe no diagrama em esfera de Bloch (veja figura 1) que a porta de
Hadamard é equivalente a rotacionar o eixo ŷ de 90o, seguida pela rotaçao no
eixo x̂ de 180o.

Na computação clássica, as portas AND, OR, XOR, NAND e NOR são portas
que recebem dois bits e retornam um bit como resultado da operação. Na
computação quântica também podemos ter portas que recebem dois qubits e,
assim temos muitas possibilidades de operações executadas por estas portas,
já que o total seria 4! = 24 operações. Mas tomemos como primeiro exemplo
um operador emprestado da mecânica quântica sobre spins Ŝm,n = Ŝn,m que
sobre um par {x, y} inverta os elementos do par. Por exemplo:

Ŝ|xx〉 = |xx〉
Ŝ|xy〉 = |yx〉
Ŝ|yx〉 = |xy〉
Ŝ|yy〉 = |yy〉

Então podemos escrever o operador como:

Ŝ ≡











1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1











e observe que se o estado |ψ〉 for dado por:

|ψ〉 = α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉

11



então, podemos dizer que o operador Ŝ sobre |ψ〉 resulta em:

Ŝ|ψ >= α|00〉+ β|10〉+ γ|01〉+ δ|11〉
onde, Ŝ é o operador que representa a porta lógica quântica Swap.

Existem várias possibilidades de operadores que podem representar as por-
tas de circuitos quânticos e algumas delas são fundamentais (ver Nielsen [8],
Mermin [11]). As operações computacionais das portas quânticas podem, desta
forma ser resultados observáveis de estados quânticos (superposições) produ-
zidos por estes operadores. Por exemplo, os circuitos podem ser combinados
para operar sobre os estados e cada um representa um operador unitário U
que produz uma superposição diferente dos estados que pode ser medida por
um autovalor de M (veja figura 4).

input U U U
1 2 3

M

Figura 4: Exemplo abstrato de um circuito quântico. Cada operador Ûi é
descrito por uma matriz 2n × 2n (Modificado de Dawar [12])

Em suma, a operação que uma porta quântica executa, nada mais é do que
a transformação linear feita por uma matriz multiplicada pela entrada para
calcular uma sáıda. Por exemplo:

¬ |0〉 ≡
(

0 1
1 0

)(

1
0

)

=
(

0
1

)

e esta operação é determińıstica. No entanto, se tivermos um estado do sis-
tema, representado por |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, a transformação será sobre as pos-
sibilidades (α β)T , ou seja:

¬
(

α
β

)

=
(

0 1
1 0

)(

α
β

)

=
(

β
α

)

que resulta na negação: ¬ |ψ〉 = β|0〉+ α|1〉.

2.1 Reversibilidade

Algumas portas lógicas podem ser revertidas, isto é, o operador aplicado duas
vezes, retorna o estado inicial. Estas portas são chamadas de portas universais.
Por exemplo, considere o sistema |ψ〉 = α0|00〉+ α1|01〉+ α2|10〉+ α3|11〉 e o
operador ĈNOT (controled-NOT), tal que:
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ĈNOT |ψ〉 = |ψ′〉 = α0|00〉+ α1|01〉+ α2|11〉+ α3|10〉
podemos dizer que ĈNOT é inverśıvel pois sua operação troca apenas as pos-
sibilidades dos estados, cujo primeiro qubit seja 1 e, portanto, é uma porta
universal pois ĈNOT |ψ′〉 = |ψ〉.

b

c

a a

b

ab c

Figura 5: Esquema de um circuito lógico quântico Toffoli (fonte: Nielsen [8])

O mesmo acontece com a porta de Toffoli [13] que também pode ser usada
em computação quântica. seja, por exemplo:

|ψ〉 = α0|000〉 + ... + α7|110〉α8|111〉 (3)

a porta de Toffoli (veja figura 5) pode ser representada pelo mapa unitário:

T ≡































1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0































e o operador T̂ sobre o sistema |ψ〉 da equação 3 resulta em:

T̂ |ψ〉 = α0|000〉 + ... + α7|111〉 + α8|110〉
Neste caso, se T̂ |ψ〉 = |ψ′〉, então T̂ |ψ′〉 = |ψ〉. Claramente, o operador é

inverśıvel.
Um comportamento bem diferente das portas lógicas clássicas é o caso da

porta
√
NOT ou SRN (square root not) [14]. Este operador, quando aplicado a

um quantum bit gera a superposição (randomizando o qubit) e, no entanto a
aplicação combinada de duas portas

√
NOT é determińıstica pois é equivalente

a uma porta NOT.

A porta 1√
2

(

1 −1
1 1

)

é chamada de “ráız quadrada do NOT” porque:
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1√
2

(

1 −1
1 1

)

· 1√
2

(

1 −1
1 1

)

=
(

0 −1
1 0

)

e
(

0 −1
1 0

)

, em relação aos qubits, é equivalente à porta NOT6. Este tipo de

comportamento não tem paralelo nas portas lógicas da computação clássica.
Existem ainda outras portas lógicas quânticas que podem ser usadas para

propósitos espećıficos, tais como, uma porta de rotação do qubit, ou seja, uma
porta que toma o vetor unitário de entrada e rotaciona o qubit de um ângulo
θ com outro ângulo de valor constante φ, por exemplo:

P̂θ,φ =
(

cos(θ) sin(θ)eiφ

− sin(θ)e−iφ cos(θ)

)

E ainda, podemos citar portas que mudam a fase (phase shift gate) que
podem ser usadas para deslocar a fase de um ângulo φ qualquer para alinhar
fases de qubits com a finalidade de alinhar a superposição ou qualquer outro
tipo de interferência em outros qbits:

Ŝ =
(

1 0
0 eiφ

)

Podemos considerar então que, com base nestas propriedades das portas
quânticas e o “paradoxo de Zeno” [15], todo sistema lógico clássico pode ser
simulado em um computador quântico.

6Note que, como operador algébrico,

(

0 −1
1 0

)

é diferente de

(

0 1
1 0

)

.
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