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1 Introducao

Em muitas aulas tenho sempre chamado a atencao de meus alunos para o
beco-sem-saida em que von Neumann nos meteu. Talvez ele até tenha sido
incitado pelas maquinas légicas universais de Turing mas nos deixou presos
no determinismo da computacao classica: uma maquina de estado. O mais
incrivel é que von Neumann foi o primeiro a reconhecer a importancia dos
espagos vetoriais de Hilbert e propor bases para a mecanica quantica [1].

O intuito de escrever este Technical Report é mostrar que talvez exista
uma saida para a “computacao deterministica”. Talvez os estados quanticos,
apesar de apresentarem certas complexidades, possam modelar o mundo fisico
com maior precisao e proximidade dos modelos quanticos. Afinal, mesmo a
fisica classica poderia deixar de se contentar com as aproximagoes grosseiras
dos zeros e uns do computador digital.

A compreensao da computacao quantica depende do conhecimento de al-
gumas bases tedricas da fisica quantica. A fisica quantica, por si, depende de
conceitos matematicos, principalmente da &dlgebra e assim por diante. Este
technical report pressupoe alguns conhecimentos anteriores de algebra linear,
autovalores, autovetores e apresenta outros conceitos conceitos algébricos e
como estes sao utilizados no arcabouco matematico da mecanica quantica.

A questao da computabilidade, estabelecida por Alonso Church [2] e Alan
Turing [3] em 1936, formou a base para a implementagdo dos computadores
digitais de hoje. No entanto, existe um problema fundamental quando os
sistemas fisicos cldssicos (analdgicos) sdo modelados pela computacao classica
(discreta). O maior problema estd relacionado com nivel de precisao cientifica
necessaria para uma representacao do mundo analégico no modelo digital. Ai
se encontra um grande problema de compatibilidade do que pode ou nao ser
computavel.

Em um artigo de 1985, Deutsch [4] mostra a incompatibilidade da Maquina
Universal de Turing cléssica e a fisica cldssica, mas faz uma ressalva:

“The fact that classical physics and the classical universal Tu-
ring machine do not obey the Church-Turing principle in the strong
physical form is one motivation for seeking a truly quantum model.
The more urgent motivation is, of course, that classical physics is
false.”

O autor acaba por defender que isto nao impede que a teoria quantica
e computadores quanticos universais possam ser compativeis com o principio
da computabilidade de Church-Turing. O que ele chama de “strong physical
form” esté relacionado com a tese que expande o principio de Church-Turing;:



“Every finitely realizable physical system can be perfectly simu-
lated by a universal model computing machine operating by finite
means” .

Alids, Yao [5] também se preocupa com esta questdo da compatibilidade
entre os sistemas fisicos e o principio extendido da computabilidade de Church-
Turing que em seu artigo é chamado de (Eztended Church-Turing Thesis).

1.1 Um pouco de algebra

Para podemos compreender os conceitos basicos da computacao quantica e
como funcionam os operadores sobre os quantum bits ou “gbits” é necessario
compreender algumas bases da algebra no espago vetorial complexo e suas
relacoes com os conceitos de “estado quantico” e “resultados”. Aqui, conside-
ramos o termo “resultados” como relativo os dados observaveis ou que podem
ser medidos em um determinado estado do sistema.

Primeiramente vamos adotar uma notacao conhecida como notacao de Di-
rac [6] para vetores. Esta notacao é amplamente utilizada na Teoria Quantica.
Por exemplo, no lugar de representarmos um vetor v por ¥, vamos repre-
sentd-lo como |v). A representacdo usa os “brakets” para representar vetores
((|e|)), sendo que os vetores (v| sdo comumente chamados de bra-vectors e os
vetores |v) sdo chamados de ket-vectors. A notacao (u|v) representa o produto
interno de @ - .

Em espacos vetoriais reais, nao existe difereca entre “bras” e “kets” a nao
ser que podemos relacionar os bra-vectors com vetores representados por uma
matriz linha (M;,,) e os ket-vectors com vetores representados por colunas
(M, 1). Entretanto, no espago vetorial complexo, os bra-vectors representam
complexos conjugados. Ficard evidente, mais adiante, qual é a vantagem de
representa-los nesta notacao.

Espacgos vetoriais finitos

Chamamos de espago vetorial a um conjunto de vetores que podem ser opera-
dos por adicao entre si ou multiplicados por escalares para gerar outros vetores.
Se 0s escalares sao nimeros reais os espacos sao denominados reais e sao sim-
bolizados por R", onde n representa a dimensao do espaco. Para uma revisao
destes conceitos veja um bom livro texto de algebra linear, como o livro de
Howard Anton [7], por exemplo.

Um vetor A pode ser gerado pelos seus componentes e um vetor normali-
zado (vetor unitdrio) @; qualquer. Por ex.:

A= Ay

Usando-se a notacao de Dirac, temos:



|A> = ZAJ@J

No espago R™ os vetores podem ser representados por matrizes linha ou
matrizes coluna. Por exemplo, considere no R? os vetores A e B, tal que:

A=(A A) o B:(%)

Na notagdo de Dirac A é representado como um bra-vector ou (A| e B
como um ket-vector ou |B). E o produto interno de A - B:

ABzuhAg(é>zwm

e, portanto, (A| representa o vetor transposto de |A).

Quando os escalares sao niimeros complexos, o espaco vetorial é dito com-
plexo e é representado por C”, sendo n a dimensao do espago vetorial complexo.
Assim, um vetor A no espaco C" pode ser representado por seus componentes:

|A) = Ayty + Astis + ... + Apty,

e o vetor complexo conjugado A*, por:

(Al = A%ty + Alitg + ...+ A%,

onde cada escalar A,, pode ser complexo e A’ seu respectivo complexo conju-
gado.
Na representac¢ao matricial, o vetor |A), tem (A| como complexo conjugado:

A= (00) e =4

Assim, o produto interno (A|B) é a soma dos componentes de B multipli-
cados pelos complexos conjugados de A. Ou seja:

(A|B) = Y A:B,
De onde podemos concluir que:

(A|B) = (B|A)”

O complexo conjugado (A| é chamado, também, de “transposto conjugado”
ou de “conjugado hermitiano”. Dada uma matriz C', a conjugada hermitiana
¢é descrita como a transposta conjugada.

Uma matriz hermitiana é uma matriz do espago vetorial complexo igual a
prépria matriz conjugada complexa (A* ou AT). Ou seja:

A=A"



Por exemplo, seja:

1 i 1+

A=| —i -5 2-i

1—i 2+ 3
A*:AT

B 1 - 1=

A= ) -5 241

14+¢ 2—1 3

e, portanto:

1 ) 141
A= —i -5 2—1
1—7 241 3

Considerando-se um operador hermitiano, H , usando-se a notacao de Di-
rac, podemos escrever que (A|H|A) = (A|H|A)*

Um operador hermitiano deve satisfazer, entao, que a matriz transposta
conjugada seja igual a matriz original, ou seja:

Al =A

e ele é importante porque, em mecanica quantica, as propriedades observaveis
(resultados) de um sistema em determinado estado tém que ser representadas
por um operador hermitiano.

Sobre operadores hermitianos, podemos resumir [8]:

1. Todos os autovalores de um operador hermitiano sao reais;
2. Todos os operadores hermitianos tém autovetores;

3. Dois diferentes autovalores de um operador hermitiano tém autovetores
que sao mutualmente ortogonais;

4. 3 D = (A;...\,) autovetores mutualmente ortogonais de um operador
hermitiano; e

5. Autovetores de um operador hermitiano formam uma base ortogonal
completa para o referido espaco de Hilbert sobre o qual age o operador.

Para uma revisao dos conceitos basicos sobre espagos de Hilbert, veja o
livro online do Prof. Joao Carlos A. Barata [9], no capitulo 37.

Um operador A é chamado de anti-hermitiano se AT = —A e, consequen-
temente, se A é hermitiano entao A é anti-hermitiano.



O espaco de Hilbert

Os bits quanticos ou quantum bits, chamados de qubits sao vetores de um

espago de Hilbert bidimensional [1] e todas as medidas observéveis sao baseadas

neste espago vetorial complexo conhecido como espacgo L? [10, 11, 12].
Considere dois vetores ortogonais. Por exemplo:

0=(3) < =)

Podemos dizer que |u) e |v) s@o ortogonais pois o produto interno (u|v) é
igual a zero e, além disso tanto |u) quanto |v) tém norma unitdria, ou seja:

[full = /(ulu) =1

e, tanto |u) quanto |v) podem gerar uma base ortonormal. Outro exemplo
pode ser dado pelos vetores |s) e [t):

0= () o n=(2)

7)) = ()

também geram uma base ortonormal.

Um outro conceito importante para a compreensao das operacoes com qu-
bits é o conceito de mapa unitario. Um mapa unitario U é um operador no
espago de Hilbert que causa uma rotacao ou mudanca de uma base ortonormal.

Por exemplo, se:
(o) (1)
0 1
(5) (5)
A Do
entao, um operador chamado mapa unitario:

0= %)

o() = (G 3) () - (Gatin)

que sao ortogonais e

geram, respectivamente,

tal que:



1.2 Uma breve visao do gato de Schrodinger

Na mecanica classica os estados sao representagoes de uma variavel em funcao
do tempo e os resultados sao medidas possiveis destes estados. Na mecanica
quantica os estados de um sistema fisico sao representados por vetores em um
espago vetorial complexo denominado espago de Hilbert (L") que contém os
vetores de cada estado e os resultados ou dados observaveis sao representados
por autovalores de um operador hermitiano sobre este espaco.

Podemos resumir da seguinte forma:

e Considera-se estados de um sistema as condicoes de entrada e nao o que
se mede. O que se mede sao quantidades observaveis.

e Estados de um sistema sao representados por vetores no espaco vetorial
complexo (espaco de Hilbert ou L).

e Quantidades observaveis sao operadores lineares; e

e Operadores lineares que representam dados observaveis sao operadores
hermitianos;

Podemos dizer, entdao, que uma varidvel fisica qualquer? tem que ter retor-
nar valores reais esperados (tais como autovalores de um operador hermitiano).
Um operador hermitiano é seu préprio adjunto (auto-adjunto)

o=
entao,
WIHY ) = (WIHlY) = (WH[)*
logo:
W) = [ v @ue) d = @) 1)

Por exemplo, imagine um operador Q) constante, digamos que Q = a+ib,
onde a e bsao reais e i = y/—1. Por defini¢ao, o operador hermitiano conjugado
¢ dado por:

(8|Qu) = (QT¢lv)

Conclui-se, da integral 1, que:

((a —ib)oly) = (ol(a+ib)p) = (a+ib){¢|¢)

ou seja, o conjugado hermitiano de um operador constante é o seu complexo
conjugado.

2Considere uma varidvel em um determinado sistema que possa ser descrito por um
espaco vetorial complexo de Hilbert.



Na mecanica quantica, uma medida ou resultado observavel é uma das
possibilidades descritas pelo operador hermitiano sobre um estado (vetor do
espaco L) no qual o sistema foi preparado. Por exemplo: dado um estado
qualquer, digamos |A), representado por autovalores

)VID VD W

para cada autovalor, existe um autovetor |A,,).

Postula-se que: a probabilidade de se obter diferentes resultados para os
autovalores de A\; até A, é calculado pelos componentes de |A) ao longo da
base \,, tomado com seu complexo conjugado:

[(Aal A = (A AY(A[A) = P(An)

se o sistema foi preparado no estado |A).

Considerando-se a simples trajetoria de uma particula, um estado especifico
da trajetéria z pode ser expresso como funcao do tempo, por exemplo, z(t)
do ponto de vista da mecanica classica. Do ponto de vista quantico estado
corresponde a um espago vetorial complexo de fungoes 1(z):

U(x) = [¢(x))
Se considerarmos duas fungoes desta mesma trajetéria |p(z)) e |[(z)), o
produto interno é equivalente a:

G)lo) = [ 6" (@)p(@) do

Suponha o operador do momentum de uma particula, que na mecanica
quantica é descrito por:
o (h
— | = 2

o conjugado hermitiano do operador a% pode ser deduzido usando-se a integral
para derivar o resultado:

(¢
Integrando 3 em partes, diferenciando ¢ e integrando para se obter :
(¢
0

Portanto o hermitiano conjugado do operador a% é —5~ e o operador de
momentum, da equacao 2 é:
—0 ([ h
ox \ —i

§> = "o @2 3)

—00

%> = s ~ [~ 2y <5—f¢‘w>

—00



2  Qubits

Para se tratar de computagao quantica é necessario entender sua entidade
basica. Assim como a computacao cldssica tem como unidade fundamental
uma abstracao matematica, o bit, a computacao quantica se baseia em uma
abstracao como unidade, o qubit ou quantum bit. O nome qubit foi criado por
Benjamin Schumacher [13, 14] em 1995 para se referir ao bit quantico.

Um bit quantico pode ser representado em dois estados quanticos |0) e |1)
e, portanto, sdo vetores no espaco vetorial bidimensional complexo (espago de
Hilbert), formando combinacoes lineares chamadas “superposigoes” represen-
tadas por [¢), onde:

) = |0) + B[1).
Enquanto um bit pode assumir 2 estados {0, 1}, um qubit pode estar em
um outro estado que nao |0) ou |1). Os estados |0) e |1) formam uma base

ortonormal deste espaco vetorial e sao conhecidos como bases quanticas com-
putacionais [15], que podem ser expressas no L? como:

Os escalares «a e 8 sao niimeros complexos e

o + 18" =1

Podemos representar os qubits em um espaco vetorial complexo como na
esfera de Bloch, conforme a figura 1 (veja também as Anotagoes 5.1).

z=10)

=)

Figura 1: Representagao do qubit na esfera de Bloch
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Formalmente, podemos representar o estado de um qubit como um vetor
unitario no espaco C? — mais precisamente, no espaco de Hilbert L? — e mais
facilmente em um circulo unitério (vide fig 2).

Bl al0) +B |1

[0

Figura 2: Representagao do qubit no plano bidimensional

Qualquer tentativa de medir o estado |¢) = «|0) + (|1) resultara em |0)
com probabilidade |«|? e |1) com probabilidade |3|>. Qualquer outra tentativa
de se medir o estado, resultard no mesmo valor, ou seja, o sistema estd no
estado “medido”. Podemos extrair apenas um bit de iformacao do estado de
um qubit. Uma explicacao muito clara sobre este aparente paradoxo pode
ser encontrada no primeiro capitulo do livro de Leonard Susskind “Quantum
Mechanics, The Theoretical Minimum” [16].

O processo de medida ou o dispositivo utilizado para medir determinam
uma base quantica. Assim, se dois vetores |¢), [¢)) € C? sao linearmente
independentes eles podem servir como uma base vetorial:

al0) + B[1) = o'|¢) + B|¢)

|0) e |1) formam uma base ortonormal que podemos chamar de “base compu-
tacional quantica”.

Podemos, agora, escrever quatro postulados basicos da mecanica quantica
que nos interessam especialmente para a computacao quantica [15].

2.1 Postulado 1

O primeiro deles é chamado de postulado de estado e é formalmente descrito
assim:

11



Postulate 1: Associated to any isolated physical system is a
complex vector space with inner product (that is, a Hilbert space)
known as the state space of the system. The system is completely
described by its state vector, which is a unit vector in the system’s
state space.

Ou seja, todo sistema fisico é descrito por um espago vetorial complexo
com produto interno (um espaco de Hilbert); e é completamente descrito em
um determinado tempo por um vetor de estado que é um vetor unitario no
referido espago vetorial do estado.

Uma vez que a mecanica quantica nao especifica qual o estado para de-
terminado sistema fisico, podemos descrever um qubit em qualquer espaco de
estado em C?, por exemplo a orientacdo de um fétom ou o spin de um elétron.

Embora um estado quantico possa requerer sistemas com espaco dimensi-
onal infinito, na computacao quantica temos que considerar sistemas dimensi-
onalmente finitos.

2.2 Postulado 2

O segundo postulado conhecido como Evolution Postulate [15] é formalmente
enunciado como:

Postulate 2: The evolution of a closed quantum system is
described by a unitary transformation. That is, the state |¢) of
the system at time ¢; is related to the state |1)') of the system at
time ¢y by a unitary operator U which depends only on the times
tl and t2.

O segundo postulado é relativo a equacao de Schrodinger para a evolugao
temporal de um sistema quantico fechado, descrita por um operador hermiti-
ano fixo, chamado de hamiltoniano que representaremos por H (como um
operador hermitiano, mas em negrito):

Hly) = ih < [0) ()

onde, H é um operador hamiltoniano® e h ¢ a constante de Plank h/2m.
Podemos enunciar o segundo postulado de forma mais clara:

“O estado [1) de um sistema quantico fechado em um tempo
t; é relacionado a um estado ¢') no tempo ¢y por um operador
unitario U dependente de t; e t5.”

30 operador hamiltoniano estd descrito nas anotagoes no final deste TR (veja
Anotagoes 5.2)
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A~

[¢) = Uly) (5)

onde,

U(ty, t2) = exp A

Note que este postulado é relativo a conservacao da energia de um sis-
tema quantico. Ainda, se o operador hamiltoniano H é hermitiano e U é um
operador unitario, entao a equacao 5 implica em:

. l—zfl(tz - tl)]

)= 11T = [y ]| = 1

Na computacao quantica, a maioria dos operadores sao unitarios e podem
ser representados por matrizes onde cada coluna é um vetor unitario e com
colunas emparelhadas que sao mutualmente ortogonais.

Podemos abstrair a idéia e representar estes operadores como portas de
circuitos (gates). Considere os operadores unitdrios em L? que podem repre-
sentar 1 qubit, por exemplo, usando as portas de Pauli para spins de elétrons
como base?.

A porta:

A

—X—

pode ser descrita pelo operador X , tal que:

X[0) = [1) e X|1) = |0)

A 0 1
X“(l 0)

onde,

A porta:

pode ser descrita pelo operador Y, tal que:

Y1]0) = i[1) e Y|1) = —i|0)

onde,

A porta:

4 Pauli Gates sao relativas as matrizes de Pauli que sdo matrizes complexas 2 x 2, hermi-
tianas e unitdrias (veja Anotagoes 5.3).
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pode ser descrita pelo operador Y, tal que:

A

Z10) = [0) e Z|1) = ~|1)

A 1 0
Z‘(o —1)

Podemos, ainda, incluir uma porta para o operador de indentidade I:

onde,

pode ser descrita pelo operador I , tal que:

onde,

2.3 Postulado 3

O terceiro postulado [15], conhecido como postulado de medigao, é enunciado
como:

Postulate 3: Quantum measurements are described by a col-
lection {M,,} of measurement operators. These are operators ac-
ting on the state space of the system being measured. The index
m refers to the measurement outcomes that may occur in the ex-
periment.

Com o intuito de tornar mais claro, podemos enuncia-lo, como:
“As leituras de um sistema quantico podem ser representadas
por probabilidades p de saidas representadas operadores P, de um

conjunto M de vetores hermitianos {f’m :m € M} que descrevem
os estados do sistema.”

14



De fato ja dissemos que os estados do sistema quantico sao representados
por vetores do espaco de Hilbert e que as leituras sao obtidas por operadors
hermitianos sobre este espacgo vetorial.

Se o estado de um sistema for, digamos, |¢)) antes de medido, a possibilidade
de saida p(m) é dada por:

p(m) = (Y|P, - Pul¢)
e, depois de medido, o estado é dado por:
Pult)
VIR Pale)

Os operadores de leitura (medidas) tém que satisfazer a equagao de com-
plementariedade, onde:

S Pl -P,=1

meM

o que garante que a soma das probabilidades de saida seja 1. Assim,

S op(m) = > (W|PL - Polyp) = (|I]p) =1

Na computacao quantica, o principal interesse é nos operadores que sao
projecoes numa base ortonormal particular do espaco chamado de “base com-
putacional”. Entao, podemos representar as medidas de um bit como sendo:

By=[0)(0] e P = [1)(1

que resulta em «|0) + 3|1), ou seja, p(0) = [af* e p(1) = |B[*.
Por exemplo, se Py = |0)(0], entao:

P=(o) 0 0=(p o)

A=) -3 Y

Observe que PJ Py + f’f P =1E aqui € bom lembrar que, se temos
uma base ortonormal no espaco de Hilbert,

e, evidentemente:

) = > {alv)lai)

= Z |a;) {ai|)

e, portanto,

15



Z |ai)(a;| = i

ieN
é um operador unitario.

Dado o estado de um sistema [)) = «|0)+ |1), a probabilidade de se medir
|0) pode ser escrita como:

p(0) = (Y| BJ Polb)

ja que Pg By =P, podemos escrever:

p(0) = (Y| Polyy) = (a* b*)((l) 8) (Z)
— (a* b*)<g):\@|2

Na mecanica quantica o fator da fase global da fun¢ao de onda nao tem
significado fisico, ou seja, numa onda continua nao existe o ponto inicial para
se medir a fase absoluta. O que realmente interessa é a fase relativa.

Um operador P,, de medida independe da fase global ou do fator de fase glo-
bal®(veja capitulo VIL:I do livro de Albert Messiah) [17]. Assim, para qualquer
estado |¢) e qualquer fase 6, podemos obter o vetor ¢“|)). Entao, qualquer
operador unitario U:

Ue|y) = e?Uly)

e, para qualquer operador de medida B,

(Wle B, Pue 1) = (| P}, Pul¥)
Entretanto, considerando-se dois estados [11) e [1)9), tal que:

1) = —=(10) + 1)

-

|h2) = ﬁ(|0> - 1)

medidos na base computacional, resultam na mesma probabilidade de saida,
enquanto que se forem medidos numa outra base ortonormal, o resultado é
diferente.

Além disso, se

5Chamamos de “fase global” ou “fator de fase global” ao fator exponencial complexo e*
de qualquer niimero complexo escrito na forma polar. Este termo também pode ser chamado
de “fasor”. O angulo 0 é chamado de fase e uma funcao de onda multiplicada pelo fasor
e soma a fase da onda do valor #. Na mecanica quantica o fasor é um ntimero complexo

unitéario, isto é, de valor absoluto 1.

16



entao,
Hyy) = 10) e Hlip) = [1)

2.4 Postulado 4

O quarto postulado ou composition postulate é enunciado por Nielsen [15] da
seguinte maneira:

Postulate 4: The state space of a composite physical system
is the tensor product of the state spaces of the component physical
systems. Moreover, if we have systems numbered 1 through n, and
system number ¢ is prepared in the state p;, then the joint state of
the total system is p; ® po @ ... ® p,.

Isto quer dizer que o estado de um sistema composto é formado pelo pro-
duto tensor dos estados individuais dos componentes, ou seja, um sistema |ty 2)
formado pelos componentes dos sistemas [11) e [1)2) serd o produto tensor entre
eles:

[91,2) = [th1) ® [b2)

O Produto tensor ou poduto de Kronecker é o produto de cada elemento
de um vetor pelo outro vetor. Por exemplo, seja:

ai by
|A> = a9 € |B> = bg
as b3

o produto tensor ou produto de Kronecker entre eles sera dado por:

a1by
a1by
a1bs
|A) ® |B) = | axby

asby

asbs
Por exemplo, as bases |0) e |1) podem ser usadas para formar as bases

|00) ... |11):

100) = |0) ® |0) = ((1)) ® ((1)) N

17
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01) = [0) @ |1) = ((1]) ® (?) —

10) = [1) @ |0) = ((1)) ® (é) —

O OO O OO OO~ Oo

m=mein=(])e(])-

Estas bases formam as bases computacionais de um sistema de dois qubits.
Um par de qubits também pode existir em superposicoes deste quatro estados
que envolve um coeficiente complexo — algumas vezes chamado de amplitude
— descrito pelo vetor [1) tal que: state, such that the state vector describing
the two qubits is

—_

[9) = 0/00) + a1 |01) + a10]10) + ay1]11)

onde as condicoes de probabilidade de cada coeficiente somam 1, ou seja:

Z o |? =1
z€{0,1}2
Nem todos os estados combinados podem ser separados em produtos ten-
sores dos componentes individuais. Ele é separdvel se puder ser expresso como
um produto tensor dos componentes. Por exemplo:

(100) +[01) + 10) + 11)) = (10} +]1)) & —=(10) +]1))

V2 V2

Dois estados de um sistema de 2-qubits nao podem ser separados nas partes
componentes’:

1

V2

1

(110) +[01)) e NG

(100) + [11))

3 Computando com qubits

O que é um computador quantico? Bem, podemos dizer que é um computador
que opera algumas transformacoes, sob condigoes bem controladas e governa-
das pelas leis da mecéanica quantica. Mermin [18] define:

6Separacdo nao implica em separabilidade. Duas particulas podem estar fisicamente
separadas mas continuam ligadas (entangled).
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“A quantum computer is one whose operation exploits certain
very special transformations of its internal state, (...). The laws
of quantum mechanics allow these peculiar transformations to take
place under very carefully controlled conditions.”

3.1 Registradores Quanticos

Os registradores sao a parte fundamental do processador na computacao classica.
Todo e qualquer processamento de um algoritmo é realizado nos registradores
de um processador. Na computagao quantica, os registradores, quando medi-
dos, sao formados por uma cadeia de bits que tem o tamanho da informacao
armazenada. No estado de superposicao, cada registrador é uma superposicao
de n qubits relativos aos 2" cadeias possiveis das superposi¢oes de |0) e |1).
Ou seja,

2"—1

|wn> = Z ak|k>

k=0
Por exemplo, considere um registrador de 3-qubits. O sistema pode ser
representado por:

1) = a|000) + 1]001) + @2|010) + - -+ ag|110) + a7 |111)

Cada uma das configuragoes possiveis destas superposi¢coes podem ser ob-
tidas pelos produtos tensores dos qubits componentes, ou seja:

000) = [0)®0)=[0)

= (0)2(0)2 ()

= (10000000)

|001) = [0)®|0)® |1)

= (o) 0)e ()

= (01000000)

010) = [0)®[1) ©]0)

= (o) ()=o)

= (00100000)

Cada uma, em termos de bases computacionais dos componentes, podemos
representar por:
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=
I

Qg +ao1 +ao +ao3 +oy +as +aog +ar

SO OO+ OO oo
OO OO O oo
O OO O o oo
_ o OO oo oo

OO OO O OO

OO OO o+ OO

N eoleolBeoBeoNel =)

N eoleolBeoleoNoNaol

3.2 Portas quanticas

Na computagao classica, as portas logicas sao implementadas eletronicamente
e a informacgao da entrada é manipulada e retorna um estado convertido pelo
circuito. Assim, por exemplo, um circuito que pode inverter a entrada é um
circuito chamado de “porta not” ou simplesmente NOT. Neste caso, o estado de
um bit de entrada o circuito produz o bit inverso na saida como esquematizado
na figura 3.

A —Do— Not-A 0 1
1

0

Figura 3: Representagao esquematica da porta NOT

Na computacao quantica, era de se esperar que a inversao acontecesse nos
vetores de estado |0) e |1). Entretanto, apenas a inversdo dos estados nao
evidencia a superposicao dos qubits |[0) e |1). A porta NOT quantica’ troca o
estado:

) = a|0) + 8]1) por [=¢) = all)+ 5]0)

onde =9 — leia-se not-psi— ¢é o inverso do sistema |t)). A porta quantica NOT
pode ser representada pelo operador X de Pauli (ver Anotagoes 5.3 no final

deste relatério).
_ (0 1
X = (1 o)
Se o estado quantico é [i)) = a|0) + S|1), entao:
(o 5
“(3)=(a)

"Aqui os termos porta e operador sdo usados um pelo outro, dependendo da abordagem:
se for algébrica, usaremos o termo operador e se for computacional, usaremos porta.
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Enquanto na computacao classica temos apenas a porta NOT como uma
porta simples e unitdria, na computacao quantica os operadores Z e H (Ha-
damard) também podem ser usadas. Por exemplo, a porta

ZE((ll —01)

mantém o estado |0) inalterado e inverte o sinal do estado |1) resultando em
—|1). Ou seja:

Z(|0) + BI1)) = al0) — BI1)

HE%(% _11)

converte cada estado em metade do caminho entre |0) e |1):

V2 V2

Observe no diagrama em esfera de Bloch (veja figura 1) que a porta de
Hadamard é equivalente a rotacionar o eixo ¢y de 90°, seguida pela rotacao no
eixo  de 180°.

Na computacao classica, as portas AND, OR, XOR, NAND e NOR sao portas
que recebem dois bits e retornam um bit como resultado da operagao. Na
computacao quantica também podemos ter portas que recebem dois qubits e,
assim temos muitas possibilidades de operagoes executadas por estas portas,
ja que o total seria 4! = 24 operacoes. Mas tomemos como primeiro exemplo
um operador emprestado da mecanica quantica sobre spins Smn = Snm que
sobre um par {z,y} inverta os elementos do par. Por exemplo:

A porta Hadamard

Sley) = |y
Slyz) = |zy)
Slyy) = lyy)

Entao podemos escrever o operador como:

0y

Il
co o
co~o
—_o oo

0
0
1
0
e observe que se o estado |¢) for dado p
¥y = @|00) 4 B]01) + ~|10) + 6|11)
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entao, podemos dizer que o operador S sobre |1} resulta em:

S|y >= a|00) + B]10) +~[01) + &]11)

onde, S é o operador que representa a porta logica quantica Swap.

Existem varias possibilidades de operadores que podem representar as por-
tas de circuitos quanticos e algumas delas sao fundamentais (ver Nielsen [15],
Mermin [18] e alguns exemplos nas Anotagoes 5.4). As operagoes computaci-
onais das portas quanticas podem, desta forma ser resultados observaveis de
estados quanticos (superposi¢oes) produzidos por estes operadores. Por exem-
plo, os circuitos podem ser combinados para operar sobre os estados e cada
um representa um operador unitario U que produz uma superposicao diferente
dos estados que pode ser medida por um autovalor de M (veja figura 4).

U

input U1 U

A

Figura 4: Exemplo abstrato de um circuito quantico. Cada operador U; é
descrito por uma matriz 2" x 2" (Modificado de Dawar [19])

Em suma, a operacao que uma porta quantica executa, nada mais é do que
a transformacao linear feita por uma matriz multiplicada pela entrada para
calcular uma saida. Por exemplo:

0=(2 () - ()

e esta operacao é deterministica. No entanto, se tivermos um estado do sis-
tema, representado por |¢) = «|0) + §|1), a transformacao serd sobre as pos-
sibilidades (o 8)7, ou seja:

~(5) -0 0)(3) - ()

que resulta na negacao: — |¢) = 5|0) + «1).

3.3 Reversibilidade

Algumas portas légicas podem ser revertidas, isto é, o operador aplicado duas
vezes, retorna o estado inicial. Estas portas sao chamadas de portas universais.
Por exemplo, considere o sistema [1) = a|00) + a1]01) + a2|10) + a3|11) e o
operador Cyor (controled-NOT), tal que:
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Cnor [¥) = [¢) = ap|00) + a1]|01) + as|11) + a3|10)

podemos dizer que C'yor ¢ inversivel pois sua operacao troca apenas as pos-
sibilidades dos estados, cujo primeiro qubit seja 1 e, portanto, é uma porta
universal pois Cyor [¢) = |[¢).

a a
b b
C D ab@ c

Figura 5: Esquema de um circuito 1égico quantico Toffoli (fonte: Nielsen [15])
O mesmo acontece com a porta de Toffoli [20] que também pode ser usada
em computacao quantica. seja, por exemplo:

a porta de Toffoli (veja figura 5) pode ser representada pelo mapa unitario:

~
Il

cCoocococo o~
coocococor o
A oo ocOoO R, OO
cocoocoor~oc OO
cCoo R~ OO0 OO
cor~roococoo
T i = Nl o B el el e Bl
o oco0oococooO

e o operador T sobre o sistema [¢)) da equagao 6 resulta em:

T |[4) = ap|000) + ... + az|111) + ag|110)

Neste caso, se T|1) = |¢), entdo T|¢') = |¢). Claramente, o operador é
inversivel.

Um comportamento bem diferente das portas logicas classicas é o caso da
porta v/NOT ou SRN (square root not) [21]. Este operador, quando aplicado a
um quantum bit gera a superposi¢ao (randomizando o qubit) e, no entanto a
aplicacdo combinada de duas portas v/NOT é deterministica pois é equivalente
a uma porta NOT.

A porta % <} _11> é chamada de “raiz quadrada do NOT” porque:
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A0 sl =0

—1 . o . . .
e ((1] 0 ), em relacdo aos qubits, é equivalente & porta NOT®. Este tipo de

comportamento nao tem paralelo nas portas légicas da computagao classica.

Existem ainda outras portas logicas quanticas que podem ser usadas para
propésitos especificos, tais como, uma porta de rotacao do qubit, ou seja, uma
porta que toma o vetor unitario de entrada e rotaciona o qubit de um angulo
f com outro angulo de valor constante ¢, por exemplo:

Pro= (ot SO

E ainda, podemos citar portas que mudam a fase (phase shift gate) que
podem ser usadas para deslocar a fase de um angulo ¢ qualquer para alinhar
fases de qubits com a finalidade de alinhar a superposicao ou qualquer outro
tipo de interferéncia em outros gbits:

A 1 0
5= <0 6”)

Veja mais detalhes sobre operagoes com qubits e portas quanticas, nas
Anotacoes 5.5 no final deste relatorio.

Podemos considerar entao que, com base nestas propriedades das portas
quanticas e o “paradoxo de Zeno” [22], todo sistema 16gico classico pode ser
simulado em um computador quantico. Mas voltaremos a isto mais adiante.

8Note que, como operador algébrico, ((1) _01) é diferente de ((1) (1))
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4 Quantum-Turing

A discussao sobre a validacdo das maquinas légicas universais de Turing —
que nés conhecemos simplesmente como “maquinas de Turing” — ja é bastante
antiga na area da computacao quantica. Ja na década de 70, Ingarden publicou
um artigo que discutia a teoria da informagao de Shannon [23] do ponto de vista
da teoria quantica, mostrando que é possivel generalizar a teoria de Shannon
dentro do formalismo da teoria quantica usando o conceito de “observaveis”
(observables) e que ele denominou de semi-observables [24].

Feynman em sua famosa palestra “There’s Plenty of Room at the Bot-
tom” [25] mostrou que parecia impossivel simular um sistema quantico em um
computador classico de forma eficiente. Ele propos, depois, um modelo de
simulacao de qualquer sistema em um espaco vetorial com um estado de di-
mensoes finitas equivalente a um computador que era capaz destas simulacoes
se fosse preparado em um estado adequado [26].

O modelo de computagao quantica descrito por Benioff [27] talvez seja a pri-
meira proposta de uma estrutura para um computador quantico. No entanto,
o modelo ainda é classico, uma vez que o final de cada passo computacio-
nal é deterministico e, portanto, perfeitamente simulavel por uma maquina de
Turing classica.

O trabalho de Deutsch [4] descreve um modelo computacional completa-
mente quantico com forte influéncia do trabalho sobre “Automatos Quanticos”
de Albert [28]. Os Atéomatos de David Albert possuiam estados que representa-
vam as solugoes de equagoes de movimento da mecanica quantica, considerando
as suas capacidades de medir, saber e predizer as suas propriedades fisicas.

4.1 Algoritmos quanticos

Antes de compreender o algoritmo de Deutsch [4] é necessdrio compreender
algumas diferencas entre os algoritmos clédssicos e os algoritmos quanticos. As
diferengas sao, basicamente:

e Os algoritmos quanticos sao muito mais rapidos que os classicos.

e Algoritmos quanticos podem resolver mais problemas relativos ao mundo
real que os algoritmos classicos.

e Um algoritmo quantico pode calcular uma fungao f(x) para varios valo-
res de z simultaneamente.

Por exemplo, vamos considerar duas entradas x e y e um algoritmo que
compute x e y @ f(z). Esta “mdquina” pode ser esquematizada como na
figura 6.

Neste exemplo, se a entrada x for % e a entrada y = |0), entdo, a saida

1) seré:
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y == y D f(x)

Figura 6: Exemplo de um algoritmo quantico

Wy = 0,0& f(0)) + 11,06 f(1))
V2
0, £(0)) + 1, (1))
V2

Podemos considerar que, fisicamente, as entradas estariam nos registros de
dados e a saida [¢)) seria medida no registro de destino.

4.2 Church-Turing-Deutsch

David Deutsch foi um dos primeiros a formular uma descrigao formal para uma
maquina de Turing quantica e um algoritmo fundamental para um programa

de computador quantico.
Quando Deutsch [4] defende que:

‘Every finitely realizable physical system can be perfectly simu-
lated by a universal model computing machine operating by finite
means’.

ou seja, “todo sistema fisico finito pode ser perfeitamente simulavel por
uma maquina de estado universal que opera por meios finitos”, ele defende
que este postulado é mais fisico é mais bem definido que o préprio postulado
classico de Turing. Junte-se a isso a terceira lei da termodinamica, ou seja:
“nenhum processo finito pode reduzir a entropia ou a temperatura a zero de
um sistema fisico finito”.

Em seu artigo, ele mostra que, com base na terceira lei da termodinamica, a
teoria quantica obedece ao citado principio extendido de Church-Turing supra
citado.

Uma afirmacao importante deste artigo é que a hipotese de Church-Turing,
vista como um principio da fisica nao torna a ciéncia da computacao — ou a
computacao quantica — um ramo da fisica, mas torna a fisica experimental
um ramo da ciéncia da computacao.

Além disso, a computacao quantica levanta problemas interessantes sobre a
modelagem de linguagens de programacao quanticas. Hoje muitas linguagens
voltadas para algoritmos quanticos tém sido criadas [29]e, certamente, serd
assunto para outro technical report no futuro.
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5 Anotagoes (Anexo)

5.1 A esfera de Bloch

A esfera de Bloch [30] é usada para representar as bases do espaco C?* cor-
respondentes em uma esfera do R®. Nesta esfera, um ponto com coordenadas

esféricas (6, ¢), onde:
[ cos (Q)
r(6.9) = (eid’ sin?g)

2

representa as bases computacionais formadas pelos vetores |0) e |1) e seus
argumentos angulares.

Na figura 7 os pontos principais que representam as bases canonicas orto-
gonais para o bit quantico estao descritos na tabela 1.

Figura 7: As bases canonicas na esfera de Bloch

De acordo com a tabela 1, as bases canonicas em cada eixo podem ser
escritas como:
1. Bases do eixo z:

(102), 1)) = (10), 1))

portanto:

(10), 1))

(o)« (1)

forma as bases:

2. Bases do eixo x:
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Tabela 1: Representacoes das bases canonicas da esfera de Bloch e suas cor-
respondéncias em coordenadas cartesianas e esféricas.

(1001 = ( 7500+ 1)

) (s

portanto:

(50)

forma as bases:

3. Bases do eixo y:

10019 = ( 500+ 1)

) (s

portanto:

(50)

forma as bases:

+%<?

(1) e
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5.2 Operador Hamiltoniano

O operador Hamiltoniano é um tipo especial de operador hermitiano no espaco
de Hilbert, aplicado ao principio de Heisenberg. Muito “H” nao é mesmo? Mas
usaremos o mesmo operador H (em negrito) para representd-lo, uma vez que
é um operador hermitiano.

Podemos relacionar este operador a conservacao da energia de um sistema
e descrevé-lo como um operador resultante da soma de dois outros operadores:

H=F+E, (7)

onde E. é o operador de energia cinética e £, é o operador de energia potencial
do sistema.
A energia potencial do sistema pode ser descrita como sendo:

to
E,= [ Fdt (8)

t1

Em termos de trajetéria no plano cartesiano, podemos escrever que:

E, :/dex

onde,

oo _ (22 05 22
v ox’ Oy’ 0z

Podemos, entao, escrever:

b
t/V@&Mh - [;vwgu»-wuyﬁ

dt
= @(r(b) = »(r(a))
= ¢(zp) = p(za)

assim, se v = dr/dt a equagao 8 pode ser escrita como um operador de energia
potencial:

b N
/'Fmdtzvvw¢) 9)
Nossa equacao 7 pode, entao ser escrita como:

H=F,+W(rt)

O operador de energia cinética (F.) pode ser descrito em termos da energia
cinética:
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1
E. = ~mu?
5 v

ou em termos de momento p(x,y, z) no plano cartesiano:

onde m é a massa.
O operador E, pode, entao, ser escrito como:

~~ 2
& PP h oo
E.=—= \V4

2m 2m

onde 1 é a constante de Plank h/21 e V? é o operador laplaciano (operador
diferencial de segunda ordem):

o P P P

0x2 0y?’ 022

Nossa equagao 7 pode entao ser escrita como:
H = —h—2v2 + W (r,t) (10)

2m ’

O operador hamiltoniano aplicado a um sistema gera os autovetores de H,
ou seja:

Hly(1) = i (1)

Como o operador hamiltoniano ¢ implementado como um operador hermiti-
ano no espago de Hilbert, os autovetores |v) de H formam uma base ortonormal
deste espaco:

Hlv) = E,|v)

Assim, os niveis de espectro de energia do sistema sao dados pelos auto-
valores F, e, uma vez que o hamiltaniano H é um operador hermitiano, os
valores de energia serao sempre representados por ntimeros reais.

5.3 Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sdo matrizes complexas 2 x 2 hermitianas e unitarias.
Elas sdo, em geral representadas pela letra grega o(o,,0,,0,) e formam o
operador hamiltoniano que descreve o spin de uma particula em um campo
eletromagnético:

1

50— gA))? + qo| [¥)

H

.0
—ZhaWO =

34



As matrizes de Pauli sao:

_(0 1) _(0 —¢> _<1 0>
“=\1 0)% i 0/)°7" o -1

Seus quadrados sao iguais entre si, iguais a identidade e o produto delas
por —i também resulta na matriz identidade:

0'220'220'2:_i0-mo-y0-z:((1] (1)):[

Como podemos encontrar os autovalores das matrizes de Pauli? Suponha
uma matriz M qualquer, que possa satisfazer a equacao

aM? 4+ M +~41 =0

onde 1 é uma matriz unitaria com as mesmas dimensoes de M.
Assim, o autovalor A de M sobre um vetor |v) é:

Mlv) = Mv)

e, portanto:

(aM? + BM +~1)|v) = 0
se M|v) = A|v) e M?|v) = \?|v) logo,

(X + BA+7)|v) =0

Oras, o autovetor |v) nao pode ser zero porque nao faz sentido associar um
autovetor zero a um autovalor que teria que ser zero, entao, um autovetor nao
pode ser zero. Logo, podemos escrever que:

aX 4+ A+ =0

Assim, da mesma forma, se uma matriz de Pauli, 02 = 1 entao (\,)*> =1
e \A==£l.

A soma dos elementos da diagonal de uma matriz quadrada é chamado de
trago de uma matriz e é denotado por tr A se A for uma matriz quadrada.

trA = Z Qg5
i
e o traco de uma matriz corresponde a soma de seus autovalores. No caso das

matrizes de Pauli, tro,, = 0 e, portanto, os dois autovalores das matrizes de
Pauli sao 1 e —1 e seus autovetores:

9= ()

sendo que:
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5.4 Portas quanticas e simbolos

As portas logicas da computagao quantica nao sao tao triviais como as da
computacao classica porque envolvem estados quanticos dos bits e nao apenas
o valor observado de um bit individual. Nesta anotacao vamos representar os
principais operadores logicos quanticos e suas matrizes unitarias equivalentes.
As matrizes unitarias dos operadores sao representadas em cada coluna, da
esquerda para a direita e de cima para baixo, como |00...0),]00...1) até
I11...1).
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Hadamard —1 0 % ( 1 _11)
Pauli-X LA ( (1) (1) )
Pauli-Y Y < 0 N >

1 0
Pauli-Z LA ( é _01 )
Fase 15 = ( (1) (ZJ )
/8 1L < (1] ei9/4 >

Tabela 2: Portas légicas de um qubit (fonte: Nielsen [15])

Note que ¢™* = \/i. Assim a porta S equivale & v/Z e a porta /8
equivale & v/S. A partir destas pode-se conseguir outras portas quanticas
logicas, principalmente as portas controladas onde o primeiro estado serve
como controle (veja tabela 3).
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-
1 0 00
01 0 O
_ﬁa—
controled-NOT 0 0 0 1
0 01 0
1 0 0 O
] 7 01 0 0
controled-Z . 0 0 1 0
0 0 0 -1
1 0 0 0
) g 01 0 O
controled-Phase . 0 0 1 0
0 0 0 ¢
1 0 0 0
Swa — 0l
P 01 0 O
0 0 0 1

Tabela 3: Portas légicas 2-qubit (fonte: Nielsen [15])
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5.5 Operacoes com portas quanticas

Abaixo vamos detalhar alguns exemplos de operagoes com portas (gates) quan-
ticas e mostrar que a implementacao fisica de portas quanticas esta vinculada a
reversibilidade das operagoes, ou seja, tém que ser operacoes lineares unitarias.

Primeiramente temos que considerar a implementacao fisica do qubit que
representa o estado |0) e o estado |1). Claro que existem diversos materiais
que podem ser usados para implementar o qubit, dentre eles a polarizacao de
fotons, spins eletronicos, estados moleculares a baixa temperaturas, interacoes
com super-condutores etc. mas aqui, vamos considerar que temos o qubit |0) =

(é) e o qubit |1) = (?) e que podemos medir o resultado de uma operagcao.

A implementacao fisica é um problema de engenharia da computacao.

O exemplo mais simples e facil de se compreender a manipulacao algébrica
das portas légicas quanticas, usando a &lgebra linear, é a aplicacao de um
operador de identidade. Um circuito quantico que representa a identidade
nada mas faz do que retornar, como saida a prépria entrada. Este operador tem
importancia conceitual e pode ter aplicabilidade em algoritmos comparativos.

1. Operador identidade:

=(o 1)

e, portanto:

(e D)= 6re)= ()
m=(o 1) (1)=(51) = ()

que é, obviamente, inversivel.

2. A porta NOT ou Pauli-X

=1 0) (o) = (130) = (1) =1
=1 0) (1) = (o70) = (o) =1

3. A porta de Hadamard



()-S50
()= (2] - o+
= (0 L) (0= 50

- )~ o~

Note que, com relacao a inversibilidade da porta de Hadamard, ela nao é
tao evidente, mas podemos demonstrar. Considere,

mo- 2501 ) (-5 01 -5 0)

entdo, para demonstrar que H (H |0)) = |0) podemos escrever:

=7 (0 5) 500 =2 (5 =3(0)=() -

Tente demonstrar o mesmo para o qubit |1), ou seja que H (H [1)) = |1).
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