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Correlacao

e X e Y estao positivamente correlacionadas quando elas
caminham num mesmo sentido;

e Estdao negativamente correlacionadas quando elas
caminham em sentidos opostos.
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Exemplo 11.1

e Processo de queima de massa ceramica para
pavimento
— X, = retracgéao linear (%),
— X, = resisténcia mecanica (MPa) e
— X; = absorcao de agua (%0).
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Exemplo 11.1 - Dados:

ensaio X, X, X,y ensaio X X, X,
1 8,70 38,42 5,94 10 13,24 60,24 0,58
2 11,68 46,93 2,83 11 9,10 40,58 3,64
3 8,30 38,05 5,98 12 8,33 41,07 5,87
4 12,00 47,04 1,10 13 11,34 41,94 3,32
5 9,50 50,90 0,64 14 7,48 35,93 6,00
6 8,98 34,10 7,25 15 12,68 38,42 0,36
7 10,68 48,23 1,88 16 8,76 45,26 4,14
8 6,32 27,74 9,92 17 9,93 40,70 5,48
9 8,20 39,20 5,63 18 6,50 29,66 8,98
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Exemplo 11.1 - Diagramas de dispersao:
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Interpretar a correlacédo entre as duas variaveis.
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Exemplo 11.1 - Diagramas de dispersao:
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Exemplo 11.1 - Diagramas de dispersao:
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Interpretar a correlacao entre as duas variaveis.
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Idéia de construcao do Coef. de Correlacdo de
Pearson

e Padronizacao (x;,Y;) = (x’,V:’) :

X — X -V
Xj = — yi’ = J y
SX Sy

(i=1,2, ..n)
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Padronizacao (Ex. 11.1 a):
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Padronizacao (Ex. 11.1 a):
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Idéia de construcao do Coef. de Correlacdo de
Pearson

r — Xi — X r — yi o y
Xi = Yi (i=1,2,..n)
SX Sy

Considere os produtos dos valores padronizados:
7 y |
X 'Yi
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Sinais dos produtos dos valores padronizados:

Quadrante com
X;’y;” negativos

ry’
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Xi’y;” positivos
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X

Quadrante com
X;’y;” negativos
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Sinais dos produtos dos valores padronizados:

Quadrante com
Xi’y;” positivos

Quadrante com
Xi'y;” POSItIVOS e

10— Zx;y; >0
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Sinais dos produtos dos valores padronizados:

Quadrante com y
Xi'y;" negativos ¢

>
© X’

, Quadrante com
X;’y;” negativos

10— Zx;y; <0
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Sinais dos produtos dos valores padronizados:

Quadrante com
X;’y;” negativos

Quadrante com
X:’y;’ positivos

Quadrante com
Xi’y;” positivos
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Quadrante com
X:’y;” negativos

1 I ZXIyI = O




Idéia de construcao do Coef. de Correlacdo de Pearson

e Padronizacao (x; ) = (X', )/) :

X, — X r_yi_y

X, = : . Yi = S, (| =1,2, .., n)
n
Coef. de Correlagao de Pearson: .Z—; (Xi Yi )
r= —
n -1
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Valores possiveis de 7 e interpretacao da correlacao

Sentido Forca
G Forte
____________ Positva_____ Moderada
-------------------------------------------------- Fraca
Valor A p Auséncia
de r
-------------------------------------------------- Fraca
........................ - Moderada
Negativa
.................................................. Forte
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Exemplo 11.1. Matriz de correlagoes

retracao linear | resisténcia absorcéo de
mecanica agua

retracao linear 1,00 0,75 -0,88
resisténcia 0,75 1,00 -0,84

mecanica
absorcao de -0,88 -0,84 1,00

agua

Interpretar.
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Outra forma de calcular r

Y (Y- x X vi)
\/”in _@ i) ’\/”Zyi _(Zyi)z

F =
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Coeficiente de correlagédo populacional

p:Corr(X,Y)zE{(x _“Xj.(Y_”Y j}

Hy = E(X)

Oy =
/LlY :E(Y) O'Y:

N
N
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Inferéncia sobre p

e Dada uma amostra aleatoria simples (x;, J4), (%, J5), ...,
(x., V) do par de variaveis aleatorias (X, Y), o coeficiente
I pode ser considerado uma estimativa do verdadeiro e

desconhecido coeficiente p
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Teste de significancia de p

Hy: o = 0 (as variaveis X'e Y'sao ndo correlacionaaas)

H,: p# 0 (as variaveis X'e Y'sao correlacionadas)

(pode tambéem ser unilateral)

Admitindo (X, Y) com distribuicao normal bivariada, a
Tabela 10 apresenta o valor absoluto minimo de r para se

rejeitar H,.

e Ver continuacao do Exemplo 11.1 no livro.
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Regressao linear simples

Variavel independente, Variavel dependente,

Temperatura do forno (°C) —> Resisténcia mecanica da ceramica (MPa)
Quantidade de aditivo (%) —— > Octanagem da gasolina
Renda (R$) —— > Consumo (R$)

Memoria RAM do computador (Gb) ———> Tempo de resposta do sistema (s)

Area construida do imével (m2) T——> Preco do imovel (R$)
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Exemplo 11.2:

Resultados de n =6

e X = % de aditivo ensaios experimentais:
i X Y
e Y = Indice de octanagem da
. 1 80,5
gasolina
2 81,6
3 82,1
4 83,7
5 83,9
6 85,0
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Exemplo 11.2:
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Regressao - Modelo

Predito por X, se-
Y =| gundo uma funcdo | t

Efeito aleatorio

Vi :0{+,b,’.xi + e.

| L
L N / Regressao

T

‘ Parametros ‘

Linear
Simples
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Modelo de regressao linear simples

e Em termos das variaveis: E{Y } =a + pX

e Em termos dos dados: Y; = a + X, + &

e Suposicoes:

— os termos de erro (&, &, ..., £,) S80 variaveis aleatorias
/ndependentes;

- Hep =0;

— e} =o0% e

— g tem distribuicdo normal (/= 1, 2, ..., n).
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Método dos minimos quadrados para estimar o. e 3

e Minimizar em relacao a ae B :

S=Y a2 =YY, - (a+ )

oS T ~
= =0 I
oa . ‘
&,
BY:

X
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Método dos minimos quadrados para estimar o. e 3

e Resultado das derivadas parciais:

Estimativa de B: - "20v) = (Xx)-(Xy)
”ZX _(ZXI)

Estimativa de o : ;- Y —P2X
n

Reta de regressdo construida com os dados:

y =a + bx
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Exemplo numérico

r Diagrama de dispersao
1 Xi yi &t p
130 --o-omemoo oo
1 20 98 ]
o S O s
2 25 110 ¥ °
e e O
3 30 112 =3
51001 4
4 35 115 -
90 I I I I I ]
5 40 ] 22 15 20 25 30 35 40
idade

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Exemplo numérico

1 X Yi X;” XiYi

1 20 o8 400 1960

2 25 110 625 2750

3 30 112 900 3360

4 35 115 1225 4025

5 40 122 1600 4880 reta de regressao:
> 150 557 4750 16975 §7 = a2 +b.x

b = n> (xy;) - (in)'(ZYi)

n>x2 - (X x)

g = Vi —b) x

n
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Exemplo numérico

XX Lyi XX XY

150 557 4750 16975

b = n'Z(Xiyi) - (in)'(ZYi)

Yy x5 = (%)
~5.(16975) - (150).(557)
~5.(4750) — (150)2
b = 1,06

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Exemplo numérico

b=1,06

150 557 4750 16975

557 - (1,06).(150) _

a= 79,6
)
reta de regressao:
N\ A
y =a +b.x y = 79,6 + 1,06x
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Exemplo numeérico

J =796 +1,06x

Diagrama de dispersao

130 ---e-ensnenenn s

x =20y =100,8

o
'S-120 -
<

x=40mpy =1220 I,

=

o
£ 100
&

90 I I I I I ]
15 20 25 30 35 40 45

idade

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Qualidade do ajuste

e Ajustou-se uma equacao de
regressao entre X e Y. E a qualidade
do ajuste?

— analise de variancia do modelo
— analise dos residuos
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Reta de regressao e residuos

e Valores preditos:
y, =a+Dbx,

e Residuos:
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Analise de variancia do modelo

Desvio em relacéo a
meédia aritmética:

di:yi_y A

_________________________________________________ 0
Yi 149
Desvio em relacdo a o eiI L~ y=a+bx
reta de regressao ~ |
(residuo da regressao): _ /
y © ¥ ¢

€ =Y _yi o 9
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Somas de quadrados

) (Yi - 7)2

|
—~~
<
|
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~—
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N

SQT SQR SQE
variacéao total variacao explicada variacao nao
pela equacao de explicada
regressao
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Somas de quadrados

SQT =Y (y; - ¥)° =ny—@;")
SQE :Z(Yi _9i)2 :ZYiz—aZyi _bzxi Y;

SQR =SQT - SQE

Coeficiente de determinacdo: R* = SOk —1— SQE

SQT SQT
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Medida da qualidade do ajuste:

Coeficiente de determinacéao (R?)

4 Variacao A
explicada y (g,\ - )2
R2 = = 1
Variacao > (¥ - V)2
total
. /
0<R2<1 Matematicamente, R? € o0

guadrado do Coef. de Correlacao
de Pearson.

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Exemplo 11.2:
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Analise de variancia do modelo

Fonte de SQ QM Razao f

variacao

Regressao 1 N (0 _ vV _ SQR MR
SR=Z(-7F  QuR =3 ¢ _oMR/

B _ . _SQE
Erro N-2 SQE=3(y,-§) QME = 4_2

Total N-1 sQr =S (y, -y
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Teste de significancia do modelo

E{Y}=a+ S.X
e Hi: =0 e H;:pB #0

e Distribuicao de referéncia para a razao f :
distribuicdo F com g/= 1 no numerador e
g/= n— 2 no denominador (Tabela 6).
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Exemplo 11.2:

Fonte de variacéo gl SQ MQ Raz3do f
Regressao 1 13,73 13,729 156,26
Erro 4 0,35 0,088

Total 5 14,08

Usar a Tabela 6 e fazer o teste de significancia do modelo.
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Distribuicao fcomgl=1e 4
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Valor p na distribuicao F

Densidade de probabilidade F

0,75
(o))
go)
©
=
o i
S 050
o
o
o
® valor p
go)
o 025
go)
©
S
n
C \
w D —
S 0,00 . .
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possiveis valores da estatisti¢a F, sob H

Amostra ——— f
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Abordagem classica: regra de decisao

Densidade de probabilidade F

0,75

0,501

Nivel de significancia adotado
(p. ex., oo =5%) 1

0,25

densidade de probabilidade

o
8
o

; ; : o
possiveis valores da estatistI:% Fsoor———" ~(Tabela)

fcalculado: <A oita Ho Rejeita Hg
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Suposicoes do modelo

e Modelo: Y; = a+ BX + &

0s termos de erro (&, &,
..., ;) SA0 variaveis
aleatorias independentes;

He} = 0;

Ke} = 0% e

g tem distribuicdo normal
/=1, 2, ..., n).

E{Y}=a +/X
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Analise dos residuos:
um diagnastico das suposi¢cdées do modelo

e Valores preditos:
~ y ---------------------------------- 0 R
y; =a+ bx ' I Y =a+ bx
0 €i

e Residuos:

o

& =Y. =Y
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Analise dos residuos

e 0
X ’ 0
Grafico dos dados: Grafico dos residuos:
(Xir Vi) (Xi, &)

As suposicoes do modelo parecem satisfeitas?
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Analise dos residuos

y * residuo
0 : 5 >
° - . X
- X -
Grafico dos dados: Grafico dos residuos:
(Xir Vi) (Xi, &)

As suposicoes do modelo parecem satisfeitas?
O gue pode ser feito?
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Analise dos residuos

A e
0 .%%%@@@ @ >
X (¢}
Grafico dos dados: Grafico dos residuos:
(Xir Vi) (Xi, &)

As suposicoes do modelo parecem satisfeitas?
O gue pode ser feito?
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Analise dos residuos

A

residuo

.
\ 4

Gréfico dos residuos: (x;, €;)

As suposicoes do modelo parecem satisfeitas?
O gue pode ser feito?
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Analise dos residuos

e ° )
5 %04 55 s — >
0® o . X
X
Grafico dos dados: Grafico dos residuos:
(Xir Vi) (Xi, &)

As suposicoes do modelo parecem satisfeitas?
O gue pode ser feito?
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Busca de um modelo adequado

Suposicao de linearidade entre x e y: uso de transformacoes;

Suposicao de variancia constante: transformacOes para estabilizar a

variancia ou uso do método dos minimos quadrados generalizados;

Suposicao de independéncia entre as observacoes: transformacoes,
uso do método dos minimos quadrados generalizados ou aplicacao de

técnicas de seéries temporais;

Suposicao de distrib. normal para os erros: uso de transformacoes.
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Regressao
Modelos Linearizaveis

'y ly

10g(>:<)

X

y = a + [ log(X) nmmmp Y = o + B.log(x)
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Regressao
Modelos Linearizaveis

'y 1 log(y)

/

:X X >
y = a.p > log(y) = log(a) + log(p).x
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Regressao

Transformacdes para estabilizar a variancia

A y .
- - ¢+ residuo
.O’C . : ° C. i (0] A
. (0] (0] . ]
X
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Regressao

Transformacdes para estabilizar a variancia:
alguns resultados tedricos

Y com distrib. de Poisson =) y': /y

Y com distrib. binomial T Y’ = Sen_l(ﬁ)
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Regressao

Transformacdes para estabilizar a variancia

Se 0 desvio padrao de y aumenta

proporcionalmente em relacao ao __
= y'=log(y)

valor esperado de y (oy = 1)
A
y o t residuo
00‘:.. .‘ -'-..%.0‘...0 : 0.
0 8° ° ° A o
>
X >

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




