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Amostras independentes

e Exemplo 9.1 — Considere o problema de comparar dois
materiais (A e B), para sola de ténis, em termos do grau
de desgaste ap0s um certo periodo de uso. Seguem dois
projetos de experimentos alternativos:

e Projeto I — Um grupo de individuos usa ténis com solas
feitas com o material A; e outro grupo usa ténis com solas
feitas com o material 5.
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Amostras independentes
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Amostras pareadas (se g > 2, “em blocos™)

e Exemplo 9.1:

e Projeto Il — Fabricam-se, para a realizacdo do experimento, pares de
ténis com os dois tipos de sola, isto €, um dos pés com o material A e

0 outro pé com o material 8. Em cada par, o material usado em cada

pé (direito ou esquerdo) é decidido por sorteio
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Amostras pareadas (se g > 2, “em blocos™)

Alocacdao aleatoria de A e B em cada par
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BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Amostras pareadas

e |Importancia de considerar os pares na analise:
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Teste t para duas amostras

* Hoyt iy =1, € Hyl g # 15

onde: 4 é o0 valor esperado da resposta sob o tratamento 1 e

5 é o0 valor esperado da resposta sob o tratamento 2.

 Na abordagem unilateral, a hipotese alternativa € do tipo H,': 1, > 1,
ou Hy" i < .
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Teste t para duas amostras pareadas

Exemplo 9.2 Seja o problema de verificar se um novo
algoritmo de busca em um banco de dados € mais rapido
gue o algoritmo atualmente usado. Para se fazer a
comparacao dos dois algoritmos, planeja-se realizar uma
amostra aleatoria de 10 buscas experimentais (ensaios).
Em cada ensaio, uma dada busca é realizada pelos dois
algoritmos e o tempo de resposta de cada algoritmo
anotado. Observamos que em cada ensaio 0s dois
algoritmos sao usados em condicOes idénticas,
caracterizando 10 pares de observacoes.
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Teste t para duas amostras pareadas

 H,: em media, os dois algoritmos sédo /gualmente rapidos e
e H,: em media, o algoritmo novo é mais rapido do que o algoritmo em

uso.
Ou:

 Hyomwpo=p € Hiip <y

onde: 4 é o tempo esperado de resposta do algoritmo novo e
I, € 0 tempo esperado de resposta do algoritmo antigo.
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Dados:

Tempo de resposta (S)

Ensaio Novo Antigo Diferenca

X, X, D=X,-X,
1 22 25 3
2 21 28 7
3 28 26 -2
4 30 36 6
5 33 32 -1
6 33 39 6
7 26 28 2
8 24 33 9
9 31 30 -1
10 22 27 )
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Teste t para duas amostras pareadas
Estatistica do teste
dn

Sq

t

n e o tamanho da amostra (nimero de pares);
d é a média das diferencas observadas; e
Sy € o desvio padréo das diferencas observadas.

e Usa distribuicdo ¢ de Student com g/= n— 1 graus de liberdade
(supondo populacdoes com distribuicao normal).
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Exemplo 9.2 (continuacao)

Valoresde D: 3, 7, -2, 6, -1, 6, 2, 9, -1, 5

n=10
d=34

=y

d.+n 3,4.\/@

t= = 2382
Sy 381

Z 0 —2] _ \/246 - (034 _ 451

9
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Exemplo 9.2 (continuagao). Teste considerando nivel
de significancia de 5%.

Abordagem do Valor p:

dados
obzervados Area na cauda superior
. g | 025 [ 010 [ 0,05 | 0,025 [ 0010 | 0,005
. t
(=282 ——» g | 0703 1383 1833 | 2262 2821 3250
= 0,010
Conclusao: rejeita H,,. 0128

Ver comentarios e abordagem classica no livro.
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Teste t para duas amostras independentes

Exemplo 9.3 Desejamos verificar se os catalisadores A e B tém efeitos
diferentes no rendimento de uma certa reacdo quimica. As hipoteses sao:

 H,: em media, os dois catalisadores séo /guals em termos de rendimento; e
 H,;: em media, os dois catalisadores séo diferentes em termos de rendimento.

Ou, ainda:

Hot s = 1, € Hyl i # iy,

onde

L, - rendimento esperado com o catalisador A; e

Li>: rendimento esperado com o catalisador B.
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Exemplo 9.3 — amostras:

Tabela 9.2 Rendimentos (%) de uma reacao quimica
em funcao do catalisador utilizado.

catalisador A catalisador B
45 51 50 62 43 45 35 43 59 48
42 53 50 48 55 45 41 43 49 39
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Exemplo 9.3 — amostras:

. 3 e catalizador A

@ catalizador B

rendimento (%)
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Teste t para duas amostras independentes
Estatistica do teste

Sen;=n,=n:

2 2
2 S5 *5S, n: tamanho da amostra em cada grupo;

meédia da amostra 1
média da amostra 2

QD
N
el
-

el
N

2 . A .
N 1 variancia da amostra 1
— V2 V2 2 oA .
= (X1 —X, ) N ey S, variancia da amostra 2
2 . n .
a Variancia agregada das duas amostras

Usa distribuicao com graus de liberdade
(supondo populacoes com distribuicao normal).
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Exemplo 9.3 (continuacao). Abordagem valor p

dados :
observados Area na cauda supenor

‘L al (0,25 (0,10 005 0025 0010 0 0005

=186 [—>18 _| 0688 1330 1734 2101 2552 2878 .
[ >

Felatabela
area entre
025 e 0,05

Portanto, 0,05 < Valor p < 0,10
=>» Aceita H,,

0 =186

Ver comentarios, abordagem classica e exemplo com n, = n, no livro.
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Comparacao entre varios tratamentos.
Amostras independentes

 Analise de variancia (ANOVA), que sup0e:
— as observacoes devem ser independentes;
— as variancias populacionais devem ser iguais nos g grupos; e

— adistribuicdo das observacdes em cada grupo deve ser normal.
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Exemplo 9.4: Comparacao de trés tipos de rede.

e Considere o problema de comparar 3 tipos de rede de
computadores, C1, C2 e C3, em termos do tempo médio de
transmissao de pacotes de dados entre duas maquinas.

e EXperimento
8 replicacOes com cada tipo de rede, aleatorizando a ordem
dos 24 ensaios e mantendo fixos os demais fatores controlaveis.
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Exemplo 9.4 : Projeto do experimento.

ensalosde 1a8: C1
ensalos de 9a 16: C2
ensalos de 17 a 24: C3

Sequéncia numero Uso da
dos testes do ensaio rede
1 16 C2
2 14 C2
3 24 C3
4 6 Cl
24 11 C3
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Exemplo 9.4. Dados do experimento:

Sequéncia ndmero Tempo de
dos testes do ensaio Rede resposta (y)
1 16 C2 7,8
2 14 C2 8,2
3 24 C3 6,3
4 6 Cl 7,2
24 11 C2 7,8
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Exemplo 9.4: Perguntas a serem respondidas
pela analise estatistica.

e Existe diferenca real (significativa) entre os 3 tipos de
rede?

 Qual e a estimativa do tempo de resposta para cada tipo
de rede?
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Exemplo 9.4: Dados do experimento

Tipo de rede
Replicacéo Cl C2 C3
1 7,2 7,8 6,3
2 9,3 8,2 6,0
3 8,7 7,1 5,3
4 8,9 8,6 5,1
) 7,6 8,7 6,2
6 7,2 8,2 5,2
7 8,8 7,1 7,2
8 8,0 7,8 6,8
Soma 65,7 63,5 48,1
Média 8,21 7,94 6,01

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Modelo da ANOVA tratamento

- v @ 6

g = 3 grupos Y11 Yo1 Y31
Y12 Yoo Y30
e
Yin Yon Yan global

Média: Y1 Y Ys ¥

Yii =1+ T +E

/

erro aleatorio
efeito do tratamento |

global

M = U+ T; =média do fator |
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Hipoteses

Hi:ty =1, =..=1=0 ou My = My =...= Wy
Hi:t#0 ou L # Y
para algum i para algum par (i, )

As observacoes
Sob Hy: Sob Hy:

Yii = 14+ T; +E Yii = 4T E
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Hipoteses e modelo subjacente

Sob Hy:ty=1=.=1%=0

Yi = U+ T T8 e Yiji = HTE

Trat.2 000 O @ O
Trat. 3 O 0oo0on ooy
24 25 26 27 28 249
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Hipoteses e modelo subjacente

Sob H;: t; # 0 para algum i

Yi = H T T +E

Trat. 2t N o0 O 2,0 . :
Trat. 2} 0O 0 0 0 rn:i
24 25 26 57 25 20
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Analise de variancia (ANOVA) com um fator

Tratamento
Replicacao 1 2 g
1 Yu Yo1 Yo
2 Y12 Y22 Yoo
n Yin Yon yqn _
Soma A Y, Y, o = Z.: Yi.
Média 71. Y. yg- Y. = %Z Yi.
Soma de quadrados total: Graus de liberdade:
g n —
Q=22 yy-y.f  9=N-1
i ,;JZ:; o onde: N = ng
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Analise de variancia (ANOVA) com um fator

Tratamento
Replicacéo 1 2 g
1 Y11 Yo1 Yo
2 Y12 Y22 Yg2
n Yin Yon Yan _
Soma A A y, VT2V
Média Y1 Ya. Yo.  y.-= %Z Vi

Soma de quadrados dos tratamentos:

(V. -y.)= né(m. ~y.)

g n
SQrrat = ZZ

i=1 j=1

Graus de liberdade:

gl=g-1
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Analise de variancia (ANOVA) com um fator

Tratamento
Replicacéo 1 2 g
1 Y11 Yo1 Yo
2 Y12 Y22 Yoo
n Yin Yon yqn _
Soma Y1 Y. Y. Yo = le Yi.
Média 71. Y. yg- Y. = %Z Yi.
Soma de quadrados do erro: Graus de liberdade:
vy 7. p 91=N-g
SQErro — ZZ(yu B yl)

i=1 j=1
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Analise de variancia (ANOVA) com um fator

Formulas equivalentes
as anteriores

Fonte de Somas de Quadrados
3racao quadrados C medias Razao f

I-_r

Entre
tratamentos

Dentro frat.
(Erra)

Total

Estatistica do teste (possiveis valores da razao f): ¢ _ QMq,
B QM Erro
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Teste F

Se Hy: 1, = 1, =...= 1= 0 for verdadeira e considerando as suposi¢oes

g
anteriormente enunciadas, a estatistica 7 tem distribuicdo F com (g - 1) graus

de liberdade no numerador e (N - g) graus de liberdade no denominador.

Densidade de probabilidade F

0,75

)
©
©
S
Q L
o 0,50
o)
o
o
o valor p
©
o 025
©
©
e
0
c
q) \
o 0,00 . . . N . . . K L
0 1 2 3 4

possiveis valores da estatisti¢a F, sob H

f
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Regra de decisao. Abordagem valor p

o = nivel de significancia
(probab. toleravel de se rejeitar H, quando esta for verdadeira)
Usual: oo = 0,05 = 5%

- p<a “- rejeita H, (prova-se

estatisticamente H,)

aceita H, (os dados nao

Il- mostram evidéncia para afirmar

Hy)

) p>a
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Teste F

e Ver no livro como usar a Tabela F e como fazer o teste
pela abordagem classica.
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Analise dos residuos

Avaliacao das suposicoes da ANOVA através de graficos dos residuos:

Residuos

Residuos x fator

Gréfico de probabilidade normal

1,5
® 10,99
. E]
1,0t = !
° $ * £ Jo.9s
o
0,5t 3 z !
© 0,75
° : o : ° 1
0,0 Py 9 o® P lo,55
6 ° g P lo,35
o
-0,5} o @ 10,15
° i S 10.05
-1,0¢ [ > ]
Joo1
_1,5 2 " " L
C1 C2 C3 0
Rede Residuos
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Estimacao das meédias

Intervalo de confianca para o valor esperado da resposta
sob o i-esimo tratamento (nivel de conf. y):

9,5
|C(ﬂi’7):yi.itm/% 9.0
8,5

8,0
7,5

7,0

Tempo de transmisséo

6,5
6,0

5,5

5,0
C1 C2 C3

Rede
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Teste F para amostras em blocos

Notacao para os dados:

Tratamento
Bloco 1 2 g Soma
1 Y11 Y1 Yor Va
2 Y12 Y22 Yg2 &
h Yin Yon th Y
Soma Y Yo yg- y..= Z Yi. = Z y-j
i ]
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Modelo para os dados

1 € amedia global da resposta;
7. e o efeito do i-ésimo tratamento;
S € o efeito do j-ésimo bloco; e

& eoefeitoaleatorio(i=1,2,..,9; =1, 2, ..., h).

J

BARBETTA, REIS e BORNIA — Estatistica para Cursos de Engenharia e Informética. Atlas, 2004




Teste F para amostras em blocos:
quadro da ANOVA

Fonte de Somas de Ouadrados
variagdo quadrados ol medios Razéio f
g 2 2 Y hEy
Entre SQTr.::f — = J”_z _ J”_ g— 1 QMTF&! — ?Tmt f _ QMTmf
tratamentos ia A N Pat M g
7
h - 2 S 5
Entre SO — y__i' _F h—1 O . = o oeo
acas '
blocos a8 N Bloco
5080 = 800 — S0y — 5 1k -1 _ oo
D{?} 1o Cpa Ll — 2 Dy — S B ':g :”: :' QME#.:; = ;
&
(Erro) Frvo
g h 2
T _ 2 Y. N _
Total SC0rs =D D ¥y — = N-1
i=1 j=l N
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Exemplo 9.5

Seja o problema de comparar 3 algoritmos de busca em um banco de
dados. Realiza-se um experimento com 6 buscas experimentais, sendo
gue em cada uma é sorteado um ndmero aleatorio que indica o
registro do banco de dados a ser localizado. Em cada um dos 6
processos de busca, sdo usados separadamente os trés algoritmos em
estudo, mas sob as mesmas condi¢coes, em termos dos fatores
controlaveis. Sao anotados os tempos de resposta ao usuario.

Hipoteses:
— H,: em media, os trés algoritmos sdo /gualmente rapidos; e

— H;: em média, os trés algoritmos ndo sdo igualmente rapidos
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Exemplo 9.5

Ensaio Algoritmo de busca
(bloco) Al A2 A3
1 8,3 8,1 9,2
2 9,4 8,9 9,8
3 9,1 9,3 9,9
4 9,9 9,6 10,3
5 8,2 8,1 8,9
6 10,9 11,2 13,1
Soma 55,8 55,2 61,2
Média 9,3 9,2 10,2
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Exemplo 9.5

Fonte da SQ gl QM f
variacao
Algoritmos 3,64 2 1,82 14,29
Blocos 21,95 5 4,39
Erro 1,27 10 0,13
Total 26,86 17

Qual e a conclusao?
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Exemplo 9.5

Densidade de probabilidade F

0,75
(]
8 Distrib. F
% 050l gl: 2, 10
o]
o
= .
S valor p = 0,0012
o 025
§ (usando o Excel)
] —_—
o) 0,00 . . . H . . . K .
0 1 2 3 4
possiveis valores da estatisti¢a F, sob H .
f=14,29

e Conclusao?
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ANOVA em projetos fatoriais com 2 fatores

e \Ver comentarios sobre esse projeto e as hipdteses no
livro.
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ANOVA em projetos fatoriais com 2 fatores
Notacao para os dados:

Fator A

Fator B 1 2 g Soma

1 ylll' e ylln y21l’ e y21n ygll’ e ygln y.l.

2 y121’ e y12n y221’ e y22n ngl’ e ngn y.2.

h Yine = Yimn Yontr =+ Yomn Yontr = Yghn Yn

Soma Y. Ya. Yq. Yoo =2 Vi =20V
i ]
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ANOVA em projetos fatoriais com 2 fatores
Somas de quadrados

Somas em cada célula: N
Y = Z Yiik

2

Vi
SQSubtot Z Z -

i=1 j=1 N
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ANOVA em projetos fatoriais com 2 fatores

Fonte de Somas de Quadrados
variagdo qnnrfmrfo.; ol medios Raczdio f
Fator A SO, = ? J”z ¥ g-1 OM , = ?ﬂ 1= M 4
1= 1 AR N E 4 QM Erro
h 2 S v
Fator B SO, = J”_.a Ko h— OM = ?ﬂ 7= DM
. j= 1 =FL N E'p QM Erro
. _ ey
Interacdio | S0 = SC0pmn— S04 — 50y | (8- DU-1 | OM 0 ?ﬂf’ 7= M e
A*RB E* ap QMEJ‘J‘G
SQE?TG
Err{} SQE?TG = SQTG!‘ - SQSH&I&I .I'Egliﬂ B 1] QM.E?TG = gﬁ
By
T, EhE 4 ) r
Total SOt =D Sy — L N-1
o | N
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Exemplo 9.6

Considere o problema de comparar 3 topologias de rede de
computadores (C1, C2 e C3) e 2 protocolos (L1 e L2), em termos do
tempo de resposta ao usuario. Realizou-se um experimento com 4
replicacbes em cada combinacdo de topologia e protocolo. Deseja-se
verificar se ha diferencas entre as topologias, entre os protocolos e
eventual interacao entre topologia e protocolo. Entao, quer-se testar
as seguintes hipoteses nulas:

— H,®: os tempos esperados de resposta sdo /guais para as trés topologias;

— Hy®): os tempos esperados de resposta sdo /guais para os dois

protocolos;

— H,#®): a mudanca de protocolo ndo altera as diferencas médias do tempo
de resposta nas trés topologias (auséncia de interacao).
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Exemplo 9.6

Dados:
Topologia
Frotocalo 1 [5] [ Soma hledia
L1 h,2 5,4 5,4
r.h o4 b,
r2 [N 9,2
8.8 7.1 7.2 y, =828 | G40
L2 4,0 71 B,
a4 b b, 1
4,4 4,1 a4
3,0 7.0 6, v, =050 | 748
S0ma ¥1. = b4 Ya. =611 Y, =525 [y . =1787
edia 8,21 rH4 b, L1 T45
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Exemplo 9.6

ANOVA:
Fome de | 50 g | oM f
watacao
Topologia 10,36 2 518 A 44
Protocolo 715 T {15 757
Interacan 02k 2 0,13 0,14
Erro 17 14 18 0 95
Total a4 & 23

Quals as conclusoes?
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Tempo
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10,0
9,5
9,0
8,5
8,0
7,5
7,0
6,5
6,0
55

50

Exemplo 9.6

(a) Perfil das medias

‘ —
‘
~ ~
~
~
SN
h |
L1
C1 Cc2 C3
Topologia

Quais as conclusoes?

Residuos

(b) Analise dos residuos

2,5
2,0 °
1,5
Py [ ]
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ANOVA para projetos fatoriais 2« e 2k-p

e Ver no livro as técnicas e exemplos.
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