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2.2. A Semantica Operacional do Céalculo Lambda

Até agora foi descrita a sintaxe do calculo-A . Para chama-lo de “célculo”, devemos porém dizer
como “calcular” com ele.

Basicamente isto é realizado através de trés regras de conversao, que descrevem como conver-

ter uma expresséo-)» em outra.

2.2.1. Introducédo a conversao: Variaveis atadas e livres (bound/free)

Consideremos a expresséo-?u: (Xx. +xy)4

Para avaliar esta expressdo necessitamos:

* saber o valor “global” de Y.

* nao necessitamos saber o valor global de X, pois é o parametro formal da funcao.

» Assim vemos que: X e Y possuem um status bastante diferente.

A razéo é que X ocorre atado pelo 7Lx, € somente um encaixe dentro do qual o argumento 4e

colocado quando a abstragéo-?» for aplicada ao argumento.
Por outr lado, Y néo é atado por nenhum A e assim ocorre livre na expressao.

A ocorréncia de uma variavel é atada se ha uma expresséo—?u envolvente que a amarra, sendo
é livre. No exemplo a seguir, x e y ocorrem atados, z porém, ocorre livre:

AX. + ((Ky. +yz)7)X

Observe que os termos atado e livre se referem a ocorréncias especificas da variavel em uma
expressao.

Uma varidvel pode possuir tanto uma ocorréncia atada como uma livre em uma expressao.
Considere o exemplo:

+X (Ax. +x 1) 4)

Aqui X ocorre livre (a primeira vez) e atada (a segunda). Cada ocorréncia individual de uma
variavel deve ser ou atada ou livre.
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As definicdes formais de livre a atado sdo dadas abaixo:

Definicdo de ocorre livre:

x ocorre livre em x (mas nédo em outra variavel ou constante qualquer)

x ocorre livre em (E F) <= x ocorre livre em E ou
x ocorre livre em F

x ocorre livre em 7\.y.E L4 X ey sdo variaveis diferentes e
x ocorre livre em E

Nota: nenhuma variavel oorre atada em uma expressao consistindo e uma Unica constante.

Definicdo de ocorre atada:

x ocorre atadaem (EF) < X ocorre atada em E ou
X ocorre atada em F

X ocorre atada em 7\,y.E = (x e y sdo a mesma variavel e x ocorre livre em
E) ou
X ocorre atada em E

2.2.2. Conversao-Beta

Uma abstragéo-?x. denota uma funcdo. Assim necessitamos descrever como aplica-la a um
argumento.

A funcéo (7\.x. + x 1) 4 é a justaposi¢cao do fungéo (7\,x. + X y) e do argumento 4 e, por conse-

guinte, denota a aplicacdo de uma certa funcédo, denotada pela abstragéo—?u, ao argumento 4.

A regra para a aplicagdo de uma fungéo € muito simples:

* O resultado da aplicagdo de uma abstrac;éo—?u um argumento € uma instancia do corpo da

abstragéo-?x, no qual ocorréncias (livres) do parametro formal no corpo séo repostos pelo
argumento.

O resultado de se aplicar a abstra¢do ao argumento é: +41 ondeo (+4 1) éum instancia do
corpo (+x 1) no qual ocorréncias do parametro formal x foram repostas pelo argumento 4.

NGés escrevemos as conversodes utilizando o simbolo —> como antes:
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Ax.+x1)4 — +41

Esta operacdo é chamada de B—redugéo e a sua implementagdo eficiente € um aspecto
importante na elaboracao de linguagens de programacéo funcional.

Exemplos simpes de ﬁ—redugéo:

» O parametro formal pode ocorrer varias vezes no corpo:

(Xx.+xx) —> +55
— 10

Da mesma forma, poderda ndo haver ocorreéncuias do parametro formal no corpo: (7\,x. 3)

5 — 3

Nesse caso ndo ha ocorréncias do parametro formal (x), pelo qual o argumento 5 poderia ser
substituido. Assim o argumento é descartado sem uso.

O corpo de uma abstragéo A podera ser constituido por outra abstragcédo A

(Ax. (Ay.-yx)45 —  (Ay.-y45
— .54
- 1

Observe-se que, ao se construir a instancia do corpo da abstracéo 7\,x, 0 corpo inteiro inclusive

a abstracdo 7\,y envolvida por esta, substituindo-se x, é copiado.

Aqui se observa também o efeito do Currying: a aplicagdo da abstragcéo Ax retornou uma fun-

¢ao (a abstragéo 7\,y) como seu resultado. Esta por sua vez, aplicada resultou em ( - 5 4).
Func¢des encapsuladas umas dentro das outras sdo comumente abreviadas:
(7\,x. (7\.y. E)) para (7\,x.7\,y. E)

Func¢Bes podem ser argumentos também:

(AF£3)(Ax. +x 1) — (Ax.+x1)3
— +31
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— 4

Uma instancia da abstragéo Ax é substituida por f onde quer que f apareca no corpo da

abstracdo de Af.

Nomenclatura:
Nomes de parametros formais podem néo ser Unicos:
(Ax.(Ax.+(-x1)x3)9 — (Ax.+(-x1)93

— +(-91)3
- 1n

Observe-se que o0 x interno ndo foi substituido na primeira reducao, pois estava protegido pelo

Xx envolvente, ou seja, a ocorréncia interna de x ndo € livre no corpo da abstracdo

}\4 X externa.

Dada uma asbtragéo-?», (7\.X.E), é possivel identificar-se exatamente as ocorréncias de x que
deveriam ser substitidas atraves da identificac@o de todas as ocorréncias de x que estao livres.

Dessa forma, para o exemplo acima, examinamos o corpo da abstracao:

(AX. +(-x 1)) x 3
e vemos que a segunda ocorréncia de x é livre, podendo ser substituida.

A idéia do aninhamento do escopo de variaveis em uma linguagem de programagao estruturada
€ analoga a esta regra.

Outro exemplo:

(Ax.Ay+x (Ax.-x3)y) 56
— (Ay+5(Ax-x3)y)6
— +5((Ax.-x 3)6)
— +5(-63)
— 8

Novamente, o X mais interno ndo é substituido, uma vez que nao é livre no corpo da abstracdo
mais externa.
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Exemplo maior: Modelagem de Construtores de Dados

Definimos CONS, HEAD e TAIL da seguinte forma:

CONS = (Aa.Ab.Affab)
HEAD = (7\,c.c (7\.a.7\,b.a))
TAIL = (Ac.c (Aa.Ab.b))

as formulas acima obedecem as regras para CONS, HEAD e TAIL definidas anteriormente
(Secgéo 2.1.3). Exemplo:

HEAD (CONSpq) = (Ac.c (Aa.Ab.a))(CONS p q)
—> CONSpq (Xa.?xb.a)
= (Aa.Ab.Affab)pq(Aalb.a)
(Ab.Affpb)g (Aa.Ab.a)
(AMfpq)(AaAb.a)
(Xa.?\,b.a)p q

(Abp)q
p

VB

Isto significa:
» Nao existe necessidade real para as fun¢gbes embutidas HEAD e CONS ou TAIL.
» Todas as fun¢cBes embutidas podem ser modeladas como abstracdes-lambda.

» De um ponto de vista tedrico, isto é satisfatério, para efeitos praticos porém, nédo é utilizado
(eficiéncia).

2.2.3. Conversao-Alfa
Considere:

(7\,x.+x1) e (7\,y.+y1)

Evidentemente elas devem ser equivalentes. A conversdo-Ol é o nome dado a operacado de
mudanca de nome (consistente) de um parametro formal.

Notacgéo:

Ax.+x1) < (Ay.+y1)
(04
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(-congruéncia: duas expressées-?x. M e N sdo Ol-congruentes (ou Ot -iguais), denotado por

M = NseouM = NouM <> N,ouN € obtido de M através da reposicao de uma subx-
o

pressédo S de M por uma expresséo—?u T tal que S ¢ T, ou existe alguma expresséo—?x R tal
a

queM = ReR = N.
2.2.4. Conversao-Eta

Sejam: (Xx. + 1 x) e (+ 1). Estas expressdes se comportam exatamente da mesma maneira,
guando aplicadas a um argumento: ambas adicionam 1 ao argumento.

Converséo-T] é o nome dado a regra que expressa essa equivaléncia:

(AxX. +1x) «— (*+1)
n

De forma mais geral, a regra da conversdo-T| pode ser expressa assim:

(7\,x. F x) « F
mn

desde que x néo ocorra livre em F e F denote uma fungao.
A condicéo de que x ndo deve ocorrer livie em em F previneconversdes errdbneas. Exemplo:
(7L X. + X X) ndo é T -convertivel para (+ x)

pois x ocorre livre em (+ Xx).

A condicdo de que F deve denotar uma fungéo previne outras conversdes erroneas envovlendo
constantes embutidas (predefinidas). EXemplo:

TRUE né&o é T] -convertivel para (7\,x. TRUE x)

Quando a conversao-T] eé utilizada da esquerda para a direita, € chamada de reducéo-T] .

2.2.5. Provas de Interconvertibilidade

» Frequentemente serd necesséario poder-se demonstrar a interconvertibilidade de duas

expressées-?x .
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* Quando as duas expressdes denotam funcdes, esta prova pode se tornar extremamente
longa.

Ha porém, métodos para abreviar provas, que ndo sacrificam o seu rigor. Exemplo:
IF TRUE (Ap.p)3) e (Ax.3)

Ambas as expressdes denotam a mesma funcdo, que invariavelmente retorna o valor 3, ndo
importa o valor de seu argumento e seria de se esperar que ambas sejam interconvertiveis.

Isto realmente ocorre:

IF TRUE (A p.p) 3) IF TRUE 3

(Ax. IF TRUE 3 x)

I =7 =(

(7Lx. 3)

onde o passo final é a regra de reducao para IF.

Um método alternativo de se provar a interconvertibilidade de duas expressées, muito mais con-
veniente, € o de se aplicar as duas expressfes a um argumento w, CoOmo:

IF TRUE ((Ap.p) 3) w (Ax.3)w
— (Ap.p)3 — 3
— 3

Portanto: IF TRUE ((7\. p.p) 3) <> (7\.x. 3)

Esta prova tem a vantagem de somente utilizar a reducao e de evitar o uso explicito da conver-

séo-T] .

O raciocinio por detrds da generalizagdo da interconvertibilidade acima segue abaixo. Suponha
que possamos demonstrar que:

F]_W — E

F2W — E
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onde w é uma variavel que néo ocorre livre tampouco em F; como em F,, e E é alguma expres-
séo, entdo podemos raciocinar da seguinte forma:

Fl > (7\«W Fl W)
n
— (7\,W. E)
< (Aw.Fyw)
<~ R
n

e por conseguinte F; <> F,.

N&o é sempre que expressﬁes—?u que “deveriam” dizer a mesma coisa s&o interconvertiveis.
Isto sera tratado mais tarde.

2.2.6. Sumario: Regras de Converséo

Ha trés regras de conversdo que possibilitam a interconversdo de expressées envolvendo

abstracOes- A

1. Mudanca de nome: a conversdo-Ol permite que se troque o nome de parametros formais

de uma abstragéo-?u , penquanto isto for feito de forma consistente.

2. Aplicacéo de funcdes: A redugéo-f) permite a aplicacédo de abstragées-?u a um argumen-
toatravés de geracdo de uma nova instancia do corpo da abstracdo, substituindo o argu-

mento por ocorréncias livres do parametro formal.
Cuidado especial deve ser tomado quando o argumento contém variaveis livres.

3. Eliminacéo de abstraqﬁes—?u redundantes: A reducé@o-T] pode as vezes eliminar uma

abstracéao- A

Dentro deste contexto, podemos considerar as fungbes embutidas (predefinidas) como mais

uma forma de conversdo. Esta forma de conversao recebe o nome de converséo-s.
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2.3. Ordem de Reducao

Se uma expressdo ndo contém mais redexes, entdo a avaliagdo esta completa. Um expresséo
nesta forma é dita estar na forma normal.

Assim, a avaliagdo de uma expressao consiste na na reducao sucessiva de redexes, até que a
expressao esteja na forma normal.

Definicdo (forma normal): uma expressao-l € dita estar na forma normal, se nhenhum redex-b,
isto é, nenhuma subexpressao da forma (Ax.P)Q ocorre nela.

Uma expressdo pode conter mais do que um redex, assim a reducdo pode acontecer por
caminhos diferentes.

2 Exemplo:
(+ (* 3 4) (* 7 8))
pode ser reduzido a forma normal pelas seguintes sequéncias:
(+ (* 3 4) (* 7 8))

-> (+ 12 (* 7 8))
-> (+ 12 56)
-> 68

ou
(+ (¥ 3 4) (* 7 8))
-> (+ (* 3 4) 56)
-> ( 12 56)
-> 68

2 Nem toda expresséo possue uma forma normal,
considere:

(D D)

2 onde D é (AX.x X).
A avaliacdo desta expressao jamais terminaria, uma vez que
(D D) reduz para (D D):
(Ax.x x) (Ax.x x) -> (Ax.x x) (Ax.x Xx)
-> (Ax.x x) (Ax.x x)

2 Por conseguinte, algumas sequéncias de reducdo poderao atingir a forma normal,
outras nao.
Considere:

(Ax.3) (D D)

2Se nos primeiro reduzirmos a aplicagao de (Ax.3) a (b D) (sem avaliar (D D)),
obteremos o resultado 3; porém se primeiro reduzimos a aplicacdo de D sobre D, nés
simplemente obtemos (b p) novamente.

2 Se n6s continuamos insistindo em escolher a aplicacéo de D sobre D, a avaliagao vai
continuar indefinidamente, ndo terminando.

2 Esta situagdo corresponde a de um programa imperativo que entra em um laco infinito.
Dizemos que a avaliacdo ou execucdo nao termina.

2 Para contornar esta situacao, existe a ordem normal de reducdao, que garante que uma
forma normal, caso exista, sera encontrada.
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2.3.1. Ordem Normal de Reducéo

2 Uma questédo que se coloca, além da questédo "poderei encontrar uma forma normal ?", é
a questao de se existe mais de uma forma normal para para uma expressao, ou:

Podera uma sequéncia de reducéo diferente levar a uma forma normal diferente?

Ambas as questdes estéo interligadas.

2 Aresposta para a Ultima pergunta é: néo.
Isto é uma consequiéncia dos teoremas de Church-Rosser CRT1 e CRT2.

Teorema de Church-Rosser 1 (CRTL):
Se E; <-> E,, entdo existe uma expressao E, talque E;->EeE, ->E

Corolario: Nenhuma expressao pode ser convertida em duas formas normais distintas. Isto
significa que ndo existem duas formas normais para uma expressao que nao sejam a-
convertiveis entre si.

Prova: Suponha que E; <->E e E; <-> E, onde E; e E; estdo na forma normal.

Entdo Eq <-> E; e, pelo CRT1, deve haver uma expressdo r talque Eq -> Fe E, -> F.

Como tanto E4 como E, n&o possuem redexes, logo E; = F = E,

2 Informalmente, o teorema CRT1 diz que todas as sequéncias de reducdo que terminam,
haverao de atingir o mesmo resultao.

O segundo teorema de Church-Rosser, CRT2, diz respeito a uma ordem particular de
reducdo, chamada ordem normal de reducéo.

Teorema de Church-Rosser 2 (CRT2):
Se E; -> E5, e E esta na forma normal, entéo existe uma ordem normal de seqiiéncia
de reducéo de Eq para E».

Consequéncias:
2 Existe no minimo um resultado possivel e
2 aordem normal de reducd@o encontrara este resultado, caso ele exista.
2 Observe que nenhuma seqgiiéncia de reducéo podera levar a um resultado incorreto, o
méaximo que podera acontecer é a ndo-terminagao.
A Ordem Normal de Reducéo especifica que o redex mais a
esquerda mais externo devera ser reduzido primeiro.
2No exemplo anterior (Ax.3) (D D), escolheriamos o redex-Ax primeiro, ndo o (D D).

2 Esta regra encorpa a intuicdo de que argumentos para funcdes podem ser descartados,
de forma que deveriamos aplicar a funcéo (Ix.3) primeiro, ao invés de primeiro
avaliarmos o argumento (D D).
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2.3.2. Ordens de reducédo 6timas

2

Enquanto a ordem normal de reducao garante que ou uma solucao seja encontrada ou o
nao-término ocorra, ela ndo garante que isto ocorra no nimero minimo de passos de
reducao, o que é um fato relevante na utilizacdo do calculo-l para a implementacéo de
linguagens de programacéo interpretadas.

No caso da implementacado da resolucéo através de reducao de grafos - que
estudaremos mais tarde - porém, aparentemente a ordem normal de reducéo é
"geralmente 6tima" em questdo de tempo de execucao.

Analisar uma expressao para encontrar o redex 6timo para ser reduzido é
aparentemente muito mais trabalhoso e gasta mais tempo do que arriscar uma reducao
com mais passos seguindo "cegamente" a ordem normal.

Alguns autores como (Levy, J.J.; Optimal Reductions in the Lambda Calculus in Essays
on Combinatory Logic, Academic Press, 1980) se ocuparam de algoritmos para
encontrar ordens 6timas ou quase-6timas de reducdo que preservassem as qualidades
da ordem normal de reducéo. Isto é assunto de um topico avancado que nao cabe nesta
disciplina.

2.4. Funcdes Recursivas

2

Se o propésito da utilizacdo de célculo lambda é a converséo de programas funcionais
neste para que possamos resolvé-los, devemos ser capazes de representar uma das
caracteristicas mais marcantes das linguagens funcionais, a recursao.

O célculo lambda suporta a representacao de recursividade sem maiores extensdes
através da utilizacéo de alguns pequenos truques.

2.4.1. FuncOes Recursivaseo Y

2

Considere a definicdo da fungéo fatorial abaixo:
FAC = (M.IF (= n 0) 1 (* n (FAC (- n 1))))

Esta definicdo baseia-se na capacididade de se dar um nome a uma abstracdo lambda e
de fazer referéncia a esta dentro dela mesma.

Nenhuma construcao deste tipo é provida pelo calculo lambda.
O maior problema aqui é que funcdes lambda sdo anénimas.
Dessa forma elas ndo podem nomear-se e assim ndo podem se referenciar a si mesmas.

Para resolver este problema iniciamos com um caso onde encontramos a recursao na sua

FAC

2

forma mais pura:
= (An. ... FAC ... )
Aplicando uma abstracao-b sobre FAC, podemos transformar esta definicado em:
FAC = (AMfac.(An. (...fac...)))FAC
Esta definicdo podemos escrever da forma:
FAC = H FAC (2.1)
onde:
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H = (AMac.(An. (...fac...)))

2 A definicdo de H é trivial.
E uma abstracdo lambda ordinaria e ndo usa recursao.

2 Arecursao é expressa somente pela definicdo 2.1.

A defini¢cdo 2.1 pode ser encarada mais como uma equagdo matematica. Por exemplo, para
resolver a equacdo matemaética

x? - 2 =x
ndés procuramos por valores de x que satisfazem a equacédo (neste casox=-1ex=2).

De forma similar, para resolver 2.1, nds procuramos uma expressao lambda para FAC que
satisfaca 2.1.

A equacao 2.1 FAC = H FAC postula que, quando a funcao H é aplicada a FAC, o resultado
€ FAC.

NOs dizemos que FAC € um ponto fixo de H.

Uma funcéo pode ter mais de um ponto fixo. Por exemplo, na fungéo abaixo, tanto 0 quanto
1 sao pontos fixos da funcao:

Ax. * x X
a qual calcula o quadrado de seu argumento.

Em resumo, estamos procurando por um ponto fixo para H. Claramente isto depende
somente de H.

Para isto, invente-se, a titulo provisorio, uma funcéo Y, a qual toma uma fungdo como
argumento e devolve o seu ponto fixo como resultado.

Assim Y tem o comportamento de:
YH=H (Y H)
e Y é chamado de combinador de ponto fixo.

Assim, caso possamos produzir um Y, temos uma solucdo para o problema da recursividade.
Para 2.1 podemos prover a seguinte solucao:

FAC = Y H
a qual é uma defini¢do ndo-recursiva de FAC.

Como teste para esta estratégia, podemos computar o valor de (FAC 1). Tomemos as
definicbes de FAC e H:

FAC = Y H
H = (AMac.An. IF (=n 0) 1 (* n (fac (- n 1))))

Assim: FAC 1

->YHI1

->H (YH) 1

->(lfac.ln.IF (=n 0) 1 (* n (fac (- n 1))))(Y H) 1

->(In.IF (=n 0) 1 (*n (YH (-n 1)))) 1

-> IF (=1 0) 1 (*1 (YH (-1 1)))

-> * 1 (Y H 0)

= * 1 (H (Y H) 0)

=* 1 ((lfac.ln.IF (=n 0) 1 (* n (fac (- n 1)))) (Y H) 0)

->* 1 ((In.IF (= n 0) 1 (* n (Y H(- n 1)))) 0)
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-> * 1 (IF (= 0 0) 1 (*n (Y H(- 0 1))))
-> * 1 1

-> 1

2.4.2. Y pode ser definido como uma Abstragcdo Lambda

2 Para atransformacéo de uma expressao recursiva em uma nao-recursiva, utilizamos o
combinador de ponto fixo, uma funcdo que chamamos de Y.

2 A propriedade que Y necessitateré:Y H = H (Y H)

2 e isto representa evidentemente a recursdo da forma mais pura, uma vez que esta
férmula pode ser utilizada para representar, de forma abstrata, qualquer formul
arecursiva que queiramos.

2 O trugue é que podemos representar Y como uma abstracdo lambda sem utilizar a
recursao:

Y = (Mh. (Ax.h (x x)) (Ax. h (x x)))

Para demonstrar que Y possui a qualidade desejada, evaluemos:
Y H
= (Mh. (Ax.h (x x)) (Ax. h (x x))) H
<-> (Mx.H (x x)) (Ax. H (x x))
<->H ((Ax.H (x x)) (Ax. H (x x)))
<-> H (Y H)
2 O fato de Y poder ser definido como uma abstragéo lambda é, do ponto de vista
matematico, realmente digno de nota.

2 Do ponto de vista da implementacao, é relativamente ineficiente implementar Y como
uma abstracdo lambda. Para a construcao de linguagens funcionais, utiliza-se
geralmente uma funcédo embutida com a regra de reducao:

Y H -> H (Y H)
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2.4.3. Exercicios (entregar préxima aula)

I. Reducéo:

Reduza as seguintes expressdes-lambda as suas respectivas formas normais:
(((AMf . Ax.Ay. (x) (E)y)p)a)r

(((Ax.Ay.Az. (y)x) (x)y) (u)z)y

(Ax. (Ay. (x) (¥)y) Az. (x) (z) (Ma.Av.u)w
(((Ax.Ay.Az. ((x)z) (y)z) (Mu.Av.u)w)As.s)t

(((Ax. (Az. (x) (V)Y)1ly. (x) (¥)V)Az.Au.Av. (u) (z)Vv) (Ar.As.v)t)w
(Ax.x(xy))N

(Ax.y)N

(Ax. (Ay.xy)N)M

(Ax.xx) (Ax.xX)

(Ax.xxy) (AX.xXY)

(Ax.z) ((Ax.xxy) ((Ax.xxY))

Il. Recursividade:

1. Dé uma defini¢do recursiva para o maior divisor comum de dois inteiros e calcule o valor
de ((mdc) 10) 14) utilizando o combinador Y.

2. Tente 0 mesmo para os numeros de Fibonacci e use Y para computar (Fibo) 5.

Prof. Dr. rer.nat. Aldo von Wangenheim - http://www.inf.ufsc.br/~awangenh/Funcional




