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RESUMO

Uma familia de 16gicas adequadas para o tratamento da inconsisténcia e incompletude
¢ definida. Esta familia é composta por 16gicas paraconsistentes (LI] e LI}), paracompletas
(PCL)), e ndo aléticas (NALL] e NALLS), além da Légica da Inconsisténcia Epistémica (LEI)
e da Ldgica do Raciocinio Cético (LSR), elaboradas para a formalizagdao do raciocinio na
presenca de conhecimento plausivel, refletindo respectivamente atitudes crédulas e céticas
diante do conhecimento. Para cada uma destas l6gicas sdo dadas uma semantica e uma
axiomdtica. Duas alternativas de extensdes geradas por defaults sdo definidas, formando
l6gicas ndo monotdnicas baseadas respectivamente em LEI e LSR, aptas para algumas

formas de raciocinio indutivo.

Palavras-chave: inconsisténcia, incompletude, 16gica paraconsistente, lIdgica paracompleta,
l6gica nao alética, logica monotdnica, légica ndo monotdnica, plausibilidade crédula,

plausibilidade cética, sistema de tableaux, sistema de resolucgdo.

ABSTRACT

A family of logics suitable for inconsistency and incompleteness are defined.

This family is formed by paraconsistent logics (LIT e LI3), paracomplete logics
(PCL), and non alethic logics (NALLj e NALL3), besides the Logic for Epistemic
Inconsistency (LEI) and the Logic for Skeptical Reasoning (LSR), elaborated for the
formalization of reasoning in the presence of plausible knowledge, reflecting respectively
credulous and skeptical attitudes, with respect to the knowledge. For each one of these logics
is given a semantics and an axiomatics. Two alternatives of default rule-generated extensions
are defined, forming non monotonic logics based respectively on LEI and LSR, suitable to

some inductive reasoning forms.

Keywords: inconsistency, incompleteness, paraconsistent logic, paracomplete logic, non
alethic logic, monotonic logic, non monotonic logic, credulous plausibility, skeptical

plausibility, tableau system, resolution system.
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TABELA DE SiMBOLOS

Abaixo damos uma relacido que contém os simbolos utilizados ao longo deste trabalho:
= — sinal para abreviaturas; a expressdo “o. = P” significa que o é uma abreviatura
para [3;
= — igualdade;

# — diferencga;

€ — pertinéncia;

c — inclusao;

c — inclus@o prépria; A € dito um subconjunto préprio de B se A c Be A #B;

U — unido simples;

M — intersecao simples;

(A <1 — familia indiciada por I;

iLeJIAi — unifio de uma familia de conjuntos;

QIAi — interse¢do de uma familia de conjuntos;

(x1,....xn) — D-tupla; conjunto ordenado de n elementos;

A X B — produto cartesiano de A por B;

P(A) — colecdo dos subconjuntos de A;

D(R) — dominio de uma relacio;

J(R) — imagem de uma relagéo;

R(A) — imagem de A por R; é a colecdo {y € J(R)/3x € A N D(R) tal que (x,y) € R};
R™ — relacdo inversa de R;

f: A — B —aplicacio de A em B; f é uma funcdo que associa cadax € A N D(f) af(x) € B;
f: A —> B — funcdo de A em B; f € uma aplicacido de A em B tal que D(f) = A;

f: A &> B — fung@o parcial de A em B; f € uma aplicacdo de A em B tal que D(f) C A;
f: A > B — transformacdo de A em B; f é uma aplica¢do de A em B tal que D(f) D A;

AP — colecdio das fungdes de B em A;



e f/A — restri¢ao da fungdo f ao conjunto A; se A < D(f), f/A é a fungdo cujo dominio é A, e
que associa cadax € A af(x);!

® & —equivaléncia forte;

® > —equivaléncia cldssica;

¢ = —implicacio forte;

e — —implicacdo cléssica;

® A —conjungio;

e v —disjunc¢do;

® — —negacdo heterodoxa;

® ~ —negacdo classica;

® o — consisténcia

e  — completude

e V — quantificag@o universal;

e 37— quantificag¢do existencial,

e V, — quantifica¢do universal para a espécie i;

e J; — quantificacdo existencial para a espécie i.

1 O conceito dual de restrigio de uma fungdo é o de extensio de uma fungio; dizemos que uma fungio g é

uma extensdo de fem A se D) c A, D(g) = A e, para cada x € D(f), g(x) = f(x).



TABELA DE SIGLAS

CL — Classical Logic

CPL — Classical Positive Logic

LI - Logic for Inconsistency

PCL — Paracomplete Logic

NALL — Non Alethic Logic

LEI - Logic of Epistemic Inconsistency
LSR - Logic of Skeptical Reasoning
RDL — Reiter’s Default Logic

IDL — Inconsistent Default Logic
SDL — Skeptical Default Logic

MP - regra modus ponens

Gen — regra da generalizacao

te — principio do terceiro excluido
nc — principio da ndo contradi¢ao

T — valor veritativo “true”

F — valor veritativo “false”

O — valor veritativo “overdefined”

U - valor veritativo “underdefined”



TABELA DE NOTACOES

Indicamos abaixo as convencdes notacionais deste trabalho. No caso de letras
individuais, valem os mesmos significados se as mesmas forem seguidas de indices ou plicas.
o [, —Iégica arbitrria; pg. 8
e CPL - légica positiva quantificacional classica; pg. 46
¢ CL - l6gica quantificacional cldssica; pg. 47
e LI-uma das logicas LI; ou LI,; pg. 96
e LI, — 16gica proposicional paraconsistente pura; pg. 96
e LI, —16gica proposicional paraconsistente possuindo a negacao clédssica; pg. 96
¢ PCL - légica proposicional paracompleta; pg. 96
e NALL — uma das 16gicas NALL; ou NALL,; pg. 96
¢ NALL; — légica proposicional ndo alética pura; pg. 96
e NALL,; — légica proposicional ndo alética possuindo a negagao classica, pg. 96
e LI* — uma das légicas LIj ou LI3; pg. 21
e LI - légica quantificacional paraconsistente pura; pgs. 48, 48, 86
e LI; - l6gica quantificacional paraconsistente possuindo a negagio cldssica; pgs. 48, 48, 86
¢ PCI’ - 16gica quantificacional paracompleta; pgs. 48, 48, 86
e NALL' — uma das 16gicas NALL] ou NALL3; pg. 21
e NALL] - I6gica quantificacional nio alética pura; pgs. 49, 49, 86
e NALLS — 16gica quantificacional ndo alética possuindo a negacio cldssica; pgs. 49, 49, 86
e LEI - l6gica da plausibilidade crédula; pgs. 104, 109
e LEI - légica auxiliar para a prova de completude de LEI; pgs. 113, 115
e LSR — ldgica da plausibilidade cética; pgs. 121, 125
e LSR’ - légica auxiliar para a prova de completude de LSR; pgs. 128, 130
¢ RDL - 16gica de defaults de Reiter; pg. 117
e IDL - I6gica de defaults crédula; pg. 119
e SDL - I6gica de defaults cética; pg. 133

e L, L,y L;, Ly — linguagens formais; pgs. 8, 17, 26



L — linguagem proposicional cujos tnicos conectivos sio “—”, “A”, “v” e “=; pgs. 21, 96
L’ - linguagem obtida acrescentando o conectivo zerario “L” ao alfabeto de L; pgs. 21, 96
L — uma das linguagens L ou L, dependendo do contexto; pgs. 21, 96

' — linguagem quantificacional cujos tGnicos conectivos sdo “—7, “A”, “v” e “=7,
possuindo como quantificadores V; e 3; para cada espécie i em L; pgs. 21, 46, 85

[*” — linguagem obtida acrescentando “L” ao alfabeto de L'; pg. 21, 85

F - uma das linguagens L' ou [”; pg. 21, 85

Ly — linguagem para CPL; pg. 46

T(Ly) — universo candnico de uma linguagem quantificacional Ly; pg. 33

lit(Ly) — cole¢do de férmulas atdmicas fechadas proprias e suas negacdes de uma
linguagem proposicional ou quantificacional Ly; pg. 51

Y. — alfabeto; pgs. 8, 16

Y" — colecdo de samblagens ndo vazias em um alfabeto; pg. 8

o,B3,Y,0 — samblagens ou férmulas, dependendo do contexto; pgs. 8, 8

P — férmula atémica; pg. 17

I',9,C — colecdes de férmulas; pg. 8

i,j,u,v,w —espécies; pg. 15

x.y,z,v — varidveis; pg. 16

t,u — termos; pg. 17

c — constante; pg. 16

f — sinal funcional; pg. 16

p — sinal predicativo; pg. 16

I — dominio formal; pg. 8

V¥ — dominio veritativo; pg. 9

S — semantica de valoragdes; pg. 10

A — universo; pgs. 29, 30

d — individuo de um universo; pg. 29
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K — estrutura arbitraria; pg. 26

IK! — universo de uma estrutura; pg. 30

K. — denotacdo de uma estrutura; pg. 31

U — estrutura simples; pg. 32

o — atribui¢ao de sinais de uma estrutura simples; pg. 32

Us — atribuicdo de sinais de uma estrutura simples U; pg. 32

U = restrigdo de Us U T U I a cole¢do de sinais, termos fechados e féormulas fechadas —
funcdo abrangente definida por uma estrutura simples; pg. 32

U = restri¢ao de Us U Ty U I¢ a colegdo de sinais, termos fechados e formulas fechadas —
funcdo abrangente definida por uma estrutura simples; pg. 47

Uz — canonizagio de uma estrutura simples; pg. 33

VL. V2V V* — estruturas candnicas simples bdsicas, pg. 51

Y — estrutura multipla; pg. 33

Y. — canonizacdo de uma estrutura mdltipla; pg. 34

Z — estrutura supermultipla; pg. 34

Z. — canonizacdo de uma estrutura supermdultipla; pg. 35

H — estrutura bimultipla; pg. 36

H. — canonizacdo de uma estrutura bimiltipla; pg. 36

Q — interpretacdo arbitraria; pg. 26

IQl — universo de uma interpretagio; pg. 30

Q(xId) — substitui¢do em uma interpretacao; pg. 31

O — denotacdo de uma interpretagdo; pg. 31

T = (U,s) — interpretagdo simples; pg. 32

I, = (U,s), — denotagio de uma interpretacdo simples; pg. 32

I = (U,s)f — funcdo veritativa tomando como argumentos férmulas atdmicas préprias definida
por uma interpretacao simples; pg. 32

I=UsuU T, U - funcdo abrangente definida por uma interpretagcdo simples; pg. 32
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I =Us U Iy U I¢ — fungdo abrangente definida por uma interpretagio simples; pg. 47

I. — canoniza¢do de uma interpreta¢do simples; pg. 33

Ip — CPL-pré-valoracio; pg. 46

Te = (U,s) — CL-pré-valoragdo; pg. 47

T — interpretagdo multipla; pg. 33

)¢ — denotacdo de uma interpretacdo multipla; pg. 33

Y™ Y™ — funcdes veritativas tomando como argumentos férmulas atdmicas préprias
definidas por uma interpretacdo multipla; pg. 34

1 — canonizacdo de uma interpretagdo multipla; pg. 34

YV — interpretacao supermultipla; pg. 34

H — denotagdo de uma interpretacao supermdltipla; pg. 34

W W™ _ funcdes veritativas tomando como argumentos férmulas atdmicas proprias
definidas por uma interpretacdo supermultipla; pg. 35

Y — canonizacdo de uma interpretacdo supermultipla; pg. 35

& — interpretacdo hibrida; pg. 35

&, — denotagdo de uma interpretacao hibrida; pg. 35

®f — funcido veritativa definida por uma interpretacdo hibrida tomando como argumentos
férmulas atomicas préprias; pg. 35

® =Us U ®, U ®f — funcio abrangente definida por uma interpretagio hibrida; pg. 35

&, — canonizacao de uma interpretacao hibrida; pg. 35

® — interpretagao bi-hibrida; pg. 36

O, — denotacgdo de interpretacdo bi-hibrida; pg. 36

®F — funcdo veritativa tomando como argumentos férmulas atémicas préprias definida por
uma interpretacao bi-hibrida; pg. 36

® = Us U 0, U BOF — funciio abrangente definida por uma interpretagio bi-hibrida; pg. 36

O — canonizagdo de uma interpretagdo bi-hibrida; pg. 36



s — atribuicdo para varidveis; pg. 29
s(xld) — substituicdo em uma atribui¢do para variaveis; pg. 30
o Bly) — substituicdo de samblagem por samblagem em uma samblagem; pg. 8
ou(xt) — substituicdo de uma varidvel por um termo em uma férmula; pg. 18
Q(xId) — substitui¢do em uma interpretacao; pg. 31
L — colegdo de espécies; pg. 15
F.G — correspondéncias semanticas arbitrarias; pg. 27
P — correspondéncia semantica capital; pgs. 27, 40
S — correspondéncia semantica secunddria; pg. 40
M — correspondéncia semantica capital ou secunddria; pg. 40
Qg — correspondéncia semantica aplicada a uma interpretagdo; pg. 27
max — pgs. 40, 48, 48, 49, 49, 104, 113, 121, 128
min — pgs. 40, 48, 48, 49, 49, 104, 113, 121, 128
C — célculo arbitrério; pg. 12
al’d—"a“— aplicacdo de uma regra arbitraria; pg. 13
0 — objeto variante; pg. 58
V,W — colecdes de objetos variantes; pg. 58
% relacdo de dependéncia em um célculo; pgs. 59, 72
01"C' 2O _ relacdo de dependéncia por um nimero finito de objetos variantes em um
célculo; pg. 59
|% — conseqiiéncia invariante em um célculo; pg. 59
"% — relacd@o de sustentagdo em um cdlculo; pgs. 61, 72
"0"(37’0“ — relacdo de sustentagdo por um ndmero finito de objetos variantes em um
célculo; pg. 61
"% — conseqiiéncia estavel em um cdlculo; pg. 61

C[I'] = célculo aplicado acrescido de uma cole¢io de axiomas; pg. 69

Cla] — cdlculo aplicado acrescido de um axioma; pg. 69
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MP — regra modus ponens; pg. 70
Gen — regra da generalizacdo; pg. 71
te — principio do terceiro excluido; pg. 86
nc — principio da ndo contradi¢do; pg. 86
—-1, —-2, —-3 — esquemas bdsicos da implica¢do; pg. 70
A-1, A-2, A-3 — esquemas bdsicos da conjungao; pg. 70
v-1, v-2, v-3 — esquemas basicos da disjunc¢ao; pg. 70
V-1, V-2, V-3 — postulados universais bésicos; pg. 71
3-1, 3-2, 3-3 — postulados existenciais basicos; pg. 71
V-4, V-5, V-6 — postulados universais extras; pg. 72
3-4, 3-5, 3-6 — postulados existenciais extras; pg. 72
=-1, -2, -3, —-4 — postulados proposicionais da negac¢ao; pg. 85
—-5, -6 — postulados quantificacionais da negacao; pg. 86
1-1, L-2 — postulados do absurdo; pgs. 86, 86
|m — relac@o de conseqiiéncia especificada por uma légica aplicada a uma linguagem; pg. 8
l— - relacdo de conseqiiéncia especificada por uma l6gica; pg. 8
|m — relagdio de conseqiiéncia especificada por um calculo definindo uma légica L., aplicado
a uma linguagem; pg. 15
I— — relacdo de conseqiiéncia especificada por um célculo definindo uma 16gica L; pg. 15
IL(=L0) — relacio de conseqiiéncia especificada por uma semantica definindo uma 1dgica L,
aplicada a uma linguagem; pg. 15

|L= — relacfio de conseqjiéncia especificada por uma semantica definindo uma lgica L; pg. 15
o< B —pgs. 19,19

o= B —pgs. 19, 19

o< B —pegs. 19, 19

~0.— pgs. 19, 87,96, 106, 114, 123, 128

o’ —pgs. 19, 19

o* —pgs. 19, 19
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o? —pgs. 19, 104, 123
ol — pes. 19, 106, 121

Vv o —pg. 114
Jev a0 —pg. 128
Jwy o0 —pg. 128

T — valor veritativo “true”; pgs. 97, 98, 99, 100, 100, 101

F — valor veritativo “false”; pgs. 97, 98, 99, 100, 100, 101

O — valor veritativo “overdefined”; pgs. 98, 98, 100, 101

U — valor veritativo “underdefined”; pgs. 99, 100, 100, 101

LEI - 16gica da plausibilidade crédula; pgs. 104, 109

LEI’ — 16gica auxiliar para a prova de completude de LEI; pgs. 113, 115
L — linguagem para LEI; pg. 104

[, — linguagem para LEI’; pgs. 113, 114

u — a tnica espécie de L, e uma das duas espécies de L,; pg. 113

v — uma das duas espécies de L. pg. 113

f — traducdio de LEI para LEI’; pg. 114

Uy — estrutura simples para L, dadas uma estrutura simples U para L e um individuo d; pgs. 114
Y, — LEI-estrutura correspondente a uma LEI-estrutura U; pg. 114
RDL - 16gica de defaults de Reiter; pg. 117

& Y B _ default; pg. 117

IDL — l6gica de defaults crédula; pg. 119

o: B ot B 1Y ypy defaults: pg. 119

p? p?
LSR - légica da plausibilidade cética; pgs. 121, 125

LSR’ — 16gica auxiliar para a prova de completude de LSR; pgs. 128, 130
L, — linguagem para LSR; pg. 121

[, — linguagem para LSR’; pgs. 127, 128

u — a Unica espécie de L, e uma das duas espécies proprias de L pg. 127
v — uma das duas espécies proprias de L pg. 127

w — a Unica espécie ndo propria de L pg. 127

g — traducio de LSR para LSR’; pg. 129
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U; — estrutura simples para L, dadas uma estrutura simples U para L, e um individuo d; pgs. 129
Y0, Y; — LSR-estruturas correspondentes a uma LSR’-estrutura U; pg. 129

SDL — 16gica de defaults cética; pg. 133

& [;| B,o: g, > ¥ _ SDL-defaults, pg. 132

W — colec¢ao de sentencas; pgs. 117, 119, 132, 132

D — colecdo de defaults, IDL-defaults ou SDL-defaults; pgs. 117, 119, 132, 132
A =(W.,D) — RDL-base, IDL-base, ou SDL-base; pgs. 117, 119, 132, 132

D’, D” — cole¢des de exemplares de SDL-defaults de D; pg. 132

S.T — colegdes de sentengas em L, ; pg. 132

Cons(D) — conseqiientes de uma cole¢ao de SDL-defaults; pg. 132

TA(S) — expansdo de uma colecio S de sentencas por uma RDL-base, IDL-base, ou

SDL-base A; pgs. 117, 119, 133
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CONVENCOES GERAIS

Este trabalho € dividido em capitulos, e cada capitulo é dividido em se¢des. Quando
quisermos nos referir a um teorema ou defini¢do, dentro do mesmo capitulo, daremos o
nimero da se¢do em que este ocorre seguido pelo seu nimero da se¢do. Por exemplo, o lema
3.2.2 refere-se ao segundo enunciado enumerado da segunda secdo do capitulo 3, e, dentro do
mesmo capitulo, referimo-nos ao mesmo lema por lema 2.2.

Indicamos o final de provas de teoremas possuindo um ou mais pardgrafos préprios
pelo sinal “®”.

As expressoes “ent” e “sss” sdo usadas respectivamente para indicar a implicacdo e a
equivaléncia informais. “ent” € abreviatura para “se ... entdo” e “sss” € abreviatura para “se, e

somente se”.

_XV_



1. INTRODUCAO

“Tudo é duplo; tudo tem dois polos; tudo tem seu par de opostos;
o semelhante e o dessemelhante sdo uma so coisa; 0s opostos sdo idénticos
em natureza, mas diferentes em grau; os extremos se tocam; todas
as verdades sdo meias-verdades; todos os paradoxos podem
ser reconciliados.” — O Caibalion

§1. Motivagdes Iniciais

Como uma forma de vida, um dos principais atributos que parecem distinguir o
homem das demais espécies que habitam neste planeta é a consciéncia de sua propria
individualidade. Um animal, embora seja capaz de experimentar frio, fome, e outras
sensagdes, ndo consegue em geral atribuir estas vivéncias a si proprio, como um individuo
aparentemente separado do meio ambiente circundante. Tal distin¢do ndo parece ser absoluta,
J4 que algumas outras formas superiores de vida revelam indicios de uma consciéncia da
propria individualidade.
Esta individualidade geralmente se exerce, no ser humano, pelo menos até o estigio
presente, pelo exercicio do pensamento em uma forma mais ou menos organizada, sendo que
o grau desta organizacdo determina em uma certa escala o refinamento desta faculdade.
Na medida em que o pensamento expressa uma organizacao ele é dito racional.
A razdo funciona em duas fases que atuam de uma forma mais ou menos sinérgica:
® representacdo do mundo em uma estrutura concebivel pela consciéncia pensante; a forma
em que tal representacdo refletiria de modo mais ou menos fiel a realidade do mundo tem
originado intimeras controvérsias entre os filésofos de todos os tempos e lugares;

® raciocinio inferencial do relativamente conhecido para o desconhecido, segundo esta
representacao.

Em [22], pg. 2, da Costa designa estes dois processos respectivamente de razdo

constitutiva e razdo operativa.



As formas de razdo constitutiva e operativa adotadas pelo homem podem variar
conforme a época e a cultura de uma dada sociedade, bem como de individuo para individuo.

Um dos principais objetos da Loégica, como ciéncia e como arte, é a reflexdo das
diversas formas de razdo operativa em certos contextos lingiiisticos, denominados por da
Costa contextos racionais, em [22], pg. 4.

A razdo operativa pode por sua vez ser distinguida em razdo positiva e razdo negativa.
Pela ultima, entendemos a postura racional que consiste em questionar exaustiva e
radicalmente todas as normas em uso e todas as crencas tidas como verdadeiras. Essa atitude é
comumente designada de cética e opde-se a uma postura crédula ou ingénua com respeito ao
conhecimento estabelecido. Em seu extremo, o ceticismo leva a postulacao da impossibilidade
de qualquer conhecimento, o que, para alguns filésofos, acarreta sua propria implosao, uma
vez que o estabelecimento da impossibilidade de qualquer conhecimento €, por sua vez, um
conhecimento. Uma atitude cética mais adequada €, portanto, uma disposicdo reativa de
demoli¢do racional do que é apresentado como formas de conhecimento.

Esse € o tipo de atitude cética advogada e exercida por filésofos racionalistas, como
Descartes, que a adotava como componente parcial de um método de investigacdo racional
que consistia em questionar radicalmente o conhecimento tido como estabelecido, seguido da
construgdo, em bases prudentes e tidas por ele como absolutamente racionais, de um sistema
alternativo. Essa segunda parte € caracteristica da atividade positiva da razao.

Em suma, para cada individuo, a razdo pode atuar em duas direcoes:
® no sentido positivo, através da constru¢do de teorias alternativas aquela(s) dominante(s)

que condicionam o individuo; a possivel superioridade das novas teorias sobre as antigas
podera ocasionar o ocaso destas — um exemplo de tal processo deu-se na Renascenga, com
a aurora das ciéncias modernas e o conseqiiente declinio, no Ocidente, das formas

institucionalizadas das religides;



® no sentido negativo, através do levantamento das premissas que teriam originado o atual
corpo de idéias; um exame honesto podera colocar por terra diversos preconceitos pessoais
— a intensidade e acurdcia deste exame seria a medida de seu sucesso.

Acreditamos que, no plano psicologico, um exercicio confiante e intenso das
faculdades racionais pode ser capaz de levar o homem a superar muitos dos preconceitos que
constrangem o seu modo de viver.

Uma boa parte deste questionamento estd na aprendizagem e exercicio de formas de
raciocinio alternativas aquelas que vém sendo adotadas de forma dominante e até exclusiva
pela maioria da humanidade. No Ocidente, desde Aristételes, estamos condicionados ao uso
de uma forma de raciocinio que costumamos denominar cldssica. Segundo os 16gicos fiéis a
tradicdo aristotélica, ha trés principios basicos que regem o pensamento vélido, dos quais
damos abaixo uma formulag¢do semantica:
® principio da ndo contradicdo — duas férmulas contraditérias ndo podem ser ambas

verdadeiras;
e principio do terceiro excluido — duas férmulas contraditérias ndo podem ser ambas falsas;
e principio da identidade — uma férmula verdadeira é sempre verdadeira, e uma falsa é
sempre falsa.!

Neste trabalho especificamos semantica e axiomaticamente uma classe de l6gicas que
derrogam o principio da ndo contradi¢do (ditas [ldgicas da inconsisténcia ou
paraconsistentes), o principio do terceiro excluido (ditas ldgicas da incompletude ou
paracompletas) ou ambos estes principios (ditas logicas ndo aléticas). Na construcao de cada
uma destas logicas, as seguintes diretrizes nos nortearam:

1*) a negacdo deve se comportar da forma heterodoxa requerida pela 16gica em questao;
2%) a implicag¢do, conjuncdo, disjunc¢do, e a quantificacdo universal e existencial devem

possuir as propriedades cléssicas;

I'Segundo [37], pg. 1, todo sistema 16gico possui uma semantica bivalente.



3*) todas as inferéncias envolvendo a negacdo classicamente vélidas devem ser vélidas para a
l6gica em questdo, desde que a primeira diretriz ndo seja violada.

Esta empreitada tomou como ponto de partida o trabalho pioneiro de da Costa, que
criou uma série de légicas, apresentadas em [19], [21] e [26], que demonstraram a viabilidade
técnica da construcdo de sistemas légico-formais derrogando os principios cldssicos. O
programa de da Costa teve o mérito de remover definitivamente objecdes de ordem técnica,
além de fornecer uma contribuicio inestimdvel a filosofia: a demonstracdo de que
racionalidades divergentes sao, do ponto de vista 16gico, perfeitamente realizaveis.

Achamos interessante neste ponto citar Popper, em [45], pg. 352: “Pode-se levantar a
questdo de saber se essa situacdo ocorre em qualquer sistema logico ou se podemos construir
uma logica em que afirmativas contraditorias ndo impliquem qualquer conclusdo. Examinei
este assunto, para concluir que é possivel elaborar uma tal logica — a qual contudo, seria
muito fraca: poucas das regras ordindrias de inferéncia permaneceriam de pé,
desaparecendo até mesmo o modus ponens...”. Esta asser¢ao € completamente sobrepujada
pelo trabalho de da Costa em [19], onde é apresentada uma familia de 16gicas paraconsistentes
suficientemente fortes ao ponto de possuirem todas as regras de inferéncia cldssicas,
concernentes aos conectivos e quantificadores distintos da negacao.

A atitude de da Costa na constru¢do de seus sistemas pode ser descrita como a do
l6gico puro exercitando possibilidades na elaborag¢do de sistemas formais e explorando suas
propriedades matemadticas. Um trabalho em ciéncia da computacdo, na drea da Inteligéncia
Artificial, como € o caso da presente tese, carece no entanto de uma motivagao adicional. Do
ponto de vista da IA, a légica constitui-se em um instrumento para a modelagem do raciocinio
e para a representacao do conhecimento. A atitude do cientista de IA, diante da légica, € a do
l6gico aplicado, que busca na elaboragao de sistemas 16gicos a formalizacdo dos métodos de
inferéncia e raciocinio relevantes para o seu oficio. Em particular, nos dedicamos ao problema
do raciocinio em condi¢des de conhecimento incompleto e/ou impreciso. Esse tipo de

raciocinio possui uma componente indutiva: suas inferéncias ndo podem em geral serem



realizadas em bases puramente locais, como na aplicacao de regras de inferéncia dedutivas,
mas devem apelar para a verificacdo de propriedades globais da teoria. Isso acarreta a
reconhecida ndo-monotonicidade desse tipo de raciocinio, isto é, a falta de estabilidade de
suas inferéncias com respeito a introdu¢do de novas premissas. Acarreta também, como uma
espécie de efeito colateral, a introdu¢do de conclusdes parciais contraditérias no curso do
raciocinio (vide [33], por exemplo).

Esse segundo efeito foi menos aclamado na literatura especifica das ldgicas nao
monotdnicas em Inteligéncia Artificial. Na realidade, pode-se dizer que grande parte do
esfor¢co despendido na drea foi no sentido de escamoted-lo. Uma das formas propostas para
fazé-lo seria a adocdo de uma atitude descrita como cética ou cautelosa, que pode ser
resumida na prescricdo de, diante de um par de conclusdes contraditérias, dispensd-las. A
atitude dual, denominada crédula, prescrevia a manutengao pelo menos tempordria de ambas
as conclusdes, alocando-as porém em ramificacdes distintas, de forma a que a consisténcia
interna, e portanto uma andlise cldssica, em cada uma delas pudesse ser mantida. Ambos os
procedimentos acarretavam, por sua vez, um inesperado e indesejado efeito colateral,
identificado por Hanks e McDermott em [32]. Todas as 16gicas ndo monotdnicas, propostas
até entdo, falhavam em extrair a conclusio esperada e em expurgar as indesejadas em certas
situagdes nas quais as evidéncias eram claramente em favor da primeira. Esses exemplos
revelavam uma falha de discriminag@o na anélise proporcionada por essas logicas, e tornou-se
conhecido como o problema das extensdes andmalas.

O artigo de Hanks e McDermott e a comog¢do provocada na drea foram o ponto de
partida motivacional para a linha de investigacdo que desemboca na presente tese. Em
[Pequeno,1990] € observado que o efeito indesejado provém justamente da prética de varrer
para debaixo do tapete, talvez cedo demais, as contradicdes que ocorrem no curso do
raciocinio. No referido artigo é proposta uma légica ndo monotonica, denominada
Inconsistent Default Logic, IDL, capaz de resolver o problema. Em uma linha de

argumentagdo mais profunda, subjacente a essa proposta, é defendido em [Pequeno,1990] que



o papel do raciocinio ndo € apenas o de produzir conclusdes a partir das premissas existentes
mas o de promover uma anélise das evidéncias disponiveis e de suas relagcdes com possiveis
conclusdes. No caso do raciocinio dedutivo, em virtude de sua simplicidade relativa, esses
dois papéis se confundem. No caso porém do raciocinio de caréter indutivo essa distingao €
crucial e negligencié-la conduz ao erro metodolégico apontado no artigo.

A formalizacdo do raciocinio ndao monotdnico se dd pela introdugcdo de regras
formando uma camada inferencial que estende uma légica dedutiva, denominada base
monotonica do raciocinio. Tipicamente, a base monotonica € a logica cldssica. A adogao do
regime de raciocinio proposto em IDL, porém, requer a utilizacio de uma ldgica
paraconsistente que proporcione o raciocinio desejado. Essa l6gica foi denominada LEI, a
sigla para Logic of Epistemic Inconsistency. O artigo original propde um esboco dessa ldgica,
mas sua completa formulacdo estd em [Pequeno & Buchsbaum,1991], que foi o primeiro
resultado divulgado do trabalho contido nesta tese (capitulo 4).

Dando conseqiiéncia as observa¢des metodologicas que deram nascimento a essa tese,
procuramos explorar também a alternativa dual ao regime de inferéncia adotado em IDL.
Criamos entdo uma formulacdo ndao monotonica de inspiragdo cética, ou cautelosa,
denominada SDL, a sigla para Skeptical Default Logic. Esse sistema requer, por sua vez, uma
base monotonica, também ndo cldssica, denominada LSR, a sigla para Logic of Skeptical
Reasoning. LSR € uma l6gica paracompleta e estd apresentada no capitulo 5.

Dadas essas motivagdes iniciais, vinculadas fortemente a aplicagdes em IA, nao fomos
capazes de resistir a exploragdo dos mecanismos utilizados na elaboracdo dessas ldgicas para
a criacdo e o estudo de uma série de sistemas logicos alternativos, paraconsistentes,
paracompletos e ndo aléticos, com propriedades extremamente interessantes. Esses estudos
tomaram tal dimensdo que passaram a constituir o corpo principal do trabalho. As légicas
pioneiras de da Costa cumpriram o importante papel jid mencionado acima e podem ser
consideradas como uma primeira geracdo de sistemas légicos explorando variagdes cruciais

no comportamento da negacdo. Elas apresentam porém algumas deficiéncias que ndo sao



estritamente necessdrias para a manutencdo de sua propriedades heterodoxas. Uma das
principais criticas que tém sido feitas acerca das logicas paraconsistentes definidas por da
Costa em [19] é a ndo recursividade de suas semanticas. Em [46], pg. 116, é dito: “The second
objection to da Costa semantics is that they are non recursive. Now whilst non-recursive
semantics may be admirable for many technical purposes, there are good reasons for not
being philosophically satisfied with them. The arguments are well known but the crucial point
is something like this: since speakers of a language are able to understand sentences they
have never heard before, the sense of meaning of a sentence must be determined by the senses
of its components. In particular, then, an adequate semantics must specify recursively the
meaning of a sentence in terms of the meaning of its components. Thus generally speaking the
specification of semantic conditions must be recursive.” E claro que uma critica andloga vale
também para as logicas paracompletas e ndo aléticas ja citadas definidas por da Costa. As
l6gicas que construimos neste trabalho conseguem superar muitas destas deficiéncias, e todas
elas possuem semanticas recursivas.

Em suma, essa tese busca contribuir em duas direcdes. Por um lado, pela utilizagao da
metodologia légica e das contribui¢des dos logicos para a elaboragdo de sistemas formais
capazes de modelar regimes de raciocinio de interesse na Inteligéncia Artificial e na
compreensdo das praticas de inferéncia realizadas pelo senso comum. Por outro, pretende
contribuir para o universo dos sistemas 16gico-formais ndo cldssicos pela apresentacdo de uma
familia dessas 16gicas com propriedades interessantes do ponto de vista formal. Assim, nos
capitulos 2 e 3 definimos respectivamente semanticas e axiomaticas para uma classe de
l6gicas da inconsisténcia e/ou da incompletude, cujo principal objetivo foi superar estes
problemas da forma mais simples que pudemos vislumbrar, dai denominamos aqui estas
l16gicas, neste trabalho, de bdsicas. Nos capitulos 4 e 5 definimos respectivamente uma l6gica
paraconsistente e uma paracompleta, mais complexas que as bdsicas, refletindo o conceito de

plausibilidade respectivamente na forma crédula e cética.



§2. Conceitos Basicos

Expomos nesta se¢do os conceitos fundamentais que estardo presentes em varias partes

ao longo deste trabalho.

Definicao 2.1: Um alfabeto € uma colecao nao vazia de sinais graficos. Uma seqii€ncia finita
de sinais de um alfabeto X é dita uma samblagem em ¥. A cole¢ao de todas as samblagens nao
vazias de um alfabeto X é notada por X'. Se a.,f,y sdo samblagens em X tais que  ndo possui
duas ocorréncias distintas em o possuindo algum sinal comum, entdo notamos por o(ply) a

samblagem em X obtida substituindo em o todas as ocorréncias de [ por Y.

Defini¢do 2.2: Um subconjunto ndo vazio de X', onde X é um alfabeto, é dito uma linguagem
formal (em ). Se L é uma linguagem formal, os elementos de L sdo ditos férmulas de L. Se o

e o¢ sdo férmulas de L tais que o ocorre em o, dizemos que o é uma subférmula de o (em L).

Definicio 2.3: Um dominio formal  é uma colegio de linguagens formais tal que, dada uma
familia ( Li)iel de linguagens de 1D, as seguintes condi¢des sejam cumpridas:

e seléfinitoe iDILi # ., entdo iDILi e b,

. iLGJI Lie D.

Definicio 2.4: Seja J» um dominio formal. Uma Iégica L. (baseada em ) é uma fungio que
associa a cada Lye D! um par (L, |m>, onde |m ¢ uma relagdo bindria contida em

P(Ly) x Ly; dizemos neste caso que Ly é uma linguagem para 1. e que 1.(Ly) é uma Iégica

1 1 ¢ dito o dominio formal de L.



aplicada'. Dizemos que I" é uma colecdo de formulas em |, se existe Ly e I tal que ' < Ly; e

que o é uma formula em |, se existe Ly e I tal que e Ly. Abaixo sio dados mais alguns

conceitos adicionais:

e L. ¢ invariante (com respeito a mudangas de linguagem)? = dados LyL;e D e
Fruf{o}clbynlL,T Imocsssf o %

e se I |m o, dizemos entdo que o é uma li-consegiiéncia de T' em Ly, ou que o é um
l.-teorema de I" em L,;

e I'lka=T |m o, para todo Ly € D tal que I' U {a} < Ly; dizemos neste caso que o é
uma Li-consegiiéncia de T', ou que o, é um L-teorema de T

* Ty = %) |m o; dizemos neste caso que o € uma tese de [, em Ly;

e = a= @ = o; dizemos neste caso que o é uma tese de L;

o T'éL-trivial em Ly = paracadace Ly, T o %

o T'é L-trivial (ou trivial em 1) = T é L-trivial em Ly, para cada Ly € .

Se L ou L(Ly) estiver subentendido, poderemos escrever ““}—" ao invés de “}— " ou * TR

Definigdio 2.5: Sejam Ly e [ 16gicas. Dizemos que L é uma extensdo conservativa de L se as
seguintes cldusulas forem cumpridas:

e toda linguagem para L é um subconjunto de uma linguagem para L;

e toda linguagem para L; é um superconjunto de uma linguagem para Ly;

e para quaisquer linguagens Lg,L; respectivamente para Ly e L, tais que Ly < Ly, e, para

quaisquer e o taisque T U {a} < Ly, T |m osss T [y o

Defini¢do 2.6: Um dominio veritativo Y é uma cole¢ao possuindo pelo menos dois elementos,
ditos valores veritativos (de V), munida de um subconjunto préprio ndo vazio de V, cujos

elementos sdo ditos valores distinguidos (de Y )!.

' As vezes, neste trabalho, desde que niio haja margem para confusdes, poderemos usar a expressio “logica” ao
invés da expressao “logica aplicada”.

2 Todas as 16gicas definidas neste trabalho sio invariantes.
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Defini¢io 2.7: Sejam I um dominio formal e ¥V um dominio veritativo. Uma semdntica (de
valoracées) S (baseada em D? e V3) é uma funcdo que associa cada L € 1 a um par (L,A),
dito uma semdntica aplicada, onde A é uma colecdo de fungdes de L em V, ditas
S-valoracées para L. Sejam V uma S-valoragio para L, e I'U {a} < L. Dizemos que V
satisfaz o (em S) se V(o) € um valor distinguido de V; e que V satisfaz I" se V(y) é um valor
distinguido de V, para cada ye I'. Se V € uma S-valoragio para L que satisfaz cada férmula
de L, entdo V € dita uma S-valoracdo trivial para L; caso contrério V € dita uma S-valoragéo
ndo trivial para L. S é dita invariante (com respeito a mudangas de linguagem)* se as
seguintes clausulas forem satisfeitas, dadas duas linguagens Ly,L; € 1, tais que Lo < L;:

e cada S-valoragdo para Ly possui uma extensdo que é uma S-valoragdo para L;;

® arestri¢io de uma S-valoragio para L, em Ly é uma S-valoragdo para L.

Definicdo 2.8: Sejam D um dominio formal, ¥V um dominio veritativo, S uma seméntica
baseada em D e V, Le D e ' U {a} < L. Abaixo sdo dados alguns conceitos semanticos
adicionais:

o o () é S-satisfativel em L = existe uma S-valoracdo para L que satisfaz o (I');

o o () é S-satisfativel = o (') é S-satisfativel em L, paratodo L e D talque v e L ("' c L;

o o () é S-insatisfativel em L = toda S-valoracdo para L nio satisfaz o (I);

o oI é S-insatisfativel = o (I") é S-insatisfativel em L paratodo Le I tal que e LT c L);

o o () é S-vdlido em L = toda S-valoracdo para L satisfaz o (T);

o o () é S-vdlido = o, (") é S-valido em L, paratodo L € I talque v e LT c L);

* o é S-consegiiéncia de T em L, e notamos isto por I' [=gy- 0., se toda S-valoragio para L

que satisfaz I satisfaz «;

'O dominio veritativo para quase todas as semanticas definidas neste trabalho é o conjunto bindrio {0,1}, cujo
Unico valor distinguido € 1; as tnicas excecdes ficam por conta das semanticas matriciais definidas na 42 secao
do capitulo 2.

2 1 ¢ dito o dominio formal de S.

3V € dito o dominio veritativo de S.

4 Todas as semAnticas definidas neste trabalho sdo invariantes.
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e o é S-consegiiéncia de T, e notamos isto por I' |§ o, se o0 é S-conseqiiéncia de I" em L,

paratodoLe I talque Tuac L.
Escélio 2.9: Toda semantica define uma légica.

Escélio 2.10: Sejam S uma semantica, L uma linguagem em S!, e ' U {a} < L. Entdo as

seguintes assercoes sao verdadeiras:

e se 'ndo é S-trivial em L, entdo I' é S-satisfativel em L;

e se I' é S-satisfativel em L e toda S-valora¢do para L é nio trivial, entdo I ndo € S-trivial
em L;

e o é S-valido em L sss 5o O

Escolio 2.11: Sejam S uma seméintica invariante, L uma linguagem em S, e T'U {a} c L.
Entdo as seguintes proposi¢des sao verdadeiras:

o T ¢ S-satisfativel sss I" é S-satisfativel em L;

o "¢ S-vilido sss I' é S-vélido em L;

e TlasssT SO O

! Uma linguagem do dominio formal de S.
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Defini¢do 2.12: Seja L uma linguagem formal. Um esquema em L € um subconjunto nio vazio
de L. Uma regra (de inferéncia) em L é uma relagdo n-dria ndo vazia em L, onde n é um
nimero natural maior ou igual a 2; dizemos neste caso que n-1 € a aridade da regra. Um
postulado em L é um esquema em L ou uma regra de inferéncia em L. Seja I um dominio
formal. Um cdlculo C (baseado em um dominio formal ') é uma funcdo que associa a cada
L €  um par (L,P), dito um cdlculo aplicado, onde P é uma colecdo de postulados em L,

ditos postulados de C em L, ou postulados do célculo aplicado C(L).

Escélio 2.13: Se C é um dos célculos definidos neste trabalho, entdo, dadas duas linguagens
para C, existe uma correspondéncia biunivoca entre os postulados destas linguagens de modo
que se (Li)iel ¢ uma familia de linguagens para C e (I1;),_; é uma familia indiciada por I tal
que todo IT; é um postulado de C em L; e os II;’s sdo correspondentes dois a dois, as
seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

e dados dois postulados correspondentes, ambos sdo esquemas de C2 ou ambos sio regras de

C3 de mesma aridade;
e seléfinitoe DI Li # D, entdo iDIHi ¢ um postulado de C em DI L;;

. _UIHi é um postulado de C em _UI Li.
i€ le

11 ¢ dito o dominio formal de C.
2 Referimo-nos a postulados de C que sdo esquemas axiomaticos.

3 Referimo-nos a postulados de C que sio regras.
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Defini¢io 2.14: Sejam 3 um dominio formal, C um cilculo baseado em D, e L € D. Um
axioma de C em L é um elemento de um esquema de C em L. Uma aplicacdo de regra de C
em L € um elemento de uma regra de C em L. Se {0y,...,0,,0) é uma aplicacdo de uma regra
oy, . .

.0 .
—2 2 dizemos neste caso que Oy,...,0h

de C em L, notamos usualmente {0y,...,0,0) por o

sdo as hipdteses da aplicagdo, e que o € a conseqiiéncia da aplica¢do. Uma C-demonstragcdo
D em L, de o a partir de T, é uma seqiiéncia finita ndo vazia de férmulas de L tal que o figura
nesta seqiiéncia e cada termo B desta seqiiéncia pode ser justificado como um elemento de I'!,

Bi,...,Bn
i

como um axioma de C em L, ou como uma conseqiiéncia de uma aplicagio de uma

regra de C em L tal que PBi,....pn precedem B em 2. Abaixo é dado o conceito de

conseqiiéncia em C:

e o é C-conseqiiéncia de I' em L, e notamos isto por I' o & se existe uma
C-demonstra¢do D em L, de o a partir de T;

e o é C-conseqiiéncia de I', e notamos isto por I" |? o,sel’ IW o, para todo L € I tal que

ruvi{a}cl.
Escélio 2.15: Todo célculo define uma logica.

Escélio 2.16: Se C é um célculo e I' U {a} é uma cole¢do de féormulas em C, entdo a relagdo
“ |?” goza das seguintes propriedades:

* se o é um axioma de C, entdo |z o

e seae Ientdo I fzo

® se al’d—"a“é a aplicac¢do de uma regra de C, entdo {ay,...,0h} |T o

o sellrou,....T e ome {ou,....0n} kB, entdo T |=B;

e sel'fraelcI entio I |z o

* seI |z o entio existe um subconjunto finito I de T tal que I”” |z o.

I Dito premissa em D.
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Defini¢iio 2.17: Sejam C,C’ célculos baseados no mesmo dominio formal. Se L é uma linguagem
para C e C’, e todo postulado de C em L é um postulado de C’ em L, dizemos entio que C é um
subcdlculo de C em L, ou que C’ é um supercdlculo de C em L. Se para toda linguagem L para C
e C’, C é um subcdlculo de C’ em L, dizemos entiio que C é um subcdlculo de C’, ou que C’ é um

supercdlculo de C.

Escélio 2.18: Sejam C,C’ cilculos, L uma linguagem para C e C’, e I'U {a} c L. Entio as
seguintes assercoes se realizam:
e se Céum subcélculode C’ em L, entio T IW o acarreta I [ery o

* se Céum subcdlculo de C, entdo I' fr-atacarreta I | o

Definicdo 2.19: Sejam C um clculo e L. uma 16gica possuindo o mesmo dominio formal 1.
Dizemos que C é correto com respeito a |, se para cada Ly € I, e para quaisquer I e o tais
que Tuf{a}cl, I ITLO) o implica em I’ |moc. Reciprocamente, dizemos que C é

completo com respeito a |, se para cada Ly € 1, e para quaisquer I" e o tais que I’ U {a} < L,

r Im o implicaem I' [y o

Escélio 2.20: Se C é um cdlculo e |, é uma 16gica tal que ambos possuem o mesmo dominio
formal I, entiio as seguintes proposicdes sio verdadeiras:
e se C é correto com respeito a L., entdo I' |z~ o implicaem ' = o

e se C é completo com respeito a [, entdo I' |~ ot implicaem I |z o
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Defini¢do 2.21: Sejam S e C respectivamente uma semdntica e um célculo baseados no
mesmo dominio formal, e Ly uma linguagem arbitrdria deste dominio formal. Se pretendemos
que S e C definem a mesma l6gica |., mas eventualmente ainda nio o provamos, entdo, para

evitar confusdo, adotamos as seguintes notagdes:

L — | .
ML) ~— ISy °

0|L=‘—_‘|§;
* = e
o - =k

Defini¢do 2.22: Uma cole¢do ndo vazia E € dita uma colecdo de espécies se E é munido de
uma relagdo < possuindo as seguintes propriedades:

e =< ¢éuma relagdo de ordem parcial’;

e paratodo j € Z, existe i € Etal que j X i e i € um elemento maximal em 2.

Se i, j sao espécies em I tais que j X i, dizemos entdo que i subordina j (em E), ou que j
é subordinado por i (em ‘E), ou ainda que j é uma subespécie de i (em ‘E).

Uma espécie i em Z é dita prdpria se i é um elemento maximal em Z. Uma coleg¢do E de
espécies € dita monossortida se E possuir apenas um elemento, bissortida se E possuir dois
elementos, trissortida se E possuir trés elementos; dizemos genericamente que uma cole¢io
E de espécies € polissortida em qualquer contexto em que haja possibilidade de ZE possuir

mais de um elemento. E é dita simples se, dadas duas espécies distintas i, j de E, i £ j

ej % il

1 < ¢ reflexiva, antissimétrica e transitiva.
2Paracadaje T, sei < j,entdo i = J.

3 Isto €, ndo se tem que i X j,nemque j < i.
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Definicdo 2.23: Um alfabeto X € dito quantificacional' se ¥ é uma unido de sete colecdes

mutuamente disjuntas de sinais, cujos elementos sdo ditos respectivamente comnectivos,

quantificadores, varidveis, sinais predicativos, constantes, sinais funcionais € sinais de

pontuacdo, munida de uma colecgdo de espécies Z, atendendo as seguintes condigdes:

cada varidvel x de X estd associada a uma tnica espécie propria de E, dita a espécie de x;

para cada espécie propria de E, hd uma colegdo infinitamente enumeravel de varidveis de £
associadas a esta;

cada constante ¢ de X estd associada a uma tnica espécie de E, dita a espécie de c;

cada sinal funcional f de X estd associado a uma unica tupla, possuindo 2 como comprimento
minimo, de espécies de E, dita a espécie de f, onde todos os componentes desta tupla, com a
unica possivel exce¢do do ultimo, sdo espécies proprias de E; o comprimento desta tupla
subtraido de 1 € dito a aridade de f;

Y. possui pelo menos um sinal predicativo;

cada sinal predicativo p de ¥ estd associado a uma unica tupla, eventualmente vazia, de
espécies proprias de Z, dita a espécie de p; o comprimento desta tupla € dito a aridade de p?;
cada conectivo # de X esta associado a um unico numero natural, eventualmente nulo, dito
a aridade de #;

cada quantificador Q de X estd associado a uma unica espécie de E, dita a espécie de Q;

os sinais de pontuacao sao “(”, )’ e “,”.

Se i € uma espécie de Z, i é dito também uma espécie em L.

1 N3o definiremos explicitamente neste trabalho alfabeto proposicional ou sentencial.

2 Sinais predicativos de aridade 0 sdo também ditos letras sentenciais (ou proposicionais).
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Defini¢do 2.24: Dado um alfabeto quantificacional ¥, definimos fermo em ¥ pelas seguintes

condigdes:

e toda varidvel de X, de espécie i, € um termo em X de espécie i;

¢ toda constante de X, de espécie i, € um termo em X de espécie i;

® se ty,....tn s@0 termos em X, respectivamente de espécies iy,...,in, € f € um sinal funcional
de X de espécie (ij,...,in+1), €ntdo f(ty,...,tn) € um termo em X de espécie ip4s.

Se t é um termo em X de espécie i e i subordina j (j subordina i), dizemos também que t

subordina j (j subordina t). Se t e £’ sdo termos em X tais que t ocorre em t’, dizemos que

t € um subtermo de £’ (em X).

Defini¢do 2.25: Uma linguagem quantificacional' L é uma linguagem formal em um alfabeto

quantificacional X, de modo que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

® se ty,...tp sdo termos em X, respectivamente de espécies ii,...,i,, € p € um sinal
predicativo de X de espécie (ij,...,in), entdo p(ty,...,tn) é uma férmula de L, dita também
uma férmula atémica prépria de L;

e se # é um conectivo de aridade n e Oy,...,0, sdo férmulas de L, entdo #(0y,...,0ln) é uma
formula de L; se # é de aridade nula, entdo # é dito também uma férmula atémica
imprépria de L2,

e se Q é um quantificador de X de espécie j, x € uma varidvel de espécie i tal que
i subordina j, e o € uma férmula de L, entdo Qx o é uma férmula de L.

L também € dita a linguagem quantificacional gerada por ¥. Se s é um sinal de ¥, dizemos

também que s é um sinal em L. Se i é uma espécie em X, i € dito também uma espécie em L.

Se t é um termo em X, dizemos também que t € um termo em L.

I Nzo definiremos explicitamente neste trabalho linguagem proposicional ou sentencial.

2 As férmulas atémicas de L sdo portanto as atdmicas préprias e as atdmicas impréprias de L.
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Defini¢do 2.26: Sejam L uma linguagem quantificacional, o,B,y formulas de L, Q um
quantificador em L, x,y varidveis em L, £ um termo em L e i uma espécie em L. t € dito
fechado (em L) se nenhuma varidvel em L ocorre em t. Uma ocorréncia de x em o é dita
ligada em o se esta ocorréncia figura em uma subférmula de o da forma Qx B, caso contrério
esta ocorréncia é dita livre em o. x é dito livre em o se x possui pelo menos uma ocorréncia
livre em .. Se x ndo € livre em o, dizemos que o € x-fechada (em L). Se nenhuma varidvel em
L é livre em «, dizemos entdo que o é fechada (ou é uma sentenca) (em L). Dizemos que Y (t)
estd no escopo de x em o se existe uma subférmula de o da forma Qx P tal que y (t) ocorre
em P. Dizemos que x ¢é substituivel por t em o se x subordina t e ndo existe y tal que x é livre
em 0, x estd no escopo de y em @, e y ocorre em t. x é isosubstituivel por £ em o se x €
substituivel por £t em o e x e t sd@o da mesma espécie. x ¢ i-substituivel por t em o se x é
substituivel por t em o e t € subordinado a i. Se x € substituivel por t em O, notamos por
o(xt) a férmula de L! obtida substituindo em o cada ocorréncia livre de x por t2.Se xi,....xn
sd0 as varidveis livres em @, € t....,t, sdo termos (fechados) em L subordinados por x;,....xq,
dizemos que ouxlty)...(xultn) é uma instancia (fechada) de o (em L). Se aj,...,04 sdo
instancias (fechadas) de oy,...,0,, (em L) obtidas pelas mesmas substitui¢cdes, dizemos entdo

que 0f,...,06, sdo instancias (fechadas) consistentes de O,. . .,0 (em L).

Defini¢do 2.27: Considere L uma linguagem quantificacional, o, férmulas de L, #,%
conectivos em L, x uma varidvel em L, e Q um quantificador em L associado a uma espécie
subordinada a x. As seguintes conveng¢des vigoram na escrita informal de férmulas de L:
e se # tem aridade 1 e € usado em notacdo pré-fixada, representamos “#(Q)” por “(#a)”;
e se # tem aridade 1 e € usado em notacdo pds-fixada, representamos “#(o)” por “(0#)”’;
® se #, tem aridade 1 e sao usados em notacao pré-fixada, notamos “(#(:k))” por “(#k)”;

® se #,* tem aridade 1 e sdo usados em notacdo pré-fixada, notamos “((0#)*)” por “(ow#=k)”;

I'E f4cil provar que a(xIt) é de fato uma férmula de L.

2 Esta definicdo deste caso especial de substituicio passa a prevalecer sobre a defini¢io genérica dada em 2.1.
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e se # tem aridade 2, notamos “#(a.,)” por “(o # B)”;

e se # tem aridade 1 e € usado em notacdo pré-fixada, notamos “Qx (#a)” por “Qx #o”;

® 0 par exterior de parénteses de uma férmula de L pode ser suprimido;

e se 0 mesmo conectivo de aridade 2 se suceder em uma férmula escrita informalmente,

a parentetizagdo implicita considerada € feita da direita para a esquerda.

Escélio 2.28: Nas linguagens formais definidas neste trabalho, aparecem eventualmente os

seguintes tipos de conectivos e quantificadores:

® 0s conectivos primitivos! “—”, “A” e “v”, de aridade 2;

e 0s conectivos definidos? “«”, “=" e “&”, de aridade 2;

® 0 conectivo primitivo “—", de aridade 1, usado em notac¢ado pré-fixada;

e 0 conectivo definido “~”, de aridade 1, usado em notagdo pré-fixada;

® 0 conectivo primitivo “L1”, zerario;

e 0s conectivos definidos “o” e “x”, de aridade 1, usados em notagao pds-fixada;

® 0s conectivos primitivos ou definidos “?3 e “1”4, de aridade 1, usados em notacgdo
p6s-fixada3;

e dada uma espécie i, os quantificadores primitivos ou definidos “V;,” e “d;”, associados a

esta espécie.

Defini¢cdo 2.29: Na escrita informal de férmulas das linguagens formais definidas neste
trabalho, adotamos a seguinte ordem de precedéncia: &, =, <>, —, {A,v}, colecdo
dos conectivos de aridade 1 e dos quantificadores. Por exemplo, “Vix —o0 = ~f — ¥’

representa “(Vix (o) = (=) = 7).

Defini¢do 2.30: Em todo este trabalho, adotamos as seguintes abreviaturas:

caof=(@=>PAPB oy

I Presentes no alfabeto original da linguagem.
2 Nio presentes no alfabeto original da linguagem; usados apenas para formar abreviaturas.

2

3«9 & conectivo primitivo em LEI e definido em LSR.

4 «1” ¢ conectivo primitivo em LSR e definido em LEIL.

5 Os sinais “?” e “I” usados neste trabalho nio devem ser confundidos com as modalidades da Légica Linear de

Girard, definida em [30].
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o’ = ~(0L A —0);

oF = o v

=B = (@—=P)A B — —o);
o= (@=>pAP=0;

sexédeespécieie Qe {V,3}, Qx = Q;x.



2. ESTRUTURAS SEMANTICAS DA INCONSISTENCIA E DA INCOMPLETUDE

Neste capitulo sdo definidas as estruturas semanticas que serdo utilizadas ao longo de
todo este trabalho, e, em especial, sdo especificadas as semanticas para as logicas de primeira
ordem LI* (sigla de “Logic for Inconsistency”), PCLi (sigla de “Paracomplete Logic”) e
NALIL (sigla de “Non Alethic Logic”).

Por convencdio, sempre que nds nos referirmos as légicas LI¥, estamos na realidade
falando das duas 16gicas LI} e LI5. O mesmo vale para as 16gicas NALL.

Em todo este capitulo, L é uma linguagem proposicional cujos tinicos conectivos sao

(13 2 13 2 13 "

¢ s . . . , . ¢

=7, “A”, “v” e “="; L é a linguagem obtida acrescentando o conectivo zerario “1” ao
T - . 9 X .

alfabeto de L; L é uma das linguagens L ou L, dependendo do contexto; L é uma linguagem

13 2 (13 2 (13 29 (13 bal

quantificacional cujos Udnicos conectivos sdo “—7, “A”, “Vv” e “=”, possuindo como
b z . . k kL . .
quantificadores V; e 3; para cada espécie i em L; L € a linguagem obtida acrescentando “1”

ao alfabeto de L; e finalmente E é uma das linguagens L ou [,

§1. Fungbes —-Heterodoxas

Definimos e estudamos nesta secdo as fun¢des —-heterodoxas e alguns conceitos a elas
relacionados; tais fun¢des sdo o ponto comum entre as semanticas das 16gicas LI¥, PCL,
NALIZ, LEI e LSR, estudadas nesta tese.

Em toda esta se¢do, Ly € uma linguagem proposicional ou quantificacional possuindo

(X3 2

0S conectivos “—7, “A”, ‘v’ e “=” e, caso L, for quantificacional, L, é uma linguagem
polissortida possuindo os quantificadores universal e existencial pelo menos como sinais
definidos para cada espécie em Ly; i é uma espécie arbitrdria em Ly; o, B e ¥ sdo férmulas
arbitrarias de uma mesma linguagem; x é uma varidvel arbitraria em alguma linguagem

polissortida subordinando i; & € uma férmula arbitrdria em alguma linguagem



22-

quantificacional possuindo no méximo x como varidvel livre; £ é um termo subordinado a i;

e finalmente V e V’ sdo fungdes de Ly em {0,1}.

Definicdo 1.1: Dizemos que V € bem comportada proposicionalmente se V respeitar as
seguintes condicoes:

e Va—>B)=1sss V(o) =0ou V(B) =1;

e VaaB)=1sssVo)=1eV(P) =1,

e ViavpB)=1sssV(@)=1ouV(P)=1.

Dizemos também que V &€ bem comportada proposicionalmente de modo restrito se as

condigdes acima forem satisfeitas para todas as formulas fechadas de L.

Defini¢dio 1.2: Dizemos que V e V’ sdo —-conjugadas se, para toda férmula o de Ly, Ve V’
cumprirem as seguintes condi¢des:

e V(o) =1sss V() =0;

e V(=) =1sss V(o) =0.

Escélio 1.3: Com respeito a fungdes —-conjugadas, as seguintes proposi¢des sao validas:

e dada uma fun¢io V de Ly em {0,1}, existe no maximo uma funcdo V’ de Ly em {0,1} tal
que V e V’ sdo —-conjugadas;

e dada uma funcio V de Ly em {0,1}, existe uma tnica fun¢do V’ de Ly em {0,1} tal que V e

V’ sdo —-conjugadas se, e somente se, V(o) = V(——a), para toda férmula o de L.

Definicdo 1.4: Dizemos que V € quase bem comportada proposicionalmente se V obedecer as
seguintes condicoes:

e Va—>B)=1sssV(—a)y=1ouV(B)=1;

e VaaB)=1sssVo)=1eV(P) =1,

e ViavpB)=1sssV(@)=1ouV(P)=1.

Dizemos também que V € quase bem comportada proposicionalmente de modo restrito se as

condi¢des acima forem satisfeitas para todas as formulas fechadas de L,.
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Definicdo 1.5: Dizemos V €& —-heterodoxa proposicionalmente (de modo restrito)
com respeito a V' se V e V' cumprirem as seguintes condicoes:

e V¢ bem comportada proposicionalmente (de modo restrito);

¢ Ve V’sdo —-conjugadas;

e V’ é quase bem comportada proposicionalmente (de modo restrito).

Dizemos também que V é —-heterodoxa proposicionalmente (de modo restrito) se existe 'V’

tal que V é —-heterodoxa proposicionalmente (de modo restrito) com respeito a V’.

Lema 1.6: V é —-heterodoxa proposicionalmente com respeito a V’ se, e somente se, Ve V’
cumprirem as seguintes condi¢des:

* V(=) =1sss V(1) =0;

* V(=y)=1sss V(y)=0;

e Va—B)=1sss V(o) =0ou V(B) =1;

e Va—>B)=1sssV)y=00ouV’(B)=1;

e VaaB)=1sssVo)=1eV(P) =1,

e VaaB)=1sssV(=1eV'P)=1;

e ViavB)=1sssV(a)=1ouV(QP) =1,

e V(avB)=1IsssV(=1ouV'P)=1.

Temos também que V é —-heterodoxa proposicionalmente com respeito a V’ de modo restrito
se, ¢ somente se, as condi¢des acima forem satisfeitas restringindo o e B para a colegdo de
férmulas fechadas em L.

Prova: basta usar as defini¢des 1.1, 1.2, 1.4 e 1.5.

Corolério 1.7: Duas fungdes W e V, —-heterodoxas proposicionalmente de L em {0,1} sdo
idénticas se, e somente se, as seguintes condi¢des forem satisfeitas, para cada férmula atdmica
Pem L:

* Vi(P)=V(P);

* Vi(=P) =W(—P).

Prova: basta usar o lema 1.6.
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Coroldrio 1.8: Sejam V e V' funcdes de L em {01} tais que V ¢é —-heterodoxa
proposicionalmente com respeito a V'. Se V(P) < V'(P), para cada férmula atdmica P em [,
entdo V(o) < V’(ar), para cada férmula oo em L

Prova: basta usar o lema 1.6.

Defini¢do 1.9: Considere Ly possuindo pelo menos uma constante. Dizemos que V é bem
comportada quantificacionalmente para a espécie i se as seguintes condicdes forem
cumpridas:

® Se V(V;x 8) =1, entdo V(8(xlt)) = 1, para todo termo fechado t em L, subordinado a i;

e Se V(3(xlt)) = 1, para algum termo fechado t em L, subordinado a i, entdo V(3;x 8) = 1.
Se V for bem comportada quantificacionalmente para todas as espécies em Lo, dizemos

simplesmente que V € bem comportada quantificacionalmente.

Defini¢do 1.10: Considere L, possuindo pelo menos uma constante. V é dita uma funcdo de
Henkin para a espécie i se V satisfaz as seguintes clausulas:

e Se V(3(xlt)) = 1, para todo termo fechado t em L, subordinado a i, entdo V(V;x 8) = 1;

® Se V(d;x 8) =1, entdio V(&(xit)) = 1, para algum termo fechado t em L, subordinado a i.

Se V for uma fun¢do de Henkin para todas as espécies em L, dizemos simplesmente que V é
uma fungdo de Henkin. Uma conjunto I" de férmulas de L, é dito um conjunto de Henkin (em

L) se a sua fungio caracteristica em L, for uma fun¢io de Henkin.

Defini¢do 1.11: V é —-heterodoxa com respeito a V' se V e V' cumprirem as seguintes
condigdes:

e V é —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito com respeito a V’;

® Ve V’ sdo bem comportadas quantificacionalmente;

e Ve V’sio fungdes de Henkin.

Dizemos também que V é —-heterodoxa se existe V’ tal que V € —heterodoxa com respeito a V.

Lema 1.12: V é —-heterodoxa com respeito a V’ se, e somente se, V e V' cumprirem as
seguintes condigdes, onde o e B sdo férmulas fechadas arbitrarias em L, e ¥ € uma férmula

arbitrdria de Ly:
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* V(=) =1sss V() =0;

* V(=) =1sss V(y)=0;

e Va—>B)=1sss V(o) =0ou V(B) =1;

e Va—->B)=1sssV)=0ouV’(B)=1;

e VaAPB)=1sssV(o)=1eVQP)=1;

e VanB)=1sssV(=1eV(P)=1;

e ViavB)=1sssV(a)=1ouV(QP) =1,

e V(avB)=1sssV()=1ouV'P)=1;

® V(Yx 8)=1sss V(8(xIt)) = 1, para todo termo fechado t em L, subordinado a i;
* V’(Vx 8)=1sss V’(8(xIt)) = 1, para todo termo fechado t em L, subordinado a i;
® V(3;x 8)=1sss V(8(xIt)) =1, para algum termo fechado t em L, subordinado a i;
* V’(3;x8)=1sss V’(d(xlt))=1, paraalgum termo fechado t em Ly subordinadoai.

Prova: basta usar o lema 1.6, bem como as definicdes 1.10e 1.11.

Coroldrio 1.13: Duas funcdes V; e V, —-heterodoxas de F em {0,1} funcionam de forma
idéntica para todas as férmulas fechadas em F se, e somente se, as seguintes condi¢des forem
satisfeitas, para cada férmula atomica P fechada em E:

* Yi(P)=VW(P);

* Vi(=P) = W(—P).

Prova: basta usar o lema 1.12.

Coroldrio 1.14: Sejam V e V’ fungdes de E em {0,1} tais que V € —-heterodoxa com respeito
a V. Se V(P) < V(P), para cada férmula atomica P em F, entdo V(o) < V'(o), para cada

formula oo em E.

Defini¢do 1.15: Uma fung¢do V de Ly em {0,1} € dita regular se V satisfaz a seguinte
condicdo:

V(o) = 1 sss V(o) = 1, para toda instincia fechada o¢ de o em L.
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Lema 1.16: Duas fun¢des —-heterodoxas regulares V; e V; de F em {0,1} sao idénticas se, e
somente se, as seguintes condi¢Oes forem satisfeitas, para cada féormula atdmica P fechada
em E:

* Vi(P)=V(P);

* Vi(=P) = % (—P).

Prova: basta usar o corolario 1.13 e a defini¢do 1.15.

Lemal.17: Se V é uma funcdo de Ly em {0,1}, de Henkin e bem comportada

quantificacionalmente, entdo as seguintes proposi¢des sdo equivalentes:

e V éregular;

* V(Vx,...,.Vx, o) = V(), para qualquer formula o em L, cujas varidveis livres sdo
exatamente X;, ..., Xn.

Prova: basta usar as definicoes 1.9, 1.10 e 1.15.

§2. Conceitos Seméanticos Gerais

Nesta secao analisamos os conceitos semanticos basicos, usados no decorrer de todo
este trabalho.

Em toda esta se¢dio, a menos que seja dito explicitamente o contrario, L. é uma légica
quantificacional polissortida; Ly, L; e Ly sdo linguagens para L. diferindo eventualmente
apenas nos sinais nao légicos, possuindo pelo menos os conectivos “—7, “A”, “v”, e “=”
como sinais primitivos, € os quantificadores universal e existencial pelo menos como sinais
definidos para cada espécie em |;  é a colecdo de espécies em Ly; i é uma espécie em Ly; o
e B sdo férmulas em Ly; P é uma férmula atdmica em Lg; x, y, z sdo varidveis em Ly; t,u sdo
termos em Ly; e, sempre que alguns dentre os sinais “x”, “y”, “z”, “t”, “u” e “i” forem usados
no mesmo contexto, consideramos subentendido que x, y e z subordinam i, e t,u sdo

subordinados a i; estas convencdes continuam valendo mesmo que estes sinais sejam

acrescidos de plicas ou indices.

Pré-Definicdo 2.1: Consideramos como previamente definidos os conceitos de estrutura

(L-estrutura) para Ly, de interpretacio (l-interpretacdo) para Ly, e de l-valoragdo para L,.
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Se Q é uma l-interpretacdo para Ly e K é uma L-estrutura para L,, consideramos também
como previamente determinado quando Q estd sobre K. Consideramos também como
previamente conhecido quando uma interpretacdo (L-interpretacio) Q para L é x-similar em

i a uma interpretacdo (l-interpretagio) Q para L.

Defini¢do 2.2: Uma l-correspondéncia semdntica para Ly é uma funcdo da colecdo das
[-interpretacdes para Ly em {0,1 }LO. Se Fé uma [-correspondéncia semantica para Ly, e Q é

uma [ -interpretagdo para Ly, notamos também F(Q) por Q.

Defini¢iio 2.3: Sejam F uma [-correspondéncia semantica para Ly, K uma L-estrutura para L,,
e Q uma L-interpretacdo para Ly. Dizemos que V é a pré-valoracdo gerada por Q e Fse V é
uma funcdo de Ly em {0,1} tal que V = Qf. Dizemos que V é a valoragdo gerada por K e F
se V é uma fungdo de Ly em {0,1} cumprindo a seguinte condi¢3o:

* V(o) =1 sss (Q(a) = 1, para toda L-interpretacdo Q para L, sobre K).

Se F é previamente conhecido, dizemos simplesmente que V é a (pré-)valoracdo gerada

por K (Q).

Lema 2.4: Sejam F uma [-correspondéncia semantica para Ly, K e K’ [-estruturas para Ly, e V
a valoragdo gerada por K e F. Entéo as seguintes proposi¢des sao equivalentes:

e V éavaloracio geradaporK' e F;

e para toda interpretagio Q para Ly sobre K’, existe uma interpretacio Q para L, sobre K

tal que, para toda férmula o em Ly, Qr(0)) = Qx(ov).

Defini¢do 2.5: Dizemos que uma l-correspondéncia semantica P para Ly é capital se as
seguintes clausulas forem atendidas:

e paratoda [-estrutura K para L, a valoraco gerada por K e P é uma l.-valoragio para Ly;

e para toda l-valoragdo V para L, existe uma L-estrutura K para L, tal que V é a valoragio

gerada por K e P.
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Defini¢do 2.6: Dizemos que V é uma l-pré-valoracédo para L, se existe uma | -interpretacio
Q para Ly e uma l-correspondéncia semantica capital P para L, tal que V é a pré-valoracdo

gerada por Q e P.

Defini¢io 2.7: Uma l-correspondéncia seméantica F para L, é dita bem comportada
quantificacionalmente para a espécie i se as seguintes condi¢des forem cumpridas:

* Qr(Vx o) =1 sss Qr() = 1, para toda | -interpretagdo Q' para Ly x-similar em i a Q;

* Qr(Jix o) =1 sss Q(ar) = 1, para alguma | -interpretagio Q' para Ly x-similarem i a Q.

Se F for bem comportada quantificacionalmente para todas as espécies em L,, dizemos

simplesmente que F € bem comportada quantificacionalmente.

Defini¢do 2.8: Sejam F e G duas L-correspondéncias semanticas para L. Dizemos que F é
—-heterodoxa com respeito a G se as seguintes condi¢bes forem cumpridas:

® Qf ¢ —-heterodoxa proposicionalmente com respeito a Qg;

e Fe Gsido bem comportadas quantificacionalmente.

Dizemos também que F¢é —-heterodoxa se existe uma L-correspondéncia semantica G para L,

tal que F é —-heterodoxa com respeito a G.

Lema 2.9: Sejam F e G duas L-correspondéncias seméanticas para Ly. F ¢é —-heterodoxa com
respeito a G se, e somente se, F e G possuem as seguintes propriedades:

® Qr(—0)=1sss Qg(a) =0;

* Qs(—0) =1 sss Qe(a) =0;

o Qr(a—P) =158 Qp(at) =0 0u Qe(B) =1;

o Qs(0— B)=1sss Qr(r) =0 0uQg(B) =1;

o Qr(anP)=1sssQp(a)=1eQ(B)=1;

* Qs(aAPB)=1sssQg()=1eQs(B)=1;

o Qr(avP)=1sssQp()=10uQe(B)=1;

e Qs(avP)=1sssQg()=10uQgs(P)=1;

* Qr(Vx )= 1sss Qar) = 1, para toda [ -interpretagio Q’ para Ly x-similar em i a Q;

o Qg(Vix o) =1sss Qxa) = 1, para toda L-interpretagio ©’ para Ly x-similar em i a Q;
* Qr(F;x o) =1 sss Q) = 1, para alguma [ -interpretagio Q’ para Ly x-similarem i a Q.
* Qg(Fix o) =1sss Qx(0) = 1, para alguma [ -interpretagio Q’ para Ly x-similarem i a Q.

Prova: basta usar o lema 1.6, bem como as defini¢des 2.7 e 2.8.
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Coroldrio 2.10: Duas L-correspondéncias semanticas —-heterodoxas F e G para [
sdo idénticas se, e somente se, as seguintes condi¢des forem satisfeitas, para cada
L.-interpretacio Q para Fe para toda férmula atdmica P em E:

o Qf(P)=Qg(P);

© Qp—P)=Qg(-P).

Prova: basta usar o lema 2.9.

Coroldrio 2.11: Se F e G sdo duas l-correspondéncias semanticas para F tais que
F é -heterodoxa com respeito a G e Q(P) < Qg (P), para cada férmula atdmica P em F, entdo
Qg(0) < Qg (), para toda férmula o em E.

Prova: basta usar o lema 2.9.

Defini¢do 2.12: Um universo para Ly é uma familia A de conjuntos ndo vazios indiciada por
T tal que, se i,j € Ee i é uma subespécie de j, entdo A; < A5. No caso particular em que

L, é uma linguagem monossortida, € i, € a tinica espécie em L, identificamos Aj, com A.

Defini¢do 2.13: Se A é um universo para Ly, uma A-atribuicdo para varidveis para Ly € uma
fungio que associa cada varidvel em L, de uma espécie prépria arbitrdria j em Ly a um
elemento de A;. Uma atribuicdo para varidveis para Ly é uma A-atribui¢do para varidveis
para Ly, para algum universo A para L,. Uma A-atribui¢do & € dita x-similar a uma
A-atribui¢do s respectivamente para linguagens possuindo as mesmas variaveis se s(y) = 8’(y),
para qualquer varidvel y destas linguagens distinta de x. 8’ é dita x-similar em 1 a s se 8* é

x-similar as e $’(x) € A;.

Escélio 2.14: Se Ly é uma linguagem polissortida simples e s e 8’ sdo A-atribui¢des para L,
entdo, se x subordina i, x € de espécie i, e dai 8> é x-similar a s se, e somente se, 8’ é x-similar

asem i.
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Defini¢fio 2.15: Se s é uma A-atribuiciio para Ly, e d € A;, entdo s(xld) é uma A-atribui¢do
para L, definida por:

s(y), sey #x,

* s(xld)(y) = {

sd),sey=x, P cada varidvel y em L.

Pré-Defini¢do 2.16: Antecipamos que uma interpretacdo (L-interpretacdo) Q para Ly é uma

tupla ordenada cujo dltimo componente € uma atribuicdo para varidveis para L,

também chamada de atribui¢@o para varidveis de Q.

Definigfio 2.17: Duas interpretacdes (L-interpretacdes) Q e €' para linguagens possuindo a
mesma colecdo de varidveis sdo ditas isovariantes se ambas possuem a mesma atribuicao para
varidveis. Considere agora Q e Q interpretacdes (L-interpretacdes) para a mesma linguagem
sobre a mesma estrutura. Q e Q' sdo ditas semelhantes se elas forem isovariantes. Q e Q' séo
ditas similares se elas diferirem somente em suas atribui¢des para varidveis. € dita
x-similar (x-similar em i) a Q se elas forem similares e a atribui¢do para varidveis de Q €

x-similar (x-similar em i) a atribui¢@o para varidveis de Q.

Escélio 2.18: Se Ly é uma linguagem polissortida simples e Q e & sdo |-interpretagdes para
L, entdo, se x subordina i, x é de espécie i, e dai Q € x-similar a Q se, e somente se, ' é

x-similar a Q em i.

Escélio 2.19: Duas interpretacdes (L-interpretacdes) semelhantes nfio sdo necessariamente
idénticas. Por exemplo, se |, é uma das l6gicas LEI ou LSR, vistas respectivamente nos

capitulos 4 e 5, entdo duas L-interpretacdes semelhantes sdo em geral distintas.

Pré-Definicdo 2.20: Dada uma estrutura (L-estrutura) K para L,, consideramos como

previamente conhecido o universo de K, o qual é um universo para Ly. Se Q é uma
interpretacdo (l-interpretacdo) para Ly sobre K, o universo de Q é o universo de K, o qual

notamos por Kl ou 1QI.
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Defini¢do 2.21: Seja Q uma l-interpretacdo para Lo, s a sua atribui¢io para varidveis, e
d € Q.. Entdo notamos por Q(xld) a L-interpretagio para L, obtida de Q substituindo s por
s(xld).

Escélio 2.22: Considerando ainda as mesmas condicdes da definicdo 2.21,

toda [~interpretagdo para Ly x-similar em i a Q é da forma Q(xId), onde d € 1QI,.

Pré-Definigdo 2.23: Para cada interpretacio (L-interpretacio) Q para L, definimos uma

z

fungdo, notada por Q, cujo dominio € a colecdo dos termos em L, A fungdo Q. € dita
a denotagdo (l-denotacdo) para Ly gerada por Q. Notamos também, cometendo um abuso de
linguagem, a funcdo ¢ por £, a ndo ser nos casos em que seja dito explicitamente

0 contrario.

Defini¢iio 2.24: Para cada estrutura (L-estrutura) K para Ly de um dos tipos definidos neste
trabalho, notamos por Ky 2 restricdo de Q a colegio dos termos fechados em L, onde Q ¢é

uma interpretacdo (L-interpretagio) para L, sobre K.

Defini¢iio 2.25: Dizemos que uma interpretacdo (L-interpretacdo) Q para Ly é completa se,
para cada espécie i em L, e para cada d € KL, existe um termo fechado u em L, de espécie i
tal que Q¢(u) = d. Uma estrutura (L-estrutura) K para L é dita completa se toda interpretacio
(L-interpretacdo) para Ly sobre K é completa. Uma L-valoracio V para L, é dita completa se
h4 uma L-estrutura completa K para Ly e uma [-correspondéncia semantica capital P para L,

tal que V € a valoracdo gerada por K e P.

Escélio 2.26: Sejam K e Q respectivamente uma estrutura (l.-estrutura) e uma interpretagio
(L-interpretacdo) para Ly de algum dos tipos definidos neste trabalho, tal que Q estd sobre K.
Entdo as seguintes proposi¢des sdo equivalentes:

e K é completo;

e Q¢ completo;

e para cada espécie i em Ly e para cada d € KL, existe um termo fechado u em L, de espécie

i tal que K¢(u) =d.
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Defini¢do 2.27: Uma estrutura simples U para Ly é um par (A,G), onde A é um universo para
L, dito o universo da estrutura, e ¢ é uma func¢io, notada também por Us, cujo dominio € a
cole¢do dos sinais ndo 16gicos em L, dita a atribuicdo da estrutura simples, atendendo as
seguintes condicoes:

e para cada constante ¢ em Ly de espécie i, 6(c) é um elemento de Aj;;

e para cada sinal funcional f em L, de espécie (iy,...,ins1), onde n > 1, o(f) é uma funcdo de

AgX--- XAz em Ay s
e para cada sinal predicativo p em L, de espécie (ij,...,in),onde n > 0, 6(p) é um subconjunto

de AJ_IX . ‘XAin-

Defini¢iio 2.28: Uma interpretagdo simples I para Ly é um par (U,s), onde U é uma estrutura

simples para L, € s é uma atribui¢do simples de varidveis para L,. Dizemos neste caso que I

estd sobre U. Ty satisfaz as seguintes condigdes:

® T.(x)=s(x) € Aj, onde x é uma varidvel em L, de espécie i;

¢ T.(c)=Us(e) € A;, onde c é uma constante em L, de espécie i;

o T.(f(ty,....tn) = Us(F)(Te(ty),....Te(tn)) € Az, onde £ é um sinal funcional em L,
de espécie (dy,...,ins) € ty,...,tn 530 respectivamente termos em Ly de espécies ij,...,in.

I também define uma fungdo, notada por I, da colecdo das férmulas atdmicas proprias de L,

em {0,1}, pela seguinte condi¢ao:

. If(p(tl,...,tn)) =1 sss (I(ty),...,I(tn)) € Ug(p), onde p é um sinal predicativo em L, de
espécie (ijy,...,in), € ty....,tn sd0 respectivamente termos em Ly de espécies iy,...,in.

Notamos também a funcdo Us U I U I® por I, e a restricio de Us U I U I a colecdo de

sinais, termos fechados e férmulas fechadas em L, por U.
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Defini¢do 2.29: Se Ly possui pelo menos uma constante, o universo candnico para Ly, notado

por T(Ly), é a colecdo de todos os termos fechados em Ly. Uma estrutura canédnica simples

para Ly é um par (T(Ly),6) cumprindo as seguintes condigdes:

e para cada constante ¢ em L, 6(c) = c;

e para cada sinal funcional f em L de espécie (iy,...,ins1), SE ty,...,tq sd0 termos fechados em
Ly, de espécies iy,...i, entdo o(f)(ty,....tn) =f(ty,...tn) € um termo fechado

de espécie ipg.

Defini¢dio 2.30: Dada uma estrutura simples U =(A,6) para L,, definimos uma estrutura
canonica simples Ug = (A,0°) para L, dita a canonizagdo de U, pela seguinte condigio:
e para cada sinal predicativo p em L, de espécie (ij,...,in) € para quaisquer termos fechados

t,....En em L, respectivamente de espécies ig,....in,

(t1,....,tn) € 0°(p) 888 (Ue(ty),...,Ue(tn)) € o(p).

Defini¢do 2.31: Uma interpretagdo canonica simples para Ly é uma interpretagdo sobre uma
estrutura candnica simples para Ly. Se T =(U,s) é uma interpretacio simples para Ly, uma

interpretacdo candnica simples I = (Ue,s’) para Ly € dita uma canonizacdo de I se s = I o §’.

Defini¢do 2.32: Uma estrutura miiltipla para Ly é uma cole¢do ndo vazia de estruturas
simples para Ly possuindo o mesmo universo, dito o universo da estrutura mualtipla, cujas
atribui¢des de todos os seus elementos concordam quanto as constantes e sinais funcionais em
Lo. Uma interpretacéo miiltipla Y para Ly é um par Y,s), onde Y é uma estrutura miltipla
para Ly, e s é uma atribui¢fio para varidveis para Ly. Dizemos neste caso que Y estd sobre Y.
Dizemos que uma interpretacdo simples I para Ly figura em Y se I é daforma (U,s), onde
U e Y. % atende a seguinte condigio:

® Y. (u)= TIt(u), onde I figuraem Y.
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Definiciio 2.33: Uma interpretacio multipla Y para L, define duas fun¢des Y™ e Y™, da
cole¢do das formulas atomicas proprias de Ly em {0,1}, segundo as duas condi¢des abaixo:

o Y™ P)=max{T"(P)/I figura em Y'};

e YT""(P)=min{I°(P)/ I figuraem Y}.

Defini¢do 2.34: Se Ly possui pelo menos uma constante, uma estrutura candénica miiltipla
para L é uma cole¢do de estruturas candnicas simples para Ly. Se Y é uma estrutura maltipla
para L, definimos a estrutura candnica mdltipla Yo = {Uz / U € Y} para Ly, a qual € dita a

canonizagdo de Y.

Defini¢do 2.35: Uma interpretacdo canodnica miiltipla para Ly é uma interpretagdo miuiltipla
para Ly sobre uma estrutura candnica miltipla para Ly. Se Y =(Y;s) é uma interpretacio
miltipla para L), uma interpretacio candnica midltipla Y, =(Y..s’» para L, é dita

uma canonizacdo de Y se s =Yg o 8.

Defini¢do 2.36: Uma estrutura supermiiltipla para Ly é uma cole¢do ndo vazia de estruturas
multiplas para Ly possuindo o mesmo universo, dito o universo da estrutura supermdltipla,
cujas atribui¢cdes de todos os elementos de seus elementos concordam quanto as constantes e
sinais funcionais em Ly. Uma interpretacdo supermiiltipla ¥ para Ly é um par (Z.s), onde Z é
uma estrutura supermdltipla para Ly, e s é uma atribuicdo para varidveis para Ly. Dizemos
neste caso que ¥ estd sobre Z. Dizemos que uma interpretagdo multipla Y para L, figura em
¥ se Y é da forma (Y,s), onde Y € Z. ¥, atende a seguinte condicdo (andloga 2 expressa na
defini¢do 2.32):

¢ Y (u)=1Y(u),onde Y figuraem V.
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Defini¢do 2.37: Uma interpretagio supermiltipla W = (Z,s) para Ly define duas fun¢des ™ e
™ da cole¢io das foérmulas atdmicas proprias de Ly em {0,1}, segundo as duas
condic¢des abaixo:

o Y™(P)=max{Y™(P)/Y figura em ¥};

e Y™(P)=min{Y"™(P) /Y figura em ¥}.

Defini¢do 2.38: Se L, possui pelo menos uma constante, uma estrutura canénica
supernuiltipla para Ly é uma colecdo de estruturas candnicas multiplas para Ly. Se Z ¢
uma estrutura supermltipla para Ly, definimos a estrutura candnica supermuiltipla

Zo={Y./Y € Z} para Ly, a qual € dita a canonizagédo de Z.

Defini¢do 2.39: Uma interpretacdo canénica supermiltipla para Ly € uma interpretagdo
supermdltipla para L, sobre uma estrutura candnica supermiiltipla para L. Se ¥ =(Z,s) é uma
interpretacdo supermiiltipla para Ly, uma interpretacdo candnica supermiltipla ¥ = (Zc.s*)

para L € dita uma canonizacdo de ¥ se s =¥ o 8.

Definicio 2.40: Uma interpretacdo hibrida ® para Ly é um terno (Y,U,s) tal que Y é uma
estrutura muiltipla para Ly, U € Y, e s € uma atribuiciio simples de varidveis para Ly. Dizemos

neste caso que P estd sobre Y. @, é definido por (U,s),.

Defini¢o 2.41: Uma interpretacio hibrida ® = (Y,U,s) para L, define uma funcdo, notada por

®F, especificada por (U,s)". Notamos também a funcio Us U @, U &F por ®.

Defini¢do 2.42: Uma interpretagdo candnica hibrida para Ly € uma interpretagdo hibrida
paral, sobre uma estrutura candnica simples para L,. Se ®=(Y,Us’ é uma
interpretacdo hibrida para Ly, uma interpretacio candnica hibrida @, = (Y., Ue,s*) para L, é

dita uma canonizacdo de ® se s = P, o §°.
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Defini¢io 2.43: Uma estrutura bimiiltipla H para Ly é um par (Y,Y’), tal que Y e Y’ sdo

PR . . . 9
estruturas multiplas para Ly sobre 0 mesmo universo, dito o universo da estrutura,e Y Y.

Defini¢io 2.44: Uma interpretacdo bi-hibrida ® para Ly é uma quadrupla <Y,Y’U.,s) tal que
Y é uma estrutura multipla para Ly, Y Y, Ue Y e s é uma atribuicio para varidveis para
Ly. Caso U e Y’, © ¢ dita uma interpretacdo bi-hibrida especial para Ly. Dizemos que ® est4

sobre a estrutura bimdltipla (Y,Y’) . @, é definido por (U,s);.

Defini¢io 2.45: Uma interpretacio bi-hibrida ® =(Y,Y’U,s) para L, define uma funcio,

notada por ®F, especificada por (U,s)f. Notamos também a fungio Us U O, U OF por @.

Defini¢do 2.46: Se Ly possui pelo menos uma constante, uma estrutura candnica bimiiltipla
para Ly € uma estrutura bimdiltipla para Ly cujos componentes sdo ambos estruturas multiplas
candnicas para L. Se H=(Y,Y’) é uma estrutura bimiltipla para L,, definimos a estrutura

candnica bimultipla He = (Y., Yoy para Ly, a qual é dita a canonizacdo de H.

Defini¢do 2.47: Uma interpretacdo canodnica bi-hibrida para L, é uma interpretagdo
bi-hibrida para L, sobre uma estrutura canénica bimdltipla para Ly. Se ® =(Y,Y’U,s) é uma
interpretagdo bi-hibrida para Ly, uma interpretagdo candnica bi-hibrida

O = (Y., Yo, Ue,s” para L é dita uma canonizacdo de ® se s =@ o s’

Lema 2.48: Se Q € uma interpretagdo simples ((bi-)hibrida) para L,, entdo as seguintes
proposic¢des sao validas:

* Q(t(xh)) = QxI1Q(u))(t);

e QP(xlt)) = QxIQt))(P).
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Lema 2.49: Se Q ¢ uma interpretacdo (super)miltipla para L, entdo as seguintes proposi¢des
sdo vdlidas:

* Q(t(xh) = Q(x1Qw)(t);

o Q™ (P(xlt) = QxIQ())"™(P);

o Q"(P(xlt) = QxIQt)"™"(P).

Prova: basta usar o lema 2.48.

Defini¢do 2.50: Dizemos que duas interpretacdes Q e ' para Ly sobre a mesma estrutura
concordam em cada varidvel (livre) em um termo t (em uma formula o) se as seguintes
condicdes forem satisfeitas:

e Q(x)=Q'(x), para cada varidvel (livre) em t (em «);

e se Qe Q sdo (bi-)hibridas, entdo Q e Q sdo similares.

Lema2.51: Se Q e Q sdo interpretacdes simples ((bi-)hibridas) para L, sobre a mesma
estrutura concordando em cada varidvel livre de um dado termo t e de uma dada férmula
atdmica P em L, entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:

* Qt)=Q'(t);

e QP)=Q'(P).

Lema 2.52: Se Q e Q sdo interpretagdes (super)miiltiplas para Ly concordando em cada
varidvel livre de um dado termo t e de uma dada férmula o em L, entdo as seguintes
proposic¢des sao validas:

* Qt)=Q'(t);

o Q™(P)=Q"(P);

o Q™P)=Q™"(P).

Prova: basta usar o lema 2.51.
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Defini¢io 2.53: Sejam U =(A,6) e U =(A,0°) estruturas simples respectivamente para L, e
para L; possuindo o mesmo universo. Dizemos que U coincide com U’ em Ly se as seguintes
condicdes forem satisfeitas:

e 0 alfabeto de Ly estd contido nos alfabetos de Ly e Ly;

® o(s) = 67%(s), para cada sinal nio 16gico s em L.

Defini¢io 2.54: Sejam K e K’ estruturas (super)miiltiplas respectivamente para Lo e L,
(possuindo o mesmo universo). Dizemos que K coincide com K em Ly se a seguinte
proposic¢ao for vélida:

e hi uma correspondéncia biunivoca A entre K e K’ tal que, para cada U e K, U coincide

com A(U) em L.

Defini¢io 2.55: Sejam Hy =(Y,,Y,) e H; =Y. Y;") estruturas bimiltiplas respectivamente para
L, e para L;. Dizemos que H, coincide com H, em Ly se Y, coincide com Y; e Y, coincide

com Y, em Ly.

Defini¢do 2.56: Sejam Q e Q  duas interpretagdes isovariantes respectivamente sobre K
e sobre K’, para L, e para L, tal que K coincide com K’ em Ly. Dizemos que Q coincide com
Q" em Ly se uma das condicdes abaixo for satisfeita:

e Qe Q sido interpretacdes simples ((super)multiplas);

e Qe Q sdo interpretagdes hibridas e os seus segundos componentes coincidem em Ly;

* Qe Q sdo interpretagdes bi-hibridas e os seus terceiros componentes coincidem em L.

Defini¢do 2.57: Sejam K e K (Qe Q) (I-)estruturas ((L-)interpretagdes) respectivamente para
L, e para L;, coincidindo em L. Se Ly = Ly, dizemos que K (Q) é a restricdo de K’ (') em L,

ou que K’ (") é uma extensdo de K (Q) em L.
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Lema 2.58: Se Q e Q sdo duas interpretagdes simples ((bi-)hibridas) coincidindo em L,
entdo valem as seguintes proposicoes:
o Q(t)=Q(t), para cada termo t em Ly;

o Q(P)=Q'(P), para cada férmula o em L.

Lema 2.59: Se Q e © sdo duas L-interpretacdes (super)miiltiplas respectivamente para L,
e para L; coincidindo em L, entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:

o Q(t)=Q'(t), para cada termo t em L;

o Q"P)= Q™ (P), para cada férmula atbmica P em L;

o Q™(P) = Q™"(P), para cada férmula atdmica P em L.

Prova: basta usar o lema 2.58.

Lema 2.60: Se K é uma estrutura para Ly de um dos tipos definidos neste trabalho, entdo as

seguintes proposi¢des sao validas:

e se K é completa e Q é uma interpretacdo para L sobre K, entdo existe uma interpretagio
Q. para L sobre K¢, do mesmo tipo que Q, tal que Q¢ é uma canonizagio de Q;

® se Q. é uma estrutura sobre K, entdo existe uma interpretagio Q para L, sobre K,

do mesmo tipo que €, tal que Q. € uma canonizagao de Q.

Lema 2.61: Se Q é uma interpretacdo simples ((bi-)hibrida) para Ly e Q¢ é uma canonizacdo
de Q, entdo as seguintes proposi¢des sao validas:

* Q=0 0 (Qc);

¢ OF=(Q).

Lema 2.62: Se Q é uma interpreta¢do (super)muiltipla para Ly e Q¢ € uma canonizagio de Q,
entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:

¢ Q=00 Qo)

o Q™= Q™

© Q™= Q™

Prova: basta usar o lema 2.62.
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§3. Resultados Semanticos Especiais

Expomos nesta secdo alguns resultados semanticos especificos para as logicas vistas
neste trabalho. Fazemos isto por economia de pensamento, para evitar repeti¢oes
desnecessarias. Aconselhamos o leitor a pular para a se¢do seguinte, consultando esta se¢ao
sempre que for necessdrio. A base conceitual para uma compreensdao completa do que é aqui
exposto sdo as definicdes de L-estruturas, L-interpretacdes e de L-valoragdes, para todas
as légicas quantificacionais definidas neste trabalho.

As convengdes utilizadas na sec@o anterior continuam valendo; acrescentamos aqui
mais algumas. A menos que seja dito explicitamente o contrdrio, . é uma das l6gicas
quantificacionais definidas nesta tese;  é uma l-interpretacio em uma linguagem para L;
max e min sio as L-correspondéncias semanticas para uma mesma linguagem (dependendo do
contexto) tal que as duas sdo usadas (neste trabalho) para uma definicdo recursiva de
L-valoracdo para esta linguagem; M é qualquer uma das correspondéncias max ou min, (onde
a linguagem correspondente depende do contexto); e finalmente P, P’ e S, § sio
respectivamente as L-correspondéncias semdnticas principais e secunddrias para duas
linguagens eventualmente distintas, idénticas a max ou a min, conforme o caso (oriundas pela
mesma defini¢do, sempre que figurarem no mesmo contexto). Todas as semanticas

quantificacionais especificadas nesta tese sao definidas desta forma.
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Lema 3.1: Se Q é uma |-interpretacdo para L, entdo as seguintes proposi¢des sio vélidas:

* Q(t(xh)) = Qx1Q(u))(t);

o Quouxlt)) = QxIQ(t) (o).

Prova: basta usar o escolio 2.48, o lema 2.49 e indugao sobre féormulas, levando em conta as
definicdes de M em cada caso (especificadas em cada definicdo de |-valoracdo). O leitor estd
encarregado de verificar a especificidade desta prova para cada uma das légicas vistas neste

trabalho.

Defini¢do 3.2: Uma l-correspondéncia semantica F para Ly é dita regular se F satisfaz
a seguinte cldusula:
¢ Qauxlt)) = QxIQ(t)) (o).

Escolio 3.3: Conforme o lema 3.1, todas as ]L—correspondéncias semanticas definidas neste

trabalho sao regulares.

Lema 3.4: Se Q e Q sdo duas L-interpretacdes para Ly concordando em cada varidvel livre de
um termo t e uma férmula oo em Ly, entdo as seguintes proposi¢des sdo vilidas:

* Qt)=Q'(t);

o Qp0) = Qo).

Prova: basta usar os lemas 2.51, 2.52, e indug¢@o sobre férmulas.

Coroldrio 3.5: Considere I, distinta de LEI e LSR (L, uma das 16gicas LEI e LSR), e sejam K
uma [-estrutura para Ly, Q e Q' duas L-interpretacdes (similares) para Ly sobre K, e t e o
respectivamente um termo fechado e uma formula fechada em L, Entdo as seguintes
proposi¢des sdo validas:

* Qt)=Q'(t);

o Qo) = ().

Prova: basta usar o lema 3.4.

Coroldrio 3.6: Se K é uma L-estrutura para Ly, Q é uma L-interpretacdo para L, sobre K, V ¢
uma [~valoracdo para L, gerada por K e P, V’ ¢ a fungio (—-conjugada com V) gerada por K

e S, e o é uma férmula fechada em L, entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:
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V(o) = Qp(),
e Se |, é distinta de LEI e LSR, entio ,( ) @
Vo) = Qs(o).

¢ Se L é uma das l6gicas LEI ou LSR, entdo as duas condi¢des abaixo sdo equivalentes:
¢ Vio=1;
¢ Qp(o) = 1, para toda [-interpretagdo Q' para Ly semelhante a Q.

o Se |, é uma das légicas LEI ou LSR, entdo as duas condi¢des abaixo sdo equivalentes:
¢ Viy=1;
¢ Qi(0) = 1, para toda | -interpretacdo Q para Ly semelhante a Q.

Prova: basta usar o corolario 3.5.

Lema 3.7: Sejam Q e Q duas [-interpretacdes respectivamente sobre K e sobre K, para Ly e
para L;, coincidindo em Ly; e V e V’ duas L-valoragdes respectivamente para L, e L; geradas
respectivamente por P e K e por P’ e K, onde P e P’ sio duas [-correspondéncias
semanticas principais (definidas neste trabalho), respectivamente para L, e para L;. Entdo as
seguintes proposicdes sdo validas, para cada termo t, para cada férmula o, e para cada
colecdo de férmulas I' em Ly:

* Qt)=Q'(t);

o Qo) = Qu();

e V(o) = Vi,

e asemantica de L, é invariante com respeito a mudancas de linguagem.

Prova: basta usar o escélio 2.58, o lema 2.59, e indugao sobre féormulas.

Lema 3.8: Se Q é uma l-interpretacio completa para Ly, entdo as seguintes proposicdes sio
validas:

o Qu(Vix o) =1 sss Qu(oxlt)) = 1, para todo termo fechado t em Ly;

o Quy(Eix o) =1 sss Qu(oxlt)) = 1, para algum termo fechado t em L.

Prova: basta usar o lema 3.1.



43-

Coroldrio 3.9: Se [, ¢ distinta de LEI e LSR, V é uma |-valoracdo completa para Ly, e 8 é uma
formula de L, possuindo no maximo x como varidvel livre, entdo valem as seguintes
assercoes:

® V(Yx ) =1 sss V(8(xIt)) = 1, para todo termo fechado t em L, subordinado a i;

® V(3;x &) =1 sss V(3(xIt)) = 1, para algum termo fechado t em L, subordinado a i.

e V éregular.

Prova: basta usar o lema 3.8 e o corolario 3.6.

Lema 3.10: Sejam K e Q respectivamente uma l-estrutura e uma l-interpretacio completa
para Ly tal que Q estd sobre K, € seja V uma funcdo regular de Ly em {0,1}. Entdo as
seguintes proposicdes sao equivalentes:
* V¢ (uma l-valoragdo para L) gerada porK e P;
e para toda férmula fechada o de L, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

¢ Vio=1;

¢ Qp(o) = 1, para toda [-interpretagdo Q' para Ly semelhante a Q.
Em particular, se L. é uma légica distinta de LEI e LSR, entdo a segunda proposicdo acima
pode ser formulada de um modo simplificado, dado abaixo:
* V(o) = Qp(0r) para toda férmula fechada o em L.

Prova: basta usar os lemas 3.1 e 3.6.

Coroldrio 3.11: Duas [.-valoracdes completas V, e V; para F sdo idénticas se, e somente se, as
seguintes condi¢des forem satisfeitas, para cada férmula atdmica propria P fechada em E:

* Vi(P)=VW(P);

* Vi(=P) = Vy(—P).

Prova: basta usar o lema 3.10, e o corolario 1.13!.

I Note que neste caso L é distinta de LEI e LSR, pois E niio é uma linguagem para LEI ou para LSR.
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Coroldrio 3.12: Se K e V sio respectivamente uma lL-estrutura e uma l-valoragio completa
para F', e Q é uma [-interpretacdo para L, sobre K, entdo as seguintes proposicdes
sdo equivalentes:
e V¢égeradaporKe P,
e para toda férmula atdmica prépria fechada P de Ly, valem as condi¢des abaixo:

¢ V(P) = Qp(P);

¢ V(=P) = Qp(—P).

Prova: basta usar o lema 3.10 e o corolario 3.11.

Lema 3.13: Se Q é uma |-interpretacio para Ly e Q. é uma canonizacdo de Q, entdo valem as
seguintes assercoes:

* O = o (Qo);

® se Q € completa, entdo Qy = (Qc)y

Prova: basta usar os lemas 2.61, 2.62 ¢ 3.8.

Lema 3.14: Se K é uma l-estrutura completa para Ly e V € a |-valoracdo para L, gerada por K
e P, entdo V é também gerada por K. e P.

Prova: basta aplicar os lemas 2.4, 2.60 (a segunda proposicao) e 3.13.

§4. Semanticas para as Logicas LI*, PCL e NALL

Definimos e estudamos nesta se¢io semanticas para as légicas LI*, PCL' e NALL.
Especificamos também, brevemente, a fim de ilustrar novas aplicacdes para alguns dos
conceitos semanticos definidos neste trabalho, semanticas para as l6gicas quantificacionais

cléssica e positiva classica.

I Considere a nota anterior.
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No final de 1989, tivemos uma intuicao basica acerca de como definir uma semantica
recursiva para ldégicas paraconsistentes; posteriormente, considerando algumas variacdes
conceituais em torno desta percepcao inicial, definimos semanticas recursivas para uma
familia inteira de 16gicas paraconsistentes e/ou paracompletas.

Transcrevemos abaixo uma histéria sufi, intitulada “Dois Lados”, que encontramos
em [34], pgs. 197-198, a qual reflete com muita fidelidade a nossa intui¢do original:

“Os mantos coloridos dos dervixes, desenhados com propdsito de ensino, e as vezes
imitados como mera decoracdo, foram introduzidos na Espanha, na ldade Média, da seguinte
forma: um rei cristdo, que gostava de desfiles pomposos e também se orgulhava de seu saber
filosofico, pediu a um sufi, conhecido como El-Agarin, que o iniciasse em sua ciéncia.

“— Nos lhe oferecemos observacdo e reflexdo — disse-lhe El-Agarin. — Mas antes
deves aprender toda a extensdo do seu significado.

“— Jd sabemos como prestar atencdo. Temos estudado bastante, através de nossa
tradigdo, todos os passos preliminares para chegar ao conhecimento — disse o rei.

“— Muito bem — respondeu El-Agarin. — Durante o desfile de amanhd daremos uma
demonstracdo de nosso ensinamento para Vossa Majestade.

“Fizeram-se os preparativos, e no dia seguinte os dervixes do ‘ribat’ (centro de
ensino) de El-Agarin desfilaram pelas ruas estreitas da cidade andaluza. O rei e seus
cortesdos estavam postados em ambos os lados do trajeto: os nobres a direita, os cavaleiros a
esquerda.

“Quando a procissdo terminou El-Agarin se dirigiu ao rei e disse:

“— Por favor, majestade, pergunte aos fidalgos do lado esquerdo de que cor era o
manto dos dervixes.

“Todos os cavaleiros juraram pelas escrituras e por sua honra que as vestimentas
eram azuis.

“O rei e os nobres se mostraram surpresos e confusos. Aquela ndo era, de modo

algum, a cor que tinham visto.
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“— Todos nos vimos perfeitamente que usavam mantos castanhos — disse o rei. — E
entre nos hd homens muito respeitados, homens de grande santidade e fé.

“O rei ordenou entdo que todos os cavaleiros se preparassem para ser castigados e
degradados. Os que tinham visto os mantos castanhos foram separados: seriam premiados. O
processo durou algum tempo, findo o qual o rei disse a El-Agarin:

“— Que feiticaria vocé fez, homem malvado? Que atos do deménio sdo os seus que
podem fazer com que os fidalgos mais honrados do cristianismo neguem a verdade,
abandonem suas esperangas de redencdo e traiam nossa confianga, ficando incapacitados
para a batalha?

“— Na metade visivel do lado em que estavamos — disse o sufi — os mantos eram de
cor castanha. Na outra metade eram de cor azul. Sem preparagdo, sua predisposicdo o induz
a enganar-se a si mesmo e a interpretar-nos mal. Como podemos ensinar a alguém nestas

circunstancias?”
~ * . . “ e . .
Em toda esta se¢do, L € uma linguagem quantificacional monossortida.

Definicdo 4.1: Denotamos a ldgica positiva quantificacional cldssica por CPL (do inglés
“Classical Positive Logic”). Lp é uma linguagem quantificacional monossortida cujos dnicos
conectivos s30 “—7, “A” e “v”, e cujos tUnicos quantificadores sdo “V” e “3”. Lp é uma
linguagem para CPL. Uma CPL-estrutura (CPL-interpretagio) para Lp é uma estrutura
(interpretacdo) simples para Lp. Uma interpretagdo simples I para Lp define uma fungo
adicional de Lp em {0,1}, notada por Ip. A fun¢io que associa a cada interpretagdo simples T
para Lp a funcdo TIp € dita a correspondéncia semantica positiva cldssica canbnica para Lp.
Ip atende as seguintes condicoes:

o Ip(P)= I°(P);

® T, é bem comportada proposicionalmente;

e a correspondéncia semdntica positiva cldssica candnica para Lp é bem comportada

quantificacionalmente.
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Uma fungdo V de Lp em {0,1} € dita ser uma CPL-valoragdo para Lp se existe uma estrutura
simples U para Lp tal que V € a valora¢do gerada por U e pela correspondéncia semantica

positiva cldssica candnica para Lp. Dizemos também que U gera V em CPL.

Definicdo 4.2: Denotamos a légica quantificacional classica por CL (do inglés “Classical
Logic”). ' é uma linguagem para CL. Uma CL-estrutura (CL-interpretacdo) para ' é uma
estrutura (interpretagdo) simples para . Uma interpretacdo simples I para L' define uma
funcdo adicional de I em {0,1}, notada por Ie. A fungdo que associa a cada interpretacdo
simples I para ' a funcdo I é dita a correspondéncia semantica cldssica canonica para L.
I¢ atende as seguintes condigdes:

¢ I¢(P) = T'(P);

e a correspondéncia seméntica cldssica candnica para L' é —-heterodoxa com respeito

a si prépria.

Uma funcdo V de [ em {0,1} é dita ser uma CL-valoracdo para L' se existe uma estrutura
simples U para L tal que V é a valoracdo gerada por U e pela correspondéncia semantica
classica candnica para [; dizemos também que U gera V em CL. Para cada interpretacdo
simples T para ¥ sobre uma estrutura simples U para ¥, notamos a fungio Us U ¢ U I¢ por
I, e a restri¢do de Us U Ty U Ig a colegdo de sinais, termos fechados e férmulas fechadas

em L por U.

Escélio 4.3: Se I é uma interpretagdo simples para L', entdo as seguintes condi¢des sdo
satisfeitas:

® Te(—0) =1 sss Ig(ar) =0;

o Te(a—>P)=1sss Ig(@) =0o0u Ie(P) = 1;

o Te(aAP)=1sssIeg(a)=1e IeP)=1;

o Te(avP)=1sss Ig(a) =10u Ie(P) = 1;

o Te(Vxo)=1sss I(x|d)g(at) =0, paratodod € |I|;

o Te(@x a)=1sss I(x|d)g() =0, para algumd € |I];



48-

e se Lpc ¥, entdo Ip é a restricdo de I¢ em L.

Definicio 4.4: ! é uma linguagem para as légicas LI; e PCL; e I’ é uma linguagem para a
16gica LI;. Sejam L uma das 16gicas LI* ou PCIZ, ¢ E uma linguagem para L. Uma L-estrutura

(interpreta¢do) para I é uma estrutura (interpretagdo) multipla para E.

Definicfio 4.5: Dizemos que V é uma LI}j-valoracio para ! se V é uma funcio de ! em {0,1},
h4 uma estrutura multipla Y para ¥ e duas LI;-correspondéncias semanticas max e min para
[* de modo que valham as seguintes condicdes:

e V¢ avaloragdo gerada por Y e max;

e Y,..(P) = Y"(P), para cada interpretacdo multipla Y para L;

e Y,..(P) = Y""(P), para cada interpretacdo mltipla Y para L';

¢ max ¢ —-heterodoxa com respeito a min.

Dizemos também que Y gera V em LIj.

V é uma LI3-valoragdo para I’ se forem cumpridas todas as condi¢des acima, com a diferenca
de que max e min sio LI3-correspondéncias semanticas para I, valendo também a seguinte
condicdo adicional:

® Yia(L) = Thin(L) =0, para cada interpretacdo multipla Y.

Neste tltimo caso, dizemos também que Y gera V em LI;.

Definiciio 4.6: Dizemos que V é uma PCI;-valoracdo para I se V é uma funcio de ¥ em
{0,1}, ha uma estrutura multipla Y para ' e duas PCI;-correspondéncias semanticas min e
max para L, de modo que valham as seguintes condigdes:

e V¢ avaloragdo gerada por Y e min;

e Y,..(P) = Y™"(P), para cada interpretacdo miltipla Y para L';

e Y,..(P) = Y"(P), para cada interpretacdo multipla Y para L;

¢ min ¢ —-heterodoxa com respeito a max.

Dizemos também que Y gera V em PCL.
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Defini¢io 4.7: ' é uma linguagem para a 16gica NALL], e [’ é uma linguagem para a 16gica
NALL3. Sejam L uma das 16gicas NALL] ou NALL3, e  uma linguagem para L. Uma

L-estrutura (interpreta¢io) para I é uma estrutura (interpretacdo) supermiiltipla para [.

Defini¢io 4.8: Seja V uma fungio de I em {0,1}, e Z uma estrutura supermdltipla para L.
Dizemos que Z gera V em NALL] por maximizacdo, ou que V é gerada em NALLY por
maximizacdo, se existem duas NALLj-correspondéncias seménticas max e min para L, de
modo que valham as seguintes condi¢des:

e V ¢ avaloragdo gerada por Z e max;

o Y. (P)=Y¥""(P), para cada interpretacio supermdltipla ¥ para L';

o ¥..(P)=Y""(P), para cada interpretacio supermiltipla ¥ para L;

¢ max ¢ —-heterodoxa com respeito a min.

Se V é uma funcdo de I em {0,1}, dizemos que Z gera V em NALL3 por maximizacdo, ou
que V ¢é gerada em NALLS por maximizagdo, se forem cumpridas todas as condi¢des acima,
com a diferenca de que max e min sio NALL3-correspondéncias seménticas para ', valendo
também a seguinte condi¢do adicional:

o P.(L)="Yn(L) =0, para cada interpretacdo supermultipla ¥ para .

Defini¢io 4.9: Seja V uma fungio de I em {0,1}, e Z uma estrutura supermdltipla para L.
Dizemos que Z gera V (em NALLY) por minimizacdo, ou que V é gerada em NALLY
por minimizagdo, se existem duas NALL}-correspondéncias semanticas max e min para L', de
modo que valham as seguintes condi¢des:

e V ¢ avaloragdo gerada por Z e min;

o Ypin(P) = YMIn(P), para cada interpretacio supermiltipla ¥ para L';

o Yhax(P) =WYmax(P) para cada interpretacdo supermultipla W para '

¢ min é —-heterodoxa com respeito a max.

Se V é uma func¢ao de [ em {0,1}, dizemos que Z gera V (em NALL3) por minimizagdo, ou
que V é gerada em NALL3 por minimizagdo, se forem cumpridas todas as condi¢des acima,
com a diferenca de que min e max sio NALL3-correspondéncias seménticas para ', valendo
também a seguinte condi¢do adicional:

o P.(L)="Yn(L) =0, para cada interpretacdo supermultipla ¥ para .

Defini¢do 4.10: Uma funcdo V de F em {0,1} ¢ dita uma NALL-valoracdo para E Ge {1.2})

se V é gerada em NALL] por maximizacio ou por minimizag@o.
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Escélio 4.11: Se L. é uma das 16gicas LI} ou NALL e V é uma L-valoracio para [,
entdio V(L) =0e V(—1)=1.

Prova: basta observar as defini¢des 4.5 e 4.10.

Lema 4.12: Se L é uma das 16gicas LI*, PCL ou NALL e V é uma L-valoragio completa para
E, entdo V é uma fun¢do —-heterodoxa regular.

Prova: basta considerar o corolarios 3.6 e 3.9.

Lema 4.13: Seja L, uma das 16gicas LI* ou PCIZ. Se max e min sio as L-correspondéncias
semanticas para E especificadas em uma das defini¢cdes 4.5 ou4.6, e I € uma estrutura
multipla para E, entdo Yiin(Q) < Yhax(0r), para qualquer férmula o0 em E

Prova: basta considerar o corolério 2.11 e a defini¢do 2.33.

Corolario 4.14: Se o é uma férmula fechada em E, entdio as seguintes proposicoes sao vdlidas:
¢ Se V é uma LI*-valoracdo para E, entdo V(o) = 1 ou V(—a) = 1;
e Se V é uma PCIi-valoragio para F, entdo V(o) =0 ou V(o) =0.

Prova: basta usar os lemas 4.13 e 3.6.

Coroldrio 4.15: Para quaisquer férmulas o e 3 em L, as seguintes proposi¢des sdo validas:

o &V 0 = o——a—B.

Prova: basta usar o lema 4.13.

Escélio 4.16: Se max e min sdo as NALL}-correspondéncias semanticas para E especificadas
em qualquer uma das defini¢des 4.8 ou 4.9, entdo nem sempre Fin(Q) < Wax(), dada uma
interpretacdo supermiiltipla W para E e uma férmula o em E.

Prova:

Sejam ¢ uma constante e p um sinal de predicativo de aridade 1 em E e U, U, Us e Uy
estruturas canoOnicas simples obedecendo as seguintes condigdes:

* ce Ui(p); c e Ux(p); c € Us(p); c € Us(p).

Se lP = <{{U1’U3}’{U2’U4}}’S>’ entao lein(p(c)) = 1 € leax(p(c)) = 0
{
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Lema 4.17: Considerando V e V’ fungdes respectivamente de [ em {0,1} e de [’ em {0,1},

temos que as seguintes proposi¢des sdo validas:

e toda estrutura miltipla para E gera V em LI} ¢ V' em LI de modo que V ¢ a restricio de
V em L

e toda estrutura supermiltipla para F gera V em NALL] por maximizacio e V' em NALL}
por maximizacio de modo que V é a restri¢do de V' em L';

e toda estrutura supermdltipla para E gera V em NALL] por minimizagio ¢ V' em NALL}
por minimizagdo de modo que V é a restricio de V' em L.

Prova: basta usar o lema 2.10.

Coroldrio 4.18: Se I; é uma das l6gicas LI] ou NALL], e L, é respectivamente uma
das 16gicas LI; ou NALLS, entdo |, é uma extensdo conservativa de L;.

Prova: basta usar o lema 4.17.

Defini¢do 4.19: Dada uma linguagem proposicional ou quantificacional L, possuindo

pelo menos o conectivo “—”, notamos a cole¢do das férmulas de Ly de uma das formas P

ou —P, onde P é uma férmula atdmica fechada prépria de Ly, por lit(L,).

Definicdo 4.20: Dada uma transformacdo V de lit(E) em {0,1}, definimos as seguintes
estruturas candnicas simples para L, as quais satisfazem as cldusulas abaixo, para todo
sinal predicativo n-drio p em I (n > 0), e para quaisquer termos fechados t....,tn em L:

e (tq,...tn) € Vi(p) sss V(p(ty,....tn)) = I;

e (tq,...tn) € VX(p) sss V(=p(ty,....tn)) = 0;

* (ty,...tn) € V(p) sss V(p(ty,....tn)) = 1 ou V(—p(ty,....tn) = 0;

o (ty,...tn) € VX(p) sss V(p(ty,...tn)) = 1 e V(—p(ty,....tn)) = 0.

Lema 4.21: Se V é uma transformacdo de lit(f*) em {0,1}, e V' é uma funcdo de E em {0,1},

entdo V coincide com V’ em lit(E) se uma das seguintes condicdes for satisfeita:
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0 para cada férmula atdmica fechada P em I, V(P) = 1 ou V(=P) = 1,
i
{V1,V?} gera V' em LI*;

(i para cada férmula atdmica fechada P em I, V(P) = 0 ou V(=P) =0,
. {V1,V?} gera V' em PCL;

(iii) {{ V', V’},{ V2, V*}} gera V' em NALI por maximizacio;
(iv) {{V ,V*},{V2V’}} gera V' em NALI’ por minimizaco.
Prova:

Sejam n > 0, p um sinal predicativo n-rio e t,...,tn termos fechados arbitrarios em .

Caso V’ é gerada em LI* por { V', V?}:
% V(p(ty,....tn)) = 1 888 (tq,....tn) € V(p) ou (tq.....tn) € V(p)

sss V(P(ty,....tn)) = 1 ou V(=p(ty,....tn)) = 0 sss V(p(ty,....tn)) = 1.
% V(p(ty,...tn) = 1 558 (tq,....tn) € V(P) ou (tq,....tn) & V(p)

sss V(P(ty,....tn)) = 0 ou V(=p(ty,....tn)) = 1 sss V(mp(ty,...tn)) = 1.

Caso V’ é a valoragdo gerada em PCL por {V',V?}:
% V(p(ty,....tn) = 1 588 (tq,....tn) € V(P) e (Eq,....tn) € Vi(P)

sss V(P(tq,....tn)) = 1 € V(mp(ty,....tn)) = 0 sss V(p(ty,....tn)) = 1.
% V(p(ty,...tn) = 1 558 (t,....tn) &€ V(P) e (Eq,....tn) & V(P)

sss V(P(ty,....tn)) = 0 e V(mp(ty,....tn)) = 1 sss V(=p(ty,...tn) = 1.

Caso V’ é a valoragdo gerada em NALI por maximizacdo, tal que {{V',V*},{ V% V*}} gera V"
# V(p(ty,...tn) =1
sss
[(t1,....kn) € V(P) € (tp,...tn) € V(P)] ou [{,....tn) € VA(P) e (tq,....tn) € Vi(p)] sss

V(p(ty,....tn)) = 1 e [(V(p(ty,....tn)) = I ou V(=p(ty,....tn)) = 0)]
ou

V(=p(ty,....tn)) = 0) e [V(P(ty,....tn)) = 1 € V(—p(ty,....tn)) = 0]
sss

V(p(ty,...tn) = 1.
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* V(p(ty,....tn) =1
SSS
[(t1,....tn) &€ V(D) e (Ep..tn) &€ V(P)] OU [(Ey,....tn) & VA(P) e (Eq,....tn) &€ Vi(P)]
SSS
V(p(ty,...tn)) = 0 e [V(p(ty,....tn)) = 0 e V(=p(ty,...tn) = 1]
ou
V(=p(ty,....tn) = 1 e[V(P(ty,...,tn)) = 0 ou V(—p(ty,....tn)) = 1]
SSS
V(=p(ty,...tn) = 1.

Caso V’ é a valoragdo gerada em NALIZ por minimizagdo, tal que {{V",V*},{ V3, V’}} gera V’

 V(p(ty,...tn) =1
SSS
[(tq,....En) € Vl(p) ou(ty,..tp) € V"(p)] e [{ty,....tn) € Vz(p) ou(ty,...tp) € V3(p)]
SSS
V(p(ty,....tn) = 1 ou [V(P(tq,....tn)) = 1 & V(mp(ty,....tn)) = 0]
(&
V(—p(ty,....tn)) = 0 ou [V(p(ty,....tn)) = 1 ou V(mp(ty,....tn)) = 0]
SSS
V(p(ty,...tn) = L.
* V(p(ty,....tn) =1
SSS
[(t1,....tn) & VI(P) ou (ty,....tn) &€ VAp)] e [(tr,....tn) & VZ(P) ou (ty,....tn) & V(p)]
SSS
V(p(ty,....tn)) = 0 ou [V(P(ty,....tn)) = 0 ou V(=p(ty,....tn)) = 1]
(&
V(—p(ty,....tn) = 1 ou [V(p(ty,....tn)) = 0 e V(mp(ty,....tn) = 1]
SSS
V(—p(ty,...tn) = 1.
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Corolério 4.22: Se L. é uma das 16gicas LI*, PCIF ou NALLZ, e V é uma L--valoracdo completa
para E, entdio as seguintes proposicdes sao validas:

(i) {V'V?*} geraVem LI*;

(i) {V',V?} gera V em PCL;

(iii) {{ V", V’},{ V2, V*}} gera V em NALI por maximizagio;

(iv) {{V ,V*},{ V2 V’}} gera V em NALL por minimizacio.

Prova:

Para cada uma das proposi¢des acima, seja K a L-estrutura para F que queremos mostrar que
gera V. Se V’ é a L-valoracdo para F gerada por K, devemos mostrar que V = V.

Se L e E, temos, segundo o escélio 4.11, que V(L) = V(L) =0.

Dados n > 0, um sinal predicativo p n-drio e n termos fechados arbitrarios ti,...,tn em E‘,
temos que, segundo o coroldrio 4.14 e o lema 4.21, V e V’ coincidem em p(ty,....tn)

e p(ty,....tn), € dai, segundo o lema 3.11, V=V’.
o

Coroldrio 4.23: Se [, é uma das 16gicas LTI*, PCI* ou NALI?, e V ¢ uma l.-valoracio para F,

entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:

e se L é LI* ou PCI¥, entio existe uma estrutura miltipla para F possuindo dois elementos
que gera Vem L;

e se . ¢ NALL entdo existe uma estrutura supermiiltipla para [ possuindo dois elementos,
onde cada um destes possui dois elementos, que gera V em NALL' por maximizacio
(por minimizagao).!

Prova:

Para cada uma das proposicdes acima, seja K uma L-estrutura para F descrita que gera V em L

em condic¢des andlogas as descritas na proposi¢cao em questao.

I Gostarfamos de citar aqui um trecho de [7], pagina 52, acerca da filosofia de Alcmedo de Créton:
“... a multiplicidade das coisas humanas pode ser reduzida a pares, mas os contrdrios mencionados ndo sao,
como no caso dos pitagéricos, por ele definidos com precisdo, e sim escolhidos ao acaso, como branco e preto,

doce e amargo, bom e mau, grande e pequeno.”
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Seja Ea linguagem obtida de E acrescentando, para cada elemento de K, o seu nome como
uma nova constante. Seja K uma extensdo de K em E que associa cada nova constante de E ao
objeto que ela designa, e V a valoracdo gerada por Ke pela mesma correspondéncia semantica
usada para gerar V, a menos da mudanca de linguagem.

Temos que V é uma L-valoragdo completa para E e dai, pelos lemas 4.22 e 3.7, temos que:

* arestricdo de {VI,VZ} em [ gera Vem LI*;

* arestricdo de {VI,VZ} em [ gera Vem PCIL;

* arestricdo de { {VI,V3} {VZ,V"} } em [ gera Vem NALL por maximizacio;

* arestricdo de { {VI,V4} {VZ,V3} } em [ gera Vem NALL por minimizacdo.
([

Coroldrio 4.24: Sendo V uma funcdo de E em {01}, as seguintes proposi¢oes
sdo equivalentes:

¢ V ¢ uma NALL -valoracdo para E;

e V¢ gerada em NALL por maximizagio;

¢ V¢ gerada em NALILY por minimizag@o.

Prova: basta usar o corolario 4.23.
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Lema4.25: Sendo L. uma das 16gicas LI*, PCLi ou NALL, as seguintes proposicdes

caracterizam L-valoracdes completas para L:

(i) V é uma LIj-valoragdo completa para L

SSS
V é uma funcdo —-heterodoxa regular de I em {0,1},
V(o v =) = 1, para qualquer férmula o em L;

(ii) V é uma LI3-valoragdo completa para [’
SSS

V € uma fungdo —-heterodoxa regular de [ em {0,1},
V(o v =) = 1, para qualquer férmula o em L,
V() =0;

(iv) V é uma PCIZ-valoragdo completa para L

SSS

V € uma fun¢do —-heterodoxa regular de Cem {0,1},
V(ot — =0t — B) = 1, para quaisquer férmulas o e B em L;

(v) V é uma NALLj-valoracdo completa para If
SSS

V € uma fun¢do —-heterodoxa regular de ' em {0,1};

(iv) V é uma NALLj}-valoracdo completa para [*

SSS

V é uma funcio —-heterodoxa regular de I em {0,1},
V(L) =0.
Prova:

Pelo lema 4.12, pelo coroldrio 4.15 e pelo escélio 4.11, temos que valem as idas
das proposicoes (i), (i), (iii) (iv) e (v).

Reciprocamente, para cada uma das proposi¢des acima, suponhamos agora o seu
segundo membro. Pelo lema 4.21, temos que existe uma estrutura K, construida
adequadamente segundo ensina o lema em questdo, tal que K gera uma l.-valoragio V’ para E,
onde L. é a légica referida em cada proposicdo considerada, tal que V e V' coincidem em

1it(Z). Como K é uma estrutura completa, temos que V’ é completa, e dai, novamente segundo



-57-

o lema 4.12, V' é uma funcdo —-heterodoxa regular, e portanto, pelo lema 1.16, V = V’, ou

seja, V é uma Li-valoracdo completa para E.
[ ]



3. CALCULOS BASICOS DA INCONSISTENCIA E DA INCOMPLETUDE

Neste capitulo estudamos alguns conceitos comuns concernentes aos cdlculos

considerados neste trabalho e, em especial, os calculos LI¥, PCIY e NALI:.

§1. Variagdo e Dependéncia

Realizamos aqui um estudo exaustivo do Teorema da Deducdo e de certos conceitos a
ele relacionados, com a abrangéncia necessdria para abarcar todos os célculos vistos
nesta tese.

Em toda esta secdo, C é um célculo aplicado, o,B,y sdo férmulas em C, e I',8,( sdo
cole¢oes de formulas em C; as mesmas convengdes continuam valendo se usarmos os sinais

citados acrescidos de indices ou plicas.

Pré-Definicdo 1.1: Para cada aplicacdo de uma regra de inferéncia r em C, consideramos

como previamente conhecidos os objetos variantes em C desta aplicagcdo. Se r é uma regra
em C cujas aplica¢des ndo possuem objetos variantes, dizemos que r é uma regra constante
em C, caso contrario dizemos que r é uma regra variante em C. Dizemos que 0 é um objeto
variante em C se existe uma aplicagdo de uma regra em C tal que 0 é um objeto variante desta
aplicacdo. Consideramos também como previamente conhecido quando um objeto variante O é
livre em uma dada férmula o; e quando o estd no escopo de 0. Se C é um dos célculos
quantificacionais definidos neste trabalho, antecipamos que toda varidavel em C é um objeto
variante em C. As seguintes condi¢des adicionais devem ser cumpridas:

e 0 ndmero de objetos variantes de toda aplicacdo de alguma regra variante em C € finito e

nao vazio;
¢ todo objeto variante de uma aplicac@o de regra variante nao € livre na conseqiiéncia desta

aplicacdo.
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Defini¢do 1.2: Seja D ={ay,...,0,) uma demonstracdo em C. Dizemos que o4 depende de Q,
em D (i,j € {1,...,n}) se uma das seguintes condi¢des for cumprida:
e i=je q;éjustificado em 2D como uma premissa;

e (; é justificado em D como uma conseqiiéncia de uma aplicagdo P_ de uma regra

Bi,....B
O

em C e existe uma hipétese da aplicagéo P (k € {1,...,p}) tal que Px depende de oj em D.

Definicdo 1.3: Dizemos que uma demonstracio D em C depende de uma colecio V de
objetos variantes se "V contém a colecdo dos objetos variantes 0 de aplicacdes de regras em
D possuindo alguma hipétese na qual 0 seja livre de modo que esta hipdtese dependa em D
de alguma premissa na qual O seja livre. Se existir uma demonstracédo em C de o a partir de T’
tal que esta dependa de "V, dizemos que o depende de "V a partir de T em C, e notamos isto
por I % o Se V= {o...,0,} e n>1, notamos I % o também por I IOI’EAOL. Se
V=, dizemos que D é uma demonstracdo invariante em C. Se o depende de @ a partir de

I em C, dizemos que o é uma consegiiéncia invariante de " em C.

Escélio 1.4: Uma férmula o depende de V a partir de I em C se, e somente se, pelo menos
uma das seguintes condi¢des for cumprida:

e o ¢é um axioma de C;

o ael;

O, ..., 0 v v
—Loth de uma regra em C tal que I f- oy,....T R o, e, para todo

e existe uma aplicacdo
objeto variante 0 desta aplicacdo tal que 0 ¢ Ve para todo 05 (1 <i<n), se 0 é livre em
oy, entdo existe I” < I" tal que 0 ndo é livieem I e I” %oc1

Se V=&, podemos substituir a terceira clausula pela seguinte condicio:

oy,...,
la—oc“em C, tal que I' |g—(x1,...,1“ |g—ocn e, para

e existe uma aplicacdo de uma regra
todo objeto variante 0 desta aplicacdo e para todo ¢ (1 <i<n), se 0 € livre em @, entdo

existe I c I tal que 0 ndo é livieem I e I” |% 0.
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Escélio 1.5: As seguintes propriedades sdo validas para a relagao “ I%”:

(1) se existe uma demonstracdo D em C de o a partir de I' cuja colecdo de objetos
variantes de aplicacdes de regras de C em D é "V, entio I' % o;

(i) sel Rraentiol f=a;

(iii) seT l= o, entdo existe uma colegdo 'V de objetos variantes tal que I' B o

@iv) |? o SSS |g— o

v) selRae VSV, entiol % o

(vi) sel % aelcI,entio I” % o

(vii) se T R a, entdo existe V'c Vtal que V' é finito e T % o

(viii) seI” % o, entdo existe ['c I" tal que I"” é finito e I % o

(ix) sel’ % o e, paracada 0 e ‘W, 0ndo é livre em T, entdo ' % o;

{F%Oﬂ,
€

para cada 0 € W, existe I” c I' tal que 0 ndo é livieem " e I” % a,

entdo I' @ .

(x)

Escdlio 1.6: As seguintes assercdes nao sao validas para a relagao * I%”:

o sel %0(1,...,1“ % Oy, {Oly,...,0n ) %B, entio I’ W B;
[« T & ay....T B o,

* {al""’ap} IOI,Ci,onB,

* se
) * paratodoie {l,...,n} e paratodo je {I,....p}, se 0; ¢ Ve 0; élivre em Q;j,

entdo existe [” I tal que 0; ndo é livre em I e I fe- oy,

entio I' B B.
Prova:

Seja C um cdlculo cujos axiomas sdo dados pelos esquemas “o0 — o v B” e “Vx o0 — oxlt)”,

oc,(xeﬁe Va
xa’

e cujas regras de inferéncia sdo de modo que a primeira € uma regra
constante e a segunda € uma regra variante cujo objeto variante de cada aplicacdo € a varidvel

quantificada correspondente.
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{W Q2), Qy.z) — Ry} &Ry,

Temos que{ contudo ndo € verdade que
Ry & ¥z Ry v Sz),

{Vy Q(v,2), Qyz) — Ry} |% Yz (Ry v Sz)}, dai temos um contra-exemplo para a primeira

proposicao.

(% QU.2), ¥ (Q2) — Ry)} &Ry,
Da mesma forma, temos que todavia ndo é verdade
Ry &= Wz Ry v S2),

que {Vy Q(y,2), ¥y Q(y,z) — Ry} |’8—Vsz (Ry v Sz)}, dai temos um contraexemplo para a

segunda proposi¢ao.

Definigdo 1.7: Dizemos que uma demonstracio D em C ¢ sustentada por uma colegio V de
objetos variantes se "V contém a coleciio de objetos variantes de aplicagdes de regras em D
tais que as suas conclusdes dependem em 7D de alguma premissa. Se existir uma
demonstracio em C de o a partir de I" tal que esta seja sustentada por "V, dizemos que o é
sustentada por 'V a partir de I em C, e notamos isto por F"% o.Se V={0,....0,} en>1,
notamos I "% o também por I’ "0"(:7’0" o. Se V=0, dizemos que D é uma demonstracdo
estdvel em C. Se a € sustentada por & em C, dizemos que o é uma consegiiéncia estdvel de I’

em C.

Escélio 1.8: Se "V é uma colecio de objetos variantes em C, o é sustentada por 'V a partir de
I em C se, e somente se, pelo menos uma das seguintes clausulas for camprida:

e o é um axioma de C;

e ael}

0Gq,...,0 % 2% .
— & —de uma regra em Ctalque I’ "T Oyse v sl "T o, €, Se existe

e existe uma aplicacdo
um objeto variante 0 desta aplicagdo tal que 0 ¢ "V, ento f=ay...., ke 0.
Se V=&, podemos substituir a terceira clausula acima pela seguinte condigdo:

e existe uma aplicagcdo %Ade uma regra em C tal que I" % Oy, .. % o, €, se existe

um objeto variante 0 desta aplicagdo, entdo e oy,..., ke 0.
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Escélio 1.9: As seguintes propriedades sdo validas para a relagdo “ "T ”

(1) se existe uma demonstracdo D em C de o a partir de I' cuja colecdo de objetos
variantes de aplicacdes de regras de C em D é "V, entio I' "% o;

(i) sel "% a, entio I |z oy

(iii) seT k=0, entdo existe uma colegdo "V de objetos variantes tal que I’ "% o

(iv) |l asss "% o;

(v) sel "% ae VSV, entio T "%’(x;

(vi) sel "% aelcI,entio I” "% o

(vii) sel "% o, entdo existe V'c Vtal que V é finitoe I ||%a;

(viii) seI” "% o, entdo existe ['c I" tal que I"” é finito e I "% o;

(x) sel|REon,....0|RE o, {0u,....0n) [RE B, entao T [Prpip,

O escolio abaixo descreve uma forma de expansdao para a relacdo “%” em

um cdlculo genérico.

Esc6lio 1.10: Se T B o4,....T R o, {0,...,00) [RE B, entao T PLesie g,

Lemal.11: Se 1“"% o, entao I % Q.
Prova:
Se o é axioma de C ou o € T', ndo hd o que provar.

Oy, ...,0 .
—t5==—de uma regra de C preenchendo as condigdes

Suponhamos entdo hd uma aplicacao
1. ., . ~ % 0% .

do escoélio 1.8. Por hipdtese de inducdo, temos que I’ |? 04,...,I |T 0. Dado um objeto

variante 0 desta aplicagiio tal que 0¢ 'V, temos que bz ay,....F 0w, e dai fza, o que &,

segundo o escolio 1.9, uma condicao suficiente para concluirmos que I' % a.
[ ]

Definigdo 1.12: Um cdlculo C € dito semi-estdvel se as seguintes condi¢oes forem validas:
e toda regra variante de C é undria, o seu dominio é a colecdo de todas as férmulas em C, e

cada aplica¢do da mesma possui exatamente um objeto variante;
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&
e para cada aplicacao % de uma regra variante em C, se o seu objeto variante ndo € livre em

’ ~ s || 2
o, entao O "T (o

oy, . ..,0 o
LM de uma regra constante em C, se of,...,05, O sdo

e para cada aplicagcao o

respectivamente conclusdes de aplicacdes de uma regra variante a partir de 0,...,0h, O

. . ~ %]
usando os mesmos objetos variantes, entao 0y,...,0n "T o.

Lema 1.13: Se C é semi-estivel e I "% o, entdo, para toda aplicacdo 8‘0 de
uma regra variante em C, se o seu objeto variante ndo for livreem I', T’ "% o,

Prova: é semelhante a prova do lema 1.22.

Teorema 1.14: Se C é semi-estdvel, entdo I’ |€— asss "% a.

Prova: é semelhante a prova do teorema 1.23.

Teorema 1.15: Se C é semi-estdvel, entdo "%” possui a seguinte propriedade adicional:

(. r ||%oc1,...,1“ "%O?I”
ey

5 {oy,....0p) [PE2-B,

® se . -
* para todoie {1,...,n} e para todo je {1,...,p}, se 0; € livre em @, entdo

\ existe I”  I" tal que 0; ndo é livieem I e I’ "% o,
entdo I "% B.

Prova: é semelhante a prova do teorema 1.24.

Coroldrio 1.16: Se C é semi-estavel, entdo valem as seguintes propriedades adicionais para

9,

arelacdo “|’g— :
o sel Eoy,...T oy, {04....00) KB, entio T - B;
,

* I |%a1,...,F |g—ocp,

< * {al""’ap} IOI,Ci,onB,

* se . -
* paratodoie {1,....n} e paratodo je {1,....p}, se 0; € livre em 0, entdo

existe I” < I" tal que 0; ndo é livieem I e I & oy,

entdo I' & B.

Prova: basta usar o teorema 1.14, a nona proposi¢ao do escélio 1.9 e o teorema 1.15.
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Defini¢do 1.17: Um cdlculo C é dito semiforte se as seguintes clausulas forem satisfeitas:
i) ko—o o

(i) B [F&o—B;

(iii) o, a0 — B "% B;

(iv) para cada aplicacdo ﬁB’B—“ de uma regra constante de C,

{ot = Byy...,00 = P} "% o— P.

Teorema 1.18: As seguintes proposicdes sdo equivalentes:
(1) C é um célculo semiforte;
(ii) para quaisquer I',a e B tais que I'" é uma cole¢do de férmulas em C e o, sdo férmulas

em C,T"U {a} "% BsssT "% o— B.

Prova: € semelhante a prova do teorema 1.27.
Defini¢do 1.19: Um cdlculo C € dito quaseforte se C é semiforte e semi-estavel.

Teorema 1.20: Se C é um cdlculo quaseforte, entdo I' U {a} & B implicaem T & o — B.

Prova: basta usar os teoremas 1.14 ¢ 1.18.

Defini¢do 1.21: Um célculo semi-estivel C é dito estdvel se este possuir a seguinte

propriedade adicional:

® para cada aplicacdo —g de uma regra variante em C, onde 0 é o seu objeto variante, se ' e
o sdo respectivamente conclusdes de aplicagdes de uma regra variante em C sobre ,o

usando 0 mesmo objeto variante distinto de 0, entdo [¥ "% o.
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o
a’

Lema 1.22: Se C é estavel e F"% o, entdo, para toda aplicacdo de uma regra variante
em C, se o seu objeto variante ndo for livre em I', ' "% o,
Prova:

A 1 S 4 ) v )
Se 0. é um axioma de C, entdo ko, e daf kot e portanto I'|f ov.
Se o e TI', entdo o objeto variante da aplica¢do considerada ndo € livre em a, e dai, como C é
estavel, o "& o, e portanto F"l o

’ C P c Y.
e ,an

) L Oy,
Se existe uma aplicagio de uma regra constante —5

F"% ocl,...,l“"% Oy, temos, por hipdtese de inducdo, que F"% oy4,....I" "% o, onde 04,...,00

em C tal que

sdo respectivamente conseqiiéncias de oy,...,0,, pela mesma regra em que o € conseqii€éncia
de a. Como C € estdvel, temos que 04,...,04 "% o, edai I’ "% .

Suponhamos entio que existe uma aplicacio —g de uma regra variante de C tal que I" "% B, e,
se 0 seu objeto variante nio pertence a 'V, entio |Toc. Seja 0 o objeto variante de —g. Se
0¢"V, lea, daf |z o, e portanto T "% o. Considere [ conseqiiéncia de 3 pela mesma regra

em que o¢ é conseqiiéncia de o. Se 0 €V, como B"g— B, 1“"% ', e dai, como C é estdvel

temos que [ "% o, e portanto I' "% o.

Teorema 1.23: Se C é estdvel, entdo I % osss T "% o.

Prova:

Pelo lema 1.11, temos que I "% o implica em I PC’— o, daf resta provar a reciproca.
Suponhamos que I' % Q.

Sejam D uma demonstragio em C de o a partir de I dependente de V, B a primeira
ocorréncia de uma férmula em D justificada como conseqiiéncia de uma aplicagdo de regra
variante g tal que o seu objeto variante ndo pertence a Ve  depende em D de alguma

premissa. Seja 0 o objeto variante desta aplicacdo.

~ Jo T ~ z ~ %) - N .
Se 0 ndo é livre em [}, entéo, como C € estdvel, temos que [} "T B, e dai, como a ocorréncia

considerada de [ precede B em D, temos que I' "% [, e portanto, pela transitividade de “ "T ”

r|RB.
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Se 0 é livre em [, entdo, como 0 ¢ 'V, existe I” c I tal que 0 ndo é livieem I" e I’ "% B,e
dai, como C é estavel e pelo lema 1.22, T "% B, e portanto I" "% B.

Em qualquer caso, existe uma demonstragdo Dg em C de [ a partir de I sustentada por V.
Substituindo a ocorréncia considerada de p em D por Dg, obtemos, dado D, uma
demonstracdo em C de o a partir de I" possuindo uma aplicacdo de regra variante a menos
cujo objeto variante nio pertence a Ve cuja hipétese depende de alguma premissa. Repetindo
0 mesmo processo um numero finito de vezes, obtemos uma demonstragio em C de o a partir

de I" sustentada por Y, ou seja, I’ "% o.
o

Teorerna 1.24: Se C é estével, entdo “ "T ” possui a seguinte propriedade adicional:

Y Xy

* {a’l’ O('p} "7 ﬁ’

o se
* paratodoie {1,...,n} eparatodoje {1,....p},se 0; ¢ Ve o0 é livre em Qj,
| entdo existe I”  I" tal que 0; ndo é livieem I e I’ "% o,
entdo ' "% B.
Prova:

Sejam Dy, ..., Dy respectivamente demonstracdes em C de o,...,04 a partir de I" sustentadas
por 'V, e seja E uma demonstragio de B a partir de {0y,...,04) sustentada por {0,...,0,}.
Concatenando Dy, ...,Dp,E, obtemos uma demonstragdo D de f em C a partir de T

Seja v a primeira ocorréncia de uma férmula em 2 justificada como conseqiiéncia de uma
aplicacao TY de regra variante, tal que o seu objeto variante niio pertence a Ve y depende em
D de algum elemento de I'. Como D,...,Dp sio demonstracdes sustentadas por "V, temos
que a ocorréncia considerada de y figura em Z, e dai, considerando 0 o objeto variante da
aplicagdo, temos que 0 € {0,,...,0,}.

. v={a;/je {1,....p} e 0 é livre em 0},
Sejam . .~ 1
C={a;j/je {1,....p} e 0 ndo é livre em «}.

E facil verificar que existe I finito tal que I" I, 0 ndo é livre em I e, para todo & € 0,
r "yc_& e portanto, pela construgdo de {, I" U "% Oy,....I1 U L "% Op, € 0 ndo ¢ livre

emI” U .
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Como a ocorréncia considerada de y precede yem D, temos que {0, ...,0} "yc—y’, e dai, pela
transitividade de "yc_,,’ temos que I U { "yc—y’, e portanto, pelo lema 1.22, 7 U € "% Y.

Para cada d € I U (, temos que I’ ”:‘CL d, e dai, novamente pela transitividade de "yc_,,’ r ”:‘CL Y.
Ou seja, existe uma demonstragdo Dy em C de v a partir de I sustentada por V. Substituindo
a ocorréncia considerada de y em D por Dy, temos uma demonstragdo D’ em C de B a partir
de I' possuindo uma aplicagdo a menos de uma regra variante cujo objeto variante nao
pertence a 'V e cuja hipétese dependa de alguma premissa. Repetindo o mesmo processo um

nimero finito de vezes, obtemos uma demonstracio em C de B a partir de I" sustentada por 'V,

ou seja, I’ "% B.

Corolario 1.25: Se C é estavel, entdo valem as seguintes propriedades adicionais para
a relacdo “ %”:

o sel R-oy...l RE oy {oy.....0p) RE B, entio I P B

r* r % Oy,...,10 % Ol

5 {0y,..,0p) [2FRB,

* paratodoie {l,...,n} e paratodo je {l,....p}, se 0; ¢ Ve o, é livre em Q;j,

AL

® se

entdo existe [” < I tal que 0; ndo é livieem " e I R o,
entdo I' & B.

Prova: basta usar o teorema 1.23, a nona proposicao do escélio 1.9 e o teorema 1.24.

Defini¢do 1.26: Um cdlculo semiforte C € dito forte se este possuir a seguinte propriedade
adicional:

® para cada aplicacao de uma regra variante de C,

Bi,.--,Bn
et

{a— By,...,00 = Bn} "% o — B, onde V é a coleciio de objetos variantes da aplicacio e

nenhum elemento de YV é livre em a.
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Teorema 1.27: As seguintes proposicdes sdao equivalentes:

(i) C é um cilculo forte;

ru (o) &8,

.. ) 2%
(i) para quaisquer I, o, 3 e V. {para cada 0 €V, 0ndo é livre em q, sss T "T - p.

Prova de (i) implica (ii):

Suponhamos que C é um cdlculo forte, I' U {a} "% B e, paracada 0 e "V, 0 nio é livre em o
Se B é axioma de C, entdo | P, e dai, pela cldusula (ii) da defini¢do 1.17, f=a— B, €
portanto I" "% o— B.

SeB eI, entiol’ "% B, e dai, pela cldusula (ii) da defini¢do 1.27, T "% o— B.

Se B = a, entdo, pela clausula (i) da defini¢do 1.27, |? o — q, e portanto I" "% o— P.

Se existe uma aplicacao EB’B—“ de uma regra de C tal que

I'u{o} "% Bp,....[ U {a} "% B, temos, por hipétese de indugio, que

r "% o — By,....I0 "% o — PBn. Se existe um objeto variante desta aplicagdo que ndo pertence
a V. entdo, conforme o escélio 1.8, |T B, e dai, novamente pela cldusula (ii) da definicéo
1.17, |Toc — B, e portanto F"%oc — PB. Se todo objeto variante desta aplica¢do pertence a

"V, entdo, como C é forte, concluimos que I" "% o— P.

Prova de (ii) implica (i):

Suponhamos (ii).

Como o fz o, temos que o — o

Como {p,o} "% B, temos que B"% o— P.

Finalmente, seja LB’B—“ uma aplica¢do de uma regra de C cuja colegio de objetos variantes
¢ V. e o. uma férmula de C onde nenhum elemento de VYV é livre.

Temos que {o— By,...,00 = Pn,0t} "% Bi,....{ot = Bys...,a = Pn,0t} "% Bn, € dai, como
{Bys---,Pn} "% B, temos que {a — Py,...,00 = P, At} "% B, e portanto

{0t = By,-..,00 = Pn) "%0(—) B.
[ ]

Defini¢do 1.28: Um cdlculo C € dito superforte se C é forte e estavel.
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Teorema 1.29:

{C ¢ um cdlculo superforte,
e Se

entio T U {a} BB sssT B=a— B.
paracadaoe'V, 0 nao € livre em Q. { }I?B I? b

Prova: basta usar os teoremas 1.27 e 1.23.

Defini¢do 1.30: Notamos por C[I'] o célculo aplicado obtido de C acrescentando I" como

postulado. Se I" é um conjunto unitario da forma {a}, entdo notamos C[I'] também por C[a].

Escolio 1.31: As seguintes asser¢des sio validas para C[I']:
e T"UT |rasssI” T o

e "uT "%oc SSS F’l C?l“] o;

e sel"uTl PC’— o, entdo I c}/r] o

o sel” |8[’—r]oc, entdo existe W2 VtalqueI"UT % o;
o se["uUTl "% o, entdo I | CTI.] o;

o sel” "(?[’—r]oc, entdo existe W2 Vtalque"UT "% o;
o se C é semi-estavel, entdo C[I'] é semi-estdvel;

o se C é semiforte, entdo C[I'] é semiforte;

o se C € quaseforte, entdo C[I'] é quaseforte;

o se C é estdvel, entdo C[I'] é estavel;

o se C é forte, entdo C[I'] é forte;

o se C ¢é superforte, entdo C[I'] é superforte.

Escolio 1.32: C[I'] possui as seguintes propriedades para a introduc@o da implicag¢do:

e se Césemifortee I U {a} "% B, entdo I’ "% o — B;
e se Céquasefortee I" U {a} Ic?_r]B’ entdo I” |C?—r]oc - B;

) v
e se Céfortee {F Vi "WB, entdo I "&’—r]oc—) B;

paracada O € "V, 0 ndo é livre em o,

U {o} B,

e se C é superforte e . entdo I I_v o—P.
P {para cada 0 €V, 0ndo é livre em a, Clr] B
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§2. Axiomaticas Classicas

Sao estudados aqui alguns dos aspectos axiomaticos comuns em todos os célculos
vistos neste trabalho.

Em toda esta se¢do, a menos que seja dito explicitamente o contréario, C é um célculo,
Ly.L; sdo linguagens para C, a3,y sdo férmulas em C de uma mesma linguagem (dependendo
do contexto), x,y,z sdo varidveis, t,u sdo termos em C em uma mesma linguagem, I' é uma
colec¢do de formulas em C, e, sempre que alguns dentre os sinais “x”, “y”, “z”, “t”, “u” e
“i” forem usados no mesmo contexto, consideramos subentendido que x,y,z subordinam i, e

t,u sdo subordinados a i; as mesmas convengdes continuam valendo mesmo que estes sinais

sejam acrescidos de plicas ou indices.

Definicao 2.1: Os postulados proposicionais bdsicos, adotados em todos os cdlculos descritos
neste trabalho, sdo dados abaixo:

(=1 a->B-oa

(=-2) (@>PB)—>@>p—->y) @Y
(MP) %ﬁ—

A anAB-oa;

(A2)  anPB—B;

A3) oa—-B-ooanB;

(v-1) a—oavp;

(v-2) B-oav;

v-3) @=>N->PB->v1->@vB-y:
(=-3) (o—>PB)—-a-—>w

A regra MP € constante.
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Definicdo 2.2: A regra Gen, presente em todos os cdlculos quantificacionais descritos neste
trabalho, € dada abaixo:

(Gen) 'Vl'(xx—(x

Uma aplicacdo da regra Gen possui como unico objeto de variancia a varidvel quantificada.

Definicdo 2.3: Os postulados universais bdsicos, presentes em alguns dos calculos
quantificacionais descritos neste trabalho, sdo dados abaixo:

(V-1) Vix o — a(xlt), onde x € i-substituivel por t em Q;

(V-2) Vix (aa— P) - (Vx o — Vix B);

(V-3) o — Vix 0, onde x ndo € livre em O

Definicdo 2.4: Os postulados existenciais bdsicos, presentes em alguns dos cdlculos
quantificacionais descritos neste trabalho, sdo dados abaixo:

3-1 oxlt) = J;x o, onde x € i-substituivel por t em «;

(32) Vix(a—p)— Gxo— Iix P);

3-3) J;x a0 — o, onde x nao € livre em «.

Definicdo 2.5: Os postulados universais e existenciais basicos, juntamente com Gen, sdo ditos

postulados quantificacionais bdsicos.

Escélio 2.6: As linguagens para todos os cdlculos quantificacionais estudados neste trabalho
sao polissortidas simples, com excecao das linguagens do cdlculo auxiliar para a prova de
completude de LSR; no primeiro caso considere respectivamente “V”’ e “3” ao invés de “V;” e
“d;” na escrita dos postulados universais e existenciais basicos, conforme a tltima proposicao

da definicao 1.2.30.
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Definicdo 2.7: Os postulados universais extras, eventualmente presentes em alguns dos
calculos polissortidos complexos estudados neste trabalho, sdo dados abaixo:

(V-4) Vix oo — a, onde x ndo € livre em Q;

x € isosubstituivel por y em o,
(V-5) Yy (Vx o — auxly)), onde

(V-6)  Vix Y5y o0 — V5y Vix o, onde x e y sdo varidveis distintas.

j € uma subespécie de i;

Definicdo 2.8: Os postulados existenciais extras, eventualmente presentes em alguns dos
calculos polissortidos complexos estudados neste trabalho, sdo dados abaixo:

3-4) o — J;x o, onde x ndo € livre em Q;

x € isosubstituivel pory em «,
3-5) Y5y (ou(xly) = Jix o), onde

(3-6)  3;x I3y o« — 5y Jjx o, onde x e y sdo varidveis distintas.

j € uma subespécie de i;

Defini¢do 2.9: Os postulados universais e existenciais extras sdo ditos postulados

quantificacionais extras.

Definicao 2.10: Estendemos os conceitos de conseqii€ncia vistos na se¢ao anterior:
e T'RFa=T %a, para cada linguagem L para C tal que ' U {at} c L;
o [ "% o= F"% o, para cada linguagem L para C tal que I' U {at} < L.

Defini¢do 2.11: Um célculo quantificacional C é dito firme se as cldusulas abaixo forem

satisfeitas:

e para quaisquer sinais predicativos p e q em C tais que q é de uma espécie arbitrdria
(iy,...,in), € para quaisquer varidveis x;,...,.xp respectivamente de espécies ij,...,i,, valem as
seguintes propriedades:

¢ se o é um axioma arbitrdrio em C e o¢ é obtido de o substituindo todas as férmulas
atdmicas em que p ocorre por q(x;,...,Xn), €ntao |T o;

oy,...,0 . ~
— g — de uma regra em C, cuja colecdo de

¢ para cada uma aplicacdo arbitrdria
objetos variantes é 'V, se 04,...,0n,0 sdo obtidos de o substituindo todas as férmulas

A 5 4 .
atdmicas em que P OCOITE POT q(Xi,....Xn), ENAO OG,...,0h k& 003
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e para cada termo t em C de uma espécie arbitrdria i e para cada varidvel x subordinando i,
valem as seguintes propriedades:
& se x ndo ocorre em um axioma arbitrdrio oo em C, entdo |T Vix otlx);
¢ se x ndo ocorre nem nas hipdteses nem na conclusdo de uma aplicag@o arbitréaria

(xl’d;’oc“ de uma regra em C, cuja colecio de objetos variantes é V, entdo

Vox ou(tlr),..., Vix am(tle) B Vix altlx).
Escélio 2.12: Todos os calculos quantificacionais definidos neste trabalho s@o firmes.

Escélio 2.13: Se C é um cdlculo firme possuindo como geradores de teoremas V-3, V-4 ¢ MP
(este € o caso em todos os célculos quantificacionais definidos neste trabalho), entdo as
seguintes proposi¢des sao validas:

* T |z asss existe uma linguagem L para Ctalque T U {at} c Le T ey o

o I % o sss existe uma linguagem L para CtalqueI'U {a} cLe T C}',_) o;

o [ "% o sss existe uma linguagem Lpara Ctalque U {a} cLel | C}’,_) Q.

Lema 2.14: Se C possui como geradores de teoremas os postulados —-1, —-2 e MP, entdo as
seguintes proposi¢des sao validas:

e lra—a;

°* Bl a—p:

e a—-B,a—->P-Y "% o — Y.

Teorema 2.15: Se C possui como geradores de teoremas os postulados —-1 e —-2, e MP
como a unica regra de inferéncia, entdo as seguintes proposi¢des sdo validas:

o T’ IT osss I’ I% o

e C é um célculo superforte.

Prova: basta usar o lema 2.14.

Lema 2.16: Se C possui como geradores de teoremas os postulados —-1, —-2, V-2, V-3, MP
e Gen, entdo valem as seguintes proposi¢des:

° "% Vix o, onde x ndo € livre em «;
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o Vixo Vx (@ B) [& vix B;

e a—p "% o — Vx B, onde x ndo € livre em 0.

Teorema 2.17: Se C possui como geradores de teoremas os postulados —-1, —-2, V-2 e V-3,
e como tnicas regras de inferéncia MP e Gen, entio C é um cdlculo semi-estdvel e forte (e
dai é quaseforte).

Prova: basta usar os lemas 2.14 € 2.16.

Lema 2.18: Se C € polissortido simples e possui como geradores de teoremas os postulados

—-1, =2, V-1, V-2, V-3, MP e Gen, entdo Vx o "% VxVy .

Teorema 2.19: Se C é polissortido simples e possui como geradores de teoremas
os postulados —-1, —-2, V-1, V-2 e V-3, e como unicas regras de inferéncia MP e Gen,
entdo C é um célculo superforte.

Prova: basta usar os lemas 2.14, 2.16 ¢ 2.18.

Teorema 2.20: Se C é um cdlculo possuindo como geradores de teoremas pelo menos os

13 2 (X3 29

postulados proposicionais basicos concernentes aos conectivos “A” e “v”, juntamente com a

66,9

regra MP, entdo valem em C as regras de introduc@o e eliminagdo para os conectivos “A” e

(X3 29

Vv”, ou seja:
© op [ anp; o & ovB:
J (X/\B"%oc; B"%ocvﬁ;

. omﬁ”%ﬁ; (va,(x—w,B—)y"%y.
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Teorema 2.21: Se C é um célculo possuindo como geradores de teoremas V-1, 3-1, 3-2, 3-3,
MP e Gen, entdo valem em C as regras de introducgdo e eliminagio para os quantificadores
universal e existencial, e a regra da instanciagdo, ou seja:

° o "% Yx o

Vix o "% ouxlt), onde x € i-substituivel por £ em Q;

olxlt) "% J;x a, onde x € i-substituivel por t em Q;

Jxa,o—p "% B, onde x ndo é livre em [3;

o "% ouxIt), onde x € substituivel por t em «.

Escélio 2.22: Se C é um cdlculo polissortido simples possuindo como geradores de teoremas
os trés primeiros postulados proposicionais bédsicos, os universais bdsicos, ¢ Gen, entio C

também possui como geradores de teoremas os postulados universais extras.

Escélio 2.23: Se C é um cdlculo polissortido simples possuindo como geradores de teoremas
os trés primeiros postulados proposicionais bdsicos, os existenciais bdsicos, e Gen, entdo C

também possui como geradores de teoremas os postulados existenciais extras.

e 9 6 9 Z

Defini¢ao 2.24: Dizemos que funciona para Ly em C como a negacdo cldssica se é

um conectivo undrio primitivo em C ou, para qualquer férmula y em Ly, a expressdo “~y”
pode ser abreviada em L, de modo que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas, para
quaisquer férmulas o e p em Ly:

e a—pB,a—~P |c?|_0) ~0; - "%Lo) Q.

Se, para qualquer conjunto finito I" de férmulas em C, existe uma linguagem L, para C tal que
I'cLly e “~” funciona para Ly em C como a negacdo cléssica, dizemos entdo que “~”
funciona localmente em C como a negagdo cldssica.

Se “~” funciona para L em C como a negacio cléssica, para qualquer linguagem L em C,

69

dizemos entdo que “~” funciona em C como a negacdo cldssica.
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Se “~” funciona para em C como a negacéo cléssica e, para qualquer férmula o em C e para
quaisquer linguagens Ly e L; para C tais que o é férmula tanto de Ly como de L;, se a
desabreviagdo de “~o” em L, é idéntica A desabreviagio de “~o” em L, dizemos entdo que

69

funciona globalmente em C como a negagdo cldssica.

13

Teorema 2.25: Se C é quaseforte, todos os objetos variantes de C sdo varidveis, “~” funciona
em C como a negagfo cldssica, MP gera teoremas em C, e o0 é uma sentengca em C, entdo

I fe=~asssT U {a} é trivial em C.

Teorema 2.26: Se C é quaseforte, “~” funciona para Ly em C como a negagdo cldssica, e C
possui como geradores de teoremas os nove primeiros postulados proposicionais basicos,

entdo os seguintes esquemas geram teoremas de C em L:

¢ v~ =B e~ -~

e o—~0t—f; (e P) & (~a < ~P);

¢ 00, o— B ~avp;

e (00— ~a) >~ ~(00—> B) > an~B;

e (~a— o) — ~(0AB) & ~av ~B;

e (> ~a) — B ~(av B) > ~a A ~B.

Teorema 2.27: Se C é quaseforte, “~” funciona para Ly, em C como a negagdo cldssica, e C

possui como geradores de teoremas os postulados —-1, —-2, V-2, 3-2, 3-3, 3-5, MP ¢ Gen,
entdo os seguintes esquemas geram teoremas de C em Ly:
® ~Vix o> djx ~au; Vix O > ~d;x ~Q;

o ~dxae Vix ~ay J;x o > ~V,x ~0L.
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Teorema 2.28: Se C é quaseforte, “~” funciona localmente em C como a negacio cldssica, e C
possui como geradores de teoremas os primeiros nove postulados proposicionais bésicos, € 0s

postulados quantificacionais bdsicos e extras, entdo os seguintes esquemas geram teoremas

de C:

o Vix (A P) > Vix A Vix B; Fix (A B) > Fix oA Tix B

e Jdix(avpP)eIxavIxp; Vix (o B) & (Vix o > Vix B);
o Vix (ot —B) — (Vx o — Vix B); Vix (00— B) = (Fyx o — Fix B);
e Fixa— Jix B) » Gix (o — P)); Vix (o B) = (Fix o > Fix B).

Vix av Vix B — Vix (av B);

Teorema 2.29: Nas mesmas condi¢des do teorema 2.28, valem as seguintes proposi¢des,
referentes ao transporte de quantificadores, onde # € {—,A,v} e x € {A,V}:
e Sex ndo € livre em @, entdo as seguintes asser¢oes se realizam:
¢ [%x (a# B) <> (o # Vix P);
¢ f=3ix (0 #P) < (a#F;x B);
e Sex ndo é livre em P, entdo as seguintes asser¢des se realizam:
ke Vix (00— B) & Gzx o — PB);
e 3ix (0 = B) & (Vix o = B);
b Vix (o B) <> (a3 Vix B);
Fe3ix (00 B) <> (o0 Fyx B).

<

<

<

<

Teorema 2.30: Se C é quaseforte, “~” funciona para Ly em C como a negagio cldssica,
“Jix o0 >~Vix ~o” é um esquema vélido em C, e C possui como geradores de teoremas os
trés primeiros postulados proposicionais bdsicos, os universais bdsicos e extras, e Gen, entao

os postulados existenciais bdsicos e extras geram teoremas de C em L,.
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Escolio 2.31: Se C € polissortido simples e quaseforte, “~” funciona para Ly em C como a
negacdo cldssica, “Ix o <> ~Vx ~a” é um esquema valido em C, e C possui como geradores
de teoremas os trés primeiros postulados proposicionais basicos, os universais basicos, e Gen,

entdo os postulados existenciais bésicos geram teoremas de C em L.

Teorema 2.32: Se C é quaseforte, “~” funciona para Ly em C como a negagio cldssica,
“Vix o0 > ~F;x ~0” é um esquema vdilido em C, e C possui como geradores de teoremas os
trés primeiros postulados proposicionais bdsicos, os existenciais bdsicos e extras, e Gen, entao

os postulados universais basicos e extras geram teoremas de C em L.

Escolio 2.33: Se C € polissortido simples e quaseforte, “~” funciona para Ly em C como a
negacdo cldssica, “Vx o <> ~Ix ~a” é um esquema valido em C, e C possui como geradores
de teoremas os trés primeiros postulados proposicionais bdsicos, os existenciais bdsicos, e

Gen, entio os postulados universais bdsicos geram teoremas de C em L.

Teorema 2.34: Se C é um célculo possuindo como geradores de teoremas os postulados —-1,

6 9 Z

—-2, =-3, ¢ MP, f é uma funcio que associa cada férmula em Ly a uma férmula em L, é
um conectivo definido em Ly por “~a = o — f(a)”, € “o0 — f() — B € um esquema vélido
em C para L, entdo “~” funciona para Ly em C como a negacio cldssica.

Prova:

(da primeira propriedade):

Pelo postulado —-2, temos que ITLO)(OC - B) = (a— B> fP)) — (- f(PB)), e dai,
aplicando-se duas vezes a regra MP, segue-se que o0 — 3, o0 — ~ "%Lo) o — f(B).

Mas como ITL(,)B — f(B) — f(a), segue-se de imediato que ow — B, ow — ~B "_C?Lo) ~QL.

(da segunda propriedade):
Por defini¢do, temos que ~~Qt |I%L0) (o — f(a)) = (o — f(o)).
Como ITLO)(OC — f(a)) — f(a — f(a)) > o, temos que ~~ "%Lo) (o0 = f(o)) > o, e dai,

pelo postulado —-3, temos que ~~Oﬂl C(gl_o) Q.
[
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Teorema 2.35: Se C possui como geradores de teoremas os trés primeiros postulados
proposicionais basicos, A-3, e os quantificacionais basicos, entdo as seguintes proposi¢des sao
validas:

* sexndoélivieem o, entio f=Vx oo o e frIxae o

entao

y ndo é livre em «, ke Vx o < Vy auxly),
[ J
%1 x ¢ isosubstituivel poryem Q, ke 3x o <> Ty auxly).

Teorema 2.36: Se C possui como geradores de teoremas os trés primeiros postulados
proposicionais basicos, A-3, V-2, V-3, V-4, V-5, 3-2, 3-3, 3-4, 3-5, e Gen, entdo as seguintes
proposic¢des sao validas:

e sexndoélivieem o, entio fr-Vix oo a e frFxoeo o;

entao

y ndo é livre em «, e Vix o > Yoy ouxly),
[ J
% x ¢ isosubstituivel pory em d, b 3ix a0 Fiy alxly).

Definicao 2.37: Se x;,....xn (n = 0) sdo as unicas varidveis livres em o, dizemos que VXx;...Vx,

o. € uma aderéncia de .

Teorema 2.38: Se C possui como geradores de teoremas os postulados MP, Gen ¢ V-1, e of é

uma aderéncia de o, entio o |- e o |z o

Defini¢do 2.39: Sejam C um calculo, Ly uma linguagem para C, oo uma férmula de L,,
e I' uma cole¢io de férmulas de L. Dizemos que I' é a-saturado em L para C se I atender as
seguintes condicoes:

* I [fom %

* dadauma formula 8 de Ly, se & I, entao I' U {B} gy o

Se existe uma férmula o de L tal que I € a-saturado para Ly em C, dizemos também que I" é
saturado para Ly em C. Finalmente, se existe uma linguagem L, para C tal que I" € saturado

(o-saturado) em Ly para C, dizemos simplesmente que I € saturado (ot-saturado) em C.
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Lema 2.40: Considere I' U {a} < Ly. As seguintes propriedades bdsicas sdo validas para
conjuntos saturados:
e se I é saturado em L para C, entdo, dada uma férmula [ de Ly, I’ ITLO) BsssPerls;

e sel" [/gmy @, entdo existe um conjunto a-saturado I para Ly em C tal que ' c T7,

Defini¢do 2.41: Um célculo C é dito isocldssico se as seguintes propriedades forem
satisfeitas:

¢ todos os objetos variantes de C sdo varidveis;

e 0s postulados MP e —-3 sdo geradores de teoremas em C;

e (C ¢ quaseforte.

Lema 2.42: Sejam C um célculo isoclassico; o, B e y formulas fechadas de Ly e I' um conjunto
a-saturado em Ly para C. Entdo I” possui as seguintes propriedades:

i) BeToufp—-aer;

(ii) para qualquer B, oo — B € T;

(iii) para quaisquer Bey,se ¢ I',entaio p > ye I

Prova:

De (i):

Se B ¢ T, entdo, como I' € a-saturado em L, temos que I' U {B} ITLO) a, e dai, pela primeira
e terceira condi¢oes da defini¢do 2.41, " |TL0) B— a,ouseja, p>ael.

De (ii):

Se a—>Pe¢Tl, entdo, de (i), T |TL0) (o —> B)— o, e portanto, pela segunda condigdo
da definicao 2.41, I" |TL0) o, 0 que € um absurdo.

De (iii):

De (ii) temos que I Ty @ — Y. € portanto v {a} |TL0) y. Como T é a-saturado em L,,
ru{p} ITLO) a, logo T'U {B} cy Y- © portanto, novamente pela primeira e terceira

condicdes da definicao 2.41, segue-se que I' |TL0) B—y.
[ ]
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Lema 2.43: Se C é um célculo isocldssico possuindo como geradores de teoremas pelo menos
os dez primeiros postulados proposicionais basicos e I' é um conjunto saturado em C, entdo a
funcdo caracteristica de I' € bem comportada de modo restrito.

Prova: basta usar os lemas 2.40 e 2.42.

Lema2.44: Se C é um célculo possuindo como geradores de teoremas pelo menos os
postulados MP, V-1, 3-1 e Gen, ¢ I" é um conjunto de Henkin saturado em C, entdo a fungio

caracteristica de I" é de Henkin, bem comportada quantificacionalmente, e regular.

Defini¢do 2.45: Um cdlculo C é dito semifirme se as seguintes condi¢des forem satisfeitas,
para cada constante ¢ de uma espécie arbitréria i e para cada varidvel y em C subordinando i:
® sey ndo ocorre em um axioma arbitrario o em C, entdo |T Yy a(cly);

® sey ndo ocorre nem nas hipdteses nem na conclusao de uma aplicagdo arbitréria

o, . . .,0 . ~ . . ‘ ~
% de uma regra em C, cuja colecio de objetos variantes é 'V, entdo

Wy ou(ely),.... %y an(cly) R iy acely).
Escolio 2.46: Todo calculo firme € semifirme.
Escolio 2.47: Todos os calculos definidos neste trabalho sdo semifirmes.

Lema 2.48: Se C é um cdlculo semifirme, entdo as seguintes proposicdes sdo verdadeiras:

( ¢ é uma constante de espécie § em C,

c nao ocorre em I,
(i) se< ysubordina j, entio I = Yy alely);
y nado ocorre nem em I nem em «Q,

'k

[ ¢ é uma constante de espécie j em C,

¢ ndo ocorre nem I nem em o,

(ii) se « x subordina j, entio T = Vs o
V-2, V-3, V-5 ¢ MP geram teoremas em C,

" | axle),




(iii) se {
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(C¢ quaseforte,

c € uma constante de espécie j,

¢ ndo ocorre nem em I" nem em 3,
x subordina j, .
B possui no maximo x como objeto variante livre, entdo I’ 3yx B IT L
x ndo € livre em 7,

V-2, V-3, V-5, 3-2, 3-3 ¢ MP geram teoremas em C,

\[> 35x B, Bxle) k= v,

r
L, é uma linguagem para C,

L, é obtida de L, acrescentando novas constantes,

(iv) se< Tuoac Ly, entdo I' gy o

V-3, V-4 e MP geram teoremas em C,

L feay ©

Defini¢do 2.49: Dizemos que um cdlculo C é abrangente se as seguintes clausulas forem

satisfeitas:

C é isoclassico;

C é semifirme;

“~” funciona localmente em C como a negagao cléssica;

cada um dos sinais “Vv3” e “dy” € primitivo ou definido, para cada espécie j e para cada
linguagem em C;

—-1, =»-2, V-1, V-2, V-3, V-4, V-5, 3-2, 3-3, 3-5, MP e Gen geram teoremas em C.

Lema 2.50: Se C é abrangente, I' = Ly, o é uma férmula em Lye I’ o) & entdo existe uma

linguagem L; para C e um conjunto £ de Henkin o-saturado em L; para C tal que Ly < L,

el'cX.

Prova:

E facil mostrar que, se M, é a cardinalidade do alfabeto de L, entdo a cardinalidade da cole¢io

de férmulas fechadas de Ly é também 7. Seja 1, a cardinalidade da cole¢do de espécies

em Ly, e L; a linguagem obtida de L, acrescentando ao alfabeto de L,, para cada espécie
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em Ly, 7, X 1, novas constantes. Entdo a cardinalidade da cole¢do de férmulas fechadas
em L; é n, X n,.

Sejan=n; X n,.

Seja (o)., uma boa ordem para a colegdo de formulas fechadas em L;.

Sejam também, para cada espécie j em L;:

€5 = {c/ c é uma nova constante em L; de espécie j};

f; uma funcgdo-escolha para C;.

Para cada formula B e para cada colecio de férmulas O em L;, adotamos as seguintes
abreviaturas:

ad(B) = {o/ o é formula em L; e p é uma aderéncia de a};

ad(d) = BeUﬂad(ﬁ).

Adotamos também as seguintes abreviaturas, para cada espécie j e cada ordinal 1< n:

Cs,: = {c/ c é uma nova constante de espécie j que ndo figuraem I U {o;} };

¢y = H(Cs.0).

Seja y uma aderéncia para Q.

Por recursio transfinita, para cada ordinal 1< 1, definimos uma colecdo I; de férmulas em L;:
[ =T uvad®);

Ii, se I; U {a} iy b

I; U {0y} Uad(ay), se I; U {oy) b%,_l)ye o; ndo ¢ da forma 35x f;

L, =
" I; U {opxlesi)} uad(oy), se I; U {oy} |7%L1) Y, a; é da forma 35x B, e G,i = J;

I; U {o;} wad(oy), se I; U {oy} b%,_l)y, a; € da forma 35x B, e Gi= .

Seja X = KUnl: Temos de imediato que ' < X.

Por indugdo transfinita, é facil verificar que, para cada ordinal i< 1 e para cada espécie j
em L;, a cardinalidade da cole¢do de novas constantes em L; de espécie j que ocorrem
em I U {o;} € finita ou é menor ou igual a cardinalidade de 1, e dai G,i # &.

Considerando que C € isocldssico, semifirme, usando o teorema 2.38, a terceira
e a quarta proposicdes do lema 2.13, e os postulados V-1, V-2, V-3, V-5, 3-2, 3-3, MP e Gen,
temos que I; [#ery V. para cada i<n, edai X |7%L1) v. Dada uma férmula 8 em L, tal que

B¢ Iy, existe i<? tal que o; é uma aderéncia de P, e dai, pela construgio de I3,
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I; u{as} ey ¥ e portanto, pelo teorema 2.38, I; U {B} ey V> ou seja, ZU {B} e v
logo X € y-saturado em L; para C, e portanto, novamente pelo teorema 2.38, ¥ é a-saturado
em L, para C.

Seja B uma férmula em L; possuindo no maximo x como varidvel livre.

Supondo que J4x € X, temos que existe 1< 7 tal que o; é J5x B, e dai, pela construcio
de I, B(xles,) € [y, ou seja, B e X.

Suponhamos agora que, para todo termo fechado t subordinado a j em L;, B(xlt) € £. Como
C ¢ isocldssico e ¥ € saturado, temos que Vsx e X ou Vsx B >ye L. SeVsx B > ye X,
entdo, como C é isocléssico, “~” funciona localmente em C como a negagéo clédssica e pelos
postulados —-1, —-2, V-2, V-4, 3-5, MP e Gen, temos que

ITLI) (%x B —7) — 3¢ (B — 7)., e portanto Isx (B —> 7) € L.

Conforme provamos no pardgrafo anterior, existe uma constante ¢ de espécie j tal que
“B(xle) — ¥’ € X, e portanto y € X, o que € um absurdo, logo %x 3 € .

Acabamos de mostrar que £ € um conjunto de Henkin o-saturado em L para C.
[ ]

Corolério 2.51: Se C é um célculo abrangente, a 16gica L e C possuem as mesmas linguagens,
Ly é uma linguagem para C, L. é definida por uma semantica invariante para mudangas de
linguagem, e a fungdo caracteristica de todo conjunto de Henkin saturado em alguma
linguagem para C é uma Li-valoracdo para esta linguagem, entfio as seguintes proposicdes sio
vélidas:

r I?Lo) o implicaem I' [y o
e T |L= o implicaem I |z o
Prova:
Se I' (/e @ temos, pelo lema 2.50, que existe um conjunto ¥ o-saturado em uma
linguagem L, para C tal que I'c X. Se f é a fungdo caracteristica de £ em L;, temos, por
hipétese, que f é uma L-valoracdo para L;. Como f satisfaz I e ndo satisfaz o, temos que
r T % © dai, pela invariabilidade da semantica de [ para mudancas de linguagem

(expressa para as logicas vistas neste trabalho no lema 2.3.7), I T
o

o &
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Definicdo 2.52: Especificamos uma axiomadtica para CPL. Os postulados de CPL sdo os

proposicionais e quantificacionais bésicos.

Esc6lio 2.53: T | asss T e o

CPL

Definicao 2.54: Especificamos uma axiomatica para CL. Os postulados de CL sdo os nove
primeiros postulados proposicionais, os quantificacionais bdsicos, mais os dois postulados
especificos dados abaixo:

(—-int) (a— B) = (0 — —P) - —a;

(—|-el) ——0 — OL.

Esc6lio 2.5: T |gr ausss T fee o

§3. Os Calculos LI, PCL e NALL

Especificamos e estudamos aqui os cdlculos LI*, PCLS e NALL.

~ L I . o e . . . L, .
Em toda esta se¢do, L é uma linguagem quantificacional monossortida cujos dnicos

(13 2 (13 2 13 " 13 29

conectivos sdo “—7, “A”, “Vv” e “=7, possuindo como quantificadores “V”’ e “3I7;
% . . * ¢ * . * -
L é alinguagem obtida de L acrescentando “1” ao alfabeto de L; e finalmente £ €

uma das linguagens [ ou [’.

Defini¢do 3.1: Os postulados proposicionais da negagdo, adotados em todos os cdlculos
paraconsistentes e/ou paracompletos descritos neste trabalho, sdo dados abaixo:

(=1 (o= p) e on—p;

(=2)  —(@AP) e —ov =P

(=3) (v P) e oA =P

(—-4) oo
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Definicao 3.2: Os postulados quantificacionais da negacdo, presentes em todos os calculos
quantificacionais nao auxiliares paraconsistentes e/ou paracompletos descritos neste trabalho,
sdo dados abaixo:

(—-5) Vix o< Fx o,

(—-6) —d;x o <> Yix 0.

Definicio 3.3: O cdlculo LI} possui como postulados todos os proposicionais e
quantificacionais bdsicos, os proposicionais e quantificacionais da negac¢do, bem como o
seguinte postulado adicional (dito também o principio do terceiro excluido), todos expressos
em L

(te) (VAVESToA

O cilculo LI; possui como postulados todos os postulados do calculo LI, mais o seguinte
postulado adicional, todos expressos em L :

€1 L-o

Definicio 3.4: O célculo PCIi possui como postulados todos os proposicionais e
quantificacionais bdsicos, os proposicionais e quantificacionais da negac¢do, bem como o
seguinte postulado adicional (dito também o principio da ndo contradicdo), todos expressos
em L

(nc) o — —a— P.

Definigdio 3.5: O cdlculo NALL] possui como postulados exatamente os proposicionais e
quantificacionais bésicos, e os proposicionais e quantificacionais da nega¢do, todos expressos
em L. O célculo NALL; possui como postulados todos os postulados do cadlculo NALL;,
mais os seguintes postulados adicionais, todos expressos em L:

€1 L-oo

(1L-2) L
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Definicao 3.6: Adotamos as seguintes abreviaturas:
e ~o = o — L; para as 16gicas LI; e NALL3;

® ~0 = o — —0; para a légica PCLE.

Escélio 3.7: O conectivo “~”, da forma definida acima, funciona globalmente como a negacao
classica nos cdlculos LI5, PCLY ou NALLS3.

Prova: basta aplicar o teorema 2.34.

Definicao 3.8: Uma linguagem quantificacional € dita finita se a mesma possuir um nimero

finito de sinais predicativos.

Teorema 3.9: O conectivo “~” funciona localmente como a negagdo clédssica para qualquer um
dos célculos LI ou NALL].

Prova:

Seja C um dos calculos LI} ou NALL].

Dada uma colecdo finita I' de férmulas em C, seja Ly uma linguagem para C contendo todos
os sinais predicativos, funcionais e constantes ocorrendo em I'. Como I' € finito, temos que L,
¢ uma linguagem finita.

Seja L(Ly) uma conjuncdo das aderéncias das férmulas das formas p(xi,....xn) € —P(Xi,....Xn),
onde p é um sinal predicativo arbitrdrio de aridade arbitrdria n em L,.

E ficil verificar que, para cada férmula o em Lo, k= L(Ly) — o Definindo “~o” em Ly por

“a— 1(Ly)”, temos que “~” funciona em Ly como a negagio cldssica.
o
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Lema 3.10: Se F¢é uma l-correspondéncia semantica —-heterodoxa regular para Ly, e Q é uma

[-interpretagio para Ly, entio Qp satisfaz os postulados proposicionais, universais e

existenciais basicos, bem como os postulados proposicionais e quantificacionais da negacao.

Prova:

Como Qf é bem comportada proposicionalmente, temos que f satisfaz os primeiros dez

postulados proposicionais basicos.

Como Qf € regular e bem comportada quantificacionalmente, temos que Qg satisfaz

os primeiros sete postulados quantificacionais bésicos.

Seja G a l.-correspondéncia semantica para L, tal que Fé —-heterodoxa com respeito a G.

* Q=0 — B)) =1 SSS Qga—P)=0 SSS Qg(—o)=0e QgpB)=0 SSS
Qo) =1e Q—P)=1sss Qan—=p)=1.

* Qa—(AP) =1 SSS QganP)=0 SSS Qg(a)=00uQgP)=0 SSS
Q=) =10u Qe—P) =1sss Qe(—av =) =1.

* Qe—(oev P =1 SSS QgavP)=0 SSS Qgia)=0eQgpB)=0 SSS
Q—0) =1e Qe—P) =1sss Q= A=) = 1.

* Qe(—0) =1 588 Qg(—0) = 0 sss Qo) = 1.

# Qn—Vix o) = 1 sss Qg(Vix o) = 0 sss existe Q x-similar em i a Q tal que Qg(e) =0 sss
existe Q' x-similar em i a Q tal que Q{—0) = 1 sss QT;x ) = 1.

* Qe—d;x o) =1 sss Qg(J;x o) =0 sss para todo £’ x-similar em i a €, Q’G(OL) =0 sss para
todo ©’ x-similar em 1 a Q, Q=) = 1 sss Q(Vyx =) = 1.

Acabamos de mostrar que Qg satisfaz também os postulados —-1, -2, —=-3, -4, —=-5 ¢ —-6.
o

Lema3.11: Sejam F e G L-correspondéncias semanticas para Ly, e Q uma L-interpretacio
para Ly, tal que F é —-heterodoxa com respeito a G e Qf e Qg ndo satisfazem L,

entdo Qg satisfaz os postulados L-1 e 1-2.
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Prova:
Como QL) =0, temos que QgL — o) = 1.
Como Qg(L) =0, temos que Qg—L) =1.

Teorema 3.12: Se L. é uma das 16gicas LI*, PCLY ou NALL e Ly é uma linguagem para I,
entdo valem as seguintes proposicoes:

o [° |m(ximplica em [’ T %

e T |~ aimplicaem T |L= QL.

Prova: basta usar o escélio 2.3.3 e os lemas 3.10, 3.11 € 2.4.15.

Lema 3.13: Seja C um célculo possuindo como geradores de teoremas pelo menos os nove
primeiros postulados proposicionais basicos, os postulados quantificacionais basicos, e 0s

postulados proposicionais e quantificacionais da negacdo. Entdo sdo vdlidas as seguintes

proposicoes:

* Bopf BB Bop EBvYeB vy
*BeBflEBoreB -y Bep leyvBeyvp:
s BeBlErv-oBey—B: Beop ke xp e vix B
s BB lEBrTeB AT Bep Ehuxpeixp.

BB EvABevYAR;

Teorema 3.14: Se C é um dos cilculos LI*, PCIF ou NALIZ, entdo

e P |x"(:7’x“ oY) © a(ylB’), onde xi,....x, sdo as varidveis tais que Y estd nos seus
€SCopos, € X;,...,Xn 830 livres em f ou em .

Prova:

Se v ndo ocorre em a, temos que oY) = a(ylf’) = a, e dai ndo hd mais nada a provar.

Sem perder a generalidade, podemos portanto passar a supor que Y ocorre em OL.

Se o é uma férmula atémica, entdo oY) = B e a(yp) = B.

Se o é da forma —d, entdo a(yif) =—d0(yB) e oY) = —d(yiP). Por hipétese de indugio,
temos que < B’ |x"'C'A8(yIB) < 3(YiP), e dai, pela primeira proposi¢do do lema 3.13,
B B - —3(1p) & —3(VB).
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Se o é da forma &#90; onde #e {—,AVv], entio oYIP)=7P)# () e
o(YI) = & (YiF) # 32(YIP). Por hipbtese de indugéo, temos que

BB P d(iB) & &(1B) e B o B = 8,(11B) < 8:(1iB), e daf, pela segunda,
quarta e sexta proposicdes do lema 3.13,

e P |)C"°C'A81(\(IB) # 0:(YIB) © &i(YIB) # 82(YiP), e portanto, pela terca, quinta e sétima
proposi¢des do lema 3.13,

e P |)C"°C'A81(\(IB’) #0:(VIB) © &i(YIB) # 82(yip); pelas duas dltimas conclusdes
finalmente concluimos que § < |xl’C7’x" S(YIB) # 5:(VIB) & Si(YIB) # S(¥iP).

Se a é da forma Qxd, onde Q é V; ou J;, para alguma espécie i em C, entdo
o(YIB) = Qx 3(¥IB) e a(¥If) = Qx d(YIB’). Por hipétese de indugdo, temos que

e P |)C"°C'A8(\(IB) < 3(YiP). Se x € {xi,....xn}, entdo, pela oitava e nona proposi¢cdes do
lema 3.13, f < B’ |x"°éAQx 3(YIB) & Qx 3(YiP). Se x ¢ {xi,....xn}, entdo Y ndo ocorre em
d ou x ndo é livre em B nem em P’. Se y ndo ocorre em 9§, entdo a(Yf)=Qxd e
o(YIf) = Qx d. Se x ndo é livre em P nem em P’, entdo, novamente aplicando as oitava e nona

proposigdes do lema 3.13, temos que 3(YIB) < d(YIB) k= Qx 3(YIB) & Qx 3(¥iP), e dai, pela

hipétese de indugdo, e como x ndo é livre em P nem em [’ temos finalmente que

B B ™ Qx 3(4iB) < Qx 3(4B).

Teorema 3.15: Se C é um cdlculo monossortido possuindo como geradores de teoremas 0s
trés primeiros postulados proposicionais bdsicos, A-3, os quantificacionais e existenciais
basicos, os postulados proposicionais e quantificacionais da negacdo, e Gen (como por
exemplo LI*, PCLY e NALL), entdo as seguintes proposicdes sdo validas:

e sexndoélivieem o, entio f=Vx oo o e fIxas o;
y ndo é livre em a, b Vx a0 & W alxly);
® se , . entao
x € substituivel por y em o, b 3x o < Ty alxly).
Teorema 3.16: Sejam C; um cdlculo monossortido possuindo como geradores de teoremas
pelo menos os postulados basicos proposicionais, universais e existenciais, os postulados da

negacio proposicionais e quantificacionais, e Gen (como por exemplo LI} e NALLY), e G um
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célculo possuindo como geradores todos os postulados de C;, bem como o conectivo definido
“~” apresentando as propriedades da negagdo cldssica (como por exemplo LI5, PCL e
NALLj). Entio os seguintes esquemas sio vilidos em G, e os esquemas abaixo nio

possuindo o sinal “~” sdo vélidos em C;, onde # € {—,A,v}, 2 € {o,x},e Qe {V,3}:

°* TS O 0 & ~0%;

* ~0 &> o’

e o> pfe~avp; (~00)>;

e —(AB) e oy —p; o” < (—o)”;

o« (v p) e AP B® = (ot — B

e 0’ ~0V ~0; o A BS = (o # B)S;
o 0f ooV (o #B)* = a” v B
o o &> (—0— ~0); —Vxo & Ix o

o o* & (~a— —o); —Ixo & Vx -0

* 0 > -0 Y (0%) = (Qx a)*;
e o’ v ok (Qx 0)® = Ix(a”).

e a* AR’ > (a—>P)— (00— —P) >

Teorema 3.17: Se C é um cdlculo possuindo como geradores de teoremas pelo menos os
postulados —-1, —-2, MP, A-1, v-2, 1-1 e 1-2, bem como o conectivo definido “~”
apresentando as propriedades da negagdo cldssica (como por exemplo os cédlculos LI3
e NALLS} ), entio os seguintes esquemas sao validos:

o —|: ~1; 1° 1*.

Os cinco resultados seguintes fornecem listas de teoremas e nao teoremas das ldgicas
LI¥, PCIY e NALL. Nio daremos destes provas explicitas, mas sim indica¢des para o leitor
interessado realizar as provas correspondentes em cada caso.

O meio bdsico de verificar se uma férmula é teorema de um dos cédlculos LI*, PCIF ou

NALIZ, bem como de outros semelhantes, é pelo uso dos teoremas 2.19, 2.20, 2.21 e 2.34,
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os quais fornecem técnicas de prova direta de teoremas dos cdlculos considerados, juntamente
com os seis postulados bdsicos da negacdo, o postulado te (no caso das l6gicas LI*) e o
postulado ne (no caso da 16gica PCLY).

O meio bésico de verificar se uma dada férmula ndo € teorema de uma das légicas LI*,
PCL ou NALIS é exibir uma L-valoracdo (onde L. é uma das 16gicas LI*, PCLZ ou NALL)
que nao satisfaz a férmula dada (tal procedimento é uma aplicag¢do do teorema 3.12).

Na 4% secdo deste capitulo sdo dadas semanticas matriciais para as ldgicas
proposicionais LI, PCL e NALL, das quais as ldgicas LI*, PCLi e NALIL
sdo respectivamente as extensdes conservativas quantificacionais, conforme veremos adiante.
Dispomos assim de um algoritmo para decidir se uma dada férmula ndo possuindo
quantificadores nem varidveis é ou ndo teorema de uma das l16gicas LI¥, PCLY ou NALIL.

Com sistemas de tableaux ou de resolucdo adequados também podemos verificar se
uma dada férmula € teorema de uma destas ldgicas, e, na maioria dos casos relevantes, se uma
dada férmula ndo € teorema de uma destas 16gicas. Para todas as 16gicas vistas neste trabalho,
dispomos de sistemas de tableaux e de resolucdo, porém a sua apresentagdo ndo serd vista

nesta tese.

Teorema 3.18: Entre outros, os seguintes esquemas sio validos em LI3, e os esquemas abaixo

2 . L I s
expressaveis em L sdo validos em LIj:

o o (0 A —Q0);
e B°— (a—P)— (aa— —f) — —o; (00— —0) = =0
* 0 &> ~0V ~0; (a—B)= (—avp).

o~ LA ~0

Teorema 3.19: Entre outros, os seguintes esquemas nio sio vélidos em LI, e os esquemas
. , . * ~ 21

abaixo expressdveis em L ndo sdo vélidos em LIj:

e (a—P)— (a——P)—> o -0 — ~0L;

(o}

e (o> P)— (—p - —w); o’
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* 00— 0 —> P (00 A =0’

* A0 —B; a’— (o — B)°%

* (e o) — B (00— B)°— o°A B
e —ovp—(a—pP); (oA B)°— a’A B
e (e P)— (o« —Pp); (o v B)°— a’A B°.

Teorema 3.20: Entre outros, os seguintes esquemas sio validos em PCL:

e -0 & ~0L A O,

e o > (a—P)— (x——P) - a; ~a & 0V ~(a¥);

* (= P)—= (- —Pf) =~ oA =0 —> PB;

* ~(aA—0); (= v B) — (o — P).

Teorema 3.21: Entre outros, os seguintes esquemas ndo sio vilidos em PCL:

* (a—P)— (o0—=P)—> o o

* (a—P)—> (h - —w); o

¢ (e B) = (mo > —P); o = (= P

e (a—B)——avp; (a— B)* — a* v p*;
o ~0 — 0 (@ AB)* = o ABR™
* (oA o) (v PB)* - a* Ap™

Teorema 3.22: Entre outros, os seguintes esquemas nao sao validos em NALL}, e os

. , . ko ~ 2,1
esquemas abaixo expressdveis em L ndo sdo validos em NALL]:

¢ (@B (@B >0 o
* (= P)— (=h = —w); o

e o— 00— P; o’

* aAn—0—B; o — (00— B)%
* (o> o) — B o — (00— B)¥;

¢ v (00— B)* = o* A B*;
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e (a—>P)— v p; (0= B)° = a® A B%
e —avP—(a—P) (@A B)°’— AR
e (e P)— (o« —Pp); (A B)* — a* A B*;
* —0 >~ (v B)° — a® A B
® ~0— 0 (v P)* — a* APB*.

Lema 3.23: Se C é um célculo isocldssico possuindo como geradores de teoremas pelo menos

os postulados proposicionais bésicos e da negacéo, e I' é um conjunto saturado em C, entdo a

funcdo caracteristica de I' € —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito.

Prova:

Seja V a funcdo caracteristica de I'.

Pelo lema 2.43, V € bem comportada de modo restrito.

Pelo escolio 1.3 e pelo postulado (—-4), temos que existe uma tnica fungdo V’ tal que Ve V’

sa0 —-conjugadas.

Sejam o e B féormulas fechadas em C pertencentes ao dominio de V.

* Vw—Pp)=1 sSS V(=(at— B)) =0 sss  V(a)=0ouV(=B)=0 sSS
Viaw=louV'(B)=1,

* V(@AB)=1sss V(e AB)=0sss V(o) =0e V() =0sss V(oy=1e V' (B) = 1.

* V(v B)=1sss V(=(oev B)=0sss V(=) =0 ou V(=) =0sss V(o) =1 ou V() = 1.

Logo V’ é quase bem comportada de modo restrito.

Acabamos de mostrar que V € —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito com

respeito a V’.
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Lema 3.24: Se C é um célculo isocldssico possuindo como geradores de teoremas pelo menos
os postulados basicos proposicionais, universais e existenciais, e os da negag¢ao proposicionais
e quantificacionais, e I" ¢ um conjunto de Henkin saturado em C, entdo a fungio caracteristica
de I" € —-heterodoxa e regular.

Prova:

Seja V a funcdo caracteristica de I'.

Pelo lemas 3.23 e 2.44, temos que V é —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito, V
€ bem comportada quantificacionalmente, uma func¢do de Henkin, e V é regular.

Se V’ é a fungdo tal que V é —-conjugada com respeito a V’, temos de imediato, pelos
postulados —-5 € —-6, que V’ é bem comportada quantificacionalmente e V’ é uma fung¢io de

Henkin.

Acabamos de mostrar que V é —-heterodoxa com respeito a V’.
[ ]

Lema325: Se C ¢é um dos cdlculos LI*, PCI¥ ou NALIY, [ é uma
das 16gicas correspondentes LI*, PCLZ ou NALLY, e I' é um conjunto de Henkin saturado em
C, entdlo a funcdo caracteristica de I" é uma L-valoracdo completa.

Prova: basta usar os lemas 2.4.25 e 3.24.

Teorema 3.26: Se L é uma das 16gicas LI*, PCLS ou NALL, entio I’ |L= o implica em

[ o

Prova: basta usar os lemas 2.51 e 3.25.

Coroldrio 3.27: As seguintes assercoes sao vélidas:
e 0 célculo LI; é uma extensdo conservativa do calculo LIT;
e o cilculo NALLj é uma extensdo conservativa do cdlculo NALL.

Prova: basta usar o corolario 2.4.7, e os teoremas 3.12 e 3.26.
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§. Semanticas Matriciais para os Calculos LI, PCL e NALL

Expomos nesta secdo semanticas matriciais para os calculos proposicionais LI, PCL e

NALL.

9% 66,9 ¢ 29

Em toda esta se¢do, L é uma linguagem sentencial cujos conectivos sdo “—7, “A”, “v
9,

s , . . . . L. .
e “=”; L é a linguagem sentencial obtida de L acrescentando o conectivo zerario “1” ao

alfabeto de L; e finalmente L é uma das linguagens L ou L, dependendo do contexto.

Defini¢io 4.1: L é uma linguagem para o célculo LI;. Os postulados de LI; sdo
os proposicionais bésicos e da negacdo, bem como o postulado te. L é uma linguagem

para LI,. Os postulados de LI, sdo os de LI;, mais o postulado L-1.

Defini¢do 4.2: L é uma linguagem para o célculo PCL. Os postulados de PCL sdo

os proposicionais bésicos e da nega¢cdo, bem como o postulado nc.

Defini¢do 4.3: L é uma linguagem para o cédlculo NALL;. Os postulados de NALL; sdo
0s proposicionais basicos e da negacdo. L é uma linguagem para NALL,. Os postulados

de NALL,; sdo os de NALL,, mais os postulados 1-1 e L-2.

Definicdo 4.4: Adotamos as seguintes abreviaturas:
e ~a =0 — 1;paraaslogicas LI, e NALL;;

® ~0 =0 — —; para a l6gica PCL.
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Escélio 4.5: Com respeito ao comportamento do conectivo “~” nos cdlculos LI, PCL e

NALL, temos as seguintes proposi¢des:

e “~” funciona globalmente como a negacao cldssica nos cdlculos LI,, PCL e NALL;;

e “~” funciona localmente como a negacao cléssica nos cdlculos LI; e NALL;;

Teorema 4.6: Se C é um dos cdlculos LI, PCL ou NALL, e C* é respectivamente
um dos calculos LI*, PCIF ou NALIS, entdo C* é uma extens?o conservativa de C.

Prova:

Sejam I' uma colegdo de férmulas em C, e o uma férmula em C, tais que ' U {a} < L.

Como todo postulado de C é um postulado de C¥, temos que I' f= ot implicaem I' |= .
Reciprocamente, suponhamos que I' == o. Se F ¢ uma linguagem para C* cujos tinicos sinais
predicativos sdo aqueles (zerarios) que ocorrem em I' U {a}, entdo existe uma demonstra¢io
D em C* de o a partir de I' cujas férmulas estdo todas em E, e dai, suprimindo em D todas as
ocorréncias dos quantificadores “V” e “3”, obtemos uma lista de teoremas de I' em C, e

portanto, como a férmula o permanece inalterada nesta supressdo, temos que I" f= a.
[ ]

Corolédrio 4.7: Se C; é um dos cdlculos LI; ou NALL;, e C, é respectivamente um
dos célculos LI, ou NALL,, entdo C, é uma extensio conservativa de C;.

Prova: basta aplicar o coroldrio 3.27 e o teorema 4.6.

Os teoremas seguintes fornecem sistemas de matrizes para os célculos LI, PCL

e NALL.

Com respeito ao sistema de matrizes para LI,, consideramos que uma férmula o pode
apresentar trés valores veritativos distintos:

e o ¢ absolutamente verdadeiro (simbolizado por “T”, do inglés “frue”) — neste caso o é
verdadeiro e ndo € o caso que —0o. também € verdadeiro; isto pode ser expresso em LI, por
~0L

e o ¢é absolutamente falso (simbolizado por “F”, do inglés “false”) — neste caso —o €
verdadeiro e ndo € o caso que o também € verdadeiro; isto pode ser expresso em LI, por

~QL;
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e o ¢é relativamente verdadeiro e relativamente falso (simbolizado por “O”, do inglés
“overdefined’) — neste caso tanto o como — sdo verdadeiros; isto pode ser expresso em
LI, por o A —0.

Os dois valores distinguidos sdo T e O, ja que em ambos o é verdadeiro.

Teorema 4.8: O calculo LI, é decidivel pelas seguintes matrizes de trés valores, onde T e O

sao os valores distinguidos:

oa— P g anP avpP

SNE|F | O | T | F | O | T NI F | O | T
F | T | T|T F | F | F | F F | F|O|T
O| F|O|T O|F|O|O O[O0 |0 | T
T|F|O|T T|F|O|T T | T | T|T

o |

F | T

olo L | F

T | F
Prova:

O leitor estd convidado a verificar que cada axioma de LI, é uma tautologia (sob este sistema
de matrizes) e que a regra MP preserva a propriedade de ser tautologia. Temos dai que toda
tese de LI, € uma tautologia.

Reciprocamente, suponhamos que uma dada férmula o em LI, € uma tautologia.

Sejam B,...,B, (n > 1) as letras sentenciais que figuram em uma férmula arbitraria § em LI,.
Para uma dada atribuic¢do sy,...,s, de valores veritativos a respectivamente B,...,B,, € facil
provar, por indugdo sobre f, que Pj,...,P, | B, onde, para cada i= 1,...,n, P’ é ~P;, caso s; é
F, P; é P, A P, caso s; é O, e P; é ~P;, caso s; é T; e similarmente B’ é ~B, B A =3 ou ~—f,
conforme o valor F, O ou T que B assumir segundo esta atribuic@o.

No caso particular em que B é o, como o é, por suposicéo, uma tautologia, temos que

P,....,P | o A =0 ou Pj,..., P | ~—a, e dai, em qualquer caso, Pj,...,Py b o

Como a atribuicdo considerada ¢ arbitraria, considerando s; sucessivamente igual a F, O e T,

9 9 9 9 v v ,
temos que ~BP,...Phkg o BA-BP,...Phlg o e ~BP,...P o Dai, como
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~B v (B A—P) v~ é um esquema vélido em LI, e LI, é um célculo superforte, temos que

P,,...P; IL—I2 o. Repetindo mais n — 1 vezes o mesmo raciocinio, temos que [ O.
[ ]

Corolario 4.9: O célculo LI € decidivel pelo sistema de matrizes para LI,, restrito aos
99 ¢ 29 < " 13 29

conectivos “—7, “A”, “v’ e ‘=7,

Prova: basta usar o teorema 4.8 e o corolario 4.7.

Com respeito ao sistema de matrizes para PCL, consideramos que uma férmula o

pode apresentar trés valores veritativos distintos:

e o ¢ absolutamente verdadeiro (simbolizado por “T”) — neste caso o € percebido,
conhecido ou crido como verdadeiro; isto pode ser expresso em PCL por «;

e o ¢ absolutamente falso (simbolizado por “F”) — neste caso o oposto de o é percebido,
conhecido ou crido como verdadeiro; isto pode ser expresso em PCL por —q;

e o ndo € verdadeiro nem falso (simbolizado por “U”, do inglé€s “underdefined’) — neste
caso ndo se percebe, conhece ou cré nada sobre o ou sobre o oposto de «; isto pode ser

expresso em PCL por ~a A ~—QL.

O tnico valor distinguido € T, pois s6 neste caso o € verdadeiro.
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Teorema 4.10: O cdlculo PCL € decidivel pelas seguintes matrizes de trés valores, onde T € o

unico valor distinguido:

oa— P g anP av P
S FlU|T S8 FlU|(T S FlUT
F | T | T|T F | F | F | F F|F | U|T
u|T | T|T U|F | U]| U U|U|U|T
T|F |U|T T|F |U|T T | T | T|T

a | o

F | T

U | U

T | F

Prova: andloga a prova do teorema 4.8.

Com respeito ao sistema de matrizes para NALL,, consideramos que uma férmula o
pode apresentar quatro valores veritativos distintos:

e o ¢ absolutamente verdadeiro (simbolizado por “T”) — neste caso o € percebido,
conhecido ou crido como verdadeiro e ndo € o caso que —o também é verdadeiro; isto pode
ser expresso em NALL, por o A ~—Q;

e « ¢ absolutamente falso (simbolizado por “F”) — neste caso o oposto de o é percebido,
conhecido ou crido como verdadeiro e ndo € o caso que o também € verdadeiro; isto pode
ser expresso em NALL, por =l A ~t;

e ( ¢ relativamente verdadeiro e relativamente falso (simbolizado por “O”) — neste caso
tanto o0 como — sdo percebidos, conhecidos ou cridos como verdadeiros; isto pode ser
expresso em NALL, por o A —@;

¢ « ndo é verdadeiro nem falso (simbolizado por “U”’) — neste caso ndo se percebe, conhece
ou cré nada sobre o ou sobre o oposto de «; isto pode ser expresso em NALL, por
~0l A ~0

Os valores distinguidos sao T e O, pois em ambos os casos o € verdadeiro.
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Teorema 4.11: O cdlculo NALL, ¢é decidivel pelas seguintes matrizes com quatro valores,

onde T e O sdo os valores distinguidos:

B\ oa—PB anP g avp
SN FlU O[T | I8 F|{U[O|[T|[N8|F|U|O]|T
F | T )| T |T]|T F|F | F | F | F F|F|U|O|T
u|T | T|T|T U|F | U| F | U u|Uu0U|U|T|T
O|F | U|O|T O|F | F|O]|O O|lO0O|T|O|T
T|F|U|O|T T|F |U|O|T T | T | T|T|T

o |

F | T

U | U L | F

0|0

T | F

Prova: andloga a prova do teorema 4.8.

Corolério 4.12: O cdlculo NALL; € decidivel pelo sistema de matrizes para NALL,, restrito

a0s conectivos “—”, “A”, V7 e “—7.

Prova: basta usar o teorema 4.11 e o corolario 4.7.

§6. A Implicagéo Forte

Nesta secdo estudaremos o comportamento da implicagdo forte nas 16gicas LI, PCL e
NALL.

A implicagdo forte, como vimos no teorema 3.14, € fundamental para enunciar um
principio de substitui¢do nas légicas LI, PCLY e NALL (veremos nos dois capitulos
seguintes que a mesma ¢ usada da mesma forma nas logicas restantes estudadas neste
trabalho).

Verificamos que a implicagdo forte, nos cadlculos LI e NALL, parece-se com
a implicacao relevante definida no célculo R, em [1].

Nos teoremas abaixo, comparamos a implicac¢do forte dos calculos LI, PCL e NALL

com o cdlculo relevante R, sempre interpretando a implica¢do de R como a implicacdo forte.
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Para comodidade do leitor, damos abaixo os postulados de R:
@) o= o
(i) (@=>p=>F=1=@@=17);
(i) (@=Pp=C=>w0=F=p)
(iv) (o= (o= p) = (a=p);
V) aAB=o;
vi) aAPB=B;
(i) (@=P)Ar(@=7y=(@=>pAY);
(viii) a=avp;
(ix) P=avp;
x  @=2pAB=2n=@vi=y;
xi) oaABvy=>@AP)vY
(xil)) (o= ) =
(xiii) (0= —P) = (B = —);
xiv) —/o= q;
xv) (a=p)= (=P =) =7
xvi) (=)= A(B=P =P =(@rB=0AB)=aAp);
(xvii) o, 0= B/P;
(xviii) o, B/ a A B;

xix) o= (0= o) = o).

Teorema 5.1: Alguns dos paradoxos da implicagdo material ndo sdo validos em LI e NALL,
isto é, os seguintes esquemas ndo geram teoremas nem de LI nem de NALL:
° a:ﬁ:;(x; (X/\—l(X:>B;

* a= 0= P; oa=pv-p.

Teorema 5.2: Os esquemas dados acima da primeira coluna sdo vélidos em PCL, enquanto

que os da segunda coluna nao sdo validos em PCL.

Teorema 5.3: Todos os postulados de R sdo validos em LI.
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Teorema 5.4: Todos os postulados de R, com exce¢ao dos postulados (iv) e (xii), sdo validos

em PCL e NALL.

O teorema seguinte mostra que a implicagdo forte das l6gicas LI e NALL ndo ¢

relevante, embora esta possa ser classificada de semi-relevante, tendo em vista o teorema 5.1.

Teorema 5.5: O seguinte esquema € valido em LI, PCL e NALL:

e (=)= P =0h).



4. A LOGICA DA INCONSISTENCIA EPISTEMICA

Apresentamos neste capitulo uma semdantica, uma axiomadtica € uma extensao nao
monotdnica para a légica LEL

A 16gica LEI (esta sigla € oriunda do inglés “Logic for Epistemic Inconsistency”) é
paraconsistente e se destina a dar suporte a formas de raciocinio combinando certeza e
plausibilidade crédula, e foi obtida originalmente por um refinamento da base monotdnica da
l6gica IDL, apresentada em [42]. Uma discussdo detalhada das motivagdes para LEI é dada
em [43] e [12].

Em todo este capitulo, L, é uma linguagem quantificacional monossortida, possuindo
como Unicos conectivos “—”, “A”, “v”, “=" e “?”, e como tnicos quantificadores “V”’ e “3”.
O conectivo “?” é undrio e forma férmulas em L, pela nota¢do pds-fixada.

A menos que seja dito explicitamente o contrario, em todo este capitulo, a,p,y,0 sdo
féormulas de L,, P é uma férmula atdmica de Ls, I € uma colecdo de férmulas de Ls, £ é um
termo em L,, I é a colecdo de férmulas de L, ndo possuindo o conectivo “?”, ¢ A,B,C sdo

férmulas de L.

§1. Uma Semantica para LEI

Defini¢do 1.1: L, é uma linguagem para LEL. Uma LEI-estrutura para L, é uma estrutura
multipla para L,. Uma LEI-interpreta¢do para L, é uma interpretacdo hibrida para L,. V é
uma LEI-valoracdo para L, se V é uma fung¢io de L, em {0,1} e existe uma estrutura mdltipla
Y para L, e duas LEI-correspondéncias semnticas max e min para L,, de modo que as
seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

e V¢ avaloragdo gerada por Y e max;

Dpon(P) = Opin(P) = OE(P), para qualquer interpreta¢do hibrida & para Ls;

Dpax(?) = 1 sss existe uma interpretacio & semelhante a ® tal que Do (Q) = 1;
o @, (0?) = 1 sss para toda interpretagdo @ semelhante a @, (o) = 1;
¢ max ¢ —-heterodoxa com respeito a min.

Dizemos também que Y gera V em LEL
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Teorema 1.2: V é uma LEI-valoragdo para L; se, e somente se, V é uma fungio de L, em
{0,1} e existe uma estrutura miltipla Y para L, e duas LEI-correspondéncias semanticas max
e min! para L,, de modo que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas, para qualquer
interpretagdo hibrida ® = (Y,U,s) sobre Y para Ls:

e V¢ avaloragdo gerada por Y e max;

o Bpn(P) = Dy(P) = (Us)(P);

o &, (0?) =1 sssexiste U e Y tal que (Y,U’s), () = ;

o ®(0?)=1sssparatodo U € Y, (Y,U’s) . (o) = 1;

min
o P, (—0) =1 588 Ppyp(t) = 0;

o Din(—0) = 1 588 Do) = 0;

o O, (00— B) =155 Ppa(t) = 0 0u Ppx(B) = 1;

o D0 — B) =1 588 Ppax() = 0 0u Ppin(B) = 15

* D@ A P) =1 558 Ppan(@) = 1 € Pran(P) = 1

o DA P)=1sss Pyin() =1 e Ppin(P) = 1;

o O (v P) =155 Pp(t) = 1 0u Ppan(B) = 1;

o DV P)=1sss Pyin() =1 ou Ppin(P) = 1;

¢ O...(Vxa)=1sssPxld)_ (a)=1,paratodod e |PlI;

max

* P,in(Vx o) =1 sss Pxld),

m]

(@) =1, paratodod € |Pl;
¢ O ..(Ix ) =1 sss P(xld)_ () =1, paraalgum d € |Pl;

max

* P,in(dx o) =1 sss Pxld),

m]

() =1, paraalgumd € |Pl.

Prova: basta aplicar o lema 2.2.9.

Lema1.3: Se ®=(Y,Us) é uma interpretacio hibrida para L,, ¢ max e min sio as
LEI-correspondéncias semanticas especificadas na definicao 1.1, entdo

Dpax(A) = Ppin(A) = (U sk(A).

' max e min sdo as mesmas fungdes especificadas na definigao 1.1.
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6(~’7 ("’7.

Defini¢io 1.4: Especificamos em LEI, com respeito a L, os conectivos definidos e
o ~0. = o0 — P A =P, onde P é uma férmula atdmica em L, escolhida arbitrariamente;

o ol = ~((~)?).

6(~’7 (6"7

Escdlio 1.5: Os conectivos e satisfazem as seguintes proposi¢des, para cada
interpreta¢do hibrida ® para L

o P (~0) =1 888 Dpax(0) =0;

o D in(~00) =1 $88 Dpa(0) =0;

o @, (o) =1 sss para toda interpretacio & semelhante a @, P}, () = 1;

o @..(al) =1 sss existe uma interpretacido @' semelhante a P tal que Pj(or) = 1.

Estabelecemos abaixo que, sob hipéteses razodveis, nao ha mais conseqii€ncias
semanticas da parte irrefutdivel de uma colecdo dada de férmulas em LEI além das
conseqiiéncias semanticas cldassicas. Chamamos uma colecdo I' de férmulas em LEI de
normal se esta satisfizer certas hipéteses razodveis. Sejam P, Q e R féormulas atdmicas. Se
I'={P,(—P)?}, temos que ndo é verdade que P Iﬁ Q, masI” Iﬁ Q, por isso requeremos que
uma cole¢cdo normal seja satisfativel em LEIL Se I' = {P,Q?,Q? — R}, temos que ndo é
verdade que P /= R, mas Flﬁ R, por isso ndo permitimos que, dentre outras féormulas,

aquelas que sejam do tipo A? — B pertencam a uma cole¢do normal de férmulas em LEI.

Defini¢do 1.6: Uma férmula em LEI é dita normal se ela for de uma das formas A ou A?.
Uma colecdo I' de férmulas em LEI € dita normal (em LEI) se as seguintes cldusulas forem
satisfeitas:

e [ € satisfativel em LEI;

e toda férmula de I" é normal.
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Lemal.7: Se Y,Y sdo estruturas miltiplas para L, tal que YcY e Y,Y geram
respectivamente V,V’ em LEI, entdo valem as seguintes proposi¢des:

® V(A) =1 sss paratodo U € Y, a valoragdo gerada por U em CL satisfaz A;

e V(A?)=1sssexiste Ue Y tal que a valorag@o gerada por U em CL satisfaz A;

e se V satisfaz A, entdo V satisfaz A;

e se V satisfaz A?, entdo V’ satisfaz A?.

Prova: basta usar o lema 1.3.

Teorema 1.8: Se I' é uma colecdo normal em LEIL e I'" é a colecdo de férmulas de I" ndo
possuindo “?”, entdo I" Iﬁ AsssT = A

Prova:

Se FIﬁA e V é uma CL-valoragdo para ' satisfazendo T, entdo existe uma estrutura
simples U para [ gerando V em CL. Como I' ¢ satisfativel em LEI, existe uma
LEI-valoracio V’ para L, satisfazendo I'. Seja Y uma estrutura miltipla para L, gerando V’.
Sem perder a generalidade, podemos supor que U e Y sdo estruturas completas, e dai, pelo
lema 2.3.14, temos que Uz e Y. geram respectivamente V em CL e V' em LEL Se é V’ a
LEI-valoracio gerada por Yz U Ug, temos, pelo lema 1.7, que V’ satisfaz I, e portanto
satisfaz A; segue-se dai, novamente pelo lema 1.7, que V satisfaz A, ou seja, I' I/ A.

Se I Iﬁ A e V é uma LEI-valoragio para L, satisfazendo I, entdo existe uma estrutura
multipla Y gerando V em LEI Dado Ue Y e B € T, temos, pelo lema 1.7, que a valoragio
gerada por U em CL satisfaz B, e daf esta CL-valoragdo satisfaz A, e portanto, novamente

pelo lema 1.7, V satisfaz A, ou seja, I' IﬁA.
o
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§2. Uma Axiomatica para LEI

Definimos nesta se¢do o cdlculo LEI, e estudamos algumas de suas propriedades

basicas.

Na elaboragdo de uma axiomatica para LEI, seguimos as diretrizes gerais

estabelecidas na pagina 3 deste trabalho, mais as seguintes diretrizes especificas:

1)

23)

33)

43)

59)

6%)

73)
82)

92)
109)

112)

o conectivo “—” deve portar-se da forma classica para férmulas em LEI ndo possuindo
ey,

o conectivo “—” deve atuar de forma paraconsistente para férmulas em LEI
da forma a?;

o conectivo “—” pode atuar da forma cldssica desde que o principio anterior nio seja
violado;

refletindo a intuicdo de que todo conhecimento irrefutdvel é em particular plausivel,
devemos ter “o. = a?” como tese de LEI;

conforme a intuicdo de que todo conhecimento plausivel ndo deve negar um
conhecimento irrefutavel ja estabelecido, {A,(—A)?} deve ser trivial em LEI,;

como a plausibilidade ndo acarreta a irrefutabilidade, ndo devemos ter em geral

que o7 g O

ndo devemos ter em geral que A?,(—A)? b B?;

o conectivo “?” deve fatorar e distribuir com respeito aos demais conectivos e
quantificadores sempre que os trés principios anteriores ndo sejam violados;

o principio de substituicdo deve aplicar-se para a equivaléncia forte;

se a0 ¢ uma formula de LEI na qual todos os seus sinais estdo sob o escopo de alguma

ocorréncia de “?”, entdo “0a < o?” deve ser uma tese de LEI;

LEI deve ser superforte.
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Definicdo 2.1: O cdlculo LEI possui como postulados todos os proposicionais e
quantificacionais bésicos, os proposicionais e quantificacionais da nega¢do, mais os seguintes
postulados especificos:

(?-1) (- B)— (a——B) - o

(?-2) o—a?;

(?-3) oa?? - a?;

?-4) (? 5 PH? > (a? - B?);

(?-5) (avpP)?—>a?vp?

(?-6)  (m0)? > (0?);

?-7 (3x o)? — Ix (a?);

(?-8) o? = (~~0)?;

(?9)  a? A~(B?) > (aA~P)?;

(?-10) TO&)”) .

Toda aplicagdo da regra ?-10 possui ? como o tnico objeto variante. o € dita ?-fechada se o é
de uma das formas B?, =y, ~y, Y= 8, YA, YV, Vx Y ou Ix 7y, onde y e & sdo ?-fechadas.

B estd no escopo de ? em o se existe uma subférmula de o da forma y? tal que [ ocorre em Y.

Teorema 2.2: “~” funciona em LEI como a negagao cléssica.
Prova: basta aplicar o teorema 3.2.34 e o postulado ?-1.

(6"7

Teorema 2.3: Os conectivos “?” e preservam a implicacdo e a equivaléncia cldssicas e

fortes, isto €, as seguintes proposi¢cdes sdo verdadeiras:

o 00— P | o? - B2 o — B | of = B;
o 0P | a? o p?; oo P | ol o Bl
o 0= P | o? = B o — B | ol = B;
o 0B | a? o p?; oo B | ole Bl

Prova da primeira proposicao:
Pelo teorema 2.2, temos que 0. — B | ~(a A ~B), dai e por ?-10,
00— B | ~((~~(0 A ~B))?), segue-se por ?-8 que o —> B |lar ~((ct A ~B)?) e, por ?-9,

oa—pB ||L% ~(a? A ~(B?)), ou seja, v — B ||L% a? - B72.
o
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b (00— B! — (a? = B?);
b (00— B)! — (ol — B).

Prova: basta usar ?-9 e o teorema 2.3.

Coroléario 2.4: {

Teorema 2.5: Se a € ?-fechada, entdo valem as seguintes proposicdes:

e |l aea?; b o= al.

Prova: basta usar indugdo sobre férmulas, o teorema 2.3, e os postulados ?-2, ?-3, ?-4, ?-5,
?2-6¢?-7.

Lema 2.6: b (Vx o)l < Vx (o).

Prova: basta usar o postulado ?-7, bem como os teoremas 2.3 e 2.5.

Teorema 2.7: O célculo LEI € superforte.

Prova:

Para verificar que LEI € estdvel, basta notar o seguinte:

® sex ndo € livre em 0O, entdo o ||% Vx o, segundo a primeira proposi¢ao do lema 3.2.16;
® se ?ndo é livre em @, entdo o ||% o, conforme a segunda proposi¢ao do teorema 2.5;
e Vxa, Vx (ot — P) ||% Vx B, conforme a segunda proposi¢ao do lema 3.2.16;

e ol (a—P) ||% B!, conforme a segunda proposicéo do coroldrio 2.4;

e Vy o ||gr VyVx o, conforme o lema 3.2.18;

o o & (Vx o), conforme o lema 2.6;

* Vxa ”L’)T Vx (o), conforme o lema 2.6;

e o ”L’)T o!!, conforme o postulado ?-10.

Para verificar que LEI € forte, basta notar o seguinte:

. Im o — o, conforme a primeira proposicao do lema 3.2.14;

B ||%oc — B, conforme a segunda proposi¢ao do lema 3.2.14;

e a—>B,a—>P—Y ||%oc — v, conforme a terceira proposi¢ao do lema 3.2.14;

® sex ndo é livre em 0, entdo a0 — P ”LXT o — Vx B, conforme a terceira proposi¢ao do lema
3.2.16;

e se ? ndo é livre em 0, entdo o0 — ”L’)T o — P!, conforme a quinta proposi¢do do teorema

2.3 e a segunda proposi¢do do teorema 2.5.
[ ]



-111-

Teorema 2.8: As seguintes proposicdes expressam as regras de introdugdo e elimina¢do em

oo,

LEI para os conectivos “?” e

o o & o2

e 0?2, 00— P Iﬁ B, onde ? ndo é livre em B;
o (xl-L?ﬁoc!;
e ol I-L%oc.

Teorema 2.9: As seguintes proposi¢cdes expressam o comportamento em LEI dos conectivos

“=" e “~” com respeito aos conectivos “?” e “!”:
* Iar (0?) & (—o)?; e (o) < (~0)?;
* I ~(0?) & (~o); e ~(al) < (~a)?.

Teorema 2.10: Se 0,,...,0, sdo os objetos variantes em LEI! tais que 7y estd nos seus escopos
em a, € 0,,...,0, sdo livres em 3 ou em P’, entdo f < B’ OIE'E}’O“ a(YIB) < a(yiP).

Prova: é andloga a prova do teorema 3.3.14, levando em conta a quarta proposicao do

teorema 2.3.

Escélio 2.11: As seguintes proposi¢des justificam por que nao foram acrescidos a LEI alguns
postulados adicionais, ou mesmo fortalecidos postulados ja existentes:

e aregraa?, (aa— PB)?/P? acarretaem LEI aregra o?, (~a)? / B?;

e aregraA?, (A — B)?/B? acarreta em LEI a regra A?, (—A)? / B?;

e aregraa?, B?/ (oA PB)? acarreta em LEI a regra a?, (~a)? / B?;

e aregra A?, B? /(A AB)? acarreta em LEI aregra A?, (—A)? / B?;

e oesquema (o0 — B) = (a? — B?) acarreta em LEI o esquema o? — o;

e oesquema o — ~(~o)? acarreta em LEI o esquema a? — o;

e oesquema A — ~(—A)? acarreta em LEI o esquema A? — A.

I Lembramos que os objetos variantes em LEI sio varidveis ou o conectivo “?”.
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Escélio 2.12: Todos os esquemas e regras cldssicas valem em LEI para férmulas que ndo

possuem “?”.

Teorema 2.13: Se " }zr @, entdo T =5 O

Teorema 2.14: Todos os esquemas expressos nos teoremas 3.3.16 e 3.3.18 sdo vadlidos em

LEI e, além disso, valem em LEI os seguintes esquemas e regras:

* oV a— B b o? = B
e —A o -A; (aAB)? = a? AB?;
o (—A)? & (~A)?; o b B? = (@A B)?;
o (—)? & —(a?); (avP)? & a?vp?;
o ~(0?)= (~)7?; (Vx a)? = Vx (a?);

e (a? -5 P = (aa—>P)? 3x o)? < Ix (a?);

o (00— B?) e (@— B)?; A far (—A)? = B;

o ol (@ B)? = B2 o [k (~0)? = B.

Teorema 2.15: Todos os esquemas expressos no teorema 3.3.19 ndo sdo vélidos em LEI e,

além disso, ndo valem em LEI os seguintes esquemas e regras:

o A? (—A)?/B?; (a—>P)?/o—B?;
o a?, (~)?/P?; a?, B?/ (oA B)?;
e a?/0 B?/o— (A P)?;
e (~)?/~(a?); Vx (a?) / (Vx o)?;
e a?, (aa—P)?/B7; A?/—-A - B;

e a?/(a—>P)—> P a? /~o— B.
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§3. A Completude do Calculo LEI

Mostramos aqui que o cilculo LEI é completo com respeito a semantica de LEL

Em toda esta secdo, L, é uma linguagem quantificacional bissortida simples cujas
espécies sdo u (a tnica espécie de L,) e v, cujos conectivos sdo “—7, “A”, “v” e “=7, e cujos
quantificadores sdo “V,”, “d,” e “dy”’l. Notamos as varidveis de E? de espécie u pelas letras

. ., . ., . 2 s . . ~
usuais que denotam varidveis?2, € as varidveis de L, de espécie v por v, seguido ou ndo de

plicas ou indices.

Defini¢do 3.1: L, é uma linguagem para LEI’. Uma LEI’-estrutura para L, é uma estrutura
simples para L». Uma LEI'-interpretacido para L, é uma interpretacdo simples para L,. V¢
uma LEI’-valoracdo para L, se Véuma funcdo de L, em {0,1} e existe uma estrutura simples
U para L, e duas LEI’-correspondéncias seminticas max e min para L» de modo que as
seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

e V é avaloragao gerada por U e max;

¢ T.oP)=Tun(P) = If(P), para qualquer interpretacao simples I para E?;

® LIy o) =1 sssexisted € Ul tal que T(xld) (o) =1;

® Tu(3v o) =1 sss paratodod e IUl,, T(xld) (o) =1;

* max e min sdo bem comportados quantificacionalmente para a espécie u;

¢ max ¢ —-heterodoxa proposicionalmente com respeito a min.

I Como toda espécie de L; é prépria, podemos notar “%,”, “3,” e “3,” por “V” ou “I”.

2 x,y,z seguidos ou ndo de plicas ou indices.
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[k

Defini¢do 3.2: Especificamos em LEI’, com respeito a L,, o conectivo e o quantificador

“VV”:
. b . . .
o ~0. = o0 — P A =P, onde P é uma férmula atdmica em L, escolhida arbitrariamente;

e ,vo =~y ~).

Escélio 3.3: A LEI correspondéncia semantica max para L,, tal como definida em 3.1, é bem

comportada quantificacionalmente.

Defini¢io 3.4: Deste ponto em diante, em toda esta secdo, L» é uma linguagem para LEI’

preenchendo as seguintes condicoes:

¢ toda constante em L, € uma constante em E? de mesma espécie;

e todo sinal funcional em L, é um sinal funcional em E? de mesma espécie;

e todo sinal predicativo em L,, de aridade n, é um sinal predicativo em [? de espécie
(u,...,u,v), e de aridade n+1;

e njo ha em E? outras constantes, sinais funcionais e sinais predicativos, além dos citados

nas condicOes anteriores.

Defini¢do 3.5: Em toda esta se¢do, consideramos f uma func¢do de L, em L., especificada

pelas seguintes condigdes:

f(p(tl’---’tn)) = p(tl’---,tn’v);
f(a?) =3y f(ov);

f(—|OL) = ﬂf(OL);

f(a# B) =f(o) # f(B), onde # € {—,A,Vv};

f(Qx o) = Qx f(a), onde Q € {V,3}.

Defini¢do 3.6: Se U é uma estrutura simples para E?, entdo, para cada d € |U|V, definimos
uma estrutura simples Uy para L, pelas seguintes condigdes:
e Uyl = IUIu;

® se s é uma constante ou um sinal funcional em L,, entdo Uy(s) = U(s);
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e se p é um sinal predicativo em L,, de aridade n, € u,,...,u, € |U|u, entio (u,...,u,) € Us(p)
sss (uy,...,u,,d) € U(p).

Dada uma estrutura simples U para L, Y; denota a colecdo {Uy / d € IUI_}.

Lema 3.7: Sejam I =<U,s) uma estrutura simples para L,, s a restricdo de s a colegdo de
variaveis em L,, I’= <YU,Us(v),S’>2, max e min tal como definidos em 1.1 ou 3.1, dependendo
do contexto, V a LEI’-valoragio gerada para [? gerada por U, e V' a LEI-valoragio para L,
gerada por Yy. Entdo as seguintes asser¢oes se realizam:

o (Usit) = (Usg)8”(t);

o (UsXEP)) = (Usp),8)(P);

* Ina(f() = Tha(0V);

* Imn(f(@)) = Inin(0V);

e V(f(a) = V().

Lema 3.8: Se I' ks @, entdo KI) == f(av).

Prova: basta usar a tltima proposi¢ao do lema 3.7.

Defini¢do 3.9: O célculo LEI’ possui como postulados os proposicionais bdsicos, os
proposicionais da negagdo, os quantificacionais basicos e da negacdo para a espécie u, 0s
existenciais basicos para a espécie v, Gen, mais os seguintes postulados especificos:

(Fv-1) (o0 —> B) — (o0 > —B) — —a, onde “Iv” ndo ocorre em B;

Fv-2) Ty o< —dvo.

Lema 3.10: “~” funciona em LEI’ como a negagio cldssica.

Prova: basta aplicar o teorema 3.2.34 e o postulado Jv-1.

I Esta colegiio é uma estrutura mdltipla para L.

2 17 é uma estrutura hibrida para L.
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Lema 3.11: LEI’ é um cilculo superforte.

Prova: basta aplicar o escélio 3.2.33 e o teorema 3.2.19.

Lema 3.12: LEI’ é um cilculo abrangente.

Prova: basta usar os lemas 3.10 € 3.11, bem como o escélio 3.2.47.

Lema 3.13: Seja V uma funcao de L»! em {0,1}. Entdo V ¢é uma LEI’-valoragio completa
para L, se, e somente se, as seguintes proposi¢oes forem satisfeitas:

e V(—A)=1sss V(A) =0, onde A é uma férmula fechada em LEI’ e “Jy” ndo ocorre em A;
e V ¢ —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito;

e V éregular;

e V ¢ bem comportada quantificacionalmente;

¢ V ¢ uma fun¢do de Henkin;

e V(—3dv o) = V(dv =), onde o0 no maximo v € livre em 0.

Prova: andloga a prova do lema 2.4.25.

Lema 3.14: A funcgdo caracteristica de todo conjunto de Henkin saturado em alguma
linguagem para LEI’ é uma LEI’-valoracio para esta linguagem.

Prova: basta usar o lema 3.13.

Lema 3.15: Se I’ Iﬁ o, entdo I' 57 o

Prova: basta aplicar o lema 3.12, a dltima proposi¢do do lema 2.3.7, e o lema 3.14.

Lema 3.16: Se f(I') |ﬁ f(o), entdo I' Hgr O

Prova:

Suponhamos que f(I') |ﬁ f(ar), e seja D uma LEI’-demonstracdo de f(o) a partir de f(I') em
L.. Se D’ ¢ obtido de D substituindo todas as varidveis de espécie v por v, é facil verificar
que D’ ainda é uma LEI’-demonstragio de f(c) a partir de f(I'") em L, na qual todas as suas
férmulas estio em f(L,). Se D" é a seqiiéncia de férmulas obtidas aplicando £ s férmulas
de D’, podemos observar que cada férmula B em " satisfaz a uma das seguintes condicdes:
* Bel;

* [} € tese de LEI,

I Neste caso, consideramos L, uma linguagem arbitraria para LEI.
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% B é obtida de uma ou mais férmulas precedentes em D pela aplicacio de uma regra
de LEL
Dai, pelo que acabamos de notar, para cada férmula p em D, T’ Im B, e portanto, em
particular, I' g o
[ ]

Teorema 3.17: Se I’ Iﬁ o, entdo I' [rgr O

Prova: basta aplicar os lemas 3.8, 3.15 e 3.16.

&. Uma Extensdo Nao Monoténica para LEI

Apresentamos nesta se¢do a légica IDL (do inglés “Inconsistent Default Logic”), e
mostramos a sua relativa superioridade sobre a légica de defaults de Reiter (a qual
denominamos aqui RDL).

Definicao 4.1: Um default (em If ) € uma expressao da forma o 7 B , onde a,,y sdo férmulas

de I!. Uma RDL-base (em L¥) é um par A = (W,D), onde W é uma colegdo de sentencas em L[
a: B

e D é uma colecio de defaults em L. Um exemplar de 7 (em I¥) é uma expressdo da

o B’

forma —y onde o,f8,y sdo respectivamente instancias fechadas consistentes de 0Lf,Y

(em If). Dada uma RDL-base A =(W.D) em If, e uma colecdo S de sentencas em E,
considere T,(S) o menor subconjunto de [* satisfazendo as seguintes condigdes:

e WcT(S)

* se T\(S) |ﬁ o e o0 € uma sentenca em [, entdo o e T(S);

o: P

* se—v ¢ um exemplar em [* de um default de D, o € T(S)e—p & S, entdo ye T,(S).

Se T,(S) =S, dizemos que S é uma RDL-extensdo de A (em r ). Se existe uma RDL-extensao

S de A (em L) tal que o € S, notamos isto por A fpr ot

I RDL n#o é uma légica no sentido estrito que definimos no capitulo 1, j4 que A niio é uma colegio de férmulas

em RDL; o mesmo acontece com as outras extensdes ndo monotonicas especificadas neste trabalho.
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Exemplo 4.2: Considere as seguintes proposicoes:

Quakers em geral sdo pacifistas;

Nixon € Quaker;

Republicanos em geral ndo sao pacifistas;
Nixon € republicano.

Na linguagem de defaults, podemos escrever:
Quaker(x) : pacifista(x)
pacifista(x) ’
Quaker(Nixon);
republicano(x) —pacifista(x)
—pacifista(x) ’

republicano(Nixon).

Se A é a RDL-base correspondente, temos que A IW pacifista(Nixon)

eA IW —pacifista(Nixon).

Exemplo 4.3: De [Morris,1988], pg. 387, temos as seguintes proposi¢des:

Animais em geral ndo voam;

Animais alados sdo uma excecdo a esta regra; eles podem voar;
Passaros sao animais;

Passaros normalmente t&m asas;

Tweety € um pdssaro.

Usando defaults, estas asser¢des podem ser axiomatizadas como abaixo:

animal(x) : —wvoa(x) A —alado(x) |
—voa(x) ’

Vx (alado(x) — voa(x));

Vx (passaro(x) — animal(x));

passaro(x) : alado(x) .
alado(x) ’
passaro(Tweety).

Se A € formada como acima, temos que A Iﬁ voa(Tweety) e A Iﬁ —voa(Tweety), o que ndo

corresponde a nossa intui¢do, pois deveriamos concluir apenas que A Iﬁ voa(Tweety). As

extensdes que contém uma ou mais férmulas que contrariam a intui¢do sdo ditas anémalas.
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Defini¢do 4.4: Um IDL-default (em L,) é uma expressio de uma das formas OCB;?B ou
a:TB?;Y, onde B,y sdo formulas de L,. Uma IDL-base (em L;) é um par A =(W.,D),

onde W € uma cole¢do de sentengas em L, e D é uma cole¢do de IDL-defaults em L,. Um

o o ; ., . - o B

exemplar de 37 B ou de % (em L;) é respectivamente uma expressio B,—,)B
o By . o . A ) '

ou $, onde o,y sdo respectivamente instincias fechadas consistentes de o,B.y

(em L;). Dada uma IDL-base (em L;) A=(W.,D), e uma cole¢io S de sentencas em L,
considere T,(S) o menor subconjunto de L satisfazendo as seguintes condigdes:
* WcT(S);

* se T\(S) Im o e o0 é uma sentenga em Lo, entdo o € T,(S);

° se a:p é um exemplar em L, de um default de D, o € T,(S) e W U {B} ndo é trivial

57
em LEI entdo B? e T,(S);
oa: By
B?
trivial em LEL e —(y?) ¢ S, entdo B? e T\(S).

® se é um exemplar em L, de um default de D, ae T,(S), W U {B} ndo é

Se T\(S) =S, dizemos que S é uma IDL-extensdo de A (em Ls). Se existe uma IDL-extensdo

S de A (em L) tal que o € S, notamos isto por A Hpi— O

Escélio 4.5: Podemos expressar em IDL o exemplo 4.2 da seguinte forma:
Quaker(x) : pacifista(x)
pacifista(x)? ’
e Quaker(Nixon);
. republicano(x) : —pacifista(x)
(—pacifista(x))? ’

¢ republicano(Nixon).

Neste caso ha uma tnica IDL-extensdo de A, e A Iﬁ pacifista(Nixon)? A (—pacifista(Nixon))?.
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Escélio 4.6: O exemplo 4.3 € expresso em IDL da seguinte forma:

animal(x) : —voa(x) ; —alado(x)
(—voa(x))? ’

Vx (alado(x) — voa(x));

Vx (passaro(x) — animal(x));
passaro(x) : alado(x) .
alado(x)? ’

e passaro(Tweety).

Aqui hda também uma tnica IDL-extensdo de A, e A Iﬁ voa(Tweety)?, mas ndo se tem

A Iﬁ (—wvoa(Tweety))?, o que se adéqua a nossa intuicéo.

Em [Pequeno,1990], pg. 14, é dada uma solucdo satisfatéria para o Yale shooting
problem, o qual foi expresso em IDL, na qual a base obtida ndo gera nenhuma extensao

anOmala.



5. A L6GICA DO RAcCIOCINIO CETICO

Apresentamos neste capitulo uma seméantica, uma axiomadtica € uma extensao nao
monotonica para a 16gica LSR.

A légica LSR (esta sigla é oriunda do inglés “Logic for Skeptical Reasoning”) é
paracompleta e se destina a dar suporte a formas de raciocinio combinando certeza e
plausibilidade cética. E uma 16gica dual a LEL Possui uma extensdo nio monotonica que é
também dual a IDL.

Em todo este capitulo, L, é uma linguagem quantificacional monossortida, possuindo

29 & 29 ¢ 29 ¢, 2
b

COmMo Unicos conectivos “—”, “A”, “v”, “=". e

(6"7

, € como unicos quantificadores “V” e “3”.

66"’

O conectivo “!” é undrio e forma férmulas em L, pela nota¢do pos-fixada.

A menos que seja dito explicitamente o contrario, em todo este capitulo, o,p,y,0 sdo
formulas de L,, P é uma férmula atdmica de L, I" € uma cole¢do de férmulas de L,, £ € um
termo em Ly, e¢a colecdo de férmulas de L, ndo possuindo o conectivo “!”, e A,B,C sdo

formulas de L.

§1. Uma Semantica para LSR

Defini¢do 1.1: L, é uma linguagem para LSR. Uma LSR-estrutura para L, é uma estrutura
bimiltipla para L,. Uma LSR-interpretacdo para L, é uma interpretagdo bi-hibrida para L,. V
¢ uma LSR-valoracio para L, se V é uma fun¢io de L, em {0,1} e existe uma estrutura
bimiltipla H para L, e duas LSR-correspondéncias semanticas min e max para L,, de modo
que as seguintes condigdes sejam satisfeitas:

e V¢ avaloragio gerada por H e min;

Opin(P) = Opax(P) = @f(P), para qualquer interpreta¢do hibrida @ para L,;

Ouin(a) = 1 sss para toda interpretagdo ® especial e semelhante a @, Oi,() = 1;

Omax(0) = 1 sss existe uma interpretagio @ especial e semelhante a @ tal que @, (o) = 1;

¢ min ¢é —-heterodoxa com respeito a max.
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Dizemos também que H gera V em LSR.

Teorema 1.2: V é uma LSR-valoragio para L, se, e somente se, V é uma fun¢io de L, em

{0,1} e existe uma estrutura bimdltipla H para L, e duas LSR-correspondéncias semanticas

min e max! para L,, de modo que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas, para qualquer

interpretacdo bi-hibrida ® = (Y,Y’U,s) sobre H para L,:

V é a valoracio gerada por H e min;

Ouin(P) = Opun(P) = (U.8)"(P);

Onin(al!) = 1 sss para todo U’ € Y, (Y,Y,U’s),,. (o) = 1;
Onax(a) = 1 sss existe U’ € Y tal que (Y,Y U’s),,. (@) = 1;
Onin(10) = 1 885 Opax(0t) = 0

Onax(70) = 1 885 Opin(0t) = 0

Omin(0 —> ) = 1 558 Oin(®t) = 0 0u Bin(B) = 1;

Omax(0 = B) = 1 555 Opin(®) = 0 0U Opx(B) = 1;

Onax(0 A B) = 1 555 Bpan(@1) = 1 € Opax(B) = 1;

Opin(0 A B) = 1 558 Opin(®) = 1 € Bpin(B) = 1;

Onax(0t V B) = 1 555 Opax(0) = 1 0U Bpas(B) = 1

Opin(0t Vv B) = 1 558 Opin(®) = 1 0u Bpin(B) = 1;

Onax(Vx o) = 1 sss Oxld)_. (o) =1, paratodo d € 16O;

max

Onin(Vx ) = 1 sss O(xId)

m]

(@) =1, para todo d € 18],
Onax(Ix o) =1 sss Oxld),_. (o) =1, para algum d € 16);

max

Onin(Tx ) = 1 sss O(xId),

m]

m(0) =1, paraalgumd € |OI.

Lema 1.3: Se ® =(Y,Y’U,s) é uma interpretagdo bi-hibrida para L,, e min e max sdo as

LSR-correspondéncias semanticas especificadas na defini¢do 1.1, entdo

®min(A) = ®max(A) = <U’S>f(A)

! min e max sdo as mesmas fungdes especificadas na definigao 1.1.
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Defini¢do 1.4: Especificamos em LSR os conectivos definidos “~" e “?”":

¢~ = 0 — 0 o? = ~((~o).1

IR

Escélio 1.5: Os conectivos e “?” satisfazem as seguintes proposicdes, para cada
interpretagdo bi-hibrida ® para L,.

® Ouin(~01) = 1 585 Opin(0) =0;

® Onu(~0) = 1 585 Opin(0) =0;

® Ou,(0?) = 1 sss para toda interpretacio ® especial e semelhante a @, O,(o0) = 1;

®  O,.x(0?) =1 sss existe uma interpretagéio ®’ especial e semelhante a ® tal que @,,(00) = 1.

Definicdo 1.6: Uma férmula em LSR € dita normal se ela for de uma das formas A ou Al.
Uma cole¢do I' de formulas em LSR € dita normal (em LSR) se as seguintes cldusulas forem
satisfeitas:

e [ € satisfativel em LSR;

e toda férmula de I" é normal.

Lema 1.7: Se Hy=(Y,.Y;) ¢ H;=(Y,Y;) sdo estruturas bimdltiplas para L, gerando
respectivamente V e V' em LSR, entdo valem as seguintes proposicoes:

® V(A) =1 sss para todo U € Y,, a valoracdo gerada por U em CL satisfaz A;

* V(A!) =1 sss paratodo U e Yy, a valoragio gerada por U em CL satisfaz A;

e seY, Y, entio V satisfaz A implica que V satisfaz A;

e seY, c Y/, entdo V satisfaz A! implica que V satisfaz Al.

Teorema 1.8: Se I € uma colecdo normal em LSR, e I" é a colecdao de férmulas de I" ndo

b [13 k&4 ~
possuindo “!”, entdo 'z A sss T = A.

1 O sinal “?” néo funciona de modo idéntico em LEI e LSR; o mesmo acontece com o sinal “I””.
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§2. Uma Axiomatica para LSR

Definimos nesta secdo o cdlculo LSR, e estudamos algumas de suas propriedades

basicas.

Na elaboragdo de uma axiomdtica para LSR, seguimos as diretrizes gerais

estabelecidas na pagina 3 deste trabalho, mais as seguintes diretrizes especificas:

12)

29)
33)

42

59)

6%)

7a
82)

92)
109)

112)

o conectivo “—” deve portar-se da forma cldssica para formulas em LSR ndo possuindo

(0 AN
L)

o conectivo “—” deve atuar de forma paracompleta para férmulas em LSR da forma a!;
o conectivo “—” pode atuar da forma cldssica desde que o principio anterior nio seja
violado;

refletindo a intui¢do de que todo conhecimento irrefutdvel é em particular plausivel,

devemos ter % como regra de LSR;

conforme a intuicdo de que todo conhecimento plausivel ndo deve negar um
conhecimento irrefutavel ja estabelecido, {A,(—A)!} deve ser trivial em LSR;

como a plausibilidade ndo acarreta a irrefutabilidade, nao devemos ter em geral

que o! R O

ndo devemos ter em geral que A! v (—A)! seja uma tese de LSR;

("’7

0 conectivo deve fatorar e distribuir com respeito aos demais conectivos e
quantificadores sempre que os trés principios anteriores ndo sejam violados;

o principio de substituicdo deve aplicar-se para a equivaléncia forte;

se oo € uma férmula de LSR na qual todos os seus sinais estdo sob o escopo de alguma

(6"7

ocorréncia de “1”, entdo “o0 & al” deve ser uma tese de LSR;

LSR deve ser superforte.
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Definicdo 2.1: O célculo LSR possui como postulados todos os proposicionais e
quantificacionais basicos, os proposicionais e quantificacionais da negagao, mais os seguintes
postulados especificos:

(nc) o — o — B

(-1) A—>PB)— A—-—p)——A;

(1-2) ol — all;

(1-3) (a— B! — (! — BY;

(1-4) (! > BH — (! = BHY;

(1-5) (! vBH! - al v B

1-6)  (m! > —(al);

(-7 Vx (o) = (Vx o!;

(1-8) 3x (a)! — Ix (al);

(1-9) (o = o)l

(10—
Toda aplicacdo da regra !-10 possui ! como o tnico objeto variante. a € dita !-fechada se o é
de uma das formas B!, =y, y— 98, YA S, YV J, Vx you Ix 7y, onde y e & sdo !-fechadas. B estd no

escopo de ! em o se existe uma subférmula de o da forma ! tal que 3 ocorre em .

Teorema 2.2: “~” funciona globalmente em LSR como a negacdo cléssica.

Prova: basta aplicar o teorema 3.2.34 e o postulado nc.

6("’

Teorema 2.3: Os conectivos e “?” preservam a implicacdo e a equivaléncia classicas e

fortes, isto €, as seguintes proposi¢des sdo verdadeiras:

o a— B |x ol - B o— B | oa? - B2
o 0P ix ol B oo P e a? © p2;
e 0= B |mw ot = Bl o — B | oa? = B2

¢ 0B gx ol o Bl o B |lgr a? < B2
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Teorema 2.4: Se o é !-fechada, entdo valem as seguintes proposicdes:

e lmasal w0 a?.

Prova: basta usar indugao sobre férmulas, e os postulados 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 1-7 e 1-8; antes,

o leitor deve verificar que valem em LSR as reciprocas dos postulados -2, 1-4, 1-5, 1.7 ¢ 1-8.
Teorema 2.5: O célculo LSR ¢ superforte.

Teorema 2.6: As seguintes proposi¢des expressam os esquemas e regras de introducdo e
eliminagdo em LSR para os conectivos “!” e “?”

° o I-L'S—R ol;

* |lmx (= o)l

e lxx (00— a?)l;

e a?,0— B hsx B, onde ! ndo é livre em B;

Teorema 2.7: As seguintes proposi¢des expressam o comportamento em LSR dos conectivos

“=" e “~” com respeito aos conectivos “!” e “?”:
* Izx (o) & (—ol; sr (0?) < (~a)l;
* Isx ~(o) & (~)?; sr ~(0?) <> (~a)l.

Teorema 2.8: Se 0,,...,0, sdo0 os objetos variantes em LSR tais que Y estd nos seus escopos em

Q, e 0,,...,0, sdo livres em B ou em B’, entdo f < |0"LS+O“ o(YIB) < aip).

Escélio 2.9: Qualquer um dos esquemas ou regras “(o.v B)! /ol v B!, “ol — B!/ (o0 — B)!”

ou “o0 — al” acarreta em LSR o esquema “A! v (—A)!”.

Escélio 2.10: Todos os esquemas e regras cldssicas valem em LSR para férmulas que nao

6("’

possuem

Teorema 2.11: Se " h=g @, entdo T e O
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Teorema 2.12: Todos os esquemas expressos nos teoremas 3.3.16 e 3.3.20 sdo vadlidos em

LSR e, além disso, valem em LSR os seguintes esquemas e regras:

e o— 00— P; (aAB)! ol APl
e —A S -A; ol v B! = (av P
e (mA)! o (~A), (Vx o)! & Vx (al);
e (—o)! < —(al); dx (o)) = 3x o)!;
o (~0)! = ~(a); A e ~(=A)));
© (@ P)!= (o - B o osw ~((-o)).

Teorema 2.13: Todos os esquemas expressos no teorema 3.3.21 nao sao védlidos em LSR e,

além disso, ndo valem em LSR os seguintes esquemas e regras:

e Alv(—-A) ~(a) / (~o)l;

o o v (~a)l: al = B!/ (ou— B
o al/a (v P/ ol v Bl
o o—al Ex o)! / 3x (o).

e (a—ahl;

§3. A Completude do Calculo LSR

Mostramos aqui que o cdlculo LSR € completo com respeito a semantica de LSR.

Em toda esta secdo, L, é uma linguagem quantificacional trissortida cujas espécies sao
u (a tnica espécie de L), v e w, onde u e v sdo espécies proprias e w € uma subespécie de v.
Os conectivos de E! sA0 “—7, “A”, “v” e “=7, e os seus quantificadores sdo “Y,”, “Iy,”, “%, e

., . Y s . . ., .
“¥,”. Notamos as variaveis de L, de espécie u pelas letras usuais que denotam varidveis, € as

., . d . . ~ . » .
varidveis de L, de espécie v por v, seguido ou ndo de plicas ou indices.
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Defini¢do 3.1: L, é uma linguagem para LSR’. Uma LSR’-estrutura para [, é uma estrutura
simples para [,. Uma LSR’-interpretacio para [, ¢ uma interpretacdo simples para [,. V¢
uma LSR’-valoragio para [, se Véuma funcdo de [, em {0,1} e existe uma estrutura simples
U para [, e duas LSR’-correspondéncias seminticas min e max para [, de modo que as
seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

e V ¢ avaloragdo gerada por U e min;

e T.iP)=I..(P) = If(P), para qualquer interpretacao simples I para I’_!;

® TLun(W%v ) =1 sss para todo d € U, 1(xld) . (o) = 1;

® TLu(%v ) =1sssexiste d € U, tal que I(xld), (o) =1;

® (W ) =1 sss para todo d € U, I(xld) . (o) = 1;

® (Vv a) =1sssexiste d € Ul tal que I(xld), (o) =1;

¢ min e max sdo bem comportados quantificacionalmente para a espécie u;

¢ min ¢é —-heterodoxa proposicionalmente com respeito a max.

C 9

Defini¢do 3.2: Especificamos em LSR’, com respeito a [!, 0 conectivo e oS
quantificadores “3,” e “3,”:

& ~Of — O — 0L

e Jyvo= ~(Yy~);

e Jvo=~Yy~q).

Escélio 3.3: A LSR’—correspondéncia semantica min para I:!, tal como definida em 3.1, €

bem comportada quantificacionalmente.

Defini¢do 3.4: Deste ponto em diante, em toda esta secdo, L, é uma linguagem para LSR’

preenchendo as seguintes condicdes:

¢ toda constante em L, é uma constante em [! de mesma espécie;

¢ todo sinal funcional em L, é um sinal funcional em |’_, de mesma espécie;

e todo sinal predicativo em L,, de aridade n, € um sinal predicativo em L, de espécie
(u,...,u,v), e de aridade n+1;

® nio hd em |’_! outras constantes, sinais funcionais e sinais predicativos, além dos citados

nas condi¢des anteriores.
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Defini¢do 3.5: Em toda esta se¢do, consideramos g uma fun¢io de L, em L,, especificada
pelas seguintes condigdes:

* g(p(ty,....tn)) = p(ty,....En,Y);

o g(al) = Y g(o;

* g(ma) =—g(o;

o g(o#P)=g(a) #g(P), onde # € {—,AV};

e g(Qx a)=Qx g(a),onde Qe {V 3}.

Defini¢do 3.6: Se U é uma estrutura simples para I:!, entdo, para cada d € |U|V, definimos

uma estrutura simples Uy para L, pelas seguintes condigdes:

e U4 =1Ul;

® se s é uma constante ou um sinal funcional em L,, entdo Uy(s) = U(s);

® se p é um sinal predicativo em L,, de aridade n, € u,,...,u, € |U|u, entio (u,...,u,) € Us(p)
sss (uy,...,u,,d) € U(p).

Dada uma estrutura simples U para Ly, Yye Y denotam respectivamente as colecoes

{Ua/de Ul }e{Us/de UL

Lema 3.7: Sejam I =(U,s) uma estrutura simples para L,,sa restricdo de s a colegdo de
varidgveis em L, I'={Y5,Y,Uss),s)!, min e max tal como definidos em 1.1 ou 3.1,
dependendo do contexto, V a LSR’-valoracdo gerada para L, gerada por U, e V a
LSR-valoracdo para L, gerada por {Yy,Yy). Entdo as seguintes asserc¢des se realizam:

o (Usit) = (Usg)8”(t);

o (U.sAgP)) = (Usy), s (P);

®  Lnin(8(0) = Tmin(0V);

®  Tmax(8(0) = Imax(QV);

e V(g(o)=V(o).

Lema 3.8: Se ' =z @, entio KT == f(a).

1 17 ¢ uma estrutura bi-hibrida para L,.
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Defini¢do 3.9: O cdlculo LSR’ possui como postulados os proposicionais bdsicos, os
proposicionais da negacdo, os quantificacionais bésicos e da negacdo para a espécie u, 0s
universais bdsicos e extras para as espécies v e w, Gen, mais os seguintes postulados
especificos:

(nc) o — - — B;

(Wv-1) (A—>B)— (A - ) > —A;

(Wv-2) Yy -0 <> %y

(Wv-3) Yy -0 < Yy .
Lema 3.10: “~” funciona globalmente em LSR’ como a negacdo cléssica.

Lema 3.11: LSR’ é um célculo quaseforte.

Prova: basta aplicar o teorema 3.2.17.

Escélio 3.12: LSR’ ndo é um célculo superforte.
Prova: basta observar que nao é verdade em geral que Y,y o Iﬁ v Yy a, dai LSR’ ndo é

um célculo estavel.
Lema 3.13: LSR’ é um célculo abrangente.

Lema 3.14: Seja V uma func¢do de [,! em {0,1}. Entdo V é uma LSR’-valoracdo completa
para LSR’ se, e somente se, as seguintes proposi¢des forem satisfeitas:

e V(—A)=1sss V(A) =0, onde “%" e “V,” ndo ocorrem em A;

e V ¢ —-heterodoxa proposicionalmente de modo restrito;

e V éregular;

e V ¢ bem comportada quantificacionalmente;

e V ¢ uma fun¢do de Henkin;

e V(—Y%r o) = V(Y%vy =), onde no maximo v € livre em o

e V(v o) = V(Y —a), onde no maximo v € livre em QL.

I Neste caso, consideramos Ly uma linguagem arbitraria para LSR’.
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Lema 3.15: A fungdo caracteristica de todo conjunto de Henkin saturado em alguma

linguagem para LSR’ é uma LSR’-valoragio para esta linguagem.

Lema3.16: SeI' = «, entdo I' =% O

LSR’

Lema 3.17: Se f(I") =z f(o), entdo I' .

Prova:

Basta seguir linhas andlogas a prova do lema 4.3.16, com a diferenca de que devemos, apds
eliminar todas as varidveis de espécie v distintas de v, excluir da demonstracdo todas as

13

ocorréncias de ‘“Y»”; isto € possivel gracas ao fato de que sé existem varidveis
correspondentes a espécies proprias, conforme a defini¢do de alfabeto quantificacional, dada
na pagina 16 deste trabalho.

Vale a pena também o leitor reparar que um exemplar “(a! — o)!”” do postulado !-9 de LSR ¢

a traducdo inversa do exemplar “V,v (Vv g(a) — g(a))” do postulado universal extra V-5 de

LSR’.

Teorema 3.18: Se I’ Iﬁ o, entdo I' [mr O

Prova: basta aplicar os lemas 3.8, 3.16 ¢ 3.17.

§. Uma Extensdao Nao Monotbnica para LSR

Apresentamos nesta secdo a ldgica SDL (do inglés “Skeptical Default Logic”). Ela
possui motivacdes andlogas as de IDL, com a diferenga de que a sua base monotonica € LSR

e a sua perspectiva € cética.
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Defini¢io 4.1: Um SDL-default (em L,) é uma expressdo de uma das formas & B:' B
ou - b v onde o,fB,y sdo férmulas de L,; se o,B,y sdo sentengas, dizemos que tal

, )
expresszi([)3 € um SDL-default fechado. Um SDL-default da primeira forma é dito normal. Uma
SDL-base (em L) é um par A = (W,D), onde W é uma cole¢io de sentengas em L,, e D é uma
colecio de SDL-defaults em L,. Um exemplar de & le p ou & [E' Y em Ly) ¢
o B o By

B,'! ou Bl ,onde o,§',y sdo respectivamente

instancias fechadas consistentes de o,B,Y (em Ly).

respectivamente uma expressao

Defini¢ao 4.2: Se D é uma colecdo de SDL-defaults, entdo Cons(D) € a colecao

{B!/a : Boua : B YéumelementodeD}.

p! p!

No restante desta se¢do, A =(W.,D) é uma SDL-base em L,, D’.D” sdo colecdes de

exemplares em L, de SDL-defaults de D, e S, T sdo colegdes de sentengas em L.

Defini¢do 4.3: Um exemplar em L, de um SDL-default de D € dito semidisparado em T com

respeito a A se ele for de uma das formas o B ou X B Y,tal queae Te Wu {B}

Bl Bl

ndo € trivial em LSR.

Defini¢do 4.4: D’ é dito pré-coerente em T sobre S com respeito a A se as seguintes condi¢oes
forem satisfeitas:

e cada elemento de D’ é semidisparado em T com respeito a A;

e para cada elemento de D’ da forma OL:TB';Y, S U Cons(D’) s —(Y).

D’ é dito pré-coerente maximal em T sobre S com respeito a A se, para cada D” pré-coerente

em T sobre S com respeito a A, se D’ = D”, entdio D’ =D”.
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Defini¢do 4.5: Um exemplar p em Ly de um SDL-default de D € dito disparado em T sobre S
com respeito a A se este pertencer a todo D’ pré-coerente maximal em T sobre S com respeito

aA.

Defini¢do 4.6: D’ € dito coerente em T sobre S com respeito a A se valerem as seguintes
condigdes:
e D’ é pré-coerente em T sobre S com respeito a A;

e cada elemento de D’ € disparado em T sobre S com respeito a A;
oa:B a:P;y
p! pr -’

e para cada elemento de D’ de uma das formas ou

S U Cons(D’) b —(B)).
D’ é dito coerente maximal em T sobre S com respeito a A se, para cada D” coerente em T

sobre S com respeito a A, se D’ = D”, entdo D’ = D”.

Defini¢do 4.7: Um exemplar p em Ly de um SDL-default de D é dito fortemente disparado
em T sobre S com respeito a A se este pertencer a todo D’ coerente maximal em T sobre S

com respeito a A.

Defini¢iio 4.8: Dada uma SDL-base A =(W,D) em L, e uma colecdo S de sentencas de L,,
considere T,(S) a menor colecdo de sentencas satisfazendo as seguintes propriedades:
* WcT(S);

* se T\(S) |ﬁ o e o0 é uma sentenga de Ly, entdo a € T,(S);

a B o By
B ou Bl

Bl e T\(S).

® se ¢ fortemente disparado em T,(S) sobre S com respeito a A, entdo

Se T,(S) =S, dizemos que S é uma SDL-extensdo de A (em Ly). Se o pertence a cada

SDL-extensdo de A (em L,), notamos isto por A g O

Escélio 4.9: Acreditamos que cada SDL-base possui uma tnica SDL-extensao, mas ainda ndo

0 provamos.
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Esc6lio 4.10: Considerando o exemplo 4.4.2 codificado em SDL, temos que a unica
SDL-extensao obtida € a colecio das conseqiiéncias em LSR de {Quaker(Nixon),
republicano(Nixon)}, ou seja, ndo se tem A Iﬁ pacifista(Nixon)!

nem A |ﬁ (—pacifista(Nixon))!, que é o que esperdvamos.

Esc6lio 4.11: Considerando o exemplo 4.4.3 expresso em SDL, temos uma unica

SDL-extensao, da qual voa(Tweety)! € um elemento, mas nao a sua férmula contraditéria, ou

seja, A |ﬁ voa(Tweety)!, mas ndo se tem A |ﬁ (—voa(Tweety))!.



6. CONCLUSOES

Apresentamos nesta tese dois tipos de contribuicdes. Do ponto de vista da pura
especulacio formal no campo das 16gicas ndo cléssicas, contribuimos na modelagem de novos
sistemas formais paraconsistentes, paracompletos e ndo aléticos, com suas respectivas
semanticas recursivas. Esses novos sistemas, aqui designados [ldgicas bdsicas para
distingui-los dos sistemas aplicados apresentados nos capitulos 4 e 5, constituem, tanto de um
ponto de vista técnico quanto conceitual, um sensivel avanco com respeito aos sistemas
existentes que tratam de negagdes ndo classicas. Suas propriedades semanticas oferecem uma
resposta factual a algumas das mais sérias objecdes que tém sido levantadas
(vide [46], pg. 116) contra as 16gicas paraconsistentes aqui denominadas de primeira geragao.
Além disso, obtivemos uma série de outros resultados que ilustram a organicidade e
exeqiiibilidade destes sistemas; entre eles podemos citar os seguintes:

e as leis cladssicas de negacdo da conjun¢do, da disjuncao, da implicagdo, da quantificacao
universal, da quantificagdo existencial, bem como a lei da dupla negacdo, sdo validas em
todas as légicas heterodoxas aqui apresentadas;

e todos estes sistemas possuem um principio de substitui¢do correspondente a equivaléncia
forte;

e as partes proposicionais das légicas LI*, PCLY e NALLS sdo dotadas de semanticas
matriciais.

Existem outros resultados que conhecemos mas ndo apresentamos neste trabalho
simplesmente por brevidade. Entre estes, citamos os seguintes:

e as légicas LI*, PCLY e NALL possuem reducdo a forma prenex e, com uma defini¢io
adequada de literal, podemos colocar a matriz de uma forma prenex arbitraria em forma
conjuntiva ou disjuntiva normal;

e as l6gicas LI*, PCLY e NALL possuem resultados de skolemizagdo ou herbrandizagio

andlogos aos da logica classica;
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e as logicas LEI e LSR podem ser traduzidas para l6gicas dotadas dos dois resultados que
acabamos de citar;

e todas as logicas aqui apresentadas sdo dotadas tanto de sistemas de tableaux como de
sistemas de resolucdo; no caso de LEI e LSR, isto ocorre a menos de traducdes adequadas.

Do ponto de vista tedrico, ha uma linha interessante de estudo a ser desenvolvida
buscando situar tecnicamente algumas das légicas aqui apresentadas no pantedo das légicas
paraconsistentes. Antonio Madrio Sette, por exemplo, sugeriu que LI; € possivelmente um
calculo paraconsistente maximal, assumidas certas restricdes razodveis [51]. Esse tipo de
resultado permanece por ser explorado.

O método de trabalho por nés adotado foi a busca de solugdes gerais para classes de
problemas que abrangiam as questdes com que nos defrontamos. Assim, por exemplo,
buscamos uma prova abstrata do Teorema da Deducdo em um cdlculo genérico possuindo
determinadas propriedades, ao invés de prova-lo particularmente para cada célculo, repetindo
constantemente as mesmas formas de raciocinio. Para isto, partimos de algumas idéias
esbogadas inicialmente em [35], pgs. 94-99.

Este estudo facilitou bastante a consecucao de um dos resultados fundamentais deste
trabalho: a completude de um célculo abstrato com propriedades suficientemente gerais, a
ponto de abarcar, a menos de tradu¢des adequadas, todos os célculos vistos nesta tese.

O problema mais complexo com que nos deparamos foi a completude do cdlculo LSR.
Observamos que uma traducdo adequada desta logica requeria uma forma de ldgica
polissortida que ndo conheciamos previamente. Generalizamos a definicio dada em [28],
pgs. 277-279, a ponto de permitir relacdes de inclusdo entre universos de espécies distintas.
Um detalhe técnico que foi vital para o sucesso da prova de completude foi o de ndo permitir
variaveis especificas para espécies nao préprias. Um problema que ndo pudemos evitar foi o
de dar uma axiomatizacdo completa para classes de 16gicas polissortidas deste género; neste
sentido formulamos os postulados universais e os existenciais extras, dados na 2* se¢do do
capitulo 3.

Outro ponto que facilitou sobremaneira um tratamento unificado as l6gicas por nds

especificadas foi a concepcao de algumas idéias gerais concernentes as semanticas de logicas
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monotdnicas em geral. Observamos que havia um ndcleo comum invaridvel em todas estas
semanticas. Chamamos os objetos varidveis de estruturas, interpretacoes, correspondéncias
semdnticas e de valoragdes, conforme o caso.

Do ponto de vista aplicado, que constituiu a motivacdo inicial para esta tese,
advogamos para o nosso trabalho o mérito de romper com a pratica de varrer para debaixo do
tapete dos mecanismos extraldgicos as contradicdes que os raciocinios de cardter indutivo,
utilizados em Inteligéncia Artificial, no senso comum e na ciéncia, fatalmente introduzem.
Esse fendmeno com respeito ao raciocinio indutivo j4 era reconhecido por fil6sofos da ciéncia
décadas antes do florescimento das l6gicas ndo monotonicas em IA, e é tido por eles como
uma praga a inviabilizar as tentativas de formulacdo dessas ldgicas, tendo certamente sido
uma das razdes de abandono dessas tentativas. Todo esse esforco de escamotear contradi¢cdes
estd ligado, € claro, a decisdo ticita e previamente assumida pelos que t€m trabalhado na 4rea
(com algumas honrosas exce¢des, em todo o caso fora da tendéncia dominante) de reter a
l6gica cldssica como nucleo do sistema. Essa atitude, no entanto, além da sua inadequagao
conceitual, teve conseqiiéncias negativas na propria efetividade desses sistemas como
modelos do raciocinio, como foi amplamente detectado na literatura da area (vide [32] e [40],
por exemplo).

Reconhecer de pronto a ocorréncia de contradi¢des como um fendmeno natural a toda
forma de raciocinio em condi¢des de conhecimento incompleto e, a partir dessa postura,
desenhar as légicas adequadas para o tratamento dessas contradi¢des e para a realizagao das
inferéncias desejaveis nessas circunstancias, foi a metodologia adotada em nosso trabalho, nao
sO na presente tese, mas em toda a linha de investigacdo na qual ela se insere. Cabe aqui uma
observacdo. A ldégica, no contexto em que a utilizamos, ndo € mais apenas uma disciplina
normativa a estabelecer canones para o raciocinio impecavel ou para a fundamentacdo da
Matematica. Logica constitui-se aqui um instrumento de modelagem, no presente caso, de

certos padrdes de raciocinio, mas, em principio, de qualquer outro fenomeno. Nas palavras de
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Putnam, colocamos na légica as inferéncias que desejamos realizar e realizamos as inferéncias
que a légica permite.

Em termos de desenvolvimentos futuros nessa linha, devemos antes de mais nada
admitir que ndo estamos satisfeitos com o modo como os esquemas de raciocinio nao
monotdnico estdo aqui formalizados. Na realidade, seguimos préticas standard adotadas na
area, como no caso das ldégicas de defaults, que consistem em prover um mecanisSmo
inferencial para expandir uma base monotonica. Produz-se assim um raciocinio em duas fases
através de um sistema de inferéncia hibrido. Um desafio nessa direcdo € o desenho de um
formalismo integrado que permita um tratamento uniforme, mesmo que apenas em aparéncia,
de ambas as fases. Esse mesmo problema reflete-se, e de forma ainda mais grave, na
semantica desses sistemas. No nosso caso, apresentamos semanticas para todos os sistemas
dedutivos apresentados, mas nao temos semanticas para os sistemas ndo monotonicos, 0 que
equivale a dizer que nao temos uma semantica para o todo do raciocinio. O resultado a
perseguir ai seria novamente a obtencdo de uma semantica uniforme que estendesse
naturalmente as semanticas de base ja existentes. Uma possivel abordagem para isso seria a
introducdo de ordenacdes adequadas na classe dos modelos monotonicos, que permitisse a

adocao de classes restritas de modelos tidos como preferenciais.
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