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Tabela de Simbolos

Damos abaixo uma relacdo dos simbolos utilizados ao longo deste tra-

balho.

e = — igualdade

e * — diferenca

e — — conectivo da implicacao

e /\ — conectivo da conjuncgéo

e V — conectivo da disjuncéao

e — — conectivo da negacao

e — — conectivo da equivaléncia

e V — quantificador universal

e 7 — quantificador existencial

¢ 3 — quantificador, significa “existe um maximo”
e Jl — quantificador, significa “existe um Gnico”
e / — ticagem

e = — por definicdo

e - — barra de inferéncia, denota a relacéo de conseqiéncia para uma dada

l6gica

C — relagao de inclusao

D — relagao inversa da incluséo

T — artigo definido;7x P significa, em geral, o objetotal queP

€ — relacao de pertinéncia

N — conjunto dos nameros naturais

R — conjunto dos nimeros reais

—= — relacdo de consequéncia especificada pela semantica da logica
proposicional classica

oc — relacdo de consequéncia especificada pela semantica da légica
quantificacional classica




min(A) — elemento minimo dé&

max(A) — elemento maximo da

(a,b) — o par ordenado cujo primeiro componenta é cujo segundo
componente &

A x B — produto cartesiano d& por B

P(A) — conjunto poténcia dA

D(R) — dominio de uma relaca®

Z(R) — imagem de uma relac®

C(R) — campo de uma relac&®

R(A) — imagem direta dé& porR

U — sinal funcional para a unido de conjuntos

N — sinal funcional para a intersecc¢éo de conjuntos

f: A— B —f éumafuncdo d& emB

f: Ay~ B —f é uma funcéo parcial d& emB

f: A B —f é umatransformacédo deemB

f(A) — imagem direta dé porf

C(p) — funcao que atribui @ um dos valoresféchadd ou “abertd
form(n) — férmula de um ng

s(x|d) — atribuicdo para variaveis que difere slao maximo quanto a
atribuicao parx

o(c|d) — mundo que difere de no maximo quanto a atribuicdo para a
constante

|(x|d) — interpretacdo que difere deno maximo quanto a atribuicao
para a constanta

I (c|d) — interpretacdo que difere deno maximo quanto a atribuicéo
para a constanig



Tabela de Siglas

e LPC - Ldgica Proposicional Classica

e LQC - Logica Quantificacional Classica

e STD - Sistema de Tablbs por Prova Direta paRC
e STD* - Sistema de Tablds por Prova Direta ph€C



Tabela de Notacoes

Indicamos abaixo as convencdes notacionais deste trabalho. No caso de
letras individuais, valem os mesmos significados se as mesmas forem se-
guidas de subindices ou plicas.

R — relacéo; pg. 11

L — légica arbitraria; pg. 21

L, L, Lo — linguagens par&; pg. 21

P, Q,R, S— féormulas; pg. 21

I', @ — colecdes de formulas; pg. 21
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p, g, r — sinais predicativos; pg. 27
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e C — critério de fechamento; pg. 37
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Convencoes Gerais

Este trabalho é dividido em capitulos e cada capitulo € dividido em secdes.
Quando quisermos nos referir a teoremas, lemas, definicbes, corolarios e
outros enunciados e enumerados, dentro ou fora do capitulo em que estes
ocorrerem, daremos o numero do capitulo do enunciado citado seguido
pelo seu numero da se¢do. A contagem dos enunciados enumerados é
reiniciada a cada secédo. Por exemplo, o lema 3.2.2 refere-se ao segundo
enunciado enumerado da segunda secao do capitulo 3, dai referir-nos-emos
a este lema por lema 3.2.2.

As figuras sdo enumeradas de uma forma independente, e sua con-
tagem € Unica dentro de cada capitulo, isto é, a sua contagem so e reini-
cializada no inicio de cada capitulo; assim, quando quisermos nos referir a
uma figura, referir-nos-emos a ela dando o numero do capitulo em que esta
ocorre seguido pelo nimero da mesma. Por exemplo, a vigésima figura do
capitulo 5 é citada por “Figura 5.20".

Indicamos o final de provas de teoremas possuindo um ou mais para-
grafos proprios pela expresséo “c.g.d.”, a qual abrevia “conforme queria
demonstrar”.
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RESUMO

Este trabalho desenvolve uma forma diferente de se obter arvores
de prova pottablés Denominamos esse método diesto, por causa da
caracteristica em que a possivel concluséo € inseridabh®inicial, sem
nega-la. Ja onétodo dos tablés por refutac@s utiliza da negacao da
possivel concluséo.

No sistema de tablds por prova direta para a loégica classica, cada
ramo esta relacionado semanticamente a disjuncdo das formulas que o
compdem, e o tablé completo corresponde semanticamente a conjungao
de todas essas disjuncfes. Em qualquer um dos métodos baseados em
tablés para a Ldégica Classica, tanto direto quanto indireto, um ramo é
considerado fechado se o mesmo contiver duas formulas contraditérias.
No método direto o fechamento de um ramo corresponde aadigade
semantica, a qual implica, no caso do fechamento de todos os ramos, na
validade da possivel concluséo. Ja no método indireto o fechamento de um
ramo corresponde iasatisfatibilidadeda negacéo da possivel concluséo,

0 que por sua vez implica na validade da mesma.
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ABSTRACT

This work develops a different form of obtaining tree proofs by
tableaux which is denominatedirect, due to the characteristic in which
the possible conclusion is inserted in ihdial tableau without denying
it. Thetableau method by refutatiamses instead the denial of the possible
conclusion.

In the tableau system by direct proof for classical logic, each branch
Is related semantically to the disjunction of the formulas that compose it.
The complete tableau corresponds semantically to the conjunction of all
these disjunctions. For each one of the methods based on tableaux for
classical logic, the direct or the indirect one, a branch is considered closed
if the same contains two contradictory formulas. In the direct method
the closure of a branch corresponds toviddidity, which implies, in the
case of the closing of all branches, the validity of the possible conclusion,
whereas in the indirect method the closure of a branch corresponds to the
unsatisfiabilityof the denial of the possible conclusion, which implies its
validity.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve Histoérico

Em 1956 houve um evento organizado por um grupo de cientistas com-
posto por Marvin Minsky, Herbert Simon, Allen Newell e John McCarthy,
entre outros. Esse evento, intitulado “The Darthmouth Summer Research
Project on Artificial Intelligence”, ocorreu no Dartmouth College, nos Es-
tados Unidos.

Nessa conferéncia foi apresentado por Newell e Simon um sistema
conhecido como LOGIC THEORIST, considerado na época um sistema
revolucionario, pois conseguia provar certos teoremas da aritmética; com
ISS0, tornou-se um dos primeiros programas empregados na manipulacao
de informagbes ndo numeéricas.

Em 1950, A. M. Turing publicou um trabalho intitulado “Computing
Machinery and Intelligence”, no qual perguntava-se acerca da capacidade
de pensar das maquinas, pois, para muitos, o pensamento esta diretamente
ligado a inteligéncia, como na famosa frase de Descartes: “Penso, logo
existo”. Passaram-se varios anos, mas a pergunta ainda continua.

Essa busca pelo conhecimento especializado proporciona uma cons-
tante evolucdo computacional, nos afetando de diversas formas, seja na
vida pessoal, na vida profissional, nas tarefas executadas mecanica e dia-
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riamente, no modo de pensar, de agir e em acdes de que nem nos damos
conta que estamos executando.

Dentre essas buscas, existem tentativas de representar aspectos me-
canicos do pensamento; acreditamos que estamos bem longe de alcancar
tal proeza em sua plenitude. Pesquisadores ligados a Inteligéncia Arti-
ficial ttm trabalhado com o objetivo de automatizar o que, para muitos
seres humanos, € algo natural, tais como certas formas de raciocinio, dos
quais podemos destacardedutivo Segundo [15], um raciocinio dedu-
tivo € aquele capaz de estabelecer a validade de um argumento deduzindo
a sua conclusao a partir das suas premissas, mediante uma seqtiéncia de
raciocinios elementares.

A automatizacdo do raciocinio dedica-se ao estudo de algoritmos
capazes de inferir conclusdes a partir de premissas previamente dadas. Es-
tamos aqui especialmente interessados em alguma forma de deducéo. Se-
gundo [15], um argumento dedutivo é:

“(...) aquele cujas premissas fornecem provas decisivas para a
verdade de sua conclusdo. Todo argumento dedutivo pode ser
valido ou invalido: é valido na impossibilidade de suas premis-
sas serem verdadeiras sem que também seja verdadeira a sua
conclusao, e invalido no caso contrario. A teoria da deducéo
pretende explicar as relagdes entre as premissas e a conclusao de
um raciocinio ou argumento valido e estabelecer técnicas para a
avaliacdo dos argumentos dedutivos, isto é, para distinguir entre
as deducdes validas e invalidas [pg. 139]".

Formas de raciocinio capazes de explicitar um grande numero de
conclusdes podem indicar algum grau de inteligéncia, e dai algoritmos
capazes de implementa-las poderiam revelar-se bastante Uteis na constru-
cao de sistemas computacionais capazes de simularem habilidades nor-
malmente executadas por seres vivos dotados de formas de consciéncia
razoavelmente evoluidas.
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A logica simbdlica dedica-se ao estudo de sistemas formais, através
de métodos matematicos, que integram em uma unidade uma colecéo de
formas de raciocinio, aptas a interagir entre si de uma forma conjugada,
sendo que a maioria de tais sistemas atende a diversas demandas de pos-
siveis aplicacdes. Estamos especialmente interessados neste trabalho nos
sistemas relacionados a Légica Classica, nos niveis proposicional e quan-
tificacional, pois acreditamos que esta € uma base de acesso a compreensao
de quase todos os sistemas l6gicos mais importantes.

Entre os métodos de automatizacédo do raciocinio podemos citar o
método da resolucafB84],[35], o método dos sequientes de Gentizdj,

[44] e 0 método dos tablg88],[44].

O segundo envolve a manipulacédo formal de certos objetos sintati-
cos chamado dsequientesos quais compreendem uma lista de férmulas
denominadagpremissas seguidas de um sinal separador dito a barra de
inferéncia (*"), e uma lista de féormulas, ditas asnclusfes

O primeiro método, o da resolucéo, perfaz uma complexa manipu-
lagdo formal inicial de formulas. O seu algoritmo correspondente prin-
cipia com varios procedimentos destinados a reduzir as féormulas dadas
inicialmente a outras formulas efmrma preneX, eliminando-se todos os
quantificadores existenciais{") através de um método digkolemizacao
bem como colocando na forma disjuntiva normal as subférmulas livres de
guantificadores.

Assim sendo, tanto o método da resolugcdo como o método dos se-
guentes nao primam pela simplicidade, pois o primeiro envolve uma com-
plexa manipulacdo simbolica antes do trabalho central do seu algoritmo
correspondente, e 0 segundo nédo lida diretamente com féormulas como
objetos sintaticos basicos, mas sim com sequentes.

lUma férmula prenex é uma formula da fornrax;,....\v,,x,, P, onde¥,....¥,, sdo um dos quantifi-
cadores V" ou “3”, e P ndo possui quantificadores.
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Ja o método dos tablés destaca-se pela sua inerente simplicidade,
pois, ao contrario do método dos sequentes, lida diretamente com formu-
las, e, ao contrario do método da resolucdo, ndo exige complexos proce-
dimentos iniciais de preparacéo das formulas envolvidas para que a parte
central do seu algoritmo correspondente seja colocada em funcionamento.

1.2 Objetivo

Todas as apresentacdes que conhecemos dos métodos da resolucéo e dos
tablés envolvem uma analise seméantica da negacéo da possivel concluséao,
sendo que ambos buscam demonstrar, nessa analise, a insatisfatibilidade
dessa negacdo, mostrando que a suposicao de sua satisfatibilidade conduz
a um absurdo. Ambos os métodos envolvem, portanto, procedimentos de
refutacdo da negacao da possivel conclusao.

Queremos mostrar que, no metodo dos tablds, é possivel proceder de
uma outra forma, envolvendo uma analise semantica direta da concluséao,
sem qualquer refutacdo, mas sim através de uma justificativa direta da va-
lidade da conclusao.

1.3 Discussao e Justificativa do Tema

Os trés métodos de automatizagao citados sdo computacionalmente imple-
mentados, sendo que tanto o método dos tablés quanto o dos sequentes
utilizam-se de certas estruturas de dados chamadas de arvores, com a dife-
renca de que, no método dos tablds, os nos sao constituidos por formulas,
enquanto que no método dos sequentes os no0s sao constituidos por se-
guentes.
Escolhemos o método dos tablés em detrimento dos métodos dos

seqlentes de Gentzen e da resolucdo como forma de automatizacéo do



raciocinio pelas duas seguintes razoes:

(1) Os seus objetos basicos de manipulacéo sao formulas, enquanto que o
método dos seqiientes de Gentzen utiliza-se de seqgluentes, que sdo em
si objetos bem mais complexos que formulas.

(2) Apo6s um procedimento de inicializacdo bem simples, o método dos
tabl6s conduz diretamente ao seu algoritmo principal, enquanto que,
no método da resolucéo, o procedimento de inicializacdo é muito mais
complexo.

Os métodos dos tablds e da resolucao séo, em sua forma tradicional,
baseados na refutacdo da negacéo da possivel conclusdo, enquanto que o
meétodo dos sequentes de Gentzen é direto, pois lida diretamente com o
possivel sequente valido. Isto poderia indicar uma possivel superioridade
do método dos sequentes de Gentzen sobre o método dos tablés, o que é
contestado nesta dissertacdo, na qual mostramos que o método dos tablés
pode ser trabalhado de uma forma direta pelo menos tdo boa quanto o
meétodo dos tablds por refutacao.

Em muitas ocasides, quando uma dada assercao é repetida exaus-
tivamente dentro de uma dada comunidade esta pode passar a reputa-la
como verdadeira. Isto € o que vem acontecendo com os métodos dos ta-
bl6s e da resolucéo, sobre os quais todas as referéncias por nés consultadas
classificam ambos como sendo métodos de prova por refutacéo.

Este trabalho busca superar tal preconceito.

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta organizado em capitulos, cujos contetudos sao abordados

na tentativa de conduzir de forma clara e concisa diversos assuntos neces-

sarios e basicos para o entendimento da proposta principal aqui exposta.
Descreveremos de forma sucinta os capitulos e os assuntos tratados



em cada um deles.

O segundo capituldyocdes Basicas de Teoria dos Conjuntpfor-
nece de forma sucinta os pré-requisitos matematicos gerais para o desen-
volvimento deste trabalho, incluindo a definicdo de arvore e das principais
iIdéias a ela associadas.

O terceiro capituloA Logica Classica expde brevemente as princi-
pais idéias das semanticas de valoracdes, e define a semantica classica nos
niveis proposicional e quantificacional, bem como alguns lemas elemen-
tares, indispensaveis para o desenvolvimento posterior deste trabalho.

O quarto capitulo® Método dos Tablds desenvolve, de forma ge-
neralizada, os principais tépicos que dizem respeito ao método dos tablés,
estabelecendo em seguida a exposicdo das condi¢cbes gerais de correcao e
completude para uma logica qualquer dotada de uma semantica de valora-
cOes, segundo o paradigma do método de prova direta.

O quinto capituloUm Sistema de Tablds por Prova Direta para
a Logica Proposicional Classicadefine um sistema de tablés por prova
direta para a l6gica proposicional classica, e demonstra a validade das con-
dicbes gerais da correcdo e completude para este sistema. A titulo de ilus-
tracao, sao dados dois exemplos.

O sexto capitulom Sistema de Tabl6és por Prova Direta para a
Logica Quantificacional Classica é uma extensao para a légica quantifi-
cacional do sistema exposto no capitulo anterior. Também é demonstrado
aqui a adequacao das condicOes gerais de correcédo e completude para este
sistema. No final sdo dados dois exemplos a titulo de ilustracao.

Finalmente, o dltimo capitul@gonsideracdes Finaisda as nossas
conclusdes pessoais, bem como sugere algumas linhas futuras de pesquisa.



Capitulo 2

Nocoes Basicas de Teoria dos Conjuntos

2.1 Introducao

Umaarvore € uma colecdo nao vazia de elementos ditds munida de
umarelacdo de ordem estritee de uma funcdo que, aplicada a cada no,
fornece o sewontetdo E dotada de um elemento minimo, ditmd raiz

desta arvore, tal que cada né distinto do no raiz possui um Unico predeces-
sor.

Uma estrutura de dados essencial para a definicdald@é a es-
trutura de arvore. Tal estrutura requer, por sua vez, para ser bem definida,
as idéias de relacao e de funcao, entre outras. Faremos dai uma breve ex-
posicado de algumas idéias da teoria dos conjuntos que consideramos fun-
damentais para este trabalho. ExposicOes mais detalhadas deste assunto
podem ser vistas em [22] e [27].

2.1.1 Definicdo:Um par ordenadcé uma lista ordenada de dois elementos
aeb. Notamos um par ordenado de dois elemeateb por (a,b), ondea

é dito aprimeira coordenad@au abscissaeb é dito asegunda coordenada
ou ordenada do par

Podemos reduzir a idéia de par ordenado a idéia de conjunto, ou
podemos considerar par ordenado como um conceito primitivo de uma
dada teoria dos conjuntos. E essencial, no entanto, que, dados dois pares



ordenadoga,b) e (a’,b’), a seguinte proposicao seja vélida.

2.1.2 Proposicao: (Igualdade de Pares Ordenados)
e(aby=(a'b’)—a=a Ab=Db".

Definimos de uma forma analoga uma lista ordenada&lemen-
tosay,...A,, € notamos tal lista pg@y,...a,).

2.1.3 Proposicao: (Igualdade de Listas Ordenadas)
o <a1,...,a(n> = <b1,...,bn> —a = bl N~ Na, = bn

2.1.4 Definicao: (Produto Cartesiano)
Dados dois conjuntoé e B, o produto cartesiano dé e B, notado por
A x B, é definidopoA x B={(x,y)|x€EAAY€EB}.

2.1.5 Definigao: (Conjunto Poténcia)
Dado um conjuntdd, o conjunto poténcia dé\, notado porP(A), é o
conjunto de todos os subconjuntosAle

2.1.6 Definicao: (Relacao)

Um conjunto é dito umaelacdose todos os seus elementos forem pares
ordenados.

2.1.7 Definicdo: Ré dito umarelacdo emA seR C A x A.

2.1.8 Definicdo: Reé dito umarelacdo deA emB seR C A x B.

2.1.9 Definicdo:Dizemos quex esta relacionado copemR, e notamos
isto porx Ry, se(x,y) € R.

2.1.10 Definicdo: SejaR uma relacdo. Dizemos quenéo esta rela-
cionado cony emR, e notamos isto pot Ry, se—~(x Ry).

Para facilitar comentarios posteriores que eventualmente faremos
acerca da pertinéncia de pares ordenados em uma relacdo, damos a seguir
duas novas terminologias.



2.1.11 Definicao: SejamR uma relacao, e considere & .

e Dizemos neste caso guaninoray emR, ou quex R-minoray, ou que
X € umminorante dey emR, ou também qu& € umR-minorante dey.

e Dizemos também gugmajorax emR, ou quey R-majorax, ou quey
€ ummajorante dex emR, ou também qug € umR-majorante dex.

2.1.12 Definicdo: (Dominio de uma Relacao)
SeR é uma relagéay dominio deR € a colegcao de todos os elementos que
minoram algum objeto emR, isto &, DR) = {x | Iy X Ry)}

2.1.13 Definicao: (Imagem de uma Relacao)
SeR é uma relacd@ imagem de € a colecdo de todos os elementos que
majoram algum objeto efR, isto é, Z(R) = {y | X (X Ry)}.

2.1.14 Definicao: (Campo de uma Relacéo)
O campo deR é a colecao de todos os elementos que minoram ou que
majoram algum objeto eR, istoéC(R) = {z| X (xR z) v Iy(zRy)}.

2.1.15 Definicao: (Imagem Direta de um Conjunto por uma Relagao)
SejamR uma relacdo & um conjunto. Aimagem direta déA por R,
notada porR(A), € a colecdo de todos os objetos que majoram algum
elemento d& emR, isto é,R(A) ={y| Ix (x e AAXRY)}

2.1.16 Teoremat C(R) = D(R) U Z(R).

2.1.17 Definicao:(Tipos de Relacdo com respeito a um Conjunto Dado
SejamR uma relacao & um conjunto.

R é reflexiva emA = Vx(x € A — X R X).

R é irreflexiva emA = VX(x € A — X R X).

R é simétricaenhA = VX Vy(X,y e AAXRYy— yRX).

R é assimétricae = VX Vy(X,ye AAXRy— yRX).

R é anti-simétricaem = VX Vy(X, YEAAXRYAYRX — x=Y).

R é transitiva enA = VX VY Vz(X,y,ze AAXRYAYRz— xR 2.

R é uma relacdo de equivaléncia é&m= R é uma relagao reflexiva,
simétrica e transitiva erA.

Os exemplos expostos a seguir sao referentes a cada conceito ex-
posto 2.1.17. Estes foram parcialmente baseados em [43].
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2.1.18 Exemplo de Relacao Reflexiva

SejamA uma colecdo de conjuntosReuma relacdo emd definida por
“X € um subconjunto dg¢’. Como todo conjunto € um subconjunto de si
préprio, temos qU& € uma relacéo reflexiva ef

2.1.19 Exemplo de Relacdo Simétrica

SejamA um conjunto de seres humanoReima relacdo simétrica e
definida por % é parente dg’. Sex, y sdo seres humanoxe parente de
y, entdo, obviamentg,é parente de.

2.1.20 Exemplo de Relacdo Nao Simétrica

SejaR a relagcédo enN definida por % dividey” (0 que notamos pox/y).
Temos qudr ndo é simétrica er, pois 4 e 8 sdo numeros naturais tal que
4/8, mas—(8/4).

2.1.21 Exemplo de Relacdo Anti-simétrica

SejaR arelacdo enk definida por % <y”. Como, para quaisquer nimeros
reaisx ey, x < yey < ximplica quex =y, temos quer € uma relagéo
anti-simeétrica enR.

2.1.22 Exemplo de Relacao Transitiva
SejaR a relacdo enR definida por % € menor que/”. Temos quer é
transitiva, pois, dados nimeros reRjy, z, sex <y ey <z entaox < z

2.1.23 Exemplo de Relacao de Equivaléncia

SejamA um conjunto qualquer, B uma relacédo emA definida por % é
igual ay”. Temos queR é uma relacdo de equivaléncia é&mpoisR é
reflexiva, simétrica e transitiva e/

2.1.24 Definicao: (Relac&o de Ordem)
Dizemos queRr é umarelacao de ordem erA, ou simplesmente que é
umaordem emA, seR é uma relagao anti-simétrica e transitiva Am

2.1.25 Definicao: (Relac&o de Ordem Estrita)

Dizemos queR € umarelacdo de ordem estrita ey, ou simplesmente
gueR é umaordem estrita emd\, seR € uma ordem erA eR & irreflexiva
emA.
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2.1.26 Definicao: (Relagéo Linear)
e Dizemos queR é umarelacéo linear enA se
YXVY (X,y e AAX#AY—=XRYyVYyRX).
Certos elementos de um dado conjunto munido de uma relacao de
ordem possuem algumas caracteristicas notaveis, que serao dadas a sequir.

2.1.27 NotacaoNo restante desta sec&é umarelacao de ordem em

O elementdr-minimo emA é o elemento dé& queR-minora todos
0S outros elementos de

2.1.28 Definicao: (R-minimo em A)
Sejax € A.
Dizemos quex € oR-minimo emA sevVy(y e AAX £y — XRY).

2.1.29 Defini¢do: (Elemento R-minimo de A)

SeA é um conjunto dotado de um elemeiReminimo, notamos este por
minimog (A). Caso a relaga® esteja implicita, notamos minirggA)
apenas por minimé).

O elementdr-maximo erA é o elemento dé& queR-majora todos
0S outros elementos de

2.1.30 Definigdo: (R-maximo em A)
Sejax € A.
Dizemos quex € oR-maximo enA seVy(y e AAX#Yy— YRX).

2.1.31 Definicao: (Elemento R-maximo de A)

Se A é um conjunto de um element®-maximo, notamos este por
maximay (A). Caso a relaca® esteja implicita, notamos maxipgA)
apenas por maximg\).

Um elementdR-maximal emA é um elemento d& que nao éma-
joradoemR por nenhum outro elemento de
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2.1.32 Definicao: (Elemento R-maximal em A)
Sejay € A.
y é ditoum element&®-maximal enA seVx (x € A A X #y — (Y R X)).

Um elementdr-minimal emA é um elemento dA que nao énino-
radoemR por nenhum outro elemento de

2.1.33 Definicao: (Elemento R-minimal em A)
Sejay € A.
y é dito um element®-minimal emA sevVx (X € A AX#£Yy— =(XRY)).

Um R-predecessor erA de um dadoxx € A € umR-minorante de
x distinto dex, R-maximal com respeito a colecdo desminorantes de
emA distintos dex.

2.1.34 Definicao: (R-predecessor de um dado elemento em A)
Sejamx, y € A. X é dito umR-predecessor dg emA sex Ry, X #£ye
vX'(X €e AAX Ry — =(XRX)).

Um R-sucessor e\ de um dadax € A é umR-majorante dex
distinto dex, R-minimal com respeito a colecdo d@smajorantes d& em
A distintos dex.

2.1.35 Definicao: (R-sucessor de um dado elemento em A)
Sejamx, y € A. y é dito umR-sucessor d&x emA sex Ry, X #ye
Wy €e AAXRY — =y RY)).

2.1.36 Definicao: (Funcao)
Uma relacad é dita umauncgaosevx Jy(x f y).

2.1.37 Escdlio:Sef é uma funcéo, entdo as seguintes proposicdes sao
verdadeiras:

o VXVYVY (XfyAxfy —y=y).

o VX € D(f) dly(x fy).
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2.1.38 Definicao: (Aplicagao de uma Funcédo a um Elemeniq
Sef € uma funcéo & € D(f), definimosa aplicacéo dd a x, e notamos
Isto porf (x), porf(x) = 7y (X f y).

2.1.39 Definicao: (Funcao de A em B)
f é dito umafuncédo deA emB, e notamos isto pdr: A — B, sef € uma
funcdo, D{) = A eZ(f) CB.

2.1.40 Definicao: (Funcéao Parcial de A em B)
f € dito umafuncéo parcial deA emB, e notamos isto pdr. A y— B, sef
€ uma funcaoA D D(f) e Z(f) C B.

2.1.41 Definicao: (Transformacéo de A em B)
f é dito umatransformacédo dé& emB, e notamos isto pdr. A B, sef
é uma fungéo, 0) O A ef (A) C B.

2.2 Arvores

Uma arvore é uma colecao nao vazia de elementos denominados nés, mu-
nida de uma relacéo de ordem estrita e de uma funcao que, aplicada a cada
no, da o seu conteudo, na qual ha um elemento minimo, chamado de raiz,
e todo no distinto da raiz possui um unico predecessor.

2.2.1 Definicdo: Umaaéarvore € um ternoT = (N,A,C) obedecendo as
seguintes condigdes:

e N é um conjunto ndo vazio, cujos elementos sao ditissemn .

e A é uma relacdo de ordem estrita @&incujo campo conténl, dita
a relacdo de ascendéncia em sen,n’ sdo dois ndés enT en A 7',
dizemos que) €um ascendente dg emT, ou quen’ € umdescendente
denemT™t.

e Existe um Unico né eri que ndo possui ascendentes Enpe que, por
sua vez, é ascendente de todos os outros nos$,afito o nd raiz ou
simplesmenta raiz emT.

e Todo n6 enl distinto da raiz possui um Unid®-predecessor e, dito
0 Seu pai enT.

e C é uma funcao cujo dominio contéwhtal que, para cada npemT,
C(n) é ditoo contetdo de emT.

Na linguagem geral de relagéesminoran’ em A, en’ majoran emA.
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2.2.2 Definicdo:Umaarvore é ditafinita se a sua cole¢édo de nos for um
conjunto finito.

2.2.3 Teorema:SeT = (N,A,C) € uma arvore, entdo as seguintes propo-
sicdes sdo equivalentes:

e n€araizent;
e 1 € 0A-minimo emN.

Podemos representar graficamente uma arvore de diferentes formas,
dentre elas destacamos: conjuntos aninhados, barras ou tabelas, parénteses
aninhados ou certos tipos particulares de grafos. Neste trabalho sera usada
a representacao grafica apresentada na figura 2.1.

=
<
& o

Figura 2.1: Arvore

Tal representacdo facilita a compreensédo de como elas sao orde-
nadas; a sua organizacao reflete uma situacdo oriunda de uma extenséo
por sucessfes. Nas figuras 2.1 e 2.2 o0 menor elemento € aquele que esta
no topo, denominado raiz da arvore. Dado um n6 de uma destas figuras,

e seguindo as arestas do grafo, podemos visitar qualquer outro n6é do qual
este é ascendente caminhando para cima a partir do né dado; de uma forma
analoga, podemos acessar um no descendente deste n6 caminhando para
baixo. Abusando do vocabulario e da percepcéo do leitor, as arvores aqui
expostas sao vistas de “cabeca para baixo”; isso significa que o noé raiz esta
no topo e o crescimento € dado no sentido vertical para baixo.



15

(&) N6 Aridade
o | 2
(B) (C K
AE:
@ (& ®& Db 0
E 2
(@) (H) F O
G
(1) H 0
WiE:
) WEG

Figura 2.2: Aridades de nos de uma arvore

2.2.4 Definicao: (Filhos e Folhas)

SejaT = (N,A, C) uma arvore, &,n’ nés deT.
e Dizemos que; éum filho den’ emT sen € umA-sucessor de’ em N.
e Dizemos que) éuma folha enT sen é um element@-maximal emN.

2.2.5 Definicao: (Nivel de um n6 em uma arvore)
SejaT = (N,A, C) uma arvore.
Especificamos por recursdo uma fungdaeN emP(N)? pelas seguintes

clausulas: _ o o ] o
e N(0) € um conjunto unitario cujo Unico elemento é o no raizZlem

e NV(k+1) é a colecdo de todos os filhos &mde algum elemento d& (k).
e Sek € N, dizemos que um ngemT é de nivek emT sen € N(k).

2.2.6 Definicao: (Profundidade de uma arvore)
Dizemos quey é aprofundidade de uma arvorgep € 0 maior numero
natural tal queV (p) € um conjunto néo vazio.

2.2.7 Definigao: (Aridade de um n6é em uma arvore)
Dizemos que o numero natukaé aaridade de um dado ném uma arvore
se este no tiver exatamerkdilhos nesta arvore.

2.2.8 Defini¢&o:(Arvore de ramificacéo finita)
Dizemos qudl’ € uma arvorele ramificacao finitase cada um de seus nos
gue nao for folha possuir um namero finito de filhos.

2.2.9 Escolio:Existem arvores cuja profundidade ndo pode ser mensurada
por um namero natural.

2Conjunto Poténcia di.
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2.2.10 Definicao: (Aridade de uma arvore)
SejaT uma arvore. Dizemos que 0 numero natkralaaridade deT sek
é 0 maior nimero natural tal que existe um néeeuja aridade &3.

2.2.11 Escolio: Existem arvores que, embora sendo de ramificacao finita,
nao possuem aridade.

2.2.12 Definicdo: (Ramo de uma arvore)
Sejaumaarvoré =(N,A,C)eL={ pe P(N) | A éumarelagéo de ordem
linear emp}. Um elementaC-maximal em£ é dito um ramo enft .

2.2.13 Escolio: Um ramo de uma arvoreliearmente ordenadpela sua
relacdo de ascendéntia

2.2.14 Definicdo:Um ramo de uma arvore é difmito se este for uma
colecao finita.

2.2.15 Definicao: (k-segmento)

Sejak um namero natural.

Chamamos a colecdo de todos 0s numeros naturais menores ou iguais a
dek-segmento

2.2.16 Teorema: SejaT = (N,A, C) uma arvore. As seguintes proposi-

cOes sado equivalentes:

e p€umramo end.

e Existe uma funcéd cujo dominio &Y ou umk-segmento, para algum
namero naturak fixo tal quep = Z(f) e, para todk € D(f) tal quek+1
e D(f), f(k+1) € um filho de (k) emT.

3Em outras palavras, este n6 possui exatamiefiteos.
“4Isto &, a relagdo de ascendéncia € uma relagéo de ordem linear no ramo.



Capitulo 3

A Logica Classica

3.1 Introducao

“...A logica, como ciéncia, estuda as manifestacdes da razao
operativa em todos 0s contextos linguisticos possiveis, nas lin-
guagens escrita e falada. O estudo de tais manifestacdes, tais
como ocorrem na vida quotidiana, sem nenhuma idealizacéao,
é feito por um ramo desta ciéncia ditdgica Informal Um
estudo idealizado de tais manifestactes, lancando méia-de
guagens formais métodos matematicos, € feito pelo ramo dito
Logica Formal..”[13].

O raciocinio ou inferéncia € um processo gue parte de um conhe-
cimento explicito, dado pelas premissas, para um conhecimento em geral
implicito, dado pelas conclusdes.

Atualmente existem varios sistemas l6gicos concebidos para repre-
sentar as diversas formas de raciocinio. No século IV A.C., Aristételes,
um filésofo grego, concebeu alguns principios que, segundo ele, deveriam
ser obedecidos por todas as formas de raciocinio legitimas. Hoje em dia,
embora muitos sistemas logicos obedecam as leis aristotélicas, as mesmas
Nao representam mais um consenso. Sem nos preocuparmos com o rigor,
citaremos as trés leis aristotélicas mais conhecidas.
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(1) O Principio da Identidade diz que uma proposicéo verdadeira sem-
pre sera verdadeira, e uma proposicao falsa sempre sera falsa.

(2) O Principio do Terceiro Excluido diz que, dadas duas proposi¢cdes
contraditériad, pelo menos uma delas é verdadeira.

(3) O Principio da Nao Contradicédo diz que, entre duas proposicdes
contraditérias, uma delas é falsa.

A partir do Século XX, especialmente ap0s os anos 60, surgiu uma
multiplicidade de sistemas logicos. Neste trabalho abordaremos sistemas
da l6gica classica nos niveis proposicional e quantificacional.

Um sistema logic@ definido em duas etapas. Na primeira é especifi-
cado o que vem a ser uma linguagem formal deste sistema. Para definirmos
uma dada linguagem formal especificamos um alfabeto e uma gramatica,
para obtermos as expressoes significativas do sistema. Na segunda etapa €
feita uma distincdo das formulas (relativamente) verdadeiras daquelas que

Nnao o sao.

3.2 Linguagens para a Logica Classica

Umalinguagemé composta basicamente por um conjunto de sinais que
servem para expressar uma idéia ou um sentimento. Mas a linguagem néo
é exclusiva do ser humano, podemos verificar que 0os mais variados animais
também a possuem.

Uma linguagem pode ser classificada conaturaf ou artificial.
Umalinguagem naturak uma lingua usada por alguma comunidade de
seres humanos, em alguma época, para fins de comunicacao, e, para des-
crevé-la, € necessaria, em geral, uma grande gama de regras, pois a sua
gramatica é normalmente complexa. Ja uma linguagem artificial ou formal

!Dizemos que duas proposicdes séo contraditrias se uma delas é a negagéo da outra.
2S3o0 as linguas usadas corriqueiramente pelos seres humanos em sua comunicagao.
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possui uma gramatica bem mais simples, cuja descricdo pode ser feita,
normalmente, em poucas linhas de texto. Tais linguagens, apesar de sua
simplicidade, podem possuir um poder expressivo grande.

A logica simbdlicautiliza-se, para a sua expressao, das linguagens
formais, pois as mesmas sao mais adequadas, devido a sua inerente sim-
plicidade.

Podemos construir umenguagem formaém duas etapas. Primeiro
escolhe-se um conjunto ndo vazio de sinais, chamadalfdbeta Na
segunda etapa faz-se uso de uma colecédo de regras, em geral pequena,
chamada dgramatica E a partir de um alfabeto que as expressdes sio
formadas, entretanto a gramatica € responsavel em identificar dentre as
expressodes geradas quais sao significativas. [13]

O simbolismade uma linguagem formal utilizada dentro de um sis-
tema l6gico ndo constitui apenas uma pratica taquigrafica, mas possui um
grande poder de expressividade, comparavel em muitos casos a versatili-
dade das linguagens naturais. Uma linguagem formal bem construida pos-
Sui uma precisdo absoluta quanto a construcdo de suas expressoes signifi-
cativas, no sentido de que os diversos tipos das mesmas nao se sobrepbem,
e cada uma é formada de uma Unica maneira. Esta precisao evita as tao co-
nhecidasrregularidades ambigtidades inconsisténciagxistentes nas

linguagens naturais.

“A motivacao para o0 uso de tais linguagens € que os argumentos,

originalmente apresentados em portugués, sao traduzidos para
uma linguagem cuja estrutura esta precisamente especificada (ou
seja, evitam-se os problemas de ambiguidade existentes nas lin-
guagens naturais), uma linguagem na qual um argumento tera

uma forma imediatamente reconhecivel, e para a qual se pode

dar uma definicdo precisa de consequéncia l6gica.” [38, pg. 62]
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Uma linguagem pode ser abordada sob dois aspecsistadicoe o
semantico Segundo [3], a principal diferenca entre ambas esta que a pri-
meira abordagem se preocupa apenas com as expressées ou sarfblagens
de forma independente de qualquer interpretacdo. Ja a semantica, ao con-
trario da sintaxe, se preocupa com os significados das expressoes.

Alfabeto == sinais

Linguagem - Expressoes

niao significativas
Gramatica Linguagem
Hatural

Palavras

o Frases
Expressoes

| significativas 9

Linguagem |Termes

Formal .
- Formulas

Figura 3.1: Estrutura de uma Linguagem

3.3 Semanticas de Valoragoes

A forma utilizada com mais freqiiéncia pelos sistemas logicos na definicdo
de suas semanticas ésamantica de valorac6edJmavaloracdoé uma
funcéo que associa cada formula de uma dada linguagem formal a um ro6-
tulo dito valor veritativq atendendo a determinadas condicfes, as quais
variam de logica para logica. Uwalor veritativoé um grau de veracidade
ou falsidade, o qual pode ser associado a uma dada formula por alguma
valoracao.

Uma semantica de valoracdes para uma logica especifica é dada por
um dominio veritativo que € uma colecdo de valores veritativos, por um
subconjunto desta colecéo, cujos elementos sdohatoses distinguidas

3Seqiiéncia de caracteres, ou simbolos.
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e, para cada linguagem desta l6gica, wokcdo de funcbeslitasva-
loracBesnesta l6gica, que associam cada formula desta linguagem a um
valor veritativo. Os valores veritativasstinguidossao ograus de veraci-
dadedesta semantica, enquanto que os demais valores veritativodpo0s
distinguidos representam ograus de falsidadeesta semantica.

3.3.1 Notacao:Adotaremos nesta secao as seguintes convengoes:
e L € uma légica dotada de uma semantica de valoracoes.

e L,L; elL,sé&olinguagens pata

e P,Q, R eSséao formulas.

e ' e ¢ séo colecdes de formulas.

3.3.2 Pré-definicdo: Consideramos como previamente definido o que é
umal-valoracdo paral .

3.3.3 Definicdo:Dizemos qué/ é umal-valoragaose existe uma lingua-
gemL paral tal queV é umalL-valoracao para.

3.3.4 Definicdo:Dizemos qué/ é umal-valoracéo paraP se existe uma
linguagemL paral tal queP é uma formula d& eV é umal-valoragéao

paralL. Dizemos também gu¥ € umal-valoracéo pard' se existe uma
linguagemL paralL tal quel’ é um colecéo de féormulas deeV é uma

L-valoracao para.

3.3.5 Definicdo:Dizemos quaimal-valoracaoV satisfazP seV é uma
L-valoracao par® que associ® a um valor distinguido emh.. Dizemos
também que umh-valoracaov satisfaz’ seV satisfizer todas as formulas
derl.

3.3.6 Definigao:

e P éL-satisfativel= existe umd.-valoragdo que satisfd

' é L-satisfativel= existe uméa.-valoracao que satisfdz

P é L-insatisfativel= nenhuma.-valoracéo satisfa@.

' é L-insatisfative= nenhuma_-valoracéo satisfak.

P é L-valido = todalL-valoracéo par® satisfazP.

P éL-invalido = algumalL-valoracao par& nao satisfa®.

' é L-valido = todaL -valoracéo par&' satisfaz alguma formula dé

I' é L-invalido = algumal -valoracao pard’ nao satisfaz nenhuma for-
mula derl".
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3.3.7 Escolio:As seguintes proposicoes sao validas:
e {P} éL-vélido se, e somente s ¢ L-valido.
e {P} éL-satisfativel se, e somente §e¢ L-satisfativel.

3.8 Escolio:As seguintes proposicdes sdo validas:

P éL-insatisfativel se, e somente se, ndo é verdad®dle satisfativel.
" éL-insatisfativel se, e somente se, ndo é verdadé @lesatisfativel.
P éL-invalido se, e somente se, ndo é verdadeRjad.-valido.

re

3.
([ ]
([ ]
(]
o L-invalido se, e somente se, ndo é verdadelgad.-valido.

No caso da ldgica proposicional classica construimos as suas valora-
¢cOes simplesmente dando o seu efeito sobre as letras sentenciais. Na maio-
ria das logicas dotadas de semanticas de valoracdes, incluindo algumas
l6gicas proposicionais ndo classicas, ndo é possivel construir suas valora-
cBes com a mesma facilidade. Para muitas destas é necessario definir antes
um objeto intermediario, denominadaerpretacdo Uma interpretacao
da significados a todos os sinais da linguagem adotada.

3.3.9 Pré-definicdo:Consideramos como previamente definido o que é
L-interpretacéo pard.. Dada umad_-interpretacéo parh, consideramos
também previamente definida a fundgq da colecdo de férmulas em
para o dominio veritativo de. A colecao de todas dsvaloracdes pard

€ 0 conjunto de todas as funcdes ondel € umal-interpretacao para.

3.3.10 Pré-definicdo:SelL é uma ldgica cujas linguagens admitem ter-
mos, e sd é umal-interpretacdo parh, consideraremos como previa-
mente definido o universo deo qual € um conjunto ndo vazio. Conside-
raremos como também previamente definida a fuhgada colecdo dos
termos enL para o universo di dita aL-denotac&o especificada pbr

3.3.11 Definicdo: Ié umal-interpretacdose existe uma linguagem
paral tal quel é umalL-interpretacédo para.

3.3.12 Definicdo:SelL é uma logica cujas linguagens possuem termos,
dizemos quéd® é um designador enh. seD € um termo ent ou D é
uma férmula enk.. Umal-interpretacad € dita uma.-interpretacéo para

um designadob se uma das duas condi¢cGes seguintes forem satisfeitas:
e Déumtermoenk el é umalL-interpretacéo para.
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e D é umaférmula d& el é umalL-interpretacéo para.

3.3.13 Definicdo:Dizemos que umh-interpretacadd € umal-interpreta-
cao para uma colecdode designadores em alguma linguagem pase,
paratodd € I', | € umal-interpretacao parB.

3.3.14 Definicao: Dizemos quaumal-interpretacdo | satisfaz P se
a L-valoracaad satisfazP. Dizemos também que unainterpretacad
satisfazl” se alL-valoracady satisfazl'.

3.3.15 Definicao:As seguintes proposicoes sao validas:

e P é L-satisfativelse, e somente se, existir urhanterpretacdo que sa-
tisfaz P.

e [' é L-satisfativelse, e somente se, existir urhanterpretacdo que sa-
tisfazI'.

e P éL-insatisfativele, e somente se, nenhulmanterpretacdo satisfizer
P.

e [' éL-insatisfativeke, e somente se, nenhubinterpretacao satisfizer
I.

e P éL-véalidose, e somente se, todanterpretacéo parg satisfazP.

e P éL-invalido se, e somente se, algurhanterpretacéo parR nao sa-
tisfazP.

e ' é L-valido se, e somente se, todlainterpretacédo parf satisfaz al-
guma formula dé".

e ' éL-invalido se, e somente se, algurhanterpretacdo parh nao sa-
tisfaz nenhuma férmula de.

oI }T P se, somente se, todainterpretacdo parB U {P} que satisfat’
satisfazP.

A semantica classicassociada a l6gica classica em qualquer um de
seus niveis, seja proposicional, quantificacional ou equacional, possui um
dominio veritativo com apenas dois valores, e um unico valor distinguido,
isto €, tal semantica possui um Unico grau de veracidade e um anico grau
de falsidade.

3.3.16 Definicdo: A semantica classica possui dois valores veritativos,
atendendo as seguintes condicoes:

e “V” € 0 Unico valor distinguido e pode ser lido como “verdadeiro”.
e “f” € 0 Unico valor ndo distinguido e pode ser lido como “falso”.
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3.4 Linguagens Proposicionais

A definicdo de umdinguagem proposicionaté o primeiro passo para po-
dermos fixar um sistema formal para a l6gica proposicional classica.

3.4.1 Definicdo: Um alfabeto proposicionaé uma colecdo de simbo-
los constituida por trés tipos de sinais, mutuamente disjuntos, |eitas
sentenciaisconectivo® sinais de pontuacgmnde as seguintes condi¢des

sao satisfeitas:

e As colecdes de letras sentenciais e de conectivos s&o n&o vazias;

¢ Os sinais de pontuacao sao “(", o paréntese de abertura, e “)”, o parén-
tese de fechamento.

A colecéo de conectivos pode variar, dependendo do sistema légico
considerado.

3.4.2 Definicao: (Alfabeto para a Logica Proposicional Classica)

Um alfabeto para a l6gica proposicional classiéauma alfabeto proposi-
cional, no qual a colecé&o de conectivos € formada pelos singis ="
113 /\H e 13 \/”.

3.4.3 Notacao:® denota um alfabeto para a légica proposicional classica
eL ¢ € a linguagem proposicional construida a partifbde

Osconectivosao sinais que formam férmulas a partir de formulas.
Cada conectivo é dotado de uma aridade, a qual € o numero de formulas
necessarias para formacéao de uma nova férmulalL Em conectivo “”
possui aridade um, ou sejannadicq enquanto que 0os demais conec-
tivos emL ¢ possuem aridade dois, ou seja, déicos

3.4.4 Definicao: (Formula de Lyp)
As seguintes clausulas definenregras de formacade formulas de. :

e Todas as letras sentenciais dlesdoformulasde L, ditasformulas
atbmicas
e SeP é uma férmula dd g, entdo—P também é uma férmula des,
denominada aegacéao de.
e SeP e sao formulas dé 5, entdo:
o (P — Q) é uma férmula enk ¢, denominadamplicacadq ondeP é
dito o seuantecedente Q € dito o sewconsequente
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o (P A Q) € uma formula dé. ¢, denominadaonjuncae ondeP e Q
sao ditos os seunjuntores

o (PV Q) éuma férmula dé& 4, denominadaisjuncdq ondeP e Q sédo
ditos os seudisjuntores

Com respeito a légica proposicional classica o conectivoémo-
nadico, enquanto que os conectives™ “ A" e “V” sao diadicos.

3.4.5 Definicdo: (Equivaléncia de Formulas)
P-Q=(P—QAQ—P).

A formula “(P < Q)” é denominadaquivaléncia dé® e Q, ondeP e Q
sao ditos os seusembros

3.4.6 Convencobes:Para diminuir a necessidade do uso de parénteses,
valem as seguintes normas para escrita informal de férmulas:

e Quando as formula$(— Q), (P A Q) e (P v Q) ndo estiverem inseridas
dentro de uma férmula maior, pode-se dispensar o uso dos parénteses
externos.

e Cada conectivo diadico possui uma prioridade de agrupamento em re-
lacdo aos outros. A ordem de prioridade é dada{por/ }, —, <. Por
exemplo: ‘Q « SA P — S’ representaQ <« ((SAP) — ).

e Quando o sinal de implicacdo se suceder, os parénteses sdo inseridos
da direita para a esquerda. Por exemplQ “ R - S—P — &
representaQ — (R — (S— (P — 9)))".

e Quando um conectivo diadico distinto do sinal de implicacao se suce-
der, os parénteses sao inseridos da esquerda para direita. Por exemplo:
“PAQARAS representa“P A Q) AR)A S

3.5 Uma Semantica para a Logica Proposicional Classica

Definiremos nesta se¢cdo uma semantica padgiaa proposicional clas-
sica a qual denotamos, de agora em diante, pela sigbL”.

3.5.1 Definicdo: Dotamos o conjuntdv, f} de uma relagdo de ordem
estrita, considerandomenor quev.

3.5.2 Defini¢ao: (LPC-valoragao)
Uma LPC-valoracdoparal ¢ € uma funcdod/ delLs em{v, f}, obede-
cendo as seguintes condi¢des:
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o V(—P) £ V(P);

e V(P — Q) =max{V(-P), V(Q)};
e V(PAQ)=min{V(P), V(Q)};

e V(PV Q)=maxV(P), V(Q)}.

3.5.3 Escélio:UmalLPC-valoracao é determinada a partir do seu efeito
sobre as letras sentenciais.

3.5.4 Escolio:Uma funcgédo dé_4 em{v, f} € umaLPC-valoracéo se, e
somente se, as seguintes condi¢cdes forem satisfeitas:

e V(=P) # V(P);

e V(P — Q) =vse, somente s&,(P) =fouV(Q) =v;

e V(P A Q)=vVse, somente s&,(P)=veV(Q) =v;

e V(PV Q) =vse, somente s&,(P) =vouV(Q) =v.

3.6 Linguagens Quantificacionais

As linguagens quantificacionaesnglobam todas as caracteristicas das lin-
guagens proposicionais, e possuem em seus alfabetos novos simbolos, uti-
lizados para uma analise interna das férmulas e para a expresséo de quan-
tificacdes.

3.6.1 Definicao: (Alfabeto para a Logica Quantificacional Classica)
Um alfabeto para a légica quantificacional classigmssui 0s seguintes
tipos de sinais, mutuamente disjuntos dois a dois:

e uma colecéo infinita enumeravel de sinais diwasiaveis a qual é a
mesma em todos os alfabetos quantificacionais;

e acolecdo dos sinais™,“ A",* V" e “—", ditos conectivos

e a colecado dos sinaiy” e “3”, ditos quantificadores

e 0s sinais de pontuacgao “(”, o paréntese de abertura, “)”, o paréntese de
fechamento, e “,", a virgula;

e Uuma colecao vazia ou ndo de sinais ditoastantes

e uma colec¢ao vazia ou nao de sinais daosis funcionaisna qual cada
sinal funcional é associado a uma colecéo ndo vazia de numeros naturais
positivos, chamados de suasdades

e uma colecdo nado vazia de sinais disisais predicativosna qual cada
sinal predicativo é associado a uma colecao néo vazia de niumeros natu-

rais positivos, chamados de suaglades
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3.6.2 Notacdo:®* denota um alfabeto para a légica quantificacional clas-
sica, eL ¢+ € a linguagem quantificacional gerada @or

Consideramos aqui, para fins de simplicidade, que a funcao sintatica
de um sinal usado em diferentes alfabetos da mesma légica permanece
inalterada. Por exemplo, se considerarn@scomo um sinal predicativo
de aridade 2, ficara implicito que este sinal possui esta mesma funcéo em
qualquer linguagem da mesma légica, cujo alfabeto contenha este sinal
[23].

3.6.3 Notac&do:Usaremos as seguintes convencgdes para os grupos de letras
abaixo, seguidas ou nao de plicas ou subindices:

e X,Y,ZeWw - variaveis.

e a, b ec- constantes.

e f,geh - sinais funcionais.

e P, g er - sinais predicativos.

e t,u,V-termos enL ¢-.

e P,Q,ReS-formulas enlL ¢-.

3.6.4 Definicdo: (Termos e Férmulas em §.)

As seguintes clausulas definenregras de formacade termos e formulas

emL ¢-:

e Toda variavel € um termo (atdbmico) dmn-.

e Toda constante emng- € um termo (atbmico) emg-.

e Sety,...t, sdon termos eni - €f € um sinal funcional dé* de aridade
n, entaof(ty,...t,,) € um termo enk ¢+, dito termo funcionabemL 4-.

e Sety,...t, sdon termos emL - € p € um sinal predicativo dé* de
aridaden, entaop(ty,...t,,) € umaférmula atbmicaemL g-.

e SeP é uma formula enh 3, entdo—P também o é.

e SeP e Q sao formulas enbg-, entdio P — Q), P A Q), (P VvV Q) e
(P A Q), também o séo.

e Sex é uma variavel ® uma formula enk -, entdovx P e Ix P sdo for-
mulas emL -, denominadas respectivamemdemula universale for-
mula existencial

Os simbolosP? e Q usados na definicdo 3.6.4 nao fazem parte da
linguagemL 4-. Os mesmos séeariaveis metalinguistica®u variaveis
sintaticag para férmulas enh -, no sentindo de que qualquer resultado
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em que tais variaveis sejam usadas diz respeito a formulas arbitrarias de
L¢-. Da mesma forma os sinaisu, v s8o metavariaveis para termos em
L.

Fazendo uma analogia com as linguagens naturais, 0S termos S&o 0s
nomes e pronomes. Semanticamente oS mesmos representam elementos
do universo de discurso, que € a colecao de objetos de estudo em um dado
momento [21].

3.6.5 Definicao: (Subformula de uma dada formula de k-)

As seguintes clausulas definem o que se entendsyidérmula deuma
dada férmula:

P é subformula dé.

P é subférmula de-P.

P e Q séo subférmulas dé(— Q), (PA Q) e PV Q).

P é subformula d&/’x P e dedx P.

SeP é subférmula d&) e Q é subféormula ddr, entaoP é subférmula
deR.

3.6.6 Definicdo:Umaocorréncia de uma variaved em uma formuld é
ditaligadaemP se esta ocorréncia suceder ra um dos sinaisV’ ou
“3”, ou seP possuir uma subférmula de uma das fora®) ou IxQ e
esta ocorréncia figurar e@.

3.6.7 Definicdo:Umaocorréncia dex é dita selivie emP se esta ocor-
réncia nao for ligada erR.

3.6.8 Definicdo:Uma variavelx é dita seldigada emP sex possuir pelo
menos uma ocorréncia ligada ém

3.6.9 Definicdo: Uma variavelx € dita serdivre emP sex possuir pelo
menos uma ocorréncia livre eff.

Segundo [13] toda ocorréncia livre de uma dada varigwsh uma
férmulaP esta citando naquele ponto o objeto do universo de discurso de-

4Uma dada variavel pode ser ao mesmo tempo livre e ligada em uma férmula, caso esta possua tanto
uma ocorréncia livre como uma ocorréncia ligada nesta férmula.
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signado pox. Ja uma ocorréncia ligada @&mP ndo tem nada a ver com
0 objeto designado por, mas sim com a expressao de uma gquantificacao.

3.6.10 Escdlio: (Variavel Livre em uma Férmula)
Definimos as seguintes regras para determinar quando uma varigvel é

em umaférmula

e SeP é uma férmula atbmica, entdoé livre emP se, e somente Sg,
possuir pelo menos uma ocorréncia Bm

e X € livre em—P se, e somente sr for livre emP.

e X € livre em qualquer uma das formuld Q), (P A Q) ou PV Q)
se, e somente sgfor livre emP oux for livre emQ.

e X € livre em qualgquer uma das formukagP ou Jy P se, e somente sg,
for distinto dey e x for livre emP.

e X Nao € livre nas férmulasx P ou Ix P.

3.6.11 Definicao: (Termo Fechado)
Termos que nao contém variaveis livres sdo diosnos fechados

3.6.12 Definicao: (Sentenca)
Foérmulas que ndo contém variaveis livres sdo chamadssrdencas

Iremos definir em seguidastanciacdo de variaveis pagermosem
férmulas. Usamos instanciacdo no decurso da introducdo ou eliminacao
de quantificadores nos processos de raciocinio da légica quantificacional.

3.6.13 Definicao: (Instanciacéo)

e Ainstanciacédo de por t emu, notada pou(x|t), € o termo obtido de
substituindo todas as ocorrénciasxdgort.

e Ainstanciagédo de& port emP, notada poP(x|t), & a formula obtida de
P substituindo todas as ocorréncias livrexgeort.

3.6.14 Definicao: (Instanciacado Simultanea)

e A instanciacao simultanea de,...X, por ti,...t, emu, notada por
U(X1,... X, |t1,...1,), € O termo obtido de substituindo simultaneamente
todas as ocorréncias deg,... X, respectivamente, pory,...1,.

e A instanciacdo simultanea de,... X, por t,...t, paraa formulaP,
notada polP(Xy,... X,|t1,...1,,), € a férmula obtida d® substituindo si-
multaneamente todas as ocorrénciaxgde. x,,, respectivamente, por
ty,e .
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3.7 Uma Semantica para a Logica Quantificacional Clas-

sica

Para atribuir significados as féormulas de uma linguagem quantificacional
€ necessario definir os valores semanticos das constantes, dos sinais fun-
cionais, dos sinais predicativos e das variaveis. Uma interpretacéo define
duas funcdes semanticas basicadeaotacace avaloracaa A primeira
associa termos a individuos do universo de discurso da interpretacéo, e a
segunda associa férmulas a valores veritativos.

Denotaremos Bbgica quantificacional classicale agora em diante,
pela sigla tQC".

3.7.1 Notagcdo:A € um conjunto ndo vazio,ee A.

3.7.2 Definicdo:Um dominio formak uma colecad cujos elementos séo

de uma das formas (n,f) ou (n,p), ondec é uma constanté,é um sinal

funcional,p € um sinal predicativo B € um numero natural, satisfazendo

as seguintes condigdes:

e Se(n,f) € D, entdon # 0.

e Existe pelo menos um sinal predicatp@ um namero natural tal que
(n,p) € D.

3.7.3 Definicdo:Um mundo sobre\ € uma funcéda cujo dominio é um

dominio formal, atendendo as seguintes condicdes:

e Para cada constante= D(0), o(c) € A.

e Para cada sinal funcionfitle aridaden, se(n,f) € D(o), entdoo(n,f) é
uma funcéao dé\” emA.

e Para cada sinal predicatipade aridaden, se(n,p) € D(¢), entédos(n,p)
€ um subconjunto dA™.

3.7.4 Notacado: o € um mundo sobra.

3.7.5 Definicado:Um mundo sobre\ paral - € um mundo sobré cujo
dominio atende as seguintes condic¢des:

e Para cada constantalel ¢, c € D(0).
e Para cada sinal funcionatariof deL ¢+, (n,f) € D(0).
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e Para cada sinal predicativeariop delL -, (n,p) € D(0).

3.7.6 Definicdo:Dizemos quer € ummundose existirA tal queA # @
e o € um mundo Sobra.

3.7.7 Definicdo:Dizemos ques € umaA-atribuicdo para variaveisesé
uma funcgao da colecao de variaveis para

3.7.8 Definicdo: Uma LQC-interpretacédo (paralLge:) € uma tripla
1=(A,0,s), ondeA € um conjunto n&o vazio, ditouniversodel, ¢ € um
mundo sobre\ (paralL ¢+), dito omundo dd, esé umaA-atribuicdo para
variaveis, ditaa atribuicdo para variaveis dé.

3.7.9 Definicdo: Dada umaA-atribuicdo paravariaveiss e um elemento
d € A, definimos uma nova -atribuigéo de variaveis, notada psfk|d),
segundo a clausula abaixo:

) = {0
77 sty), sey # x

3.7.10 Definigédo: Sel = (A, 0,5) € umaLQC-interpretacdo parhe- €
d € A, entad (x|d) € umaLQC -interpretagéo notada pbe (A, o,5(x|d)).

3.7.11 Definicado: (Denotacao e Valoracao)

Dada umaLQC-interpretacad = (A, 0, s) paralL ¢-, definimos duas fun-
cOesly e | p, ditas respectivamenteLQC-valoracdoe a denotacéo ge-
radas porl, obedecendo as seguintes clausulas:

e | p € uma funcdo que associa cada termd.gma um elemento d&;

I p(c) = o(c);

I p(X) = s(x);

ID(f(tls,tn)) = J(n1f)(| D(tl)’---vl D(tn)),

I, € uma funcdo que associa cada formulalegn a um dos valores
veritativosv ouf;

e ly(p(ty,...1,)) = Vv se, somente sél p(ty),...,1 p(t,)) € a(n,p);

(P — Q) {v, sely(P) =f;

v 14(Q), sely(P) = v;
lv(P A Q) =min{ly(P), I(Q)};
lv(P VvV Q) =max{ly(P), Iv(Q)};
ly(=P) # 1v(P);

I/ (VX P) = min {I(x|d))y(P) | d € A};
| (Ix P) = max{l(x|d))y(P) | d € A}.
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3.7.12 Definicdo:Dizemos que aceitat emP se n&o existir uma variavel
y ocorrendo ent e uma ocorréncia livre deemP, tal que a mesma figure
em uma subformula d@ de uma das formagy Q ou3dy Q.

3.7.13 Lema: (Significado da Instanciacao de Variaveis por Termos

Sejal = (A, 0, s) umaLQC-interpretacao.

e Sel é uma LQC-interpretagdo para{u, t}, entdo Ipu(x|t) =
| (X[1 p(t)) p(u).

e Sel é umaLQC-interpretacdo pardP, t} e x aceitat em P, entéo
lv(P(X[t)) = 1 (X[ p(t))v(P).

3.7.14 Definicdo:Sejaml=(A,0,s) el’'=(A’,0’,S) duasLQC -interpreta-

coes.

Sel el’ sdoLQC-interpretacdes para um dado termalizemos quée e

|’ coincidem ent se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

e Sex ocorre ent, entaos(x) = s(X).

e Se ¢ € uma constante figurando etpn entdoc € D(c) N D(o’) e
o(c) = o’(c).

e Se f & um sinal funcionaln-ario figurando emt, entdo(n,f)
€ D(o) N D(c") e o(n, f) =o'(n, f).

Sel el’ saoLQC-interpretacdes para uma formiadizemos que el’

coincidem enP se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

e Sex € livre emP, entaos(x) = S(x).

e Sec € uma constante figurando e&Pp entdo c € D(o) N D(o) e
a(c) = d'(c).

e Se f € um sinal funcionaln-ario figurando entf, entéo (n,f)
€ D(o) N D(¢") e o(n,f) =d'(n,f).

e Se p é um sinal predicativon-ario figurando emP, entao
(n,p) € D(¢) N D(c’) € o(n,p) = o’(n,p).

3.7.15 Definicdo:Sel el’ saoLQC-interpretacdes para uma colecéo de
formulasl’, dizemos qué el’ coincidem eml’ se, paratod® € I', | el’
coincidem enP.

3.7.16 Lema: (Coincidéncia entre LQC-interpretactes

Sel el’ sdoLQC-interpretacdes, entdo seguintes proposicdes sao validas:
e Sel el’ coincidem emt, entdal pH(t) = 1" p(t);

e Sel el’ coincidem emP, entaal (P) = 1" (P).



33

e Sel el’ coincidem eml’, entdol satisfazl’ se, e somente sE,satisfaz
I.
Desenvolvemos aqui as principais idéias da semantica classica nos
niveis proposicional e quantificacional, as quais sdo um dos pilares con-
ceituais para a particularizacdo do método dos tablés desenvolvido no pré-

ximo capitulo.



Capitulo 4

O Método dos Tablos

4.1 Introducao

Um tabl6é € uma arvore de férmulas em uma dada logica. A partir de uma
formula inicial, a qual esta em geral relacionada com uma possivel tese
de uma dada l6égica ou com a sua negacgao, é gerada uma arvore ou tabld
inicial.

Esta arvore é a primeira de uma seqiiéncia de arvores, onde cada
arvore nao inicial sucede a anterior através da aplicacdo de uma regra de
expansao a um no nao usado ou marcado. Cada ramo desta arvore em
evolucédo pode estar aberto ou fechado, segundo um critério de fechamento
previamente dado. Ramos fechados n&o crescem mais, enquanto que 0s
abertos sdo expandidos através da aplicacdo de regras aos seus nos ainda
nao usados. Este processo para quando for encontrado um tablé com todos
os ramos fechados, ou quando for encontrado um ramo aberto em que to-
dos os nés ndo usados ndo forem aplicaveis a nenhuma regra. No primeiro
caso, se for constatada a correcao do algoritmo com respeito a logica con-
siderada, entdo a possivel tese é valida, enquanto que, no segundo caso,
se for confirmada a completude do algoritmo, entéo a possivel tese néo é
valida.

Desenvolveremos aqui umétodo dos tablos por prova dirgtam
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contraste amnétodo tradicional O método dos tablbs por refutacéo, cujos
principais precursores foram Beth [5] e Hintikka [31], € um processo al-
goritmico capaz de provar um dado teorema pelo insucesso de uma busca
exaustiva de uma interpretacao que satisfaca a sua negacao [11]. De forma
semelhante, 0 método dos tablés por prova direta também é um processo
algoritmico, mas sua principal diferenca, em relagdo ao método indireto,
esta em provar uma dada tese de forma direta, ou seja, sem precisar nega-
la.

Iremos nos reportar também ao método dos tablés por prova direta
por método dos tablos diretou método direto

O método dos tablés diretoonsiste em desenvolver uma arvore de
formulas (tabld) a partir de um tabld inicial com um Unico no6, contendo a
possivel tese.

4.2 Sistemas de Tablbs

Exporemos aqui as idéias basicas concernenteséodo dos tablode
uma forma abstrata, de modo independente do sistema ldgico relacionado.
Consideraremos implicitamente em toda esta se¢ao duas lagecas
L’, ondeL e L’ sao respectivamente linguagens para a primeira e para a
segunda logica. A logich € aquela para a qual se objetiva construir um
sistema de tabl6s, o qual sera definido a seguir, enquanto que all6gica
auxiliar, isto €, a mesma € definida apenas para facilitar, no caso do método
dos tablés, o estudo da l6gica principal. O processo algoritmico envolvera
sempre arvores de formulas dg isto €, de formulas de uma linguagem
da l6gica auxiliar.
Para um sistema de tablés as linguagens de trabalho sédo indispen-
saveis, pois através delas é possivel definir adequadamente os dominios
das regras dos sistemas aqui expostos. Em [8], [10] e [11] s&o citadas duas
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possiveis razdes para 0 Seu uso:

(1)

(2)

Para o tratamento dos quantificadores, nas légicas por n0s conhecidas,
€ necessario acrescentar uma infinidade de constantes ao alfabeto da
linguagem inicial.

Em algumas ocasides a linguagem da logica inicial ndo é diretamente
adequada para uma analise semantica; nestes casos pode ser indispen-
savel o acréscimo de novos sinais a linguagem inicial, rumo a cons-
trucdo de uma logica de trabalho passivel de uma anélise semantica,
sendo extensao conservativa da primeira.

Uma outra situacdo ndo enquadravel nas duas razdes que acabamos

de citar da-se no caso em que nao € encontrada uma logica de trabalho

adequada como extensao conservativa da primeira. Neste caso busca-se

uma légica de trabalho que, embora ndo sendo extensao conservativa, seja,

a menos de uma traducéo, isomorfa em um certo sentido a logica inicial,
dentro das formulas da linguagem de trabalho traduziveis a linguagem ini-
cial.

4.2.1 Notacdo:Em toda esta secéo as letiag L’ denotam respectiva-
mentelinguagens formais parkgicas ndo necessariamente idénticas.

4.2.2 Definicdo: Um tabld emuma linguageni’ € umaarvore de nés
cujo conteudo é, no minimo, uma férmula dee umamarcag a qual,
por convencgdo, pertence ao conjufy 1}. Sen é um nod, denotamos
a formula den por form(n). Dizemos que um né esthdarcadose a sua
marca € 1. Dizemos que um no estaleinse sua formula é de’.

4.2.3 Definicdo: Uma arvore finita preenchendo as condi¢cdes da definicao
acima é dita untablé finito,

4.2.4 Definicdo:Um ramo emL’ € um ramo de um tablb efn’.

4.2.5 Definicdo:Sejam( a colecao de todos os tablés finitos emF () a
colecao de todos os subconjuntos finitog dea colecéo de todos os ramos
emL’, e ¢ a colegcado de todos os ramos finitos érm Uma funcéo de



37

inicializacdo paralL € uma funcdo de em(. Um critério de fechamento
emL’ é uma fungéo dé em {aberto, fechado}. Umaregra emL’ é uma
funcao parcial d&’ x 0" em F((), cujo dominio é da formh, x ¢’, onde
LoC L.

4.2.6 Definicdo:Um sistema de tabloS= (L,L’, Z,C, R), € uma quin-
tupla ordenad&=(L,L’, Z,C, R), ondeL e L’ sdo linguagens formais,
7 é uma funcéo de inicializacdo pdraC é um critério de fechamento em
L’ e R € uma colecéo de regras dm Dizemos também que é alin-
guagem inicial des, L’ é a linguagem de trabalho d§, 7 é a funcéo de
inicializacdo deS, C é o critério de fechamento dé e R é a colegéo de
regras deS. Dizemos também que cada elementddé umaregra deS.

4.2.7 Notacao:Consideraremos doravante, em toda esta secadS que

um sistema de tablos e quel’, Z, C e R sao respectivamente a sua lin-
guagem inicial, a sua linguagem de trabalho, a sua funcao de inicializagao,
0 seu critério de fechamento e a sua colecao de regras.

Em varios sistemas de tablés, a funcdo de inicializacéo cria um tablo
inicial composto por apenas um no, cuja férmula é a possivel tese (a menos
de uma possivel traducéo), no caso do método direto, ou a negacéao da
possivel tese (a menos de uma possivel traducao), no caso do método da
refutacao.

4.2.8 Definicao:Dizemos qud é o tabl6 inicial paraP emSseP € uma
formula deL e Z(P) = T. T é dito ser untabld inicial emS se existe uma
formulaP delL tal queT € o tabld inicial pard& emS.

4.2.9 Definicdo:Dizemos que umeegrar deSéaplicavel auma formula
P deL’ se o dominio da é da formalL, x ', ondeP € L,. Uma dada
formuladelL’ é dita serexcluida en& se nenhuma regra &for aplicavel
a mesma.

Os tablés séo estendidos através das regras, ou seja, 0 crescimento
das arvores de férmulas da-se pela aplicacédo de regras a formulas contidas
em nés nao marcados.
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4.2.10 Definicdo: Sep € umramo eni.’ e C(p) = fechadqg entéaop é dito
umramo fechado ers; caso contrariop é dito umramo aberto ens.

4.2.11 Definicdo:Um tablé emL’ é dito serfechado en® se todos o0s
seus ramos forem fechados &n

4.2.12 Definicdo:Um ramo emL’ é dito serexaurido entS se todos os
seus nos que possuem férmulas ndo excluidaS estiverem marcados.

4.2.13 NotacaoA letraT seguida ou nao de plicas ou subindices denota
um tablé enL’.

4.2.14 Definicdo: T é dito ser umaxtensao imediata deemS se existe
um nén emT ndo marcado e uma regraem S aplicavel aform(n) tal

queT’ pode ser obtido d& marcando; e acrescentanddform (n),p) em

cada ramo abertodeT em quey figure.

4.2.15 Definicdo:Dizemos queT;);c; € uma sequéncia de desenvolvi-

mento de tablds el se as seguintes condicOes forem satisfeitas:

e | € umk-segmento, para algukne N ou | =N.

e Para cada < | tal quen+l € I, T,,.1 € uma extensdo imediata dg
emsS.

4.2.16 Definicdo:Dizemos queT;);c; € uma sequéncia de desenvolvi-

mento de tablos parR emsS se as seguintes condi¢cdes forem satisfeitas:
e Péumaférmula enh.

e (T,);cr € uma sequéncia de desenvolvimento de tabl6S.em

e Ty € otabld inicial pard emS.

4.2.17 Notacao:(T,);cr e (T))ieny S80 sequéncias de desenvolvimento de
tabl6s ens.

4.2.18 Definigdo:Dizemos quel’ € um desenvolvimento deemsS se
existir (T;);cr € existirern,n’ e ltalquen <n’, T=T,eT =T,.

4.2.19 Definicao:(T;);c; € dita ser gma sequéncia de desenvolvimento

de tablés en®) completase as seguintes clausulas forem satisfeitas:

e Se | é unmk-segmento para algukne N, entdo T;);c; termina com um
tabl6 fechado en$ ou com um tablé possuindo pelo menos um ramo
exaurido aberto er8.
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e Sel =N, entdo [,);c; tende para umarvore limitepossuindo um ramo
infinito exaurido aberto.

4.2.20 Definicdo:Dizemos quel é um tablo paraP emS seP € uma
férmula deL e T €um desenvolvimento do tablé inicial paPeemsS.

4.2.21 Teorema:Toda formula enl admite uma sequéncia de desen-
volvimento de tablos er8 completa ens.

4.3 Provas Gerais de Correcao e Completude de um Sis-
tema de Tablés com respeito a uma Logica Arbitraria

E possivel verificar na literatura existente diversas provas de correcdo e
completude para o método dos tablés, como por exemplo em [44] e [3].
Também em [12], [9] e [7] s&o demonstradas as referidas provas para este
método para as légicas paraconsistentes Cl*e d&finidas por Newton

da Costa. Encontramos também em [11] provas de correcao e completude
de sistemas de tabl6s para os célculos paraconsistentes e/ou paracompletos
C1, P1 e N1, definidos pelo mesmo autor. Entretanto, todas as fontes por
nos conhecidas referem-se ao método indireto, onde o tabl6 inicial provém
da negacdao da possivel concluséo.

Aqui desenvolveremos uma prova de correcdo e completude para
sistemas de tabl6s de forma abstrata, isto €, de forma independente da 16-
gica considerada. Este processo servira como base para os dois proximos
capitulos, nos quais seréo particularizadas as provas de correcdo e com-
pletude do método dos tabldés por prova direta para a logica classica, nos
niveis proposicional e quantificacional.

Para fins de simplicidade, consideraremos aqui que as linguagens
inicial e de trabalho de um dado sistema de tablés séo linguagens para
uma mesma logica. No caso geral isto ndo acontece necessariamente, mas,
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neste trabalho, isto sempre ocorrera. Em [44], por exemplo, em sua apre-
sentacao de sistemas de tablos para a logica classica, as linguagens de tra-
balho estdo vinculadas, implicitamente, a uma légica distinta da logica
classica, embora aquela seja estritamente relacionada com esta.

Em varios sistemas de tablés, como por exemplo nos sistemas de-
finidos nesta dissertacéo, as linguagens inicial e de trabalho sdo iguais no
nivel proposicional, enquanto que, no nivel quantificacional, a linguagem
de trabalho é obtida da linguagem inicial acrescentando uma infinidade de
novas constantes.

4.3.1 Definicdo:Dizemos que um sistema de tab®gé corretocom res-
peito a uma dada logica dotada de uma semantica de valoracdes se a
existéncia de um tablé fechado neste sistema para uma dada fétemla

L implicar na validade d@ nesta logica.

4.3.2 Definicdo: Dizemos que um sistema de tabl®€ completocom
respeito a uma légich dotada de uma semantica de valoracfes se a va-
lidade de uma dada formuRnesta logica implicar na existéncia de um
tabl6 fechado parB emS.

Osteoremas gerais de correc@&xrompletudaejue seréo vistos e de-
senvolvidos nesta secéo servirdo de base para provar que um dado sistema
de tablbés € correto e completo com respeito a uma dada légica se cer-
tas condi¢cbes forem atendidas. Veremos nos capitulos seguintes que, em
particular, os sistemas de tabl6s diretos para a logica classica nos niveis
proposicional e quantificacional atendem estas condicoes.

4.3.3 Notacao:

e L € umaldgica dotada de uma semantica de valoracoes.

e L eL’s&o linguagens para.

e S é um sistema de tablés, onHee L’ séo, respectivamente, as lingua-
gens inicial e de trabalho.

4.3.4 Definicdo:Umramo emL’ é L-validose a colecdo de suas formulas
for L-valida.
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4.3.5 Definicdo:Um tablé emL’ é L-valido se, e somente se, todos 0s
seus ramos forer-validos.

4.3.6 Definicdo: Spreserva al-validade na retracase, dada uma se-
gquénciaT,);c; de desenvolvimento de tablos &ypara cada > 0 tal que
ncl, seT, éL-valido, entadr,,_; éL-valido.

As condicdes de correcdde um dado sistema de tablés com res-
peito a uma dada légica sdo cumpridas pela validade de uma formula em
decorréncia da validade de seu tablo inicial, pela preservacgao retroativa da
validade de um tablé em qualquer sequiéncia de desenvolvimento, e pela
validade de um tabl6 fechado.

4.3.7 Teorema:(das CondicOes de Correcdo

x aL-validade de um tablo inicial paRemSimplica na
L-validade deP,

*x Spreserva a -validade na retracao,

* todo tablé fechado er8 é L-valido,

entdo a existéncia de um tablé fechado pRram S implica queP é
L-valido.

Se

Prova:

Dado um tabl6 fechad® paraP em S, existe uma sequéncid §);c; de
desenvolvimento de tablés edtal queT € o tabl6 inicial pard® emsS, e
T, =T, onden é o elemento maximo de I.

Pela terceira condicdo de correcéo, temos fiueT,, é L-valido, e dai,
pela segunda condi¢cédo de correcao, temosTguéL-valido, e dai, pela
primeira condicdo de correcao, temos GueL-valido. c.qg.d.

As condi¢cdes de completude dm dado sistema de tablés com res-
peito a uma dada l6gica sdo cumpridas pela invalidade de um ramo exau-
rido aberto e pela validade de um tablo6 inicial em decorréncia da validade
de sua formula.
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4.3.8 Teorema:(das CondicOes de Completude

* todo ramo exaurido aberto e&¢ L-invalido,
Se{ x alL-validade dd” implica nalL-validade do tabld inicial
paraP emsS,

entdo, seP é L-valido, toda sequéncia de desenvolvimento completa de
tabl6s pard® emStermina com um tablod fechado pdfaemsS.

Prova:

Suponhamos que é L-valido.

Pelo teorema 4.2.21, temos que existe uma sequéngia;(de desen-

volvimento de tablos erS completa par#.

Se (T;)ie; Ndo termina com um tabl6 fechado &nentdo duas situagbes

podem ocorrer:

(1) (T;)ie; termina com um tablé possuindo um ramo exaurido aberto;

(2) I=Ne(T,);en tende para uma arvore limite possuindo um ramo exau-
rido aberto ens.

Em ambos os casos temos que o tablo inicial PagenS, T, esta contido

em uma arvore de férmulas possuindo um ramo exaurido abertuoS.

Sejap’ o ramo de T, incluido emp.

Pela primeira condicdo de completude, temos géd_-invalido, donde

o’ também éL-invalido, dai T é L-invalido, e portanto, pela segunda

condicdo de completud®, € L-invalido, o que contradiz a suposicao ini-

cial.

Portanto T;);c; termina com um tabl6 fechado e c.qg.d.

4.3.9 Corolario: (das Condicdes de Correcdo e Completudle
SeSsatisfaz as condi¢coes de correcao e completude dadas nas formulacdes
dos teoremas 4.3.7 e 4.3.8, entdo as seguintes proposi¢cdes sado equiva-
lentes:
e P éL-valido;
e toda sequéncia de desenvolvimento completa de tablo$ pareS ter-
mina com um tabl6 fechado paPeems;
e existe um tablé fechado pakemsS.

Os dois proximos capitulos sdo uma aplicagdo do conteudo desen-
volvido neste para as lo6gicas proposicional e quantificacional classica.



Capitulo 5

Um Sistema de Tablos por Prova Direta
para a Logica Proposicional Classica

5.1 Definicdo do Sistema

Definiremos aqui unsistema de tablos por prova diretaotado poiSTD,
para a logica classica no nivel proposicional. A sigblAD” abrevia a
expressao “sistema de tablos direto”.

5.1.1 Notacdo: Lé uma linguagem paiaPC.

5.1.2 Definicdo:A linguagem iniciale a detrabalhode STD séao iguais,
e as referenciaremos, nesta secaoLpor

5.1.3 Definigdo:A funcéo de inicializagdo d8TD associa uma férmula
P deL a um tablé com um aUnico né ndo marcado, cuja formuba €

5.1.4 Definicao:Umramo é fechado ei®TD se ele possuir duas formulas
contraditorias.

5.1.5 Notacao: Usaremos aqui, graficamente, o sinaltdagem*v”
significando o valor 1 da marca, e sua auséncia como o valor 0 da mesma.

A colecéo de regras d8TD possui nove regras. O crescimento de
um tablo é dado pela aplicacdo sucessiva das regras a nos aintiizanao
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dos A expanséao se da em todos os ramos abertos abaixo do no utilizado.
As regras aqui desenvolvidas tém a caracteristica de gerar até dois novos
ramos.

As regras definidas abaixo devem ser aplicadas até que seja atingido
um tabld fechado ou um tablé exaurido aberto WD, através de uma
seqgUéncia de desenvolvimento completaS, a partir de um tablé ini-
cial.

Descreveremos a seguir cada regr&d®. As definicbes das regras
deste sistema estdo relacionadas com os conectivos logicos das formulas
para as quais elas séo aplicadas.

Todas as regras d&TD serdo definidas graficamente, dando as for-
mulas dos nés que compdem os tablds resultantes.

Implicacédo (P — Q): Esta regra associa a cada ramo contéhde Q e a
formulaP—Q um unico tabléd com um unico ramo contendo dois nés néao
marcados, cujas féormulas sdo respectivameRte Q.

= —:> a)~/

ﬂ.a
1
(=]

Figura 5.1: Implicacéo

Conjuncao (P A Q): Esta regra associa a cada ramo conteéadoQ e
a formulaP A Q dois tablés, cada um deles possuindo um Unico ramo
contendo um Unico no, cujas formulas sédo respectivanitai®.

(Pf:\ )/

B i

P Q

Figura 5.2: Conjungéo
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Disjuncéo (P v Q): Esta regra associa a cada ramo contedhdoQ e a
formulaP v Q um anico tabld com um Unico ramo contendo dois nés nao
marcados, cujas férmulas sdo respectivamBrée).

(P\}Q}\f

e
I
Q

Figura 5.3: Disjuncao

Negacao de Implicacad—(P — Q)): Esta regra associa a cada ramo con-
tendo—(P — Q) e a féormula—(P — Q) dois tablés, cada um deles pos-
suindo um dnico ramo contendo um Unico N6 nao marcado, em que a for-

mula do primeiro & e a do segundo €Q.

~PHay

A sy

P —Q

Figura 5.4: Negacéo da Implicagéo

Negacéo de Conjuncad—(P A Q)): Esta regra associa a cada ramo con-
tendo—(P A Q) e a formula~(P A Q) um unico tablé com um Unico ramo
contendo dois nés ndo marcados, cujas formulas séo respectivanfiente
e Q.

(P ’.‘ Qv

-P
~&

Figura 5.5: Negacao de Conjuncéo

Negacao de Disjuncadq—(P Vv Q)): Esta regra associa a cada ramo con-
tendo—(P Vv Q) e a férmula-(P Vv Q) dois tablés, cada um deles possuindo
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um unico ramo contendo um Unico né ndo marcado, em que a formula do

primeiro é-P e a do segundo €Q.

- (P ‘.’ [~13%4

"

-p -Q

Figura 5.6: Negacé&o de Disjuncao

Negacao de Negaca¢-—P):. Esta regra associa a cada ramo contendo
—=P e a férmula——P um dnico tabld com um Unico né ndo marcado cuja

formula éP.

'u ou-'Uuo-

Figura 5.7: Negacao de Negacéao

Equivaléncia (P < Q): Esta regra associa a cada ramo contdPéde Q
e a formulaP «— Q dois tablés, cada um deles possuindo um Unico ramo
contendo dois nds ndo marcados, o primeiro contendo as férmBlag),

e 0 segundo contendo as formukas —Q.

P <§> Q)

2T T

T T
Q —Q

Figura 5.8: Equivaléncia

Negacao de Equivaléncid—(P < Q)): Esta regra associa a cada ramo
contendo—~(P < Q) e a formula—(P < Q) dois tablés, cada um deles
possuindo um unico ramo contendo dois nés ndo marcados, o primeiro
contendo as férmulaR e Q, e 0 segundo contendo as formute’ e —Q.
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1
—(P<=a)v/

P —P
| |
a

-

Figura 5.9: Negacdao de Equivaléncia

5.2 Provada Correcéo de STD

Um dado sistema de tablos € correto em relaciB@ se ele ndo é capaz
de provar algo que néo seja valido erRC.

Mostraremos a seguir a correcao®IED com respeito &PC, com
base nas condi¢des gerais de correcao vistas no capitulo anterior.

5.2.1 Lema: Se o tabl6 inicial par&® emSTD é LPC-valido, entadP é
LPC-valido.

Prova:

SejaT o tablo inicial pard® emSTD.

Por definicdoT, possui um Unico noé cujo conteuddre

SeT, éLPC-valido emSTD, entdo todos os ramos g sdoLPC-validos,
e dai o seu unico ramo cuja colecéo de formuldgé é LPC-valido,
donde{P} é LPC-valido, e portantd® € LPC-valido. c.g.d.

5.2.2 Terminologia: Para simplificar denominaremos nesta secao uma
LPC-valoracéao por valoracao.

5.2.3 Lema:As seguintes proposicoes sao verdadeiras:
(i) SeP—QeTlel'U{-P,Q}éLPC-valido, entdd" eLPC-valido.

(i) SePAQeTI, T'u{P}el'U{Q} sdoLPC-validos, entdd" é
LPC-valido.

(i) SePvQeTlel'U{P,Q}éLPC-vélido, entdd" éLPC-vélido.

(iv) Se-(P—-Q)eTIl, I'U{P}el' u{—-Q} sadoLPC-vélidos, entad’
é LPC-vélido.

(v) Se-(PAQ)eTlel'U{-P, -Q} éLPC-valido, entdd" é LPC-
vélido.

(viy Se=(PvQ)eTl, I'u{-P}el' U{-Q} sdoLPC-validos, entdo
I' é LPC-valido.
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(viii Se——P eI el' U{P} éLPC-vélido, entdd" é LPC-vélido.

(vii) SeP—Q eI, I'u{P,—Q}el' U {-P,Q} sdoLPC-validos, entdo
[ e LPC-valido.

(ix) Se-(P—Q)eTIl',TU{P,Q}el' U{-P, -Q} sdoLPC-validos,

entdol” € LPC-valido.

Prova de (i) :

Suponha queP — Q" e "' eI’ U {—P, Q} é LPC-valido.

Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka

del’ U {-P, Q}.

SeR € T', entdoV obviamente satisfaz pelo menos uma férmula'de

SeR é =P, entdoV(—-P) = v, dondeV(P — Q) = v, e daiV satisfaz a

formulaP — Q deT.

SeR éQ, entdoV(Q) =v, dondeV (P — Q) =v, e dai,V satisfaz a férmula

P— Qderl.

Portantal” € LPC-valido.

Prova de (ii) :

SuponhaqueP A Q” eI, T'U {P} el" U {Q} s@oLPC-validos.

Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka

del’ U {P} e pelo menos uma formutadel’ U {Q}.

SeR e ' ouS € T', temos trivialmente qu¥ satisfaz pelo menos uma

formula del’, dai podemos nos ater ao caso em BueP e S=Q, donde

V(P)=V(Q) =v, daiV(P A Q) =v, e dai, comd® A Q € I', temos nova-

mente que/ satisfaz pelo menos uma féormulae

Portantal” € LPC-valido.

Prova de (iii) :

SuponhaqueP Vv Q" e I"'el' U {P,Q} eLPC-valido.

Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka

del’ U {P, Q}.

SeR €T, entdoV obviamente satisfaz pelo menos uma férmula'de

SeR éP, entdoV(P) = v, dondeV(P Vv Q) = v, daiV satisfaz a férmula

PvQdel.

SeR éQ, entdoV(Q) = v, dondeV (P Vv Q) = v, daiV satisfaz a férmula

PV Qdel.

Portantal” € LPC-valido.

Provadeiv:
Suponha que“(P— Q)" e I', ' U {P} eI" U {-Q} sadoLPC-validos.
Dada uma valoracad, temos que/ satisfaz pelo menos uma férmuka
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del’ U {P} e pelo menos uma formuadel” U {—Q}.

SeR € I' ou S € I', temos obviamente qué satisfaz pelo menos uma
formula del’, dai podemos nos ater ao caso em Bue P e S = —Q,
dondeV(P) =V (—Q) =v, daiV(—-(P — Q)) = v, e dai, como-(P — Q) €

', temos novamente quésatisfaz pelo menos uma férmulade
Portantal” € LPC-valido.

Prova de (V) :

Suponha que“(P A Q)" e 'el’ U {—-P, -Q} éLPC-valido.

Dada uma valoracad, temos que/ satisfaz pelo menos uma férmuka
del’ U {—|P, —|Q}

SeR € T, entdoV obviamente satisfaz pelo menos uma férmula'de
SeR é —P, entdoV(—P) = v, dondeV(—~(P A Q)) =v, daiV satisfaz a
formula—(P A Q) deT..

SeR é —Q, entdaoV(—P) = v, dondeV(—=(P A Q)) =v, daiV satisfaz a
formula—(P A Q) deT.

Portantal” € LPC-valido.

Prova de (vi) :

Suponha ques(PVv Q)" e I', T U {-P} el' U {-Q} séoLPC-validos.
Dada uma valoraca@d, temos que/ satisfaz pelo menos uma formuka
del’ U {—P} e pelo menos uma formutadel’ U {—Q}.

SeR €' ouS € I', temos obviamente qué satisfaz pelo menos uma for-
mula del’, dai podemos nos ater ao caso emBue—P e S= —-Q, donde
V(=P) = V(=Q) = v, daiV(=(P Vv Q)) =v, e dai, como-(PVv Q) €T,
temos novamente qué satisfaz pelo menos uma férmulade
Portantal” € LPC-valido.

Prova de (vii) :

Suponha que=“-P” e I'eI" U {P} é LPC-valido.

Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka
del U {P}.

SeR € I, entaoV satisfaz pelo menos uma férmulade

SeR = P, entdo VP) = v, dondeV(——-P) = v, daiV satisfaz a férmula
——P deT.

Portantal” € LPC-valido.

Prova de (viii) :

SuponhaqueP — Q" e I', ' U{P,-Q} eI’ U {-P, Q} sdoLPC-validos.
Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka
del" U {P, =Q} e pelo menos uma formutadeI’ U {-P, Q}.
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SeR e ' ouS € T', temos trivialmente qu¥ satisfaz pelo menos uma
formula del.

SeRéPeSeQ, entdoV(P) =V(Q) =v, dondeV(P «— Q) =v.

SeR é-PeSé—-Q, entaoV(—P) =V (—-Q) =v, dondeV(P) =feV(Q) =T,

e daiV(P «~ Q) =v.

Logo, nos dois ultimos casos possiveisatisfaz pelo menos uma férmula
derl.

Portantol” é LPC-valido.

Prova de (ix) :

Suponha que(P «— Q)" e I',TU{P, Q} el" U {—-P, -Q} sdoLPC-va-
lidos.

Dada uma valoracad, temos queV/ satisfaz pelo menos uma férmuka
del" U {P, Q} e pelo menos uma formutadeI” U {-P, -Q}.

SeR e I' ouS € T', temos trivialmente qu¥ satisfaz pelo menos uma
formula derl'.

SeR éPeSé—Q,entaoV(P) =v eV(—Q) = v, dondeV(Q) =f, e dai
V(=P < Q))=v.

Se—-RéPeSeéqQ, entdoV(—P) =v eV(Q) =v, dondeV(P) =1, e dai
V(=P < Q) =v.

Logo, nos dois ultimos casos possiv&isatisfaz pelo menos uma férmula
derl.

Portantal” é LPC-valido. c.q.d.

5.2.4 Lema: Dada uma sequéncid(),; de desenvolvimento de tablos
em STD, para cadah € |, sen >0 eT, é LPC-vélido, entdoT,_; é
LPC-valido.

Prova:

Suponha que € 1, n >0, e queT,, é LPC-valido.

Sejap um ramo arbitrario d&,,_;, e sejal’ a sua colecédo de férmulas.
Sep é fechado en$TD, temos qud’ possui duas formulas contraditorias,
e dai temos trivialmente queé LPC-valido, dondep € LPC-valido. Dai
iremos nos ater doravante ao caso em gé@eaberto ensTD.

Sejan o n6 deT,,_; que foi usado pard,_; expandir-se para,,.

Sen &€ p, temos quep também € um ramo dé&,, e dai, comorl,, é
LPC-vélido, temos que é LPC-valido, e dai podemos considerar, do-
ravante, quey € um né dep.
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Caso a formula deg é P — Q, entdoT,, possui um ramo estendengdo
cuja colecdo de formulasléu {-P, Q}, e dai, pelo lema 5.2.3,é LPC-
valido.

Caso a formula dg é P A Q, entdoT,, possui dois ramos estendendo
cujas colegdes de formulas s {P} eI’ U {Q}, e dai, pelo lema 5.2.3,
[' e LPC-vélido.

Caso aférmulade eP v Q, entaoT,, possui um ramo estendengauja
colecéo de féormulasB U {P, Q}, e dai, pelo lema 5.2.8, é LPC-valido.

Caso a formula de é -(P — Q), entaoT,, possui dois ramos estendendo
p cujas colecdes de formulas sBaJ {P} e’ U {-Q}, e dai, pelo lema
5.2.3,I' éLPC-vélido.

Caso a formula de € —=(P A Q), entdoT,, possui um ramo estendendo
p cuja colecdo de formulasiéu {—-P, -Q}, e dai, pelo lema 5.2.3; é
LPC-valido.

Caso a formula de € —(P v Q), entaoT,, possui dois ramos estendendo
p cujas colecgdes de férmulas sBa) {-P} e’ U {—-Q}, e dai, pelo lema
5.2.3,I' éLPC-vélido.

Caso a formula de € ——P, entdoT,, possui um Unico ramo estendendo
p cuja colecdo de formulasleU {P}, e dai, pelo lema 5.2.3; é LPC-
valido.

Caso a formula de é P — Q, entaoT,, possui dois ramos estendenao
cujas colegdes de formulas sBaJ {P, -Q} eI’ U {—-P, Q}, e dai, pelo
lema 5.2.3]" e LPC-valido.

Caso a formula de € -(P <+ Q), entaoT,, possui dois ramos estendendo
p cujas colegbes de formulas sBEaJ {P, Q} el U {-P, =Q}, e dai,
pelo lema 5.2.3" é LPC-valido.

Dai, em qualquer casb,é LPC-valido, dondep € LPC-valido.
PortantoT,,_; € LPC-valido. c.q.d.
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5.2.5 Lema:Todo tablé fechado ei8TD é LPC-valido.

Prova:

SejaT um tabl6 fechado er8TD.

Dado um ram@ deT, temos que a colecao de formulasideossui duas
férmulas contraditorias, e dai esta colecabR&-valida, dondep é

LPC-valido. c.qg.d.
5.2.6 Teorema: STDé correto com respeitolePC.

Prova:

Basta aplicar os lemas 5.2.1,5.2.4 e 5.2.5. c.qg.d.

5.2.7 Corolario: Se existe um tablo fechado pdPeem STD, entdoP é
LPC-valido.

Prova:
Basta aplicar o teorema 5.2.6 e a definicdo de correcdo de um sistema de
tablés com respeito a uma dada logica. c.qg.d.

5.3 Prova da Completude de STD

Provaremos aqui a completude €D com respeito &PC, com base no
teorema das condi¢des gerais de completude, visto no capitulo anterior.

5.3.1 Lema:Todo ramo exaurido aberto eBTD é LPC-invalido.

Prova:

Sejal” a colecao de formulas de um ramo exaurido abert&Ge.

SejaV uma valoragao, tal qué(P) = f se, e somente sB,c I', para cada
letra sentenciap.

Provaremos as seguintes propriedades por indugao sobre a fétmula
e SeP e, entdoV(P) =HT.

e Se—P e T, entdoV(P) = .

Caso i) P € uma letra sentencial.

SeP €T, entdo, por construcao dg V(P) =1.

Se—-P €T, entdoP ¢ I', e dai, também por construcdo deV(P) =,
logoV(—P) =f1.

Caso ii) P é da forma Q— R.

Suponhamos, por hipétese de inducéo, que estas propriedades valham para
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QeR.

Se'Q— R eTI,entdo-Q €I'eR € I'. Pela hipétese de inducao,
temos que/(Q)=ve V(R)=f, logoV(Q — R) =f.

Se—-(Q — R) eI', entdoQ € I' ou—R € I'. Pela hipbtese de inducéo,
temos que/(Q) =fouV(—-R) =f, dondeV(—-(Q — R)) =f.

Caso iii) P € da forma QA R.

Suponhamos, por hipotese de inducéo, que estas propriedades valham para
QeR.

Se' QAR el',entdoQ € I'ouR € I'. Pela hipétese de inducéo, temos
queV(Q) =fouV(R) =f, logoV(Q A R) =H1.

Se-(Q AR) eTl,entdo—Q € I'e—R € I'. Pela hipdtese de inducao,
temos queV(—Q) =V (-R) =f, dondeV(—(Q A R)) =f.

Caso iv) P é da forma Qv R.

Suponhamos, por hipétese de inducéo, que estas propriedades valham para
QeR.

Se'QV R eI, entdoQ € I' eR € I'. Pela hipotese de inducgéo, temos

que VQ)=feV(R) =f,logoV(Q vV R) =f.

Se—(Q VR) eI, entdo—-Q € I' ou—R € I'. Pela hipétese de inducao,
temos que/(Q) =vouV(R) =v, e dai,V(—Q) =f ouV(—-R) =f, donde

V(—=(Q V R)) =f.

Caso v) P é da forma-(Q — R).

Suponhamos, por hipétese de inducéo, que estas propriedades valham para
QeR.

Se “+(Q — R”) €T, entdoQ € I' ou =R € I'. Pela hipétese de in-
ducédo, temos qu¥(Q) = V(R) =f, e dai,V(Q) =f e V(—R) = v, logo

V(—(Q — R)) =f.

Se “—=(Q — R”) €T, entdo—Q € I' e R € I'. Pela hipoétese de in-
ducéo, temos qu¥(Q) = V(R) =f, e dai,V(—Q) = v e V(R) = f, donde
V(—-—(Q — R)) =f.

Caso vi) P é da forma—(Q A R).

Suponhamos, por hipétese de inducéo, que estas propriedades valham para
QeR.

Se 4(Q AR”) €T, entdado—Q € I' e =R € I'. Pela hipotese de in-
ducéo, temos qu¥(Q) = V(R) = v, e dai,V(—-Q) = V(—R) =1, logo
V(=(QAR)) =T

Se"--(QAR") €I',entdoQ € I' ouR € I'. Pela hipétese de inducéo,
temos que/(Q) =V(R) =f, dondeV(——(Q A R)) =f.
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Caso vii) P é da forma—(Q Vv R).

Suponhamos, por hipétese de inducéo, que estas propriedades valham para
QeR.

Se “5(Q VR €T, entdo—Q € I' ou =R € I'. Pela hipétese de in-
ducéo, temos qu¥(Q) =v e V(R) = v, e dai,V(—Q) = V(-R) =1, logo
V(=(QVR)) =T

Se“-—-(Q VR €TI,entdoQ € I' eR € I'. Pela hip6tese de inducao,
temos que/(Q) =V(R) =1, dondeV(——(Q VvV R)) =f.

Caso viii) P é da forma Q«+ R.

Suponhamos, por hipétese de inducao, que estas propriedades valham para
QeR.

Se' QR elentadQ cl'e-ReTI,ou—Q eI eR eI Pelahipotese

de inducao, temos qu&Q) =feV(R) =v,ouV(Q) =veV(R) =1, logo

V(Q < R)) =f.

Se-(Q—R)eTl,entdoQ el'eRel,ou—-Qel'e-ReTI. Pela
hipétese de inducéo, temos quéQ) =V(R)=f, ouV(Q)=V(R) =v, e
dai,V(—Q) =V(—-R) =f, dondeV(—(Q < R)) =1.

Caso ix) P é da forma—(Q < R).

Suponhamos, por hipoétese de inducao, que estas propriedades valham para
QeR.

Se(Q—R)"el,entdoQ e I'eRel',ou—Qel'e—-ReTI. Pela
hipétese de inducéo, temos quéQ) = V(R) =f, ouV(Q) =V(R) =1, e
dai,V(—Q) =V(—-R) =f, logoV(—(Q < R)) =f.

Se“-(Q—R) elentdaoQ cl'e—-ReTl,ou-Qel'eReT.

Pela hipotese de inducéo, temos QUE) =f eV(R) =v, ouV(Q) =V
eV(R) =f, e dai,V(Q) = V(—R) =1, ouV(—-Q) = V(R) = f, donde
V(—(Q <« R)) =f. c.q.d.

5.3.2 Lema: SeP é LPC-valido, entéo o tablo inicial palda em STD é
LPC-valido.

Prova:

Suponha qu® é LPC-valido, e sejal( o tabld inicial pard® emSTD.

Por definicdo]; possui um unico né cujo conteudd’é

Portanto, sé® é LPC-valido, entdo a colecao de formulas do Unico ramo
deT,, {P}, éLPC-valida, dond€Tl, € LPC-valido. c.g.d.
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5.3.3 Teorema: STDeé completo com respeitoldPC.
Prova:
Basta aplicar os lemas 5.3.1 e 5.3.2. c.qg.d.

5.3.4 Coroléario: SeP é LPC-vélido, entdo toda sequiéncia de desenvolvi-
mento completa de tablés pdPeem STD termina com um tabld fechado
emSTD.

Prova:
Basta aplicar o teorema 5.3.3 e a definicdo de completude de um sistema
de tabl6s com respeito a uma dada l6gica. c.g.d.

5.3.5 Corolario: As seguintes proposi¢coes sao equivalentes:

e P éLPC-valido;

e toda sequéncia de desenvolvimento de tablés Pagen STD termina
com um tabl6 fechado e®TD;

e existe um tablo fechado paRem STD.

5.3.6 Notacao:Usaremos aqui, graficamente, o sinal™ para indicar
quando um dado ramo é fechado 8D, e o sinal ‘" para dizer que um
ramo € aberto erSTD.

5.4 Exemplos

5.4.1 Exemplo com uma férmula valida em LPC

Dada a formulaP A (QV R) <~ (PA Q) V (P A R)”, temos que, confor-

me a figura 5.10, ha um tablo fechado para a mesm&em, e dai,
conforme o coroléario 5.2.7, ela € uma tese ERC. A figura 5.10 nos
mostra a sequéncia em que os tablos foram desenvolvidos, sendo que,
para cada naturali menor ou igual que a profundidade desta arvore, o
seu numeral correspondente foi colocado ao lado da representacéo de cada
no deT, que ndo é no d&, ;. Esta seqiiéncia termina com um tablo
fechado enSTD, e dai esta lei da distributividade d®C é valida, ou
seja/==PA(QVR)—~(PAQ)V (PAR).

LPC
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PA(QVRI® A QV(PAR) 1Y
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Figura 5.10: Exemplo com uma formula valida eRC

5.4.2 Exemplo com uma férmula invalida em LPC

O tabld para a formulaP v (Q AR) « (P VvV Q) vV (P V R)”, exposto na
figura 5.11, possui dois ramos exauridos aberto$é&m, e dai, com base
no corolario 5.3.4, temos qu®v (QAR) — (PVv Q) V (PV R)" nao é
valido emLPC, ou sejajis==P vV (Q AR) <~ (PV Q) V (P V R).




PV(QAR)&(PVQ)V(PVR)Y

Pw(lQﬂR) d A(PV(QAR)) V
I
'l((PVQ)lv(PvR)) v (PVQ)V(PVR)Y
P
| y "T’ T(QAR)
(QAR) PT,QV-‘ PT’QV,
A(PV Q)Y ~(PVR)Y pPvRY PvR
|
Q R Q R P Q
'lP/'I\Q -II{}Q 1/\R -l/\R \(l_}/ -lIl{
VAVEVAN i P BT !
I
&

Figura 5.11: Exemplo com uma férmula invalida eRC
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Capitulo 6

Um Sistema de Tablos por Prova Direta
para a Logica Quantificacional Classica

6.1 Definicdo do Sistema

Definiremos neste capitulo usistema de tablés por prova diretmra a
l6gica quantificacional classica, o qual sera notado aquspar .

6.1.1 Notacao:A partir de agora, no resto desta se¢aé,uma linguagem
paraLQC, eL’ € uma linguagem paraQC, obtida deL acrescentando
uma infinidade de novas constantes.

6.1.2 Definicdo: Léalinguagem iniciadeSTD*, eL’ é a linguagem de
trabalhode STD*.

6.1.3 Definicao: (Eliminacdo de Quantificadores Vacuok

Dizemos queP’ é obtido deP pelaeliminagdo de seus quantificadores
vacuosse cada subformula de&de uma das formagx Q ou 3x Q, tal que

X nao é livre enQ, for substituida en® por Q.

6.1.4 Definicdo: A funcao de inicializacdo d8TD* associa uma férmula

P deL a um tablé com um Unico n6 ndo marcado cuja formula € obtida
pela instanciacéo de todas as variaveis livredPgror novas constantes, e
pela eliminacao dos quantificadores vacuo®de

6.1.5 Definicdo:Um ramo é fechado ef8TD* se ele possuir duas formu-
las contraditorias.
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A colecao de regras d8TD* possui, além das nove regras perten-
centes ao sistema definido no capitulo anterior, mais quatro. Todas as nove
regras de desenvolvimento de tablds definidas no capitulo anterior conti-
nuam valendo aqui, com a diferenca de que a linguagem de trabalho con-
siderada aqui € uma linguagem pafaC. Por isso, iremos definir apenas
as regras adicionais, que dizem respeito ao gerenciamento dos quantifi-
cadoresV” e “3".

Formula Universal (vYx P): Esta regra associa a cada ramo contendo
VYx P e a formulavx P um unico tablé com um Unico né ndo marcado cuja
formula éP(x|c), obtida da instanciacéo da variaxglor alguma constante
C que ainda nao figura no ramo considerado.

I
VXP\/

P(x|c)
com restricao

Figura 6.1: Formula Universal

Formula Existencial (3x P): Esta regra associa a cada ramo con-
tendodx P e a formuladx P um tablé6 com um Unico ramo com nos néo
marcados cujas formulas sB¢x|t,),... P(x|t,), Ix P, ondeP(x|t,),... P(X|t,,)
sao as instanciacdes eepor todos os termos fechados que figuram no
ramo para os qual ainda nao foi instanciado.

|
Hxli:’ V
P(x]t1)
P(X]t,)
El)é P

Figura 6.2: Formula Existencial
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Negacédo de Férmula Universa(—Vx P): Esta regra associa a cada
ramo contende-vVx P e a férmula—vx P um unico tablé com um né nao
marcado cuja férmula éx—P.

|
ﬁVXfP V
IXP

Figura 6.3: Negacao de Formula Universal

Negacédo de Formula Existencial—3x P): Esta regra associa a cada
ramo contende-dx P e a férmula—3x P um anico tabldé com um né néo
marcado cuja férmula éx—P.

|
—-3IXP /
Vx—P

Figura 6.4: Negacao de Formula Existencial

6.2 Provada Correcao de STD*

Mostraremos a seguir a correcaoSiED* com respeito 4QC, com base
nas condicdes gerais de correcao vistas no capitulo 4.

6.2.1 Definicdo:Sejac um mundo tal que € D(o). o(c|d) € um mundo
gue so difere de no maximo quanto a atribuicdo da constanteonforme

as seguintes condicoes:
e D(o(c|d)) = D(0);

o o(cld)(s) = {"(S)’ ses 7 ¢,

d, ses =c.

6.2.2 Definicdo:Sel = (A, o, s) € umaLQC -interpretacéo, entédc|d)
é umaLQC -interpretacdo definida pofc|d) = (A, o(c|d), S).
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6.2.3 Lema: (Instanciacao de variavel por uma nova constante)
Sec néo ocorre enP, entdoP é LQC-valido se, e somente sB(x|c) é
LQC-valido.

Prova:

(=)

Suponha qul éLQC-valido, e sejd umaLQC -interpretacéo parfa(x|c).
Sex néo é livre enP, entdoP(x|c) = P, e dail y (P(x|c)) = I /(P) = v.

Sex é livre emP, temos, pelo lema 3.7.13, gug(P(x|c)) =1 (x|l p(c))v (P).
ComoP éLQC-valido, temos qué(x|l p(c))y(P) =v, dondd y (P(x|c)) = v.
PortantoP(x|c) é LQC-valido.

(<)

Suponhd&(x|c) & LQC-valido, e seja = (A, o, s) umaLQC-interpretacdo
paraP.

Se x ndo é livre enP, entdoP(x|c) = P, e dail v (P) = 1 (P(x|c)) = v.
Casox seja livre emP, considerd’ =1(c|s(x)).

Temos, conforme o lema 3.7.13, glie/(P(x|c)) = I'(X|I" p(c))v(P) =
=1'(X[sx)v(P)=1"v(P) ().

Pelolema 3.7.14, (P) = 1y(P) (2).

De (1), (2), e comd’(x|c) é LQC-valido, temos quéy (P) = v.

PortantoP ¢ LQC -valido. c.q.d.

6.2.4 Corolario: (Instanciacdo de variaveis por novas constantgs
Secy,...C, Ndo ocorrem en®, entaoP(xy,...X,|Ci,...C,) € LQC-valido se,
e somente sd2 é LQC -valido.

6.2.5 Lema:(Eliminacdo dos quantificadores vacuos
SeP’ é obtido deP pela eliminacéo de seus quantificadores vacuos, entao
—P < P

LQC

O coroléario da instanciacdo de variaveis por novas constantes tem
um papel muito importante quando se trata do desenvolvimento de uma
prova pelo método dos tabl6s direto. Este coroléario justifica a transfor-
macado ddérmulas abertasemfechadasevitando, assim, uma constante
renomeacao de variaveis no desenvolvimento de um tabBTddi. Este
processo serve principalmente para evitar o choque de variaveis. Damos

'Férmulas que possuem variaveis livres.



62

abaixo um exemplo da instanciacéo de variaveis livres por novas constan-

tes:
Ixvy p(x.y, f(2), 9(w,2)) E Vy3ax p(xy, f(2), g(w,2))
Ixvy p(x.y, f(c1), 9(ca, €1)) — Yy IX p(x,y, f(c1), 9(C2, €1))

6.2.6 Lema:Se o tabl6 inicial par® emSTD* é LQC-valido, entad® é
LQC -valido.

Prova:

SejaT o tablod inicial pard® emSTD".

Por definicdoT; possui um Unico no cujo contetdd’& ondeP’ é obtido
instanciando todas as suas variaveis livres por novas constantes, e elimi-
nando todos os seus quantificadores vacuos.

SeTy € LQC-valido emSTD*, entdo todos os ramos dg sao
LQC-validos, e dai 0 seu Unico ramo cuja cole¢éo de féormulgiR ¢ é
LQC-vélido, dondeP’ é LQC-valido, e dai, pelos lemas 6.2.3 e 6.2.5,
temos qud® é LQC -valido. c.qg.d.

O lema seguinte € analogo ao lema 5.2.3, porém é concernente a
semantica déQC.

6.2.7 Lema:As seguintes proposicoes sao verdadeiras:
(i) SeP—-Q el el U {-P, Q} éLQC-valido, entdol' é LQC-
valido.
(i) SePAQel, I'u{P}el' U {Q} sdoLQC-validos, entad" é
LQC -valido.
(i) SePvQelel'U{P,Q} éLQC-valido, entdd" €LQC-vélido.
(iv) Se—-(P—Q)eTl'el'u{P}el' U{-Q} sdoLQC-validos, entdo
I é LQC-valido.
(v) Se-~(PAQ)eTlel'u{—-P,-Q}éLQC-valido, entdd" eLQC-vé-
lido.
(vi) Se-~(PvQ) eI, I'u{-P}el' U {-Q} saoLQC-validos, entdo
I' éLQC-vélido.]
(vii) Se—-—P eI el'U{P} éLQC-valido, entdd" € LQC-valido.
(vii) SeP—Qel,I'U{P,—Q}el’ U{-P,Q} sdoLQC-validos, entdo
[’ éLQC-valido.
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(ix) Se-(P—Q)el, [U{P,Q}el'U{-P,-Q} sdoLQC-validos,
entaol” é LQC-valido.

Prova: E analoga a prova do lema 5.2.3, porém é concernente a semantica
deLQC. c.qg.d.

6.2.8 Lema:Sec é uma constante ndo ocorrendo Bnentao as seguintes
proposicdes sao equivalentes:

o ly(VXP)=v;

e I(c|d)y(P(x|c)) = v, para todd € A.

6.2.9 Lema:As seguintes proposi¢cdes sao validas:

(i) SevxP eT,cnéo figuraenl el U {P(x|c)} €LQC-valido, entdo

I' éLQC-valido.
(i) SedaxPeT, ty,...t, sdo termos fechados B U {P(X|t1),... P(X|t,)}
€ LQC-valido, entad” € LQC -valido.
(i) 1y (=vYXP) =1y (Ix-P).
(iv) Iy (—=3xP) =1y (vx-P).
Prova de (i).
Suponha que¥xP” € I', I' U {P(x|c)} € LQC-valido, ondec néo figura
emlI’.
Sejal = (A, 0, s) umaLQC-interpretacao.
. oq = o(cld)
Para cada € A, conadere{
I, =1(c|d)

Iy (VX P) = min{l(x|d)y(P) | d € A } = min{l(X|o4(c))y(P) |d € A }, dai
pelo lema 3.7.18,, (VX P) = min{l ;(X|o4(c))y(P) | d € A }.
Como o(c) = (Iy)p(c), e pelo lema 3.7.13, segue-se dquévxP) =
min{ (1) (P(X|o4(c)) | d € A }.
Comol' U {P(x|c)} éLQC-valido, temos quel ()y (P(x|c)) = v, para todo
d € A, dondel (VX P) = v, e portantd” € LQC-valido.
Prova de (ii):
Suponha que3dxP” € I' eI" U {P(x|ty),...P(X|t,)} € LQC-valido, onde
ty,...f,, sao termos fechados.
Sen =0, entdd" U {P(X|ty),...P(X|t,)} =T, e dail’ € LQC-valido, e dai
iIremos supor, no resto desta prova, queO0.
Dada umd.QC-interpretagéd = (A,0,s), temos qué satisfaz pelo menos
uma férmulaR del" U {P(x|ty),...P(X|t,) }.
SeR €T, entdol obviamente satisfaz pelo menos uma formuld'de
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SeR ¢ T, entdoR éP(x|t;), paraalgum £ {1,...,n}, dondd y (P(x|t;)) = v,
e dai pelo lema 3.7.13, temos qu&|l p(t;))v(P), e daily(IxP) = v, e
portantol’ é LQC-valido.

Prova de (iii):

I (=VXP) # 1, (vxP). (1)

Iy (VX P) =min{l(x|d)y(P) | d € A}. (2)

Iy (3x=P) = max{l(x|d)y(—-P) |[d € A}. (3)

min{l(x|d)y(P) | d € A} # max{l(x|d)y(-P) | d € A}. (4)

De (2), (3) e (4), temos queg (IX—P) # Iy (vxP). (5)

De (1) e (5), temos qui, (=YX P) = | ,(Ix—P).

Prova de (iv).

Iy (—=3xP) # 1,(3xP). (1)

ly(IxP) = maxX{I(x|d)y(P) |d e A}.  (2)

Iy (VX=P) = min{l (x|d)y(=P) |d € A}. (3)

max{l(x|d)y(P) | d € A} # min{l(x|d)y(—P) |d € A}. (4)

De (2), (3) e (4), temos queg (X P) # 1, (vx—P). (5)

De (1) e (5), temos quie, (—3IX P) = 1, (¥X—P). c.q.d.

6.2.10 Lema:Dada uma sequéncia(),; de desenvolvimento de tablos
em STD*, para cadar € |, sen>0eT, € LQC-valido, entaol,,_; &

LQC-vélido.

Prova:

E analoga a prova do lema 5.2.4, porém usando os lemas 6.2.7 € 6.2.9 no
lugar do lema 5.2.4. c.qg.d.

6.2.11 Lema:Todo tablé fechado eif8TD* é LQC -valido.

Prova:

E analoga a prova do lema5.2.5, porém é concernente & semantica
deLQC. c.q.d.
6.2.12 Teorema: STD é correto com respeitol2QC.

Prova:

Basta aplicar os lemas 6.2.6, 6.2.10 e 6.2.11. c.qg.d.

6.2.13 Corolario: Se existe um tabld direto fechado p&tam STD*,

entaoP é LQC-valido.

Prova:

Basta aplicar o teorema 6.2.12 e a definicao de correcao de um sistema de
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tablés com respeito a uma dada logica. c.qg.d.

6.3 Prova da Completude de STD*

A prova da completude pa&I'D* com respeito 8QC segue as condi¢cOes
gerais de completude estabelecidas no capitulo 4.

6.3.1 Lema:Todo ramo exaurido aberto eBTD* é LQC -invalido.
Prova:
Para provar este lema, basta mostrar que existe uma interpretacao cuja va-
loracéo atribui o valor veritativbas formulas de um ramo exaurido aberto.
Sejap um ramo exaurido aberto eBTD* eI a sua colecao de formulas.
SejaL a menor linguagem paaQC que contém todas as constantes,
sinais funcionais e sinais predicativos €m
Sejal = (A, 0, s) umaLQC-interpretacdo para definida por:

() A éacolecao de todos os termos fechadot.em

(i) o(c)="“c”
(i) o()(ty,...t,) =“f(ty,...£)";
(iv) (t,...t,) € o(p) se, somente sepfty,...t,)" €T

(v) s(x) =“x", para qualquer variave.
Provaremos, por indugéo sobre o niumero de ocorréncias de conectivos e

guantificadores erR, as seguintes propriedades.
e SeP eI, entdal (P) =T.
e Se—-P e T, entédad(P) =v.

Caso ) P € uma formula atdmica da fornt;,...t,):
e SeP e T, entaop(ty,...t,) €T,
Dai, por (iv),(ty,...t,) & a(p).
Logoly(p(ty,...1,)) =f, portantol (P) =T.
e Se—P e T, entdo—p(ty,...t,) € I', e daip(ty,...t,) € I
Dai, por (iv),(ty,...t,) € a(p).
Daily(p(ty,...1,)) = v, e dail (p(ty,...1,,)) = V.
Logo Iy (—p(ty,...t,)) =f, portantol ,(—P) =T.
Casoi) Pédeumadasform&d— R,ouQ A R,ouQ Vv R, ou—(Q — R),
ou—-(Q AR),ou—(Q VR),——Q,o0uQ <« R, ~(Q «~ R).
Para este caso, a prova € analoga ao trecho correspondente da prova do
lema 5.3.1.
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Caso iii) P € da formavx Q:

e SeP c I, entdo ¥xQ” € I', e dai existe uma constard@ao figurando
emQ tal queQ(x|c) € T.
Por hipotese de indugéo e pelo lema 3.7.¢8Q(x|c)) = I (X|c)y(Q),
dondel(Vx Q) =f, portantol (P) =f.

e Se—P e T, entdo “VxQ” € I', daidx—Q € I', donde, para qualquer
termo fechadd emI", Q(x|t).
Por hipotese de inducéo, temos que, para qualquer termos fedreados
[ 1y (Q(x|t)) = v, e dai pelo lema 3.7.13(x|t)1(Q) = v, para qualquer
termo fechadd emTI’, e portantd (Vx Q) = v, ou seja) (P) = v.

Caso iV) P é da formadx Q:

e SeP eI, entdo IxQ” € I, e daiQ(x|t) € I', para todo termo fechado
temlI.
Por hipotese de inducaly; (Q(x|t)) =f, para todo termo fechademT".
Logo,ly(3xQ) =1, ou seja) (P) =1.

e Se—-P eI, entdo “-IxQ” € I', daivVx—Q € I', donde para alguma
constantes ndo figurando en®, —Q(x|c) € T.
Por hipotese de inducéo, temos du€Q(x|t)) = v, donde, pelo lema
3.7.13, temos qué(x|c)y(Q) = v, e portantol(IXQ) = v, ou seja,
|V(P) =V.

Caso ) P é da forma-vx Q:

e SeP eI, entdo “Vx Q" € I', dai segundo o raciocinio feito na prova
da segunda proposicao para o caso, (temos qud (VX Q) = v, dai
I (=Vx Q) =f, e portantd (P) =T.

e Se—-Pel, “--¥xQ"” € I', daivVxQ € I', donde, segundo o raciocinio
feito na prova da primeira proposicao para o caisp (emos que
I (vX Q) =1, daily(=Vx Q) =v, e portantd (P) = v.

Caso vi P é da forma-3x Q:

e SeP eI, entdo “3IxQ” € I', dai segundo o raciocinio feito na prova
da segunda proposicdo para o casg, {emos que(Ix Q) = v, dai
I (—-3x Q) =1, e portantd (P) = 1.

e Se—-P e, entdo “—-IxQ” € I' , daidxQ € I', donde, segundo o
raciocinio feito na prova da primeira proposi¢cao para o ca3ptémos
quely(3Ix Q) =1, dail ,(—-3x Q) = v, e portantd y/(P) = v. c.q.d.

6.3.2 Lema:SeP éLQC-valido, entdo o tabl6 inicial pafaéLQC -valido.
Prova:

Suponha qu® é LQC-valido, e sejal( o tabld inicial paraP.

Por definicdo,T, possui um unico no cuja colegéo de formulagR2},
ondeP’ é obtido deP instanciando todas as suas variaveis livres por cons-
tantes e eliminando todos os seus quantificadores vacuos.
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ComoP é LQC-valido, temos que, pelo corolario 6.2.4 e pelo lema 6.2.5,

P’ é LQC-valido, dondeT, € LQC -valido. c.qg.d.
6.3.3 Teorema: STD é completo com respeitolZ)C.

Prova:

Basta aplicar os lemas 6.3.1 e 6.3.2. c.q.d.

6.3.4 Corolario: SeP é LQC-valido, entéo toda sequiéncia de desenvolvi-
mento completa de tablés padPeem STD* termina com um tablé fechado

paraP emSTD".

Prova:

Basta aplicar o teorema 6.3.3 e a definicdo de completude de um sistema
de tablés com respeito a uma dada légica. c.qg.d.

6.3.5 Corolario: As seguintes proposi¢coes sao equivalentes:

e PEéLQC-valido;

e toda sequéncia de desenvolvimento de tablés Paa STD* termina
com um tabl6 fechado paRem STD*;

e existe um tablo fechado paPeem STD*.

6.4 Exemplos

6.4.1 Notacdo:Usaremos também aqui, da mesma forma que foi especi-
ficada na péagina 55, o sinal-” para indicar quando um dado ramo é
fechado en8TD*, e o sinal 1" para dizer que um ramo é aberto &nD".

6.4.2 Exemplo com uma férmula valida em LQC

O desenvolvimento de um tabl6é por prova direta, exposto na figura 6.5,
para a formula ¥x(px — gx) — (vX px — ¥xgx)” ndo obedeceu nenhu-

ma ordem pré-definida, porém fez-se uso de uma ordem mais adequada
para obter o fechamento dos ramos mais rapidamente. Assim, obtive-
mos um tablé fechado para a referida formula, portanto temos que
“VX(px — gx) — (VXpx — ¥xgx)” é uma tese enLQC, ou seja,

VX(pX — gX) — (VX pX — VX QgX).

LQC
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Vx(px—}qxll—) (Yxpx >vxqgx) VvV
Aavx(px—>=>qx) ¥V

|
Wapx >W¥xqgx ¥V
|
Ax(px—=q9gx) W
[

vk px ¥V
|

Yxqgx W

EIXI—IpX v

A= L
|
_'TC"
dx "px

_'(pc:.!? qC1) g
dAx(px—=>9x)

Pca Tcq
Mt M

Figura 6.5: Exemplo com uma formula vélida &QC

6.4.3 Exemplo com uma férmula invalida em LQC

Cada ramo exaurido aberto de um tablo para uma formuBHDi da uma
interpretacdo para a qual todas as férmulas do ramo sao falsas, e portanto
a formula inicial ndo . QC-valida. A figura 6.6 exibe o tablo final de
uma seqléncia de desenvolvimento complet&diD*, o qual possui dois
ramos exauridos abertos. Dai podemos concluir, com base no teorema
6.3.3, que a formulaZx(px — gx) — (IX px — VX gx)” ndo € valida em

LQC, isto é,7e=TX(px — gx) — (IX px — VX gX).




Ax(px = gqx) = (Axpx > v¥xgx) ¥
= Ix{px I—)qx) v
Axpx —I)qux v
VX (px % qx) Vv

= dx px ¥
I
‘v’qu‘#"

|
= (pc1 Tv qci) Vv

VXpx v

///,\

P —qge1
q'l:z qli:2

T pc3 =1pc3

Figura 6.6: Exemplo com uma férmula invalida €QC
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

No presente trabalho foram dadas certas condi¢cOes gerais que um sistema
de tablds, por prova direta, deve satisfazer para que o mesmo seja correto
e completo com respeito a uma dada logica munida de uma semantica de
valoracoes.

Construimos também sistemas de tablés para a légica classica nos
niveis proposicional e quantificacional, segundo o método de prova direta,
satisfazendo as condi¢cdes gerais de correcdo e completude.

A nossa principal motivacao reside no fato de que todas as referén-
cias por nés consultadas classificam o método dos tablés (e o0 método da
resolugao) como um procedimento de prova por refutacao, o que descobri-
mMos né&o ser verdade.

Em “Nocdes Basicas de Teoria dos Conjuntb$oram especifica-
dos alguns conceitos que possibilitaram uma definicdo formal de arvore e
seus elementos. Através dessa abordagem foi possivel fixar um tablé como
uma arvore de formulas.

Em “A Logica Classicd vimos conceitos relacionados a linguagens
e a semanticas de valoracdes, direcionados posteriormente para 0s niveis
proposicional e quantificacional da logica classica.

Em “O Método dos Tablés$ foram definidos sistemas de tablés em
um ambiente abstrato, ou seja, de forma independente do dominio de apli-
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cacao. Posteriormente mostramos como tal idéia pode ser utilizada para a
concepcao de sistemas de tablés condizentes com a prova direta. Nos dois
capitulos seguintes, aplicamos este método para a definicdo de sistemas de
tablos diretos para as logicas proposicional e quantificacional classica, e
mostramos que ambos satisfazem as condi¢cfes gerais de correcdo e com-
pletude formuladas anteriormente.

Esperamos que este trabalho tenha rompido com o dogma implicito
na crenca da comunidade cientifica e académica de que o método dos ta-
blés é vinculado a refutacao.

Entre as linhas futuras de pesquisa que podem provir deste trabalho,

destacamos as seguintes:

e As condicOes gerais de correcdo e completude aqui apresentadas sao
suficientes. Uma questao imediata que surge € se as mesmas sao tambem
necessarias.

e Divisamos a possibilidade de construcao de sistemas de tabl6s por prova
direta para diversas logicas nao classicas, entre elas certas l6gicas para-
consistentes e/ou paracompletas.

e Condicdes gerais de correcdo e completude também podem ser formu-
ladas e demonstradas para sistemas de tabl6s baseados em refutacéo.

e E possivel definir, de forma abstrata, sistemas de resolucdo, bem como
formular e demonstrar condi¢gdes gerais de correcao e completude dos
mesmos, tanto para prova direta como para refutacao.

e E possivel construir sistemas de resolucg&o por prova direta ou por refu-
tacado, tanto para a légica classica, como para diversas légicas néo clas-
sicas.

e Diversas estratégias que incrementam a eficiénci@Tde e deSTD*
podem ser adotadas.
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