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Abstract. The present work is a proposed refinement of the traditional
tableaux method, aiming to decrease the number of nodes in decision trees
and to increase the probability of obtaining decisive cases for a larger number
of cases. For this, we specify and implement an algorithm that is based on the
traditional tableaux method for classical logic. The new algorithm requires a
procedure for the control of repetition of universal formulas in a given branch
during the addition of new terms.

Resumo. Este trabalho apresenta um refinamento ao método dos tableaux, tal
como tradicionalmente apresentado, visando diminuir o nimero de nds das
drvores de prova e aumentar a probabilidade de obtengdo de respostas para
um niimero maior de problemas. Para isto epecificou-se e implementou-se um
algoritmo baseado no método tradicional dos tableaux para a logica cldssica.
O novo algoritmo recorre a um procedimento para controlar a repeticdo de
formulas universais em um dado ramo, durante a adi¢cdo de novos termos.

1 Introducio

z

Um dos ramos da Inteligéncia Artificial é o raciocinio automdtico. Raciocinio
automatico € a simulagdo mecénica do processo de pensar, que € realizado pelo homem.
A importancia do raciocinio automético estd no fato de liberar o homem de processos
repetitivos, rotineiros e estafantes, para que ele se dedique a tarefas que necessitem de
um certo nivel de criatividade, atualmente, um tanto quanto distantes da maquina.

E possivel realizar a simulacio de uma dada forma de raciocinio através da
escolha e/ou modelagem de uma légica e da especificacio de um método de prova
automatico para tal 16gica, que melhor reflitam esta forma de raciocinio. Neste trabalho
a légica quantificacional € utilizada para representacdo do conhecimento e o método dos
tableaux ¢ utilizado como algoritmo de prova.
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A automatizacdo do raciocinio lida com dois obstdculos basicos, que direcionam
a evolucdo deste campo de pesquisa: crescimento explosivo do espaco de busca e
processamento perpétuo para dados que deveriam fornecer respostas negativas.

Atendendo a estas duas demandas, especificou-se, neste trabalho, uma forma de
refinamento para o método dos tableaux, visando diminuir ao maximo a proliferacdo de
dados intermedidrios e evitando processamento perpétuo de certos tipos de problemas.
Tal refinamento é realizado sobre o Método dos Tableaux Tradicional, a seguir.

2 O Método dos Tableaux e um Sistema de Tableaux Tradicional

O sistema de tableaux, conforme [Reeves 1983], ¢ um método de prova por refutacio,
no qual prova-se um teorema pelo insucesso na tentativa de construcdo sistemadtica de
um modelo para a sua negacdo. Originalmente, o método verifica a impossibilidade da
satisfacdo da negacdo de uma determinada férmula.

A seguir € definido o sistema de tableaux tradicional para a ldgica
quantificacional classica, chamado aqui de Sy, tal como encontrado habitualmente na
literatura existente, por exemplo, em [Revees 1983] e [Buchsbaum & Pequeno 1990].

A linguagem inicial de Sy é uma linguagem de primeira ordem fixa, denotada
por Ly. A linguagem de trabalho de Sy € uma extensdo de Ly, denotada por L;, obtida de
Ly, acrescentando-se uma infinidade de novas constantes ao alfabeto.

A funcdo de inicializacdo de Sy, denotada por Iy, associa a cada cole¢do I" de
férmulas de Ly um tableau com um tnico ramo sem formulas marcadas, cujas férmulas
sdo obtidas de I" substituindo-se todas as varidveis livres de I" por novas constantes e
retirando os quantificadores vdcuos das férmulas de I'.

O critério de fechamento de Sy € uma fungio, denotada por F, que associa a um
dado ramo p em L; a palavra fechado se p possui duas férmulas P e =P, onde P ¢
congruente a P’, e a palavra aberto caso contrario.

A colecdo de regras de Sy, denotada por Ry, é composta das onze regras dadas
pela Figura 1.

Regra —P RegraP — Q Regra PAQ RegraPv Q Regra 3x P Regra Vx P
—P P—)Q P/\Q P\/Q Ix P vx P
| /N | VAN | [
P -P  Q P P Q P(x/c) P(x/t,)
|
Q P(x/t;)
|
Vx P
Regra —(P - Q) Regra (P A Q) Regra —(PvQ) Regra —3dx P Regra —Vx P
(P — Q) “(PAQ) —(Pv Q) —3x P —Vx P
I /N I | |
P -P —=Q -P Vx —P Ix =P
I I

Figura 1: Regras de Expansao dos Ramos para o Sistema de Tableaux Tradicional.
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Na colecdo de regras, mostrada na Figura 1, a constante ¢, da expressdo P(x/c),
escrita na regra para férmulas existenciais, € a primeira constante em L; que nio figura
no ramo considerado. E os termos ty,..., t,, das expressdes P(x/ty), ..., P(x/t,), escritos
na regra para férmulas universais, sdo todos os termos fechados t; (i = 1, ...,n) do ramo
considerado, tais que Vx P ainda nfo tenha sido instanciado para t;.

3 Refinamento ao Sistema de Tableaux Tradicional

O refinamento ao método dos tableaux, aqui proposto, tem como principal objetivo a
construcdo de um Sistema de Tableaux para Evitar Repeticdes Desnecessarias de
Férmulas Universais nos Ramos das Arvores de Prova (S1). Além disso, este
refinamento prioriza a expansdo de férmulas que n3o abrem novos ramos (férmulas
conjuntivas) e existenciais sobre os demais nos.

O método tradicional, apresentado no tdpico anterior, ndo se preocupa com a
repeti¢do, eventualmente desnecessdria, das formulas quantificadas universalmente. J4
no refinamento atual é dado um tratamento a esta questdo, considerando-se o fato de
que ndo existe a necessidade de que se repita uma férmula universal, instanciada para
todos os termos fechados de um determinado ramo, se ndo houver a possibilidade de
que novos termos surjam neste ramo. Esta possibilidade € acusada pela ndo ocorréncia
futura no ramo de féormulas quantificadas existencialmente (férmulas sob escopo de um
quantificador existencial), bem como pela ndo ocorréncia futura de férmulas que
contenham varidveis sob o escopo de sinais funcionais.

A modificagdo realizada neste refinamento altera principalmente a regra para
férmulas universais de Sy, apresentada na Figura 1 que, em S;, deverd ser como segue:

Regra Vx P - Acrescentam-se os nds com as férmulas P(x/t;), parai=1,..., n, para as
quais P(x/t;), a menos de congruéncia, ndo ocorre no ramo. Repete-se o
nodo com a férmula Vx P, somente quando existir no ramo uma férmula
Q, de um nodo ndo marcado, tal que Q propague novos termos no ramo
em questdo, do modo como serd definido a seguir.

Assim, apdés a inser¢do das férmulas obtidas pela instanciagdo da foérmula
universal para os termos fechados do ramo, o procedimento varre este ramo em busca
de férmulas que possibilitem o aparecimento de novos termos. Se existir no ramo pelo
menos uma férmula que propague novos termos, a formula quantificada universalmente
deve ser repetida neste ramo.

O procedimento de classificacdo das férmulas pertencentes a um ramo quanto a
propagacao de novos termos € especificado através das definicdes realizadas a seguir.

3.1 Definicao: As cldusulas abaixo definem recursivamente as fungdes fy e f5:
o fy(x, p(ty,..., tn)) =0

f5(x, p(ty,..., tn)) =0

fv(x, —|P) = fg(x, P)

fg(x, —|P) = fv(x, P)

fo(x, P - Q) = max {f5(x, P), fv(x, Q)}

fa(x, P — Q) = max {fy(x, P), f5(x, Q)}

fv(x, P A Q) = max {fv(x, P), fv(x, Q)}
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fv(x, Vy P) =1 se, e somente se, x é livre em P
fa(x, Vy P) =f3(x, P)
fy(x, dy P) = fy(x, P)
fa(x, dy P) =1 se, e somente se, x € livre em P

e f3(x, PAQ)=max {fax, P), f3(x, Q)}
o fy(x, P v Q)=max {fy(x, P), fv(x, Q)}
e f3(x, PvQ)=max {fax, P), f3(x, Q)}
e fylx,VxP)=0
e f5x,VxP)=0
e fylx,dxP)=0
e fyx,IxP)=0

A fungdo fy foi construida de modo que fy(x, P) = 1 se, e somente se, P possui
uma subférmula fora do escopo de x, que gera uma férmula universal, cuja varidvel
quantificada € distinta de x e em cuja matriz x € livre. Nos outros casos, fy(x, P) = 0.

Da mesma forma, f5(x, P) = 1 se, e somente se, P possui uma subférmula fora do
escopo de x, que gera uma formula existencial, cuja varidvel quantificada € distinta de x
e em cuja matriz x € livre. Nos outros casos, f3(x, P) = 0.

3.2 Definicao: A funcdo esf (sigla tirada da expressdo “escopo de sinal funcional”) é
definida como segue:

1, caso x possua uma ocorréncia livre em P no escopo de um
e esf(x, P) =< sinal funcional;
0, caso contrdrio.

3.3 Definicao: As cldusulas abaixo definem recursivamente as func¢des tu (sigla tirada

da expressdo “tipo universal”) e te (sigla tirada da expressdo “tipo existencial”):
e tu(p(ty,..., tn)) =0

te(p(ty,..., ty)) =0

tu(—P) = te(P)

te(—P) = tu(P)

tu(P — Q) = max {te(P), tu(Q)}

te(P — Q) = max {tu(P), te(Q)}

tu(P A Q) = max {tu(P), tu(Q)}

te(P A Q) = max {te(P), te(Q)}

tu(P v Q) = max {tu(P), tu(Q)}

te(P v Q) = max {te(P), te(Q)}

tu(Vx P) = max {f3(x, P) + 1, esf(x, P) + 1, tu(P)}

te(Vx P) = te(P)

tu(dx P) = tu(P)

te(dx P) = max {fy(x, P) + 1, esf(x, P) + 1, te(P)}

Interpretando os valores obtidos para a funcio tu, observa-se que tu(P) =2 se, e
somente se, P gera uma férmula da forma Vx Q, tal que Q possui uma subférmula fora
do escopo de x em Q, que gera uma férmula existencial, cuja varidvel quantificada é
distinta de x e em cuja matriz x € livre, ou P gera uma férmula da forma Vx Q, tal que x
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possui uma ocorréncia livie em Q no escopo de um sinal funcional. tu(P) = 1 se, e
somente se, P gera uma foérmula universal que nido se enquadra nos dois casos
anteriores. tu(P) = 0 se, e somente se, P ndo gera férmula universal.

Através da definicdo de te, é possivel observar que te(P) = 2 se, e somente se, P
gera uma férmula da forma 3x Q, tal que Q possui uma subférmula fora do escopo de x
em Q, que gera uma férmula universal, cuja varidvel quantificada € distinta de x e em
cuja matriz x € livre, ou P gera uma férmula da forma 3x Q, tal que x possui uma
ocorréncia livre em Q no escopo de um sinal funcional. te(P) = 1 se, e somente se, P
gera uma férmula existencial que ndo se enquadra nos dois casos anteriores. te(P) = 0
se, e somente se, P ndo gera férmula existencial.

3.4 Definicao: As clausulas abaixo definem a fun¢do de propagagdo de termos pt:

2, caso tu(P) = 2;
e pt(P)= )1, casotu(P)#2ete(P)=#0;
0, caso tu(P) #2 e te(P) = 0.

A busca por férmulas que propaguem termos ocasiona o aparecimento de uma
classificacdo destas férmulas em trés categorias: féormulas que ndo propagam termos
(pt(P) = 0), férmulas que propagam termos temporariamente (pt(P) = 1), e formulas
que propagam termos indefinidamente (pt(P) = 2).

3.5 Definicao: Diz-se que uma férmula P propaga novos termos se, e somente se, pt(P)
#0.

E proposto abaixo um teorema relacionando com a ultima definicdo, com o
conceito de geracdo de férmulas por férmulas em um tableau.

3.6 Teorema: Sendo P uma férmula de um nodo de um tableau T, tem-se que P
propaga novos termos se, ¢ somente se, existe uma férmula Q possuindo um termo que
ndo figure em T, tal que P gere Q em T com respeito a S, onde S podera ser tanto o
sistema de tableaux tradicional como o refinamento ao sistema de tableaux tradicional.

Logo, em ramos que possuem ao menos uma férmula que propague termos
indefinidamente, a repeticdo das férmulas quantificadas universalmente sempre
ocorrerd. J4 em ramos que ndo possuem férmulas que propaguem termos
indefinidamente, e possuem uma ou mais férmulas que propaguem termos
temporariamente, a repeticdo das formulas quantificadas universalmente serd realizada
até que aquelas formulas sejam suficientemente expandidas, deixando de existir no
ramo férmulas que propaguem termos temporariamente, cessando nesta altura a
propagacdo de novos termos. Em ramos que possuem somente férmulas que ndo
propaguem termos, ndo se efetuard a repeticdio das férmulas quantificadas
universalmente.

Este refinamento permitird conclusdes negativas para uma série de casos
anteriormente indecidiveis pelo método tradicional.
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4 Exemplo de Prova Usando o Sistema de Tableaux Tradicional para Loégica
Classica e o Sistema de Tableaux com Tratamento para Evitar Repeticoes
Desnecessarias de Formulas Universais

Para demonstrar as diferengas entre o Sistema de Tableaux Tradicional (Sp) € o Sistema
de Tableaux com Tratamento para Evitar Repeti¢des Desnecessdrias de Férmulas
Universais (S1), proposto aqui, sdo apresentados nas Figuras 2 e 3 o comportamento de
cada um destes dois sistemas, em relacdo a um mesmo problema:

Vx Px, 3x (Px v Qx) = —(Sx v Rx)) ——VxSx

V1) Vx Px

V2) 3x ((Px v Qx) = —(Sx v Rx))

‘/3) —VxSx

V4) Pc,

V5) Vx Px

V6) ((Pcy v Qcz) — —(Sea v Rew))

\7) VxSx

\/8) PC2

‘/9) Vx Px

V10) = ((Pca v Qcz)  V14) —(Sc, v Rey))

11) Scy 14)Sc,
12) S(‘L |15) Scy
13) Vx|Sx 16) VxSx
17) Vx |Px lS)Vx Px
19)— PLZ 2|0) —Sc,
X X

Figura 2: Arvore de Prova — Método dos Tableaux Tradicional

Em ambos os casos, os nds 1, 2 e 3 representam a arvore inicial para o
desenvolvimento do tableaux, e cada nodo é marcado com um v , indicando que ja foi
processado, ou expandido, se a expansdo € possivel.

V ENIA
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V1) Vx Px

V2) 3x ((Px v Qx) = —(Sx v Rx))

V3) = —VxSx

\4) Pc,

V5) Vx Px

V6) ((Pc, v Qcy) — —1(Scs v Rey))

\7) VxSx

\/8) PC2

V9) = ((Pcy ‘v Qcy)  V10) —(Scs v Rey))

11) Sc; 13)Sc;
12) S 14) Sc,
15)= Pc, 16) =Sc,
X X

Figura 3 Arvore de Prova — Tratamento para Evitar Repetices
Desnecessarias de Féormulas Universais

No método tradicional, Figura 2, quando uma férmula universal é processada
todas as instincias da formula sdo adicionadas a todos os ramos onde ela ocorre; a
férmula universal € repetida; e a expansdo continua para o préximo nodo.

No método para evitar repeticdes de formulas, mostrado na Figura 3, quando o
algoritmo processa uma férmula universal, ele verifica a possibilidade de novos termos
surgirem no ramo em questdo. No exemplo, quando o algoritmo processa o nodo 3, isto
resulta na instanciagdo da formula universal para as constantes presentes no ramo. O
algoritmo entdo verifica que ndo existem formulas que propagam novos termos neste
ramo, constatando que a repeticdo da férmula universal é desnecessdria. O mesmo
ocorre com 0 nodo 6.

5 Resultados Obtidos Pelo Sistema Implementado

O sistema de tableaux descrito anteriormente foi implementado na Linguagem LISP,
através da ferramenta Alegro CL, Verséo 5.0. A utilizacdo da linguagem LISP permitiu
a escrita direta e elegante das defini¢des realizadas ao longo do tdépico 3. Para
verificacdo inicial dos resultados obtidos através dos sistemas foram testados para os
problemas de 1 até 42, extraidos de [Pelletier 1986]. Os resultados obtidos pelo sistema
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para evitar repeticdes desnecessdrias de férmulas universais (S;) sdo comparados com
os resultados obtidos através de dois outros sistemas: o Sistema de Tableaux Tradicional
(So); e Sistema de Tableaux com Unificagdo (S3), encontrado em [Fendt & Buchsbaum
2001], que usa procedimento de unificagdo, comumente utilizado no método da
resolug@o. A principal diferenca de S3 em relagdo aos outros sistemas (Sy, S;) € que a
instanciacdo de uma férmula universal € realizada somente para aqueles termos
interessantes ao fechamento do ramo em questao.

Tabela 1: Resultados dos Sistemas Implementados

Nimero de nds da arvore de refutacdo obtidos pelo
Sistema de Sistema para Evitar | Sistema de Tableaux
Problema Tableaux Repeti¢des com Unificacdo (S3)
Tradicional (Sg) Desnecessarias de
Férmulas
Universais(Sy)
P1 20 20 20
P2 12 12 12
P3 6 6 6
P4 19 19 19
P5 16 15 15
P6 3 3 3
P7 4 4 4
P8 6 6 6
P9 24 18 18
P10 32 28 28
P11 9 9 9
P12 174 144 144
P13 39 39 35
P14 54 48 48
P15 18 16 16
P16 6 6 6
P17 60 60 60
P18 17 17 14
P19 139 139 121
P20 - - 91
P21 60 42 49
P22 51 43 43
P23 31 30 31
P24 284 111 145
P25 66 52 59
P26 - - 6818
P27 234 74 81
P28 - 172 142
P29 6985 2660 110
P30 72 57 57
P31 37 26 30
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P32 597 426 583
P33 879 182 184
P34 - 2290 971
P35 43 38 35
P36 - - -
P37 - - -
P38 254 208 191
P39 13 10 11
P40 2483 2207 445
P41 - - -
P42 45 44 39
P43 - - -
P44 3475 2867 223
P45 - - 4525

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos pela aplicacdo dos sistemas de tableaux
apresentados no presente trabalho (Sy e S;), além do sistema (S3) encontrado em [Fendt
& Buchsbaum 2001] sobre os problemas acima propostos. O nimero maximo de nds
permitidos para a drvore de refutagdo foi 10.000 (dez mil). As lacunas da tabela que
estdo preenchidas com um travessdo representam os problemas para os quais o sistema
correspondente ndo obteve resposta diante do limite estabelecido acima.

Nos problemas de P1 até P18 o nimero de nés permaneceu praticamente
inalterado para qualquer um dos sistemas de tableaux. Isto ocorre devido ao fato destes
problemas possuirem somente férmulas da légica proposicional, isto é, ndo ocorrem nos
ramos das arvores de prova, férmulas quantificadas universalmente ou existencialmente.

Os casos onde nenhum dos sistemas de tableaux encontrou resultados sdo
aqueles onde existem férmulas quantificadas universalmente que geram férmulas
quantificadas existencialmente.

Baseado nos dados da tabela 1 € possivel observar que S; produziu drvores com
um nimero menor de nds (P9, P10, P12, P14, P15, P21 até P25, P27 até P29, P31 até
P35, P38 até P40), bem como, o nimero de problemas solucionados aumentou (P28.,e
P34), em relagdo ao sistema tradicional, Sy. Este fato ocorreu devido a nio repeticdo
irrestrita de férmulas universais, o que ocasiona instanciacdes desnecessdrias (ndo
contribuem para o fechamento do ramo sendo expandido) destas formulas universais;
bem como, para problemas com resposta negativa, o que ocasiona 0 processamento
perpétuo dos sistemas. Porém S; apresentou um desempenho inferior ao sistema S;
(com unificacdo), principalmente em problemas com grande proliferacio de dados
intermedidrios (P29, P34, P40, P44), fato completamente previsivel, pois o sistema com
unificacdo usa um processo elaborado para instancia¢io das formulas universais.

Por fim, vale ressaltar que esta bateria de testes serviu apenas para uma breve e
inicial verificacdo de resultados, salienta-se a necessidade da realizacdo de testes para
um ndmero maior de problemas. Problemas estes, cujas caracteristicas sejam avaliadas
com um maior cuidado, no momento da andlise dos resultados obtidos.
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6 Conclusao

O presente trabalho teve inicio com a descri¢do de um sistema de tableaux tradicional
para a légica quantificacional cldssica (Sp), o qual serviu de ponto de partida para o
desenvolvimento de um outro sistema de tableaux (S;), que evita a repeticdo de
férmulas universais desnecessarias nos ramos das arvores de prova.

O intuito deste trabalho foi que a modificacgéo, feita sobre o sistema de tableaux
tradicional para a logica quantificacional classica, resultasse na construcdo de arvores
com um nimero menor de nds, bem como na obtencdo de respostas para um numero
maior de problemas.

Apds a implementacdo, a realizacdo de alguns testes, e a comparacdo dos
resultados obtidos aqui com os obtidos por dois outros sistemas de tableaux, foi possivel
verificar, em alguns casos, a obtencdo do propdsito acima descrito. Assim, o sistema de
Tableaux com um Refinamento para Evitar Repeticdes Desnecessdrias de Férmulas
Universais obteve arvores de prova com nimero de nds inferior em relagdo ao Sistema
de Tableaux Tradicional, bem como solucionou um maior nimero de problemas.
Porém, comparando-se o sistema proposto aqui com um Sistema de Tableaux com
Unificagdo, proposto em [Fendt & Buchsbaum 2001], evidenciou-se a necessidade do
emprego de técnicas mais elaboradas, como a unificacdo, comumente utilizada no
método de resolucdo, para que os objetivos propostos fossem atingidos de forma
satisfatdria.
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