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Abstract

In this work one refinement is proposed on the tableaux method, aiming to
decrease the number of nodes of the proof trees, as well as to increase the possibility of
obtaining answers. For this a algorithm is specified, based on the traditional tableau
method for classical logic, which appeals to the unification procedure, commonly used
by the resolution method.
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Resumo

No presente trabalho propomos um refinamento sobre o método dos tableaux, tal
como tradicionalmente apresentado, visando diminuir o nimero de nés das arvores de
prova, bem como aumentar a possibilidade de obtencdo de respostas. Para isto
especificamos um algoritmo, baseado no método tradicional dos tableaux para a légica
classica, o qual recorre ao procedimento de unificacdo, comumente utilizado no método
da resolucéo.
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1 — Introducao

Podemos realizar a simulagcdo de uma dada forma de raciocinio através da
escolha e/ou modelagem de uma légica, e da especificacdo de um método de prova
automatico, parcial ou total para tal I6gica, os quais melhor reflitam aquela forma de

raciocinio.

Um método automatico de prova consiste na obtencdo de um algoritmo
sistematico que decida, da forma mais ampla possivel, quando uma dada férmula é
consequéncia l6gica de uma dada base de conhecimento. O presente trabalho trata de
algoritmos de automatizacdo do processo de raciocinio para a légica quantificacional
classica, e utiliza, como algoritmo de prova, 0 método dos tableaux.

A automatizacdo do raciocinio enfrenta dois obstaculos basicos, os quais
direcionam a evolucao deste campo de pesquisa:

19) todo algoritmo de automatizagdo, no decorrer do seu processamento, provoca, em
geral, um crescimento explosivo do espaco de busca, dai torna-se imperiosa a
descoberta de certos refinamentos que diminuam ao maximo a proliferacao de dados

intermediarios desnecessarios;

2°%) como o problema da prova automaética de teoremas é indecidivel, todo algoritmo de
automatizacdo esta sujeito a entrar em um processamento perpétuo para certos
dados que deveriam fornecer respostas negativas, dai sdo necessarios também
refinamentos que ampliem ao maximo 0s espacgos para 0s quais obtemos solucdes

decidiveis.

Atendendo a estas duas demandas, especificamos, neste trabalho, um
refinamento para o método dos tableaux, visando assim diminuir ao maximo a

proliferacao de dados intermediarios, bem como otimizar as possibilidades de obtencao



de respostas negativas. Tal refinamento faz uso do processo de unificagdo comumente
utilizado no algoritmo de resolugéo.

2- Sistema de Tableaux Tradicional para Légica Classica

O sistema de tableaux, cujos precursores foram Beth e, independentemente,
Hintikka [Reeves 1983], € um método de prova por refutacdo, no qual prova-se um
teorema pelo insucesso na tentativa de construcao sistematica de um modelo para a
sua negacao. Originalmente, o0 método verifica a impossibilidade da satisfacdo da

negacao de uma determinada formula.

A seqguir definiremos o sistema de tableaux tradicional para a logica
quantificacional classica tal como encontrado habitualmente na literatura existente,
como, por exemplo, em [Revees 1983] e [Buchsbaum & Pequeno 1990]. De agora em
diante chamaremos o sistema de tableaux que iremos progressivamente especificar
de So.

A linguagem inicial de Sp € uma linguagem de primeira ordem fixa, que notamos,
de agora em diante, por Lg. A linguagem de trabalho de Sp € uma extensao de Lo, a
qual notamos por L4, obtida acrescentando-se uma infinidade de novas constantes ao

alfabeto de L,.

A funcao de inicializacdo de Sy, a qual notamos por lp, associa a cada colecédo I'
de férmulas de L; um tableau com um Unico ramo sem férmulas marcadas, cujas
férmulas sdo obtidas de I' substituindo todas as variaveis livres de I" por novas

constantes e retirando os quantificadores vacuos das formulas de I'.



A colecao de regras de Sg, a qual notamos por Ry, € composta das onze regras
dadas pela Figura 1.
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Figura 1: Regras de Expansdo dos Ramos para o Sistema de Tableaux
Tradicional.

O critério de fechamento de Sp € uma funcéao, a qual notamos por F, que associa
a um dado ramo p em L, a palavra fechado se p possui duas formulas P e —P’, onde P

€ congruente a P’, e a palavra aberto caso contrario.

A constante ¢, apresentada na expressdo P(x/c) escrita na definicdo da regra
para féormulas existenciais na Figura 1, é a primeira constante em Ly que néo figura no

ramo considerado.

Os termos ty,..., tn, apresentados nas expressdes P(x/ty), ..., P(x/t,), escritos na
definicdo da regra para férmulas universais na Figura 1, sdo todos os termos fechados
ti (i=1, ...,0) do ramo considerado, tais que Vx P ainda nao tenha sido instanciado

para t;.



3 - O Sistema de Tableaux para Logica Classica Usando o
Método da Unificacao

O intuito da construcao deste sistema € trazer ao método um pouco mais da
intuicdo humana, que aparece quando o mesmo € executado com papel e lapis. O que
qualquer pessoa sensata, que utilize o método dos tableaux, faz, ao pér o mesmo em
pratica, € priorizar a expansao de férmulas que ndo abrem novos ramos(férmulas
disjuntivas), além de realizar instanciacées de formulas universais somente com

aqueles termos interessantes ao fechamento do ramo em questao.

Nesta modificacdo, realizada sobre o método dos tableaux, priorizamos a
expansao daqueles n6s que contém férmulas conjuntivas e existenciais sobre os
demais nés, e incluimos no algoritmo em questdo um procedimento de unificagdo, o
qual é uma expansao do algoritmo de unificacdo usado tradicionalmente nos métodos
de resolucdo, tal como apresentado, por exemplo, em [Lloyd 1987]; outras
apresentacdes deste algoritmo para o método da resolucao podem ser encontradas em
[Chang & Lee 1973], [Loveland 1978] e [Fitting 1990].

Encontramos em [Fitting 1990] um tipo de associacdo entre o método dos
tableaux e o procedimento de unificagdo diferente da maneira proposta aqui. Tal
método substitui variaveis quantificadas universalmente por variaveis livres, as quais,
ao serem substituidas por termos apropriados ao fechamento de determinados ramos,
geram novos tableaux, havendo uma relagdo de dependéncia entre distintos ramos
possuindo a mesma variavel livre. Propomos a associagao da unificagdo ao método dos
tableaux sem criar dependéncia entre os seus ramos, e sem necessidade de geracao
de mais de uma arvore de refutacao durante o procedimento de prova, mantendo, desta
forma, a caracteristica basica do procedimento, isto €, a geracdo de uma arvore de
refutacédo a partir de um tableau inicial através da aplicacao de regras.

O refinamento altera também o processo de construcao do tableau inicial, onde a

funcdo de inicializagcéo, além substituir todas as variaveis livres do conjunto inicial de
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férmulas por novas constantes e retirar os quantificadores vacuos de cada uma destas
férmulas, também realiza uma renomeacao de variaveis, de modo que variaveis sob
escopo de quantificadores diferentes possam ser mais facilmente identificadas. Isto é
feito para facilitar o processo de unificagao.

O processo de unificagdo modificado trata do ponto crucial desta alteracdo. No
momento da expansdao de uma férmula universal obtemos, através deste processo,
uma determinada lista de termos, que nos dird para quais termos a férmula universal
deve ser instanciada, e se existe a necessidade ou ndo de repeticdo desta férmula no

ramo em expansao.

Utilizamos uma série de conceitos relativos ao processo de unificacido, as quais
podem ser encontradas em [Lloyd 1987]. Basicamente, o algoritmo de unificacao
padrdao varre duas expressées que serdao unificadas da esquerda para direita,
pesquisando a primeira discordancia, isto €, diferenca entre essas duas expressoes. Se
uma das duas subexpressdes localizadas na primeira discordancia é uma variavel e a
outra expressdo nao contém esta variavel, entdo a designacdo da subexpressdo a
variavel é adicionada a substituicdo que esta sendo construida. As duas expressoes
sao instanciadas para a nova substituicdo e o processo é iterado. Se nenhuma das
subexpressdoes € uma variavel, ou se uma subexpressdao é uma variavel e a outra
contém essa variavel, entdo a unificagcdo falha e o algoritmo responde que as
expressdes ndo sao unificaveis. A unificacdo obtém sucesso se nenhuma discordancia
€ encontrada, isto é, se as duas expressdes originais, através das substituicdes,

tornaram-se idénticas.

Aqui o processo de unificacdo é executado entre duas férmulas atbmicas
assinaladas opostas, onde uma deve ser uma subférmula positiva e a outra deve ser
uma subférmula negativa. A primeira dessas duas féormulas atbmicas provém de uma
listas de férmulas atbmicas assinaladas extraidas da férmula universal e, a segunda
provém de uma lista de férmulas atbmicas assinaladas extraidas do ramo onde a
férmula universal figura. Abaixo definimos o que entendemos por subférmula positiva,
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subférmula negativa, férmula assinalada, lista de féormulas atémicas assinaladas de

uma férmulas, e lista de férmulas atémicas assinaladas de um conjunto de férmulas.

3.1 Definicao: Dizemos quando uma dada primeira féormula é uma subformula
positiva ou uma subformula negativa de uma dada segunda férmula através das
seguintes clausulas:
e P é subférmula positvade P,Q -P,PAQ,PvQ, QAP,QVvP,VxPe3ixP;
e P é subférmula negativade =P e P — Q;
e Se P é subférmula positiva de Q e Q é suférmula positiva de R, entdo P é
subférmula positiva de R;
e Se P é subférmula positiva de Q e Q é suférmula negativa de R, entdo P é
subférmula negativa de R;
e Se P é subférmula negativa de Q e Q é suférmula positiva de R, entdo P é
subférmula negativa de R;
e Se P é subféormula negativa de Q e Q é suférmula negativa de R, entao P é
subférmula positiva de R.

3.13 Definicao: x é uma variavel universal em uma féormula P se uma das seguintes
condicoes for satisfeita:

e existe uma subférmula positiva Vx Q de P tal que x € livre em Q;

e existe uma subférmula negativa 3x Q de P tal que x € livre em Q.
Em ambos os casos, todas as ocorréncias livres de x em Q sdo ditas ocorréncias

universais de x em P.

3.14 Definicao: x € uma variavel existencial em uma férmula P se uma das seguintes
condicoes for satisfeita:

e existe uma subférmula positiva 3x Q de P tal que x é livre em Q;

e existe uma subférmula negativa Vx Q de P tal que x é livre em Q.
Em ambos os casos, todas as ocorréncias livres de x em Q sdo ditas ocorréncias

existenciais de xem P.



3.15 Notacao: Usamos a letra n seguida de um numeral inteiro positivo como notacao
para aquilo que denominamos constantes existenciais, as quais usamos nNo Processo

de unificacdo para substituir as variaveis existenciais de uma férmula.

3.16 Definicao: Formula assinalada é um par cujo primeiro componente € um dos

sinais “+” ou “-”, e 0 segundo componente é uma féormula.

3.17 Definicao: Obtemos o que chamamos de lista de formulas atémicas
assinaladas de uma formula P através do seguinte processo:
19) separamos o conjunto A de todas as férmulas atémicas assinaladas (s, Q) tais que:
e ses="+", entdo Q é subféormula atdmica positiva de P;
e ses="" entdo Q é subférmula atbmica negativa de P;
2°) substituimos cada uma das ocorréncias existenciais de variaveis em P por novas
constantes existenciais em todas as formulas assinaladas de A, onde ocorréncias de
uma mesma variavel existencial sdo substituidas por uma mesma constante
existencial, e ocorréncias de diferentes variaveis existenciais sdo substituidas por

diferentes constantes existenciais, obtendo assim a lista desejada.

3.18 Definicao: Obtemos o que chamamos de lista de formulas atémicas
assinaladas de uma dada colecao I de formulas com respeito a uma primeira lista
€ de formulas assinaladas através do seguinte processo:
19) separamos o conjunto A de todas as formulas atdmicas assinaladas (s, Q) tais que:
e ses ="+’ entdo Q é subférmula atdmica positiva de alguma férmula de T;
e ses="" entdo Q é subférmula atbmica negativa de alguma féormula de T;
2°%) substituimos cada uma das ocorréncias de variaveis existenciais de alguma férmula
de I' por novas constantes existenciais, distintas das constantes existenciais que
ocorrem em {, em todas as férmulas assinaladas de A, onde ocorréncias de uma

mesma variavel existencial sdo substituidas por uma mesma constante existencial,



e ocorréncias de diferentes variaveis existenciais sao substituidas por diferentes

constantes existenciais, obtendo assim a lista desejada.

3.19 Definicao: Sejam I' e I duas cole¢cdes de férmulas atébmicas assinaladas. A
colecao de substituicoes obtidas deT e I'’, nesta ordem, é o conjunto de todas as
substituicdes que unificam formulas componentes de férmulas atdmicas assinaladas de

I' e I’ com sinais diferentes.

Assim, para o terceiro refinamento, conservam-se as regras expostas no primeiro
refinamento, com excecao da regra para férmulas universais, substituida pelos passos
enumerados a seguir:

19) obtemos a colecéo I' de férmulas atémicas assinaladas de Vx P, tal que x é livre
nessas férmulas;

%) obtemos a colecdo I” de férmulas atémicas assinaladas de todas as formulas do
ramo, com respeito a I', dos nds que ainda nao foram marcados, e cujas férmulas

ainda nao foram comparadas com Vx P;

W
N

obtemos a colecao de substituicdes X, obtida de I' e I'’;

N
Jo

caso X nao possua nenhuma substituicdo com elementos do tipo x/t, entao, se Vx
P nao foi instanciado, acrescentamos o tableau da Figura 4, caso contrario nada
deve ser acrescentado;

%) caso X possua nenhuma substituicdo com elementos do tipo x/t, entdo reunimos
todos os termos ty,..., ty, tais que x/t; (i = 1,..., n) figura em algum elemento de X,
onde os ti's sdo termos fechados sem constantes existenciais;

6°) separamos de ti,..., t, 0s termos tii,..., tik, tais que P(x/ti1),..., P(x/tik) ndo figuram no
ramo, a menos de congruéncia;

7%) caso exista algum x/t figurando em algum elemento de X (descrito no passo 3),

tal que t possui uma constante existencial, entdo acrescentamos no ramo o tableau

da Figura 2 caso k = 0 e Vx P ainda nédo tenha sido instanciado, ou o tableau da

Figura 3 nos demais casos;



8% caso nao exista nenhum x/t figurando em algum elemento de X, tal que t possui
uma constante existencial ou uma variavel, entdo acrescentamos o tableau da
Figura 5;

7°) caso nao exista nenhum X/t figurando em algum elemento de X, tal que t possui
uma constante existencial, entdo procuramos por algum x/t figurando em algum
elemento de X tal que t possui uma variavel y, e por duas férmulas assinaladas P e
Q de I’, com sinais distintos, tal que exista um termo t’ e uma substituicdo 6 em X
que unificando P e Q, de modo que y/t’ pertence a 0, e t' possui uma constante
existencial ou € um termo que ndo possui nenhuma instancia fechada que ja tenha
sido instanciada, com respeito a y, pela férmula do ramo que contém y;

10°) se a busca executada no passo anterior foi bem sucedida, entdo acrescentamos ao
ramo considerado o tableau da Figura 2 caso k = 0 e Vx P ainda ndo tenha sido
instanciado, ou o tableau da

Figura 3, nos demais casos;

112) se a busca executada no 8° passo nao foi bem sucedida, entdo acrescentamos ao
ramo considerado o tableau da Figura 4 caso k = 0 e Vx P ainda né&o tenha sido

instanciado, ou o tableau da Figura 5, nos demais casos.

Na Figura 2 e na Figura 4, P(x/c{)’ € uma renomeacdo completa de P(x/c+) para

uma colecéo de variaveis que nao ocorrem no ramo. Na

Figura 3 e na Figura 5, P(x/ti1)’,..., P(x/tx)’ sdo, respectivamente, renomeacdes
completas de P(x/t1),..., P(X/ti) para colecoes de variaveis disjuntas duas a duas que

nao ocorrem no ramo.

P(x/c1)’

|
vx P

Figura 2: Tableau inserido pela primeira expansao de uma féormula vx P quando

nao ocorrem unificagdes com termos fechados, e € necessaria a repeticdo da
formula universal.
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P(x/ti)
P(x/ti)’
|
vx P

Figura 3: Tableau inserido pela primeira expansao de uma féormula vx P quando
ocorrem unificacbes com termos fechados, ou em qualquer outra expansao,
sendo que em qualquer um desses casos € necessaria repeticao da férmula
universal.

P(x/ct)’

Figura 4: Tableau inserido pela primeira expansao de uma férmula vx P quando
nao é necessaria a repeticdo da férmula universal.

P(x/ti)’
P(x/ti)

Figura 5: Tableau inserido pela primeira expansao de uma formula vx P quando
existe pelo menos uma unificagcdo com termos fechados, e ndo € necesséria a
repeticao da férmula universal.

4 — Exemplificando o Sistema de Tableaux para Logica Classica
e o Sistema de Tableaux para Ldégica Classica Usando o Método da
Unificacao

Para evidenciar as diferencas entre o método dos tableaux tradicional e o
método dos tableaux com unificacdo apresentaremos um esquema do comportamento

desses dois sistemas para o mesmo problema.
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Problema: Pcy A QCyp, VX—Sx

Desenvolvimento
utilizando o Método dos
Tableaux Tradicional
V1) PC1|/\ Qc

V2) Vx—Sx

V3) —3x(Px v Rx)

— 3x(Px v Qx)

Desenvolvimento utilizando o
Método dos Tableaux com
Unificacéo
V1) Pc1| A Qc;

V2) vx—Sx

V3) —3x(Px v Rx)

\4) Pc; V4) Pc;
\5) (lbcg V5) Qc,
\6) |Sc1 \6) Vx— (|Px v Rx)
\7) Sc, \7) = (Pc; v Rey)
V8) ¥x—Sx 8) ﬁ|Pc1
| X

V9) ¥x— (Px v Rx)
V10) Vx—Sx
V11) = (Pc; v Rey)
12) = (Pc, v Rey)
13) ¥x= (Px v Rx)

1 4) VXx—Sx

|
15) = Pc;
X

Em ambos os casos, os nés 1, 2 e 3 representam a arvore inicial para o
desenvolvimento do tableaux e cada né marcado com um +, significa que este né ja foi
processado, isto €, expandido se isto for possivel.

No método tradicional o algoritmo, ao processar uma férmula universal,
simplesmente a instancia para todas as constantes do ramo onde a mesma figura,
repete esta férmula, e prossegue com a expansao do proximo né.

No método com unificacdo, ao processar uma férmula universal o algoritmo

realiza o processo de unificacdo entre as subférmulas atbmicas da férmula universal e
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as subformulas atdmicas das demais férmulas do ramos, para encontrar as constantes
que sdo mais apropriadas ao fechamento do ramo. No exemplo, quando o algoritmo
processa o0 né 2, verifica que nao existe unificacdo entre Sx e as demais subférmulas
atébmicas do ramo, entdo ndo é necessario a instanciacdo nem a repeticdo da formula
deste né. Ja no processamento do nd 6, o algoritmo encontra uma unificacdo entre a
subférmula atémica positiva Pcy do né 1, e a subférmula atémica negativa Px do n6 6,
logo, x deve ser substituido por c4. A formula do n6 6 nao é repetida por ndo existirem
unificacoes entre as subférmulas atébmicas deste né com outras subférmulas atémicas
que contém constantes existenciais ou variaveis universais, que ainda nao foram

instanciadas, ou que por sua vez unificam com outras constantes existenciais.
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