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Resumo

Realizamos aqui um estudo genérico das possiveis formulacdes do Teorema da Dedugdo
concernente a implicacdo material, em célculos axiomadticos representando ldgicas abertas. As
formulagdes encontradas na literatura apresentam algumas deficiéncias, as quais foram superadas
neste trabalho.

1. Introducio

Podemos observar dois tratamentos cldssicos distintos dados em Ldgica para a implicacdo material:
1°) aregra para a introducdo da implicacdo ndo apresenta restricdes, mas existem limitacdes para a introducao
do quantificador universal e outras regras andlogas, como se da nas légicas ditas fechadas [1,3,4,5];
2°) a introducdo da implicacdo € feita com restricdes, mas hd liberdade incondicional para a introducdo do
quantificador universal e outras regras andlogas, como ocorre nas logicas ditas abertas [6,7,9].

A primeira abordagem tem sido adotada em sistemas de dedug@o natural [3,8] e cdlculos de seqiientes [4],

enquanto que a segunda, por questdes de elegincia, tem sido vista em calculos axiométicos abertos' [6,7,9].

As formulagdes para o Teorema da Deducdo referentes a cdlculos axiomdticos, representando 1dgicas abertas,

que temos encontrado na literatura, padecem de algumas deficiéncias, tais como:

e uso explicito do conceito de demonstragdo, ao invés de uma idéia de nivel mais alto versando sobre
conseqiiéncia sintatica;

e falta de um rastreamento adequado que acompanhe o uso de objetos variantes em regras de generalizagao,
dificultando possiveis reaplicacdes do Teorema da Deducdo apds uma primeira aplicacao.

Além disto, consideramos essencial, para uma compreensdo mais profunda deste assunto, um levantamento e

estudo das propriedades bdsicas das relagdes de conseqiiéncia envolvidas. Descobrimos, neste estudo, duas

relacdes de conseqiiéncia relevantes, com sistemas distintos de rastreamento para objetos variantes, chamadas

adiante de “dependéncia” e de “sustentacdo”, as quais, sob certas condi¢cdes que estabeleceremos a seguir, sdo

equivalentes, e dai podemos utilizar as propriedades relevantes de ambas. Estabelecemos uma série de resultados

concernentes a objetos variantes e introdugdo da implicagdo, para cada uma das classes de cdlculos axiométicos

abordadas.

Damos a seguir dois exemplos de formulacdes do Teorema da Dedugdo, comumente encontradas na literatura,

que sofrem dos defeitos citados:

e “Para o cdlculo de predicados (ou o sistema formal da teoria dos nimeros), se I',A |— B, onde as variaveis
livres na suposi¢do A sdo mantidas constantes, entdo I' |~ A — B.” Conforme [6, pg. 97].

e “Sel' A |— B, onde, na dedugdo, nenhuma aplicacio de Gen’ em uma férmula que dependa de A tem como
sua varidvel quantificada uma varidvel livre em A, entdo I |— A — B.” Conforme [7, pg. 63].

' Os cdlculos axiomaticos fechados ndo sdo convenientes para representar Iégicas possuindo objetos variantes
distintos de varidveis, tais como as logicas modais.
* Gen é a regra de generalizacdo para a quantificagdo universal, adotada em [7].
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Neste trabalho encontramos formulag¢des para o Teorema da Dedugdo que superam os problemas citados, em
uma generalizacio abrangendo um amplo espectro de logicas.

2. Variacao, Dependéncia e Sustentacao

Deste ponto em diante, consideramos C um célculo axiomdtico, o,f,y formulas em C, e I',8,C colecoes de
férmulas em C; as mesmas convengdes continuam valendo se usarmos os sinais citados acrescidos de subindices
ou plicas.

Pré-Defini¢dio 2.1: Para cada aplicacdo de uma regra de inferéncia r em C, consideramos como previamente
conhecidos os objetos variantes em C desta aplicagcdo. Se r é uma regra em C cujas aplicagdes ndo possuem
objetos variantes, dizemos que r é uma regra constante em C, caso contrario dizemos que r é uma regra
variante em C. Dizemos que 0 é um objeto variante em C se existe uma aplicagdo de uma regra em C tal que 0 é
um objeto variante desta aplicacdo. Consideramos também como previamente conhecido quando um objeto
variante 0 ¢ livre em uma dada férmula o; e quando o estd no escopo de 0. Se C é um dos cdlculos quantificacionais
definidos neste trabalho, antecipamos que toda varidvel em C € um objeto variante em C. As seguintes condi¢des
adicionais devem ser cumpridas:

® o ndmero de objetos variantes de toda aplicacdo de alguma regra variante em C € finito e ndo vazio;

¢ todo objeto variante de uma aplicacdo de regra variante ndo € livre na conseqiiéncia desta aplicacdo.

Exemplo 2.2: Na pritica, encontramos 0s seguintes objetos variantes:

e varidveis usadas na quantificacio universal;
¢ Exemplo: x € um objeto variante da aplicacdo (; o da regra da generalizacdo universal;

e a varidvel “oculta” usada na introducdo de conectivos associados a modalidades tais como necessidade,
plausibilidade cética [2, capitulo 5], etc.; a mesma pode ser indicada pelo préprio sinal introduzido pela
regra;
¢ Exemplo: “00” é o objeto variante da regra % .

Definicdo 2.3:  Seja D =(0y,...,0n) uma demonstragdo em C. Dizemos que aj é relevante para o em D
(i,j € {1,...,n}) se uma das seguintes condi¢des for cumprida:
* i=je ajéjustificado em D como uma premissa;

e qjé justificado em 2D como uma conseqiiéncia de uma aplicacdo
Bis-...Bp
]
para Pk em D.

de uma regra em C e existe uma hipétese da aplica¢do Pk (ke {L,...,p}) tal que aj é relevante

Definigdo 2.4: Dizemos que uma demonstragio D em C depende de uma colegio "V de objetos variantes se 'V
contém a colecdo dos objetos variantes 0 de aplicacdes de regras em D possuindo alguma hipStese na qual O
seja livre tal que hd uma férmula, justificada em 2D como uma premissa, na qual 0 também seja livre, relevante
em D para esta hipétese. Se existir uma demonstracio em C de o a partir de T tal que esta dependa de V,
dizemos que o depende de 'V a partir de T em C, e notamos isto por I' PC/_ o. Se V=1{0,...,0p} e n>1,
notamos I" % o, também por I’ |01,C7,0n Q.

Se V=0, dizemos que D é uma demonstracdo invariante em C. Se o depende de @ a partir de I em C,

dizemos que o é uma consegiiéncia invariante de I em C.

Teorema 2.5: Uma férmula o depende de "V a partir de I em C se, e somente se, pelo menos uma das seguintes

condig¢des for cumprida:

e 0o é um axioma de C;

e el

04,...,0n
o

r I% oq,....I" PC/_ ol €, para todo objeto variante 0 desta aplicaciio tal que 0 & Ve para todo ¢ (1 <i <n),

e existe uma aplicagdo de uma regra em C tal que
se 0 é livre em 0y, entdo existe [” < I tal que 0 ndo é livieem e I” %oci.
Se V=@, podemos substituir a terceira clausula pela seguinte condig#o:
O C, tal que T Ig— oyps....I0 Ig— Oy, e, para todo objeto
variante 0 desta aplicagdo e para todo o4 (1 <i<n), se 0 € livre em 0y, entfo existe I" < I tal que
0 ndo élivieem e I” Ig—(xi.

® existe uma aplicacdo de uma regra



Exemplo 2.6: Em um célculo axiomadtico aberto possuindo as regras da generalizag¢@o universal e da necessidade,
temos os seguintes exemplos de dependéncia:

p(x.y) FLVxVy plx.y);
px 2L 0wy pr.

Teorema 2.7: As seguintes propriedades sdo validas para a relagdo %”:

(i)  se existe uma demonstragdo D em C de o a partir de I cuja colec@o de objetos variantes de aplica¢des de
regras de Cem D&V,
entdao I % o;

(i) sel PC/_ aentdo I’ IT (o

(iii) sel” IT o, entdo existe uma colecao Vde objetos variantes tal que I' % ;

(iv) I? ol SSS Ig— (o

v) sel % oe VYV’ entao T % o

(vi) seFPC/—(xeF;F’,entﬁoF’I%oc;

(vii) se T % a, entdo existe V' Vtal que V’ é finito e I % o

(viii) se T’ PC/_ o, ento existe I'c I tal que I € finito e I” I% o;

(ix) sel % o e, paracada 0 € W, 0nio é livie em I, entdo ' I% ;

F% Q, Gio T |V-w
(x) se para cada 0 € W, existe I c T tal que 0 nio é livieem I"e I |% a, entao c *

. ~ o~ < v
Teorema 2.8: As seguintes asser¢des ndo sdo validas para a relagdo “ |?”:

o sel’ I%Ocl,...,l“ % O, {04,...,0n} % B, entdo I' LE UCY'U B;

# I% 0q,...,I |% Olp,

b "’oll
o wd {o,...,0p} ICi B, entdo I I% B.
#* paratodoie {1,....,n} eparatodoje {1,....p}, se 0 Ve 0j € livre em @,

entdo existe I” < I tal que 0; ndo é livieem I e I” I% 0,

Prova:

Seja C um célculo cujos axiomas sdo dados pelos esquemas “ot — o v 7 e “Vx o0 — ouxIt)”, e cujas regras de
] 1] p q ] g

. A e o, o — o . . .

inferéncia sio — B Vo de modo que a primeira € uma regra constante e a segunda ¢ uma regra

variante cujo objeto variante de cada aplicacdo € a varidvel quantificada correspondente.

%)
(% Q(2), Qw.2) - R} k& RO) .
Temos que , contudo ndo € verdade que

RO) K ¥ R(p) v Sk)
{W Q(¥.2), Q(y,z2) — Ry} |‘g— vz (Ry v Sz)}, daf temos um contra-exemplo para a primeira proposi¢ao.

Da mesma forma, temos que vy Q02), Q.2 = R} I% R®).
’ T IR B v Ry)v S@)),

{Yy Q(r.2), Yy Q(y,z) > Ry} Ig— Yy¥z (Ry v Sz)}, dai temos um contra-exemplo para a segunda proposicao.

todavia ndo é verdade que

Defini¢io 2.9: Dizemos que uma demonstracio D em C é sustentada por uma colecio "V de objetos variantes
se "V contém a colegdo de objetos variantes de aplicacdes de regras em D tais que, para cada conclusio de uma
destas aplicacdes, hd uma premissa relevante para esta em 2. Se existir uma demonstragéio em C de a a partir de
I tal que esta seja sustentada por 'V, dizemos que 0. é sustentada por "V a partir de T em C, e notamos isto por
F"% o.Se V={o0,...,0,} en>1, notamos I "% o também por F"01,C7,0n o. Se V=, dizemos que D é
uma demonstragdo estdvel em C. Se o é sustentada por & em C, dizemos que o é uma consegiiéncia estdvel

deT"'em C.



Teorema 2.10: Se "V é uma colegio de objetos variantes em C, o é sustentada por "V a partir de I" em C se, e
somente se, pelo menos uma das seguintes cldusulas for cumprida:

e o éum axioma de C;

e el

0y,...,0 . )
% de uma regra em C tal que I’ "% 04q,...,.I "% Oy, €, se existe um objeto

e existe uma aplicacdo
variante 0 desta aplicacio tal que 0 ¢ 'V, entio I? Olys..., If(xn.

Se V=@, podemos substituir a terceira cldusula acima pela seguinte condigio:

061, e ,an

—>= de uma regra em C tal que

e existe uma aplicagdo
|v |v o« . : o
Fl C ocl,,...,F| C On ©, se existe um objeto variante 0 desta aplicagdo, entdo I_C Olys..., I—(xn.

Exemplo 2.11: Em um cdlculo axiomadtico aberto possuindo as regras da generalizacio e da necessidade, temos
o seguinte exemplo de sustentagdo:

Opx ||2 OVy Opx.
. . ~ 712 ~ 13 ’V ”»
Teorema 2.12: As seguintes propriedades sao validas para a relacao "T :

1) se existe uma demonstragdo D em C de o a partir de I cuja colegdo de objetos variantes de aplicagdes de
regras de C em D é "V, entdo I’ "T ol

(ii)  se Fl E a, entdo I’ |—0c

(iii)  se " |g a, entdo existe uma colegdo "V de objetos variantes tal que I’ "— o

@iv) |T as "? a;

) se I’ X ae V'V entioll

(vi) sel Eocel"cl"’ entﬁof’lccx

(vii) sel C a, entdo existe V'c Vtal que V’ é finitoe T "—oc

(viii) se” % ., entdo existe I'c I tal que I € finito e T | 44

i sel |as....0 | om fo,... an}ll—[}emaol""w

)

O teorema abalxo descreve uma forma de expansdo para a relacio “[F" em um calculo genérico.
Teorema 2.13: SeT” %(xl,...,l“ % On, {04,...,00} "% B, entdo I' Yo UCMU B.

Lema?2.14: Sel "% Q, entdo I I% o.

Prova:
Se o é axioma de C ou o € T, néio hd o que provar.

0(1,. . '7(X‘l'l

Suponhamos entdo hd uma aplicagio de uma regra de C preenchendo as condi¢des do teorema 2.10.

Por hipétese de indugdo, temos que I' I? oy,....I I% Opn. Dado um objeto variante 0 desta aplicacdo tal que
o¢ V, temos que |T0c1,..., |— Oy, € dai |T0c, o que é, segundo o teorema 2.7, uma condi¢do suficiente para
concluirmos que I" PC/_ al.

°
3. Calculos Axiomaticos Especiais

Defini¢do 3.1: Um célculo C é dito semi-estdvel se as seguintes condi¢des forem vilidas:
e toda regra variante de C é undria, o seu dominio é a cole¢do de todas as férmulas em C, e cada aplica¢do da
mesma possui exatamente um objeto variante;

e paracada aphcagao de uma regra variante em C, se o seu objeto variante néo € livre em o,

%)
entdo o | o
(x‘l’ s ’(xl'l s s  on : ~
— de uma regra constante em C, se 0f,...,0p, 0 sdo respectivamente conclusdes

de aplicagdes de uma regra variante a partir de 04,...,0lp, Ot usando os mesmos objetos variantes, entdo
04,...,0n C

e para cada aplicacdo



P . P %] ~ . .~ o .
Lema 3.2: Se C é semi-estavel e I "T o, entdo, para toda aplicagdo OTde uma regra variante em C, se o seu

objeto variante ndo for livieem I', I "% o,
Prova: é semelhante a prova do lema 3.11.
Teorema 3.3: Se C é semi-estavel, entdo I” |‘g— asss I’ "% o.

Prova: é semelhante a prova do teorema 3.12.

. . ~ |2, . . . ..
Teorema 3.4: Se C é semi-estével, entdo "?’ possui a seguinte propriedade adicional:

* F"% ocl,...,l“l!% Op,

geeesOn
o e (01...0p} | C B, entdo I’ "%[3
#* paratodoie {1,....,n} eparatodoje {1,...,p}, se 0; € livre em @,

~ . > SPVRT > > 1.2
entdo existe I" c I' tal que 0 ndo € livieemI™ e I [[F oy,

Prova: é semelhante a prova do teorema 3.13.

.. . . ~ . . S -~ |2
Coroldrio 3.5: Se C ¢é semi-estdvel, entdo valem as seguintes propriedades adicionais para a relagdo |C—”:

o sel’ Ig—ocl,...,F Ig—(xp,{(xl,...,(xp} I%B, entdo I Ig—B;
x T [ oy,....T |‘g—a&:

Olyecey
T PRy ot 125
* paratodoie {1,...,n}eparatodoje {1,...,p}, se 0; € livre em @,

entdo existe I” < I' tal que 0j ndo é livreem I e I’ |g— o,
Prova: basta usar o teorema 3.3, a nona proposi¢do do teorema 2.12 e o teorema 3.4.
Defini¢do 3.6: Um célculo C é dito semiforte se as seguintes cldusulas forem satisfeitas:
i ITa—w
(i) B|[&o—p:
(iii) o, o0 — P "%B;
(iv) para cada aplicag¢do % de uma regra constante de C, {a — By,...,00 = Bn} "% o— P.

Teorema 3.7: As seguintes proposicdes sdo equivalentes:

(i) C é um célculo semiforte;

(ii) para quaisquer I' e o tais que I" é uma colegdo de férmulas em C e o é uma férmula em C, I' U {a} "%[3
implicaem I I% o— p.

Prova: é semelhante a prova do teorema 3.16.

Defini¢do 3.8: Um cdlculo C é dito quaseforte se C é semiforte e semi-estdvel.

Teorema 3.9:  Se C ¢ um cdlculo quaseforte, entdo I' U {a} |g—[3 implica

em I Ig— o— p.
Prova: basta usar os teoremas 3.3 e 3.7.

Defini¢do 3.10: Um célculo semi-estdavel C € dito estdvel se este possuir a seguinte propriedade adicional:
e vpara cada aplicagio o de uma regra variante em C, onde 0 é o seu objeto variante, se B° e o sdo

respectivamente conclusdes de aplicacdes de uma regra variante em C sobre B, usando o mesmo objeto
. ~ [¢)
variante, entdo 3’ "C_ o.

Lema3.11: Se C é estdvel e T "% o, entdo, para toda aplicacdo % de uma regra variante em C, se o seu

objeto variante ndo for livieem I', I "% o,
Prova:
. . ~ . , v,
Se o é um axioma de C, entdo IT a, e dai IT o, e portanto I "T o i
Se oo e I, entdo o objeto variante da aplica¢do considerada ndo € livre em @, e dai, como C € estédvel, o "? o, e

v
portanto I' "T o,



. . Oy,...,0
Se existe uma aplicacdo de uma regra constante % em C tal que T’ "% Ocl,...,l“"% Oy, temos, por

hipétese de indugdo, que I "% oy,....I" "% Oy onde 0y,...,0n sdo respectivamente conseqiiéncias de 0y,...,0p
pela mesma regra em que o’ é conseqiiéncia de o.. Como C é estdvel, temos que 04,. . .,0n 2 o, edai I’ "% o,

Suponhamos entdo que existe uma aplicagio % de uma regra variante de C tal que I'|[& B, e, se o seu objeto
variante ndo pertence a 'V, entio ITO" Seja 0 o objeto variante de %. Seoe’V, ITOC, dai ITOC’ , € portanto

2

r E o’. Considere B conseqiiéncia de B pela mesma regra em que o é conseqiiéncia de . Se 0 €V, como
B g B, T "% [, e dai, como C é estdvel temos que "g— o, e portanto I" "% o.
°

Teorema 3.12: Se C é estdvel, entdo I’ % asss I’ "% o.

Prova:

Pelo lema 2.14, temos que I "% o implicaem I % o, dai resta provar a reciproca.

Suponhamos que I' PC/_ ol

Sejam D uma demonstragio em C de o a partir de I" dependente de V, B a lgrimeira ocorréncia de uma férmula
em D justificada como conseqiiéncia de uma aplicagdo de regra variante - tal que o seu objeto variante ndo
pertence a Ve B’ depende em D de alguma premissa. Seja 0 o objeto variante desta aplicagio.

Se 0 ndo é livre em ', entdo, como C é estdvel, temos que [ "% B, e dai, como a ocorréncia considerada de
precede B em D, temos que I' E [, e portanto, pela transitividade de z ”T "% B.

Se 0 é livre em [, entdo, como 0 ¢ 'V, existe I < I tal que 0 ndo é livieem " e I’ "% B, e daf, como C é
estdvel e pelo lema 3.11, I "% B, e portanto I" "% B.

Em qualquer caso, existe uma demonstragdo DB em C de B a partir de " sustentada por V. Substituindo a
ocorréncia considerada de p em D por DB, obtemos, dado D, uma demonstragdo em C de o a partir de I
possuindo uma aplicagio de regra variante a menos cujo objeto variante nio pertence a 'V e cuja hipétese
depende de alguma premissa. Repetindo o mesmo processo um numero finito de vezes, obtemos uma

demonstragio em C de o a partir de I sustentada por 'V, ou seja, I" "% .
°

Teorema 3.13:  Se C € estdvel, entdo "% ” possui a seguinte propriedade adicional:

v v
* I "T (xl,...,FJll? (X,qip,
yoeos
o se ¥ {0 0p} | B entﬁol“"% B.
* paratodoie {1,...,n} e paratodo je {1,...,p}, se 0; & Ve 0; é livre em 0y},
entdo existe I” < I tal que 0; ndo é livieem e I” c %
Prova:
Sejam Dy, ..., Dp respectivamente demonstragdes em C de ay,...,04 a partir de I" sustentadas por 'V, e seja E
uma demonstragdo de B a partir de {y,...,0p} sustentada por {0,,...,a,}. Concatenando Dy,...,Dp,E, obtemos
uma demonstragio D de B em C a partir de I.
Seja v a primeira ocorréncia de uma férmula em D justificada como conseqiiéncia de uma aplicagdo % de regra
variante, tal que o seu objeto variante ndo pertence a Ve 7 depende em D de algum elemento de I'. Como
Dy....,Dp sdo demonstracdes sustentadas por VY, temos que a ocorréncia considerada de v figura em Z, e dai,
considerando 0 o objeto variante da aplicagdo, temos que 0 € {0,,...,0,}.
O={aj/je {1,....p} e 0 élivre em 0},
Sejam . -
{={aj/je {1,....p} e 0 ndo é livre em 0j}.

E fécil verificar que existe I"” finito tal que I” c I', 0 ndo é livre em I"" e, para todo § € ¥, I’ "% d, e portanto,
pela construgdo de {, I" U  |[c”0y,....T7 U C | C Op, € 0 ndoélivieem " U L.
Como a ocorréncia considerada de y precede Y em D, temos que {o seesOlp} "%Y, e dai, pela transitividade

de “ "%”, temos que I U { [ Y, e portanto, pelo lema 3.11, T" U L |[c Y-



Paracadade I" U {, temos que I’ "% d, e dai, novamente pela transitividade de "%”, r "%y Ou seja, existe
uma demonstragdo Dy em C de 7y a partir de I sustentada por V. Substituindo a ocorréncia considerada de y em
D por Dy, temos uma demonstragdo D’ em C de B a partir de I" possuindo uma aplicagdo a menos de uma regra
variante cujo objeto variante niio pertence a Ve cuja hipétese dependa de alguma premissa. Repetindo o mesmo

processo um ndmero finito de vezes, obtemos uma demonstracio em C de B a partir de T" sustentada por V,

ou seja, I' "% B.

Coroldrio 3.14: Se C é estdvel, entfio valem as seguintes propriedades adicionais para a relagdo PC/—”:

Vo Yu.uHpuw
o seIl %al,...,F Ic—p(xp,{(xl,...,(xp} %B, entio I |—— Ucpu B;

* I %ocl,...,l" %ocp,

01’ *y
o o {0g...0p} Iciﬁ, entdo I’ I% B.
#* paratodoie {1,....,n} e paratodo je {1,...,p}, se 0 Ve 0; ¢ livre em 0y,

entdo existe I” < I tal que 0; ndo é livieem e I I% 0,
Prova: basta usar o teorema 3.12, a nona proposicdo do teorema 2.12 e o teorema 3.13.
Defini¢do 3.15: Um célculo semiforte C € dito forte se este possuir a seguinte propriedade adicional:
e para cada aplicagio ~—=—"" de uma regra variante de C, {& — By,...,00 = Bn} z o— P, onde V¢

a colecdo de objetos variantes da aplicacio e nenhum elemento de V ¢é livre em o.

Teorema 3.16: As seguintes proposi¢cdes sdo equivalentes:

i) C é um célculo forte; v
() {r o to |8,

.. . ~ v

(ii) para quaisquer I', o, Be "V, se para cada 0 € 'V, 0 1o é livre em o, entdo I' "T o— B.

Prova de (i) implica (ii):

Suponhamos que C é um calculo forte, I U {a} "% B e, para cada 0 € "V, 0ndo é livre em o

Se B é axioma de C, entdo IT B, e dai, pela cldusula (ii) da defini¢do 3.6, IT o — B, e portanto I' "% o— B.
SeB eI, entdo I’ E B, e dai, pela cldusula (ii) da defini¢do 3.6, I' z o— B.

Se B = a, entdo, pela cldusula (i) da defini¢do 3.6, I? o — 0, e portanto I' "% o— B.

Se existe uma aplicacéo PP de uma regra de C tal que I' U {a} "% Brs....I U {o} "% Bn, temos, por
hipétese de inducdo, que I' "T o— By....I0 "% o — PBp. Se existe um objeto variante desta aplicagéo que nio
pertence a V, entdo, conforme o teorema 2.10, IT B, e daf, novamente pela cldusula (ii) da defini¢do 3.6,
IT“ — B, e portanto F"% o — PB. Se todo objeto variante desta aplicagio pertence a "V, entdo, como C é

forte, concluimos que I "% o— B.

Prova de (ii) implica (i):

Suponhamos (ii).

Como o |? o, temos que |? o — O
Como {B,a} "% B, temos que "%(x - B.

(3]

Finalmente, seja — " uma aplica¢io de uma regra de C cuja colegio de objetos variantes é V, e o uma

férmula de C onde nenhum elemento de YV é livre.

2 2 . v
Temos que{a — By,....,0t = Pn,0t} [[E Bro-- {0t = Py .00 = Pt} "Tﬁm e dai, como {By,....0n} "TB’
temos que {0t — Py,...,00 = Bn,0t} e B, e portanto {0t — By,....00 = B} | o — B.
°

Defini¢do 3.17: Um célculo C é dito superforte se C é forte e estdvel.



C é um célculo superforte,

vV
Teorema 3.18: Se € ' {a} |T[3, entdo I’ %Ocﬁﬁ.
para cada 0 € 'V, 0 nio é livre em o,

Prova: basta usar os teoremas 3.16 e 3.12.entdo I' % oa—p

Defini¢do 3.19: Notamos por C[I'] o cdlculo aplicado obtido de C acrescentando I' como postulado. Se I" é um
conjunto unitdrio da forma {a}, entdo notamos C[I'] também por C[c].

Teorema 3.20:  As seguintes asser¢des sdo vélidas para C[I]:
e "UT If(xsssl“’ o %

. F’UF"% ocsssl“’|c?l..] o;

o sel’uT PC/—OL,entﬁoF’ I(?[/—l..](x;

e eI’ I(?[/—l..](x, entdo existe W2 Vtalque I'UT % o
o sel'ull "% o, entdo I | CTF] o;

se [ "8[/—1..] a, entdo existe W2 Vtalque 'UT "% o;
se C é semi-estdvel, entdo C[I'] é semi-estdvel;

se C ¢é semiforte, entdo C[I'] é semiforte;

se C € quaseforte, entdo C[I'] é quaseforte;

se C é estdvel, entdo C[I'] é estdvel;

se C é forte, entdo C[I] é forte;
se C ¢ superforte, entdo C[I'] é superforte.

Teorema 3.21: C[I'] possui as seguintes propriedades para a introdugdo da implicac¢éo:
e se Césemifortee I” U {o} "C?_F]B’ entio F’| C?l"] o— B;

o se Cé quaseforte e I" U {at} IC‘?_F]B’ entdo I IC?_F]OC - B;

9’ V

INu{oa s >

e seCéfortee o} et P . entdo I | C}]F] o—pB;
paracada 0 € V, 0 ndo é livre em a,

4. Conclusoes

Encontramos formulagdes otimizadas do Teorema da Dedugdo para uma ampla classe de cdlculos axiométicos
abertos, as quais superam todos os problemas que inicialmente apontamos, para uma ampla classe de logicas, em
todo um espectro de possiveis restricoes em seu funcionamento dedutivo. Desde os cédlculos semi-estiveis e
semifortes, até os cdlculos superfortes.

A formulacdo mais fraca da Teorema da Dedugdo di-se para os célculos quasefortes. Um exemplo de cdlculo
deste género pode ser visto em [2], pg. 133, o qual € uma tradu¢do para uma linguagem de primeira ordem da
Légica da Dedugdo Cética, definida no mesmo trabalho, no capitulo 5. Este célculo foi essencial para a prova de
completude desta logica.

A formulagdo mais forte do mesmo teorema dd-se para os cdlculos superfortes, os quais constituem a grande
maioria dos cdlculos axiomaticos abertos, concernentes a implicagdo material, encontrados na literatura.

Nossa motivacgdo inicial foi a busca de uma base conceitual para uma prova de completude abstrata com respeito
a uma classe abrangente de cédlculos, o que foi realizado em [2], pgs. 72-88. Uma exposi¢do concisa desta prova
serd objeto de um futuro artigo.
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