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À minha amada faḿılia.
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4.1 Introduç̃ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.2 Teoria das Descrições de Russell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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L
- Conseq̈uência sem̂antica na ĺogicaL
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KR - Knowledge Representation

LAR - Logic of Ambiguous Reference(Lógica da Refer̂encia Amb́ıgua)

LDC - Lógica Descritiva Cĺassica
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sia - Funç̃ao de substituiç̃ao da igualdade pela abrangência

sss - se, e somente se



xv

SUBST - Postulado da Substituição

sup - Suposiç̃ao
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Convenç̃oes de Notaç̃ao

Adotaremos como convenção as seguintes referências para as listas de letras abaixo, se-

guidas ou ñao de plicas ou subı́ndices, considerando uma dada lógicaL:

• a, b, c: referem-se a constantes;

• x, y, z,w: referem-se a variáveis;

• f ,g,h: referem-se a sinais funcionais;

• p,q, r: referem-se a sinais predicativos distintos de “)= ” ;

• t,u, v: referem-se a termos emL;

• P,Q,R,S: referem-se a f́ormulas emL;

• D,E,G: referem-se a designadores emL;

• Γ,Φ: referem-se a coleções de f́ormulas emL;

• Ω: refere-se a uma coleção de designadores emL;

• d,e: referem-se a elementos do universo de discurso de uma dadaL-interpretaç̃ao;

• tI : refere-se aóunico elemento do conjunto unitário IA(t).

A menos que seja dito o contrário, adotaremos também as seguintes convenções para os

śımbolos abaixo:

• O śımbolo “ # ” refere-se a um dos conectivos “∧” ou “∨”.

• O śımbolo “Ψ ” refere-se a um dos quantificadores “∀” ou “∃”.

• QuandoΨ′ aparecer no mesmo contexto em queΨ, Ψ′ =


∀, seΨ = ∃,

∃, seΨ = ∀.

• −→x é a lista de varíaveisx1, . . . , xn.

• −→t é a lista de termost1, . . . , tn.

•
−→
D é a lista de designadoresD1, . . . ,Dn.

• ∀−→x é a samblagem∀x1 . . .∀xn.
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• Se
−→
Ψ é a listaΨ1, . . . ,Ψn, ent̃ao

−→
Ψ′ é a listaΨ′1, . . . ,Ψ

′
n.

• Se
−→
Ψ é a listaΨ1, . . . ,Ψn e−→x é a listax1, . . . , xn, ent̃ao


−→
Ψ−→x 
 Ψ1x1 . . .Ψnxn.

−−→
Ψ′ −→x 
 Ψ′1x1 . . .Ψ

′
nxn.



Resumo

Descritores s̃ao operadores que formam termos a partir de variáveis e f́ormulas de siste-

mas ĺogicos. Diversas teorias introduzem descritores para representar, em linguagens formais,

o artigo definido (o/a) e o artigo indefinido (um/uma) das linguagens naturais. Entretanto, as

abordagens mais conhecidas não oferecem um tratamento para termos ambı́guos. A ĺogica

LAR (Logic of Ambiguous Reference), originalmente apresentada em Buchsbaum (2002), foi

proposta para representar adequadamente estas situações, bastante comuns na matemática e na

linguagem cotidiana. LAR apresenta um modo diferenciado de tratar descrições, atrav́es da

associaç̃ao de cada termo a uma coleção de objetos do universo de discurso, em oposição às

sem̂anticas usuais, as quais associam cada termo a umúnico objeto. Dessa forma, pode-se tra-

tar uniformemente descrições uńıvocas, v́acuas e ambı́guas. Outra caracterı́stica de destaquée

o conceito de abrangência, o qual opera como uma igualdade unidirecional. Essas duas carac-

teŕısticas, descriç̃ao e abranĝencia, permitem uma representação de conhecimento mais próxima

da pŕatica ling̈úıstica usual. Este trabalho apresenta um detalhamento de LAR, incluindo provas

dos resultados originais e algumas correções, aĺem da apresentação de diversos exemplos. Por

fim, LAR é comparadàas ĺogicas descritivas de Bertrand Russell, John Barkley Rosser e David

Hilbert.



Abstract

Description operators make terms from variables and formulas of logical systems. Se-

veral theories introduce description operators to represent, in formal languages, the definite

article (the) and the indefinite article (a/an) of natural languages. However, the known appro-

aches do not offer a treatment for ambiguous terms. The logic LAR (Logic of Ambiguous

Reference), firstly presented in Buchsbaum (2002), was proposed to represent suitably these

situations, which appear very often in mathematics and in everyday speech. LAR presents a

different way to treat descriptions, through the association of each term to a collection of ob-

jects of the universe of discourse, in opposition to usual semantics, which associate each term

to a single object. Thus, we can deal uniformly with univocal, vacuous and ambiguous des-

criptions. Another remarkable feature of LAR is the concept of comprising, which behaves as

an unidirectional equality. These two features, description and comprising, allow a knowledge

representation closer to usual linguistic practice. This work presents LAR in detail, including

the proof of original results and some corrections, besides a presentation of many examples. Fi-

nally, a comparison between LAR and the description logics of Bertrand Russell, John Barkley

Rosser and David Hilbert is accomplished.



Caṕıtulo 1

Introduç ão

O interesse na construção de sistemas que apresentem comportamento inteligente, simu-

lando o pensamento humano, vem de longa data. Desde as rudimentares máquinas de calcular

at́e os primeiros computadores, a humanidade vivia um misto de admiração e espanto com a

possibilidade de ver ḿaquinas pensando e agindo racionalmente. Desde então, o desenvolvi-

mento da Inteliĝencia Artificial (IA) passou por diversas etapas, entre progressos e decepções.

Nasúltimas d́ecadas, esta visão ḿıstica se dissolveu. O computador deixou de ser uma

máquina herḿetica e passou a ser uma ferramenta de negócios e entretenimento. O interesse

em IA cresce com a possibilidade de aplicações comerciais práticas. Junta-se a isso a tendência

de sistemas de informação processarem não apenas informação, mas conhecimento.

Em geral, um sistema inteligente envolve processos de aquisição, representação e manipu-

lação de conhecimento. Representação de Conhecimento (RC ouKR - Knowledge Representa-

tion) é definida como o estudo de como o conhecimento sobre o mundo pode ser representado e

que tipos de raciocı́nio podem realizados sobre este conhecimento (CIRL, 2005). Os conceitos

de representação de conhecimento e processos de raciocı́nio s̃ao centrais para toda áarea de

IA (RUSSELL; NORVIG, 2004), constituindo-se em uma das principaisáreas de pesquisa da

Inteligência Artificial Simb́olica (IAS) (BITTENCOURT, 2006).

Existem diversos ḿetodos de representação de conhecimento, baseados em metodolo-

gias diferentes e com nı́veis de complexidade e sofisticação distintos. Destacam-se as redes

sem̂anticas, quadros, regras de produção, fatos, ontologias, roteiros (scripts) e a Ĺogica. Se-

gundo Bittencourt (2006), “em termos de representação, grande parte da comunidade de IA
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tem prefer̂encia por uma representação na forma de uma linguagem simbólica como a Ĺogica,

constitúıda de um conjunto de sı́mbolos e de um conjunto de relações entre esses sı́mbolos”.

Em uma das linhas de IA, defendida por McCarthy, procura-se desenvolver a Lógica para que

esta se aproxime tanto quanto possı́vel da capacidade humana de raciocinar e representar co-

nhecimento (BARRETO, 2001). Esta adequação da Ĺogica como formalismo de representação

de conhecimento provém de sua natureza essencialmente declarativa.

A Lógica1 é uma cîencia que se presta ao estudo de certas estruturas abstratas, encon-

trando aplicaç̃oes nas mais diversasáreas do conhecimento, tais como matemática, filosofia,

tecnologia e cîencias emṕıricas. Na computaç̃ao, por exemplo, seus conceitos aplicam-se, além

da representação de conhecimento,̀as áreas de programação, prova autoḿatica de teoremas,

projeto e verificaç̃ao de hardware, especificação formal, prova de correção de programas e es-

tudos sobre complexidade e computabilidade.

Uma das atribuiç̃oes da Ĺogica, certamente a mais difundida,é o estudo das inferências

válidas, istóe, aquelas onde a conclusão seŕa verdadeira sempre que as premissas o forem. Po-

demos assim deduzir um vasto volume de conhecimento a partir de um número relativamente

pequeno de fatos ou hipóteses explicitamente estabelecidas. Diferentemente das linguagens na-

turais, as linguagens para a Lógica devem ser suficientemente estruturadas de modo a permitir

a express̃ao do conhecimento de forma exata e inequı́voca. Tais linguagens, ditasartificiais ou

formais, possuem pelo menos duas dimensões relevantes para a Lógica: dimens̃ao sint́atica e di-

mens̃ao sem̂antica (CARRION; DA COSTA, 1988). A dimensão sint́atica, que define a sintaxe

lógica da linguagem, trata das combinações entre śımbolos pertencentes ao alfabeto da mesma,

sem levar em consideração o significado destes sı́mbolos. J́a a dimens̃ao sem̂antica considera os

objetos referenciados pelas combinações de śımbolos da linguagem, juntamente com seus sig-

nificados. O uso destas linguagens na Lógica permite a expressão do conhecimento de forma

concisa e precisa e oferece um meio de raciocinar de modo rigoroso sobre as conseqüências

deste conhecimento (NISSANKE, 1999).

O sistema formal mais antigóe atribúıdo a Arist́oteles, responsável por sistematizar um

conjunto de formas de argumentação denominadassilogismos, os quais, supunha-se, captura-

vam todas as formas de raciocı́nio válidas. Foi o estudo dessas leis do pensamento que ori-

ginou o que chamamos de Lógica. Entretanto, a silogı́stica aristot́elica apresentava diversas

1Denominaremos “Ĺogica” (com inicial maíuscula) a disciplina cientı́fica, e “lógica” (com inicial mińuscula)
um sistema ĺogico em particular.
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limitações. Uma delaśe que os silogismos operam apenas sobre duas premissas, o que inviabi-

liza a representação de uma śerie de racioćınios mais complexos. Além disso, certas formas de

inferência utilizadas em matemática ñao s̃ao capturadas adequadamente. Soma-se ainda o fato

de lidar apenas com objetos reais, chegando-se a resultados paradoxais caso inferências sejam

executadas sobre objetos inexistentes (KRAUSE, 2005). Mesmo assim, a lógica aristot́elica

permaneceu quase inalterada durante 2000 anos, sendo apenas retransmitida com modificações

superficiais. Atualmente, a teoria dos silogismos tem apenas relevância hist́orica, sendo que seu

contéudo mais substancial foi incorporadoà teoria quantificacional (POGORZELSKI, 1994).

Tamb́em se atribui a Arist́oteles a elaboração dos tr̂es prinćıpios que caracterizam a chamada

Lógica cĺassica: oprincı́pio da não-contradição, segundo o qual uma fórmula e sua negação

não podem ambas serem verdadeiras; oprincı́pio do terceiro excluı́do, que diz que para qual-

quer f́ormula, ou ela ou sua negação é verdadeira; e oprincı́pio da identidade, o qual afirma

que uma f́ormula verdadeiráe sempre verdadeira, e uma fórmula falsáe sempre falsa.

O desenvolvimento mateḿatico da Ĺogica começou com George Boole e a chamada

lógica proposicional. Neste sistema, sentenças atômicas s̃ao representadas por sı́mbolos, os

quais podem ser combinados através de conectivos, a fim de construir sentenças de complexi-

dade arbitŕaria. A chamadaLógica modernateve ińıcio com Gotlob Frege, o qual elaborou o

que atualmentée conhecido comocálculo de predicadosou lógica de primeira ordem, incor-

porando a ĺogica proposicional de Boole e estendendo a noção de predicado da teoria dos silo-

gismos para captar relacionamentos entre qualquer número de elementos (NISSANKE, 1999).

Por volta do final do śeculo XIX, a Lógica passou a ser utilizada como base formal para

outros campos da matemática (BITTENCOURT, 2006). De acordo com Carrion e da Costa

(1988), a ĺogica cĺassica atingiu sua forma quase definitiva com a obraPrincipia Mathematica,

escrita por Russell e Whitehead (WHITEHEAD; RUSSELL, 1910). Nesta obra e em trabalhos

como o ćelebre artigoOn Denoting(RUSSELL, 1905), Russell expôs sua Teoria das Descrições

Definidas. Descriç̃oes definidas s̃ao frases da forma “o número par primo” ou “a maior cidade

da Terra”, as quais falam acerca de um objeto que possui determinada propriedade, sem no

entanto utilizar explicitamente um nome ou rótulo para este objeto. Posteriormente, Hilbert

introduz um operador para formalizar descrições indefinidas, ou seja, descrições da forma “um

número par”, onde se fala acerca de um objeto dentre uma coleção de elementos que possuem

um dado predicado, sem no entanto fazer referência a um objeto especı́fico desta coleç̃ao.
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Para formalizar frases descritivas noâmbito da ĺogica de primeira ordem, recorreu-se a

operadores capazes de formar termos a partir de fórmulas, os chamados descritores ouvbtos

(variable-binding term operators).

Um descritor é um operador que, ao ser aplicado a uma variável e uma f́ormula, pro-

duz um termo, tornando as ocorrências livres da variável na f́ormula ligadas. Por exemplo, o

operador “τ” produz um termo quando aplicado a uma fórmulaP e uma varíavel x, ligando as

ocorr̂encias dex em seu escopo (HATCHER, 1982). O termo resultante, “τx P”, é chamado

de descrição. Em sua teoria, Russell (RUSSELL, 1905) introduz o descritor por definição

contextual. Outras abordagens, como as de Rosser (ROSSER, 1953) e de Hilbert (HILBERT;

BERNAYS, 1934), adotam o descritor como sinal primitivo da linguagem.

Russell emprega a letra grega “ι” ( iota) como descritor. Nesta teoria, descrições ñao

são termos da linguagem, mas samblagens incompletas, as quais apenas possuem significado

quando ocorrem no contexto de uma fórmula.

A l ógica cĺassica de descrições formulada por Rosser (ROSSER, 1953) utiliza o descritor

“ ι” para representar o artigo definido “o/a” das linguagens naturais. Assim, o termo “ιx P”

significa, intuitivamente, “o objetox que satisfazP”. Se existe um e somente um objetox

satisfazendoP, o termo “ιx P” denota tal objeto. Caso contrário, se mais de um ou nenhum

objeto satisfazP, o termo “ιx P” pode ser considerado destituı́do de significado, ou pode ser

associado a um objeto fixo do universo de discurso, escolhido arbitrariamente para corresponder

a todas as descrições deste tipo. No primeiro caso, temos uma descriçãoprópria; já no segundo,

a descriç̃aoé ditaimprópria (ABAR, 1985).

Por outro lado, o descritor “ε”, conhecido como śımbolo de Hilbert,é empregado para

formalizar o artigo indefinido “um/uma”. Uma descriç̃ao da forma “εx P” pode ser interpretada

como “um objetox que satisfazP”, e denota um objeto qualquer dentre aqueles que satisfazemà

propriedadeP (atrav́es de uma funç̃ao-escolha), ou um objeto fixo qualquer, caso nenhum objeto

satisfaça tal propriedade. Por este motivo, “ε” é tamb́em conhecido comodescritor indefinido,

pois permite referenciar um objeto do domı́nio, sem no entanto especificar de modo preciso que

objetoé esse. Assim, uma descrição somente será impŕopria quando for v́acua, ou seja, quando

nenhum objeto satisfaz a propriedade especificada pela mesma. Bourbaki emprega o sı́mbolo

“τ” como sinal primitivo da linguagem de sua versão de ZF, com comportamento análogo ao

“ε” de Hilbert (BOURBAKI, 1966).



5

1.1 Justificativa

As lógicas descritivas mencionadas anteriormente não oferecem um tratamento para a am-

bigüidade. No entanto,́e bastante comum encontrarmos situações na mateḿatica e na lingua-

gem natural, onde temos mais de um objeto satisfazendo determinada propriedade, e usualmente

empregamos um nome para referenciar um objeto qualquer desta coleção. Na mateḿatica, por

exemplo, denotamos uma primitiva da função f (x) = 2x por
∫
2x dx, apesar de haver mais de

uma primitiva para esta função. Similarmente, a teoria das categorias utiliza, em sua lingua-

gem, nomes que podem ter mais de um significado. Dizemos, por exemplo, que “o produto

cateǵorico dea por b é isomorfo ao produto categórico deb por a”, embora em geral, existe

mais de um objeto quée o produto cateǵorico de dois objetos dados. Encontramos na literatura

diversas menç̃oesà preocupaç̃ao em ñao empregar nomes ambı́guos (denotando mais de um

objeto) ou v́acuos (denotando algo que não existe).

Ao definir o conjunto vazio como “o conjunto que não cont́em membros”, Enderton

(1977) afirma que esta definição atribui o nome “∅” a um certo conjunto. Enfatiza ainda que,

para que tal definiç̃ao seja satisfatória,dois fatos devem ser assegurados:

(i) existe um conjunto que não cont́em membros (o quée garantido peloAxioma do Conjunto

Vazio2);

(ii) não pode haver mais de um conjunto que não cont́em membros (o quée garantido pelo

Axioma da Extensionalidade3).

O autor justifica estas restrições afirmando que “dificuldades lógicas severas surgem da

introduç̃ao de śımbolos quando ñao h́a objeto a ser nomeado, ou (ainda pior) o sı́mbolo nomeia

ambiguamente mais de um objeto”4.

Outro exemplóe dado por Suppes (1972), o qual sustenta que, em matemática, ñao se

pode definir operaç̃oes com mais de um resultado, uma vez que isso acarreta paradoxos. O autor

cita a express̃ao “x∗y = z”, onde z> x ∧ z> y , e “ * ”, neste contexto, representa um operador

binário. Observa-se quez pode assumir qualquer valor, desde que seja maior do que os valores

dex ey. Podeŕıamos ter, como possı́veis valores para a expressão, 2∗3 = 8, 2∗3 = 9, 2∗3 = 10,

2Empty Set Axiom: There is a set having no members: ∃B∀x (x < B) (ENDERTON, 1977).
3Extensionality Axiom: If two sets have exactly the same members, then they are equal:
∀A∀B

(
∀x (x ∈ A↔ x ∈ B)→ A = B

)
(ENDERTON, 1977).

4“Severe logical difficulties arise from introducing symbols when either there is no object for the symbol to
name, or (even worse) the symbol names ambiguously more than one object”(ENDERTON, 1977) pg. 19.
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etc., donde pode-se inferir que 8= 9, por exemplo.

Na mateḿatica tradicional, termos não podem denotar mais de um objeto sem provocar

certas inconveniências de notação, devidoà inexist̂encia da id́eia deigualdade unidirecional,

que permite substituiç̃oes apenas em um sentido, e não em ambos.

Vejamos o caso de uma integral indefinida. Dizemos que a funçãog(x) = x2 + c é uma

primitiva de f (x) = 2x, e denotamos este fato por “
∫
2x dx = x2 + c”, para qualquerc ∈ �.

Teŕıamos ent̃ao, como possı́veis exemplares,∫
2x dx = x2 + 1 e

∫
2x dx = x2 + 2.

A igualdade, sendo uma relação de equival̂encia,é siḿetrica, transitiva e reflexiva. Consi-

derando as propriedades de simetria e a transitividade, temos então quex2 + 1 = x2 + 2, donde

pode-se chegar̀a conclus̃ao err̂onea de que1 = 2. Tal fato decorre do uso inadequado do si-

nal de igualdade nesta situação, pois∀c ∈ �
(∫
2x dx = x2 + c

)
é, na verdade, uma abreviatura

para a expressão∀c ∈ �
(
primitiva(x2 + c, 2x)

)
, ou seja, o sinal “= ” na primeira express̃ao ñao

desempenha o papel de um sinal predicativo que estabelece uma relação entre dois objetos

iguais, mas sim de uma abreviatura. Seria mais conveniente representar a situação acima ex-

posta por uma “semi-igualdade”, uma vez que
∫
2x dx = x2 + 1 não implica necessariamente

quex2 + 1 =
∫
2x dx, se “=” denota, neste caso, a igualdade unidirecional.

As linguagens naturais, como por exemplo a lı́ngua portuguesa, lidam com a ambigüidade

de uma forma praticamente ubı́qua. Na linguagem informal, em muitos casos, um substantivo

precedido por um artigo indefinidóe uma refer̂encia amb́ıgua para qualquer objeto da coleção

correspondente. Por exemplo, na frase “o produto de um inteiro por 6é par”, a express̃ao “um

inteiro” não denota um ńumero inteiro especı́fico, masé uma refer̂encia amb́ıgua para qualquer

número dentre a coleção dos ńumeros inteiros, istóe, para qualquer membro do conjunto�.

Tal express̃ao é, portanto, um nome ambı́guo para qualquer número inteiro. A afirmaç̃ao “um

número inteiroé um ńumero real” pode significar, em certo sentido, que todos os números

inteiros s̃ao ńumeros reais.

Portanto, diferentemente das descrições usualmente empregadas em lógica, onde cada

descriç̃ao denota uḿunico objeto, nas linguagens naturais uma expressão pode estar associada

a uma coleç̃ao de objetos. Entretanto, pelo menos quase todas as lógicas, monot̂onicas ou ñao,

não trabalham com a ambigüidade, ou seja, com termos ou nomes denotando eventualmente

mais de um objeto.
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1.2 Delimitação do tema

Este trabalho apresenta uma lógica para formalizar adequadamente situações como as

descritas acima, denominadaLogic of Ambiguous Reference- LAR. Esta ĺogicaé uma extens̃ao

conservativa da Ĺogica Quantificacional Clássica, acrescida de dois conceitos principais:des-

criçãoeabrangência.

Para adotar estas noções em uma linguagem formal, definiremos em LAR um novo descri-

tor, com um comportamento diferente do “ι” de Russell (WHITEHEAD; RUSSELL, 1910), do

“ ι” de Rosser (ROSSER, 1953) e do “ε” de Hilbert (HILBERT; BERNAYS, 1934). As descri-

ções aqui empregadas serão associadas a coleções de objetos do universo de discurso, ou seja,

ser̃ao refer̂encias amb́ıguas para quaisquer objetos da coleção correspondente. Cada termo em

LAR seŕa associado semanticamente a uma coleção de objetos, do mesmo modo que nas lin-

guagens naturais, a expressão “uma flor”é associada, muitas vezes,à coleç̃ao das flores, apesar

de, obviamente, ñao significar esta coleção, e sim representar ambiguamente uma flor arbitrária.

Se tal coleç̃ao for vazia, dizemos que o termoé vácuo, ou seja, um nome que não denota nada.

Se, ao contŕario, a coleç̃ao ñao for vazia, o termóe dito existencial. Um termoexistencial

pode ainda serunı́voco, caso a coleç̃ao a ele associada seja um conjunto unitário, eambı́guo,

caso tal coleç̃ao possua mais de um elemento. O sı́mbolo “Υ ” seŕa adotado como operador de

descriç̃ao. Uma descriç̃ao da forma “Υx P” é lida “umx tal queP”. Ressaltamos que um termo

em LAR ñaoé a coleç̃ao em si, e siḿe associadòa coleç̃ao. Por exemplo, “Υx leão(x)” nãoé

a coleç̃ao de todos os lẽoes, mas a representação amb́ıgua de um lẽao qualquer. Similarmente,

“Υx(x = x)” não representa a coleção de todas as coisas, mas apenas um objeto arbitrário.

Dados dois termos em LAR, de modo que o primeiroé uma descriç̃ao que compreende

mais objetos do que a segunda, representamos aigualdade unidirecionalentre esses dois ter-

mos, denominadaabrangência, pelo śımbolo “ )= ” . A f órmulaΥx inteiro(x) )= Υx primo(x)

é lida “um x tal quex é inteiro abrangeum x tal quex é primo” (ou, informalmente, “um

primo é um inteiro”), ou seja, a coleção associada aΥx inteiro(x) cont́em a coleç̃ao associada

aΥx primo(x), mas o inverso ñaoé verdadeiro (ñao podemos inferir daı́ que “um inteiroé um

primo”). Ou seja, abranger, em LAR,é o inverso de ser, na lı́ngua portuguesa.

A igualdade tradicional ñaoé adotada em LAR como conceito primitivo, mas definida a

partir da abranĝencia. Se “t )= u” e “u )= t”, ou seja, quando dois termos abrangem um ao

outro, os mesmos são ditos iguais, e o sinal “= ” é empregado para representar esta asserção.
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Podemos utilizar as id́eias acima expostas para formalizar o exemplo dado por Suppes

(1972): “x∗ y = z”, onde z> x ∧ z> y , e “ * ” representa um operador binário. Denotaremosz

por “Υz(z> x∧ z> y)” (l ê-se “umz tal quez é maior quex ez é maior quey”). Esta descriç̃ao

est́a associada ao conjunto de todos os valores maiores quex e y, ou seja,é uma refer̂encia

amb́ıgua para um valor arbitrário, dentre os possı́veis valores quez pode assumir, sem no en-

tanto realizar uma escolha por um elemento particular, como seria o caso se empregássemos o

operador “ε”. A express̃ao pode ser reescrita como “x ∗ y 
 Υz(z > x ∧ z > y)”5. Como

conseq̈uência, 2∗ 3 nãoé igual a 8, e sim abrange 8. Temos daı́ que 2∗ 3 )= 8, 2∗ 3 )= 9, etc.,

mas ñao se deriva que 8= 9, por exemplo. Em outras palavras, set )= u e t )= v, não se tem

necessariamente queu = v.

Uma forma de comutatividade do produto categórico, em ĺogica cĺassica de primeira or-

dem, pode ser expressa por∀x∀y(prod(x,a,b) ∧ prod(y,a,b) → x ≈ y), onde, neste con-

texto, prodé um sinal predicativo triádico. Em LAR, tal frase pode ser escrita de uma forma

bem mais simples: “ax b ≈ bx a”, onde “ax b” denota, de uma forma ambı́gua, qualquer

produto cateǵorico dea por b. Ou seja, “ax b” é, na verdade, abreviatura para a descrição

“Υxprod(x,a,b)”. Ainda de acordo com esta notação:

•
∫
2x dx = Υg(g é uma primitiva da funç̃ao f (x) = 2x);

• Podemos expressar o fato de que a funçãog(x) = x2 + 1 é uma primitiva def (x) = 2x escre-

vendo “
∫
2x dx )= g” ou “

∫
2x dx )= (x2 + 1)dx”;

Ou seja, LAR quebra um paradigma da notação mateḿatica, por permitir que termos

denotem mais de um objeto ao mesmo tempo, o que as linguagens naturais, pelo menos as mais

conhecidas, costumam fazer.

LAR apresenta regras para lidar com descrições amb́ıguas e abranĝencia, enriquecendo

a lógica cĺassica e aumentando seu poder de expressividade. Esta lógica foi desenvolvida

para operar o mais próximo posśıvel da ĺogica cĺassica, embora nas fórmulas em que ocorrem

descriç̃oes amb́ıguas ou v́acuas, apresente deviâncias como paraconsistência, paracompletude

e ñao-reflexividade (para termos e para fórmulas). Estas situações ser̃ao melhor detalhadas no

decorrer deste trabalho.

5O śımbolo
 seŕa empregado para definições.
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1.3 Objetivo geral

Desenvolver, detalhar e verificar resultados referentes a uma lógica que formalize ade-

quadamente descrições v́acuas e ambı́guas, baseando-se na associação de termos a coleções de

objetos e na relação de igualdade unidirecional entre termos.

1.4 Objetivos espećıficos

LAR foi proposta originalmente em Buchsbaum (2002), cujo autoré o orientador deste

trabalho. No artigo, uma exposição sucinta da lógicaé apresentada, englobando sua linguagem,

uma sem̂antica e suas leis primitivas. Alguns teoremas são enunciados intuitivamente, sem uma

verificaç̃ao formal e precisa de sua validade. Com base nesta proposta original, este trabalho

busca:

• Apresentar de forma detalhada e didática as id́eias, motivaç̃oes e peculiaridades de LAR,

visto que esse assunto ainda não foi objeto de estudo aprofundado. Assim, um dos objetivos

deste trabalhóe servir como fonte de consulta para futuras pesquisas neste tema.

• Provar os teoremas enunciados em Buchsbaum (2002).

• Modificar os enunciados de tais teoremas, quando os mesmos não puderam ser provados em

sua forma original.

• Elaborar resultados novos considerados relevantes não presentes no artigo original.

• Comparar LAR com as lógicas descritivas mais conhecidas.

1.5 Estrutura do trabalho

Este trabalho está organizado em capı́tulos, a saber:

• O Caṕıtulo 2 exp̃oe alguns conceitos fundamentais sobre sistemas lógicos, os quais serão

empregados ao longo deste trabalho.

• No Caṕıtulo 3, apresentamos sucintamente a Lógica Equacional Clássica (LEC).

• O Caṕıtulo 4 apresenta algumas lógicas com descritores, baseadas nos operadores propostos

por Russell, Rosser e Hilbert.
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• A Lógica da Refer̂encia Amb́ıgua (LAR)é apresentada no Capı́tulo 5. Além de definir uma

linguagem, um ćalculo de seq̈uentes e uma sem̂antica para LAR, diversos teoremas são for-

mulados e provados. Exemplos e contra-exemplos são dados, quando julgamos necessário.

• No Caṕıtulo 6, faz-se uma análise dos resultados obtidos e compara-se a lógica LAR com as

demais ĺogicas descritivas vistas neste trabalho.

• Por fim, apresentamos a conclusão e algumas perspectivas de desenvolvimentos futuros deste

trabalho no Caṕıtulo 7.



Caṕıtulo 2

Sistemas Ĺogicos

A história nos mostra que diversos desenvolvimentos de grande relevância em cîencia

da computaç̃ao se deram associados ao desenvolvimento de sistemas lógicos. Como exemplo,

pode-se citar os estudos sobre decidibilidade de sistemas lógicos, desenvolvidos por Turing,

Church, G̈odel, entre outros, os quais levaram ao desenvolvimento da noção de computabili-

dade. Para Malanovicz (2004), os sistemas lógicos assemelham-se em muitos aspectos a siste-

mas de computação, pois possuem uma linguagem que permite expressar os objetos da sintaxe,

uma sem̂antica e uma teoria da prova, a qual está intimamente relacionada ao conceito de al-

goritmo em computaç̃ao. Além de sua importância para a ciência da computação, o estudo de

sistemas ĺogicos tamb́em serve ao proṕosito de fundamentar aplicações tecnoĺogicas decorren-

tes das pesquisas nestaárea.

Neste caṕıtulo est̃ao reunidas diversas definições, pŕe-definiç̃oes, notaç̃oes e convenç̃oes

acerca de sistemas lógicos, as quais fundamentam a formulação das demais lógicas apresentadas

neste trabalho1.

Um sistema lógicoou lógica é constitúıdo por umalinguagemouclasse de linguagens, e

umateoriaassociada a estas linguagens.

Uma linguagem2 é o ambiente material no qual o sistema se manifesta, sendo definida em

duas etapas (BUCHSBAUM, 2006):

1As definiç̃oes, notaç̃oes e convenç̃oes aqui apresentadas passam a valer para todas as demais lógicas discutidas
neste trabalho. As pré-definiç̃oes referem-se a conceitos que podem variar de lógica para ĺogica, sendo então
consideradas definidas neste capı́tulo e reescritas de forma especı́fica para cada lógica, no caṕıtulo correspondente,
quando necessário.

2Referimo-nos aqui a linguagens formais ou artificiais.
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• a escolha de um conjunto não vazio de sinais b́asicos, geralmente gráficos, o qual deno-

minamosalfabeto. Os śımbolos pertencentes ao alfabeto são empregados na construção de

express̃oes ou samblagens3 na referida linguagem;

• a enunciaç̃ao de uma coleç̃ao de regras de formação, chamadagramáticada linguagem.

A gramática permite distinguir quais combinações de śımbolos, dentre aquelas possı́veis

na linguagem considerada, constituem expressões significativas da mesma. Tais expressões

ou samblagens significativas são termos(nomes de objetos do universo de discurso4) ou

fórmulas(asserç̃oes, na linguagem considerada, acerca de objetos do universo de discurso).

Uma teoria, por outro lado, permite avaliar, para uma dada linguagem, quais fórmulas

devem ser consideradas absoluta ou relativamente verdadeiras na lógica em questão. Para isso,

deve-se definir uma relação de conseq̈uência entre coleç̃oes de f́ormulas e f́ormulas nesta lógica,

tarefa que pode ser realizada através de uma das seguintes vias (BUCHSBAUM, 2006):

• Via sintática: tem como base certos objetos formais iniciais, aos quais aplica regras para

obter novos objetos formais, a partir de uma lista daqueles já obtidos. Nesta via enquadram-

se osCálculos Axiomáticosou Sistemas de Hilbert, osCálculos de Seqüentese osSistemas

de Dedução Natural;

• Via semântica: baseia-se em uma coleção devalores veritativos(ou doḿınio veritativo), os

quais s̃ao ŕotulos representando diferentes graus de veracidade ou falsidade, e uma coleção

de funç̃oes chamadasvalorações, as quais associam fórmulas a valores veritativos.

• Via de automatização: utiliza algoritmos que t̂em como entrada seqüentes e como saı́da as

posśıveis respostas que avaliam cada seqüente considerado. Os métodos de automatização

usuais s̃aoResolução, TablôseSeqüentes de Gentzen.

2.1 Linguagens para Sistemas Ĺogicos

Nesta seç̃ao, apresentamos algumas definições sint́aticas que serão empregadas no decor-

rer deste trabalho.

2.1.1 Definiç̃ao. Um alfabetoé uma coleç̃ao ñao vazia de sinais.

3Utilizaremos a palavra “samblagem” como um sinônimo para a expressão “cadeia de caracteres”.
4Um universo de discursóe a coleç̃ao de objetos associada a uma dada interpretação para um sistema lógico,

conforme seŕa detalhado na seção 2.2.1.



13

Todas as ĺogicas abordadas neste trabalho adotarão, como base para suas linguagens, os

sinais de umalfabeto quantificacional, definido a seguir.

2.1.2 Definiç̃ao. Um alfabeto quantificacionalcont́em os seguintes sinais, mutuamente disjun-

tos dois a dois:

• Constantes: são nomes de objetos, em geral definidos, do universo de discurso. A coleção

de constantes pode eventualmente ser vazia.

• Variáveis: tamb́em conhecidas comovariáveis individuais, referem-se a objetos, em geral in-

definidos, do universo de discurso. Adotamos aqui, como variáveis, os sinais da lista infinita

“x, y, z,w, x1, y1, z1,w1, x2, y2, z2,w2, . . .”.

• Sinais funcionais: são sinais que formam termos a partir de um ou mais termos. Se um

sinal funcional usan termos para formar um termo, dizemos quen é aaridadedeste sinal.

A coleç̃ao dos sinais funcionais de um alfabeto quantificacional pode ser vazia.

• Sinais predicativos: são sinais que formam fórmulas a partir de uma lista eventualmente vazia

de termos. Se um sinal predicativo usan termos para formar uma fórmula, dizemos quen é

a aridadedeste sinal.Letras sentenciaissão sinais predicativos de aridade 0. Um alfabeto

quantificacional deve possuir pelo menos um sinal predicativo.

• Conectivos: são sinais que formam fórmulas a partir de fórmulas. Se um conectivo usan

fórmulas para formar uma fórmula, dizemos quen é aaridadedeste conectivo. Os conectivos

usualmente possuem aridade 1 ou 2. Um alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos

um conectivo.

• Quantificadores: são sinais que formam fórmulas a partir de uma variável e uma f́ormula.

Um alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos um quantificador.

• QualificadoresouDescritores: são sinais que formam termos a partir de uma variável e uma

fórmula. A coleç̃ao dos qualificadores pode ser vazia.

• Sinais de pontuação: são sinais auxiliares, como o parêntese de abertura “(” , o parêntese

de fechamento “)” e a vı́rgula “ , ”. Têm como proṕosito agrupar corretamente os sinais da

linguagem na construção de express̃oes significativas.

2.1.3 Notaç̃ao. De agora em diante, consideraremosL uma ĺogica cujos alfabetos são quanti-

ficacionais.

2.1.4 Definiç̃ao. Sejas um conectivo, um sinal funcional ou um sinal predicativo. Ses possui

aridaden, dizemos ques é n-ário ou n-ádico. Ses possui uma das aridades 1, 2 ou 3, entãos é

tamb́em chamado respectivamente demonádico, diádicoou triádico.
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2.1.5 Nota. Os alfabetos de todas as lógicas consideradas neste trabalho adotarão, como co-

nectivos primitivos, os conectivos diádicos “→” (conectivo da implicaç̃ao), “∧” (conectivo da

conjunç̃ao) e “∨” (conectivo da disjunç̃ao), e o conectivo monádico “¬” (conectivo da negaç̃ao),

esteúltimo de escrita pŕe-fixada.

2.1.6 Definiç̃ao. Uma samblagememL é uma seq̈uência finita de sinais (vazia ou não) de

algum alfabeto deL.

2.1.7 Definiç̃ao. Termose fórmulas emL são certas samblagens emL satisfazendo as cláusulas

abaixo:

• Uma constantée um termo emL, dito termo atômico5.

• Uma varíavelé um termo emL, dito termo atômico.

• Se f é um sinal funcional de aridaden emL e t1, . . . , tn são termos emL, ent̃ao f (t1, . . . , tn)

é um termo emL, dito termo funcional.

• Sex é uma varíavel emL, P é uma f́ormula emL eΘ é um qualificador emL, ent̃aoΘx P é

um termo emL, dito descrição.

• Sep é um sinal predicativo de aridaden emL e t1, . . . , tn são termos emL, ent̃aop(t1, . . . , tn)

é uma f́ormula emL, dita fórmula atômica6.

• SeP1, . . . ,Pn são fórmulas emL e # é um conectivo de aridaden emL, ent̃ao #(P1, . . . ,Pn)

é uma f́ormula emL.

• Sex é uma varíavel emL, P é uma f́ormula emL eΨ é um quantificador emL, ent̃aoΨx P

é uma f́ormula emL.

No caso de um sistema lógico possuir diversas linguagens, suas gramáticas ñao devem

atribuir tipos diferentes ao mesmo sinal. Por exemplo, um sinal não pode ser um conectivo em

uma linguagemL1 paraL e um sinal funcional em uma linguagemL2 paraL. Da mesma forma,

uma mesma samblagem não pode ser um termo em uma linguagemL1 paraL e uma f́ormula em

uma linguagemL2 paraL. Por outro lado, as coleções de constantes, sinais funcionais e sinais

predicativos, ditossinais não lógicos, podem variar em diferentes linguagens para um sistema

lógico.

2.1.8 Definiç̃ao. Um designadorL é um termo emL ou uma f́ormula emL 7.

5Um termo atômicóe um termo que ñao cont́em outros termos.
6Umafórmula atômicáe uma f́ormula que ñao possui subfórmulas.
7Utilizaremos a palavradesignadorno sentido adotado por Shoenfield (1967), pg. 15, e não no sentido intro-

duzido por Kripke, no qual esta palavra refere-se somente aos termos singulares (BRANQUINHO; MURCHO,
2001).
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2.1.9 Definiç̃ao. Umasubfórmula de uma fórmula Ṕe uma subseq̈uência da samblagemP que

tamb́emé uma f́ormula, ou seja, uma fórmula que ocorre emP.

2.1.10 Definiç̃ao. Umaocorrência de uma variávelem um designadoŕe uma ćopia espećıfica

da mesma neste designador.

2.1.11 Notaç̃ao. Adotaremos como convenção, em todo este trabalho, as seguintes referências

para as listas de letras abaixo, seguidas ou não de plicas ou subı́ndices, dada uma lógica

L qualquer:

• a, b, c: referem-se a constantes;

• x, y, z,w: referem-se a variáveis;

• f ,g,h: referem-se a sinais funcionais;

• p,q, r: referem-se a sinais predicativos;

• t,u, v: referem-se a termos emL;

• P,Q,R,S: referem-se a f́ormulas emL;

• D,E,G: referem-se a designadores emL;

• Γ,Φ: referem-se a coleções de f́ormulas emL;

• Ω: refere-se a uma coleção de designadores emL.

2.1.12 Notaç̃ao. A menos que o contrário seja dito, adotaremos, em todo este trabalho, as

seguintes convenções:

• O śımbolo “ # ” refere-se a um dos conectivos “∧” ou “∨”.

• O śımbolo “Ψ ” refere-se a um dos quantificadores “∀” ou “∃”.

• QuandoΨ′ aparecer no mesmo contexto em queΨ, Ψ′ =


∀, seΨ = ∃,

∃, seΨ = ∀.

2.1.13 Definiç̃ao. Em todas as lógicas deste trabalho, utilizaremos o conectivo diádico “↔” ,

denominadoequivalência, o qualé definido a seguir:

• (P↔ Q)

(
(P→ Q) ∧ (Q→ P)

)
.

2.1.14. Convenç̃oes para escrita informal de termos e f́ormulas. Adotaremos, no restante

deste trabalho, as seguintes convenções para a escrita de termos e fórmulas, sempre que não

houver margem para confusão, a fim de evitar o uso excessivo de parênteses (BUCHSBAUM,

2006):

• Se todos os conectivos monádicos da ĺogica considerada são de escrita pré-fixada e #́e um

conectivo mońadico nesta ĺogica, ent̃ao notamos #(P) por #P.
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• Se # for um conectivo diádico, ent̃ao notamos #(P,Q) por (P#Q) e, se (P#Q) não estiver no

interior de outra f́ormula, ent̃ao notamos (P#Q) por P#Q.

• A lista “↔,→, {∧,∨}” fornece a ordem de prioridade para a separação em subf́ormulas.

• Quando o conectivo da implicação se suceder em uma fórmula, a parentetização impĺıcita se

dá da direita para a esquerda.

• Quando conectivos diádicos de mesmo nı́vel hieŕarquico, exceto o conectivo da implicação,

se sucederem em uma fórmula, a parentetização impĺıcita se d́a da esquerda para a direita.

• Se f é um sinal funcional mońadico de escrita pré-fixada, notamosf (t) por (f t). Quando (f t)

não estiver no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterior de parênteses.

• Se f é um sinal funcional mońadico de escrita ṕos-fixada, notamosf (t) por (t f ). Quando (t f )

não estiver no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterior de parênteses.

• Se f é um sinal funcional diádico, notamosf (t1, t2) por (t1 f t2). Quando (t1 f t2) não estiver

escrito como subtermo de outro termo, podemos prescindir do seu par exterior de parênteses.

• Quando o mesmo sinal funcional diádico se suceder em um termo, podemos suprimir no

mesmo todos os pares internos de parênteses, considerando a parentetização impĺıcita da

esquerda para a direita.

• Sep for um sinal predicativo diádico, ent̃ao notamosp(t1, t2) por (t1p t2) e, se (t1p t2) não for

uma subf́ormula de outra f́ormula, notamos (t1p t2) por t1p t2.

2.1.15 Convenç̃ao. Em todo este trabalho, considerar-se-á que as variáveis est̃ao ordenadas de

acordo com a lista infinita “x, y, z,w, x1, y1, z1,w1, x2, y2, z2,w2, . . .”. Chamaremos esta ordem

de est̂andar.

2.2 Teorias de Sistemas Ĺogicos

Todo sistema ĺogico possui uma teoria própria, constrúıda a partir de suas linguagens,

a qual descreve a veracidade absoluta ou relativa das fórmulas de tal sistema, através de uma

relaç̃ao de conseq̈uência entre coleç̃oes de f́ormulas e f́ormulas.

O sinal “ ” , ou um de seus variantes,é usado, em Ĺogica, para denotar a relação de

conseq̈uência de uma dada lógica. Dada uma lógicaL, se a sua relação de conseq̈uência for de-

finida por uma via sint́atica ou de automatização, notamos, então, esta relaç̃ao de conseq̈uência

por “
L

”e se sua relaç̃ao de conseq̈uência for definida semanticamente, então a notamos por
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“
L

”. As definições e notaç̃oes a seguir referem-se tanto a “
L

”como a “
L

”8.

2.2.1 Notaç̃ao. Pode-se ler “Γ
L

P” de uma das seguintes maneiras:

• “P é conseq̈uência deΓ emL”;

• “P éL-conseq̈uência deΓ”;

• “P é teorema deΓ emL”;

• “Γ acarretaP emL”;

• “De Γ, emL, afirma-seP”.

Desta forma, “Γ
L

P” significa que, se todas as fórmulas pertencentes aΓ forem ver-

dadeiras emL, P tamb́em seŕa verdadeiro emL. Em particular, seΓ for vazio, ent̃ao “∅
L

P”

expressa a veracidade absoluta deP emL. Do contŕario, “Γ
L

P” expressa a veracidade

relativa deP emL, dependendo deΓ.

2.2.2 Definiç̃ao. Γ éL-trivial se, para toda f́ormulaP emL, Γ
L

P. Caso contŕario,Γ é dito

não trivial emL.

2.2.3 Notaç̃ao.

•
L

P 
 ∅
L

P.

• P1, . . . ,Pn L
P 
 {P1, . . . ,Pn} L P.

• Γ,P
L

Q 
 Γ ∪ {P}
L

Q.

• Γ1, . . . ,Γn,P1, . . . ,Pr L
Q 
 Γ1 ∪ . . . ∪ Γn ∪ {P1, . . . ,Pr} L Q.

2.2.4 Definiç̃ao. Um seqüenteemL é um par〈Γ,P〉, ondeΓ é uma coleç̃ao de f́ormulas emL e

P é uma f́ormula emL. Um esquemaemL é uma coleç̃ao de seq̈uentes de mesmo formato

emL. Os elementos de um esquema emL são chamados deexemplaresdeste esquema.

2.2.5 Definiç̃ao. UmaaplicaçãoemL é um par〈Σ, ζ〉, ondeΣ é uma lista finita de seqüentes

emL e ζ é um seq̈uente emL. Os elementos deΣ são ditoshipóteses da aplicaçãoe ζ é dito a

conclusão da aplicação. UmaregraemL é uma coleç̃ao de aplicaç̃oes emL.

2.2.6 Definiç̃ao. Uma lei emL é um esquema emL ou uma regra emL.

2.2.7 Definiç̃ao. Um seq̈uente〈Γ,P〉 é corretoemL se existir uma demonstração para ele no

referido ćalculo. Este fatóe notado porΓ
L

P. Um esquemáe ditocorretoemL se todos os

seus exemplares forem corretos emL.

8Os śımbolos “ ” e “ ”, bem como outras versões dos mesmos, são tamb́em conhecidos como barras de
Frege (WIKIPEDIA, 2007).
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2.2.8 Exemplos.

• Esquema do∧-Introduç̃ao: P,Q
L

P ∧ Q.

• Um exemplar do Esquema do∧-Introduç̃ao: p(x, y),q(z,w)
L

p(x, y) ∧ q(z,w).

2.2.9 Definiç̃ao. Uma aplicação é dita correta emL se a correç̃ao emL de todas as suas

hipóteses implica na correção de sua conclusão. Umaregra é ditacorretaemL se todas as suas

aplicaç̃oes forem corretas emL . Uma lei é ditacorretaemL se esta for um esquema correto

emL ou uma regra correta emL.

2.2.10 Exemplos.

• Regra da Deduç̃ao:
Γ,P

L
Q

Γ
L

P→ Q
·

• Uma aplicaç̃ao da Regra da Dedução:
p(x, y)

L
q(z,w)

L
p(x, y)→ q(z,w)

·

2.2.1 Sem̂anticas de Sistemas Ĺogicos

Para as ĺogicas apresentadas neste trabalho, definiremos um objeto formal denominado

interpretação, o qual d́a significado a todos os sinais contidos na linguagem considerada. Uma

interpretaç̃ao pode incluir, entre outros possı́veis objetos, uma coleção ñao vazia, denominada

universo de discurso(ou simplesmenteuniverso) da interpretaç̃ao, ummundoe umaatri-

buição para variáveis. O universo de discurso contém todos os objetos do contexto em es-

tudo. Um mundo d́a significado aos chamados sinais não lógicos: constantes, sinais funcionais

e sinais predicativos. Uma atribuição para varíaveis associa variáveis a objetos do universo de

discurso. Estes elementos, bem como as noções de satisfatibilidade, validade e conseqüência

sem̂antica emL , ser̃ao definidos a seguir.

2.2.11 Definiç̃ao. Um universo de discursóe uma coleç̃ao ñao vazia.

2.2.12 Definiç̃ao. Um mundo wpara um universo de discurso∆ é uma funç̃ao cujo doḿınio

é uma coleç̃ao de constantes, sinais funcionais e sinais predicativos, atendendoàs seguintes

condiç̃oes:

• para cada constantec ∈ D(w), w(c) ∈ ∆;

• para cada sinal funcionalf ∈ D(w) de aridaden, w( f ) é uma funç̃ao de∆n em∆;

• para cada sinal predicativop ∈ D(w) de aridaden, w(p) ⊆ ∆n.
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2.2.13 Definiç̃ao. Dado um designadorD emL, dizemos quew é um mundo paraD se o

doḿınio dew contiver todas as constantes, sinais funcionais e sinais predicativos que ocorrem

emD. Dizemos tamb́em quew é um mundo paraΩ sew é um mundo para cadaD ∈ Ω.

2.2.14 Definiç̃ao. Um termo(fórmula/designador)emum mundow é um termo (f́ormula/ de-

signador) cujas constantes, sinais funcionais e sinais predicativos estão no doḿınio dew.

2.2.15 Definiç̃ao. Seja∆ um universo de discurso. Uma∆-atribuiç̃ao para varíaveiss é uma

função cujo doḿınio é a coleç̃ao das varíaveis e cuja imagem está contida em∆.

2.2.16 Definiç̃ao. Sejam s uma ∆-atribuiç̃ao para varíaveis, x1, . . . , xn variáveis distintas e

d,d1, . . . ,dn elementos de∆. s(x|d) e s(x1, . . . , xn |d1, . . . ,dn) são∆-atribuiç̃oes para variáveis

definidas por:

• s(x|d)(y) =


s(y), sey , x;

d, sey = x.

• s(x1, . . . , xn |d1, . . . ,dn)(y) =


s(y), sey < {x1, . . . , xn};

di , sey = xi, parai ∈ {1, . . . ,n}.

2.2.17 Pŕe-definiç̃ao. Dada uma ĺogicaL, consideramos como previamente conhecido o que

vem a ser umaL-interpretaç̃ao. Dada umaL-interpretaç̃ao I , consideramos também como

previamente conhecido o mundo deI .

2.2.18 Notaç̃ao. No restante deste trabalho, consideraremos que:w é um mundo para um uni-

verso de discurso∆; s é uma∆-atribuiç̃ao para varíaveis; I é uma interpretaç̃ao para a ĺogica

considerada;d e e, seguidos ou ñao de sub́ındices, s̃ao elementos do universo de discurso de

uma dada interpretação.

2.2.19 Definiç̃ao. Dizemos queI é uma interpretaç̃ao paraD se o mundo deI for um mundo

paraD. Dizemos tamb́em queI é uma interpretaç̃ao paraΩ se o mundo deI for um mundo

paraΩ.

2.2.20 Pŕe-definiç̃ao. Dada uma f́ormulaP emL, consideramos como previamente definido

quando umaL-interpretaç̃ao I satisfazP emL.

2.2.21 Definiç̃ao. I satisfazΓ emL seI é umaL-interpretaç̃ao e, para cadaP ∈ Γ, I satisfazP

emL.
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2.2.22 Definiç̃ao. P é umaL-conseq̈uência sem̂antica deΓ se todaL-interpretaç̃ao paraΓ ∪ {P}

que satisfazΓ tamb́em satisfazP. Notamos isto porΓ
L

P.

2.2.23 Definiç̃ao. P éL-válida se todaL-interpretaç̃ao paraP satisfazP.

2.2.24 Definiç̃ao. P éL-satisfat́ıvel se existir umaL-interpretaç̃ao I que satisfazP.

2.2.25 Definiç̃ao. Γ éL-satisfat́ıvel se existir umaL-interpretaç̃ao que satisfazΓ.

2.2.2 Ćalculos de Seq̈uentes para Sistemas Ĺogicos

Em todos os sistemas lógicos definidos neste trabalho, adotaremos como via sintática

preferencial os ćalculos de seq̈uentes. Os ćalculos de seq̈uentes s̃ao um tipo de sistema dedutivo,

ou seja, um sistema que possibilita inferir, derivar ou deduzir as conseqüências de um conjunto

de fórmulas (SILVA; FINGER; MELO, 2006).

2.2.26 Definiç̃ao. Um cálculo de seqüentesé dado por uma coleção de leis em alguma lógicaL,

ditas leis primitivasou postuladosdeste ćalculo. Um(a) esquema(regra) primitivo(a) deste

cálculo é um postulado deste cálculo queé esquema(regra). Umademonstraçãoneste ćalculo

é uma lista de seqüentes, tal que cada seqüenteé um exemplar de um esquema primitivo deste

cálculo oué conseq̈uência da aplicaç̃ao de uma regra primitiva do mesmo a um ou mais seqüen-

tes anteriores nesta demonstração (BUCHSBAUM, 2006).

2.2.27 Notaç̃ao. Consideraremos no restante desta seção queL é definido por um ćalculo

de seq̈uentes.

2.2.28 Definiç̃ao. Um esquema correto emL que ñao for primitivo emL é ditoderivadoem

L. Uma regra correta emL que ñao seja primitiva emL é ditaderivadaemL.

2.2.3 Correç̃ao e Completude de Sistemas Ĺogicos

SejamL1 eL2 lógicas que possuem as mesmas linguagens, de forma queL1 é definida

por um ćalculo de seq̈uentes eL2 é definida por uma sem̂antica.

2.2.29 Definiç̃ao. Dizemos queL1 é correto com respeito aL2 se, para todoΓ e para todoP,

Γ
L1

P implica em Γ
L2

P.
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2.2.30 Definiç̃ao. Dizemos queL2 écompleto com respeito aL1 se, para todoΓ e para todoP,

Γ
L2

P implica em Γ
L1

P.

Quando sabemos que o cálculo de seq̈uentes deL1 e a sem̂antica deL2 definem uma

mesma ĺogica, costumamos designarL1 eL2 pelo mesmo nome. Usualmente, por abuso de

linguagem, usamos o mesmo nome paraL1 eL2, com a condiç̃ao de mostrar posteriormente

que o ćalculo deL1 e a sem̂antica deL2 definem a mesma lógica.



Caṕıtulo 3

A L ógica Equacional Cĺassica

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo abordaremos aLógica Equacional Clássica– LEC, tamb́em conhecida

comoLógica Elementar Clássica, Lógica de Primeira Ordem com Igualdadeou Cálculo de

Predicados de Primeira Ordem com Igualdade. Esta ĺogica opera sobre os chamados conectivos

(conjunção, disjunção, implicaçãoe negação), quantificadores (para todoe algum) e sobre o

predicado de igualdade.

Sobre a import̂ancia desta lógica, Carrion e da Costa (1988) afirmam que

ela é de fundamental importância para a lógica e a mateḿatica tradicionais, poiśe o ponto de
partida para a codificação rigorosa das mesmas. Mas também é relevante para as lógicas ñao-
clássicas, dado que estas sempre se originam a partir de modificações de seus princı́pios. Além
disso elaé importante por si própria, como teoria mateḿatico-formal extremamente fecunda, e
encontrou aplicaç̃oes variadas na filosofia, nas ciências emṕıricas e na tecnologia. Por exemplo,
ela se evidenciou imprescindı́vel para a computação.

A denominaç̃ao primeira ordemqualifica ĺogicas onde h́a unicamente variáveis que de-

notam elementos do universo de discurso (indivı́duos), mas ñao h́a varíaveis para predicados ou

funções (DA COSTA; KRAUSE, 2005). Nas lógicas de ordem superior, há sinais predicativos

que tomam outros sinais predicativos ou funcionais como argumentos, ou onde quantificado-

res predicativos ou funcionais são permitidos (POGORZELSKI, 1994). Por exemplo, na frase

“todo conjunto ñao vazio de ńumeros naturais tem um primeiro elemento”, a quantificação est́a

sendo aplicada sobre conjuntos de números, e ñao sobre varíaveis individuais que denotam

números (CARNIELLI; CONIGLIO; BIANCONI, 2002).
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Conforme Hatcher (1982), uma lógica de primeira ordem com igualdadeé uma ĺogica de

primeira ordem contendo um sinal predicativo binário, usualmente denotado por “= ” , satis-

fazendoàs condiç̃oes de reflexividade e substitutividade. Estaúltima, articulada h́a 350 anos

e conhecida como Lei de Leibniz, pode ser enunciada como: “duas expressões são iguais, em

qualquer atribuição de variáveis, se e somente se substituindo-se uma por outra em qualquer

expressão E, o valor veritativo de E não se altera”. A Lei de Leibniz pode ser representada

como:
x = y E(z| x)

E(z| y)
1. Ou seja, sex e y denotam o mesmo objeto, então tudo o que for

verdadeiro sobrex tamb́em seŕa sobrey. Desse modo, se começarmos com uma fórmula con-

tendo ocorr̂encias dex, e substituirmos algumas, não necessariamente todas, pory, ent̃ao as

duas f́ormulas ter̃ao o mesmo valor veritativo (BOSTOCK, 1997). Gries e Schneider (1994)

ressaltam que, na lógica equacional, a substituição de termos por seus iguaisé, mais do que a

modus ponens, a principal regra de inferência.

A seguir definiremos uma linguagem, um cálculo de seq̈uentes e uma sem̂antica para

LEC, adaptadas de Buchsbaum (2006). Todas as definições e convenç̃oes estabelecidas no

Caṕıtulo 2 valem tamb́em para esta lógica.

3.2 Linguagens para LEC

3.2.1 Definiç̃ao. Um alfabeto para LEĆe um alfabeto quantificacional (def. 2.1.2) possuindo

os conectivos diádicos “→” (conectivo da implicaç̃ao), “∧” (conectivo da conjunç̃ao) e “∨”

(conectivo da disjunç̃ao), o conectivo mońadico “¬” (conectivo da negaç̃ao), o sinal predicativo

diádico “=” (igualdade) e os quantificadores “∀” (quantificador universal) e “∃” (quantificador

existencial).

3.2.2 Notaç̃ao. Adotaremos neste capı́tulo as notaç̃oes especificadas nos itens 2.1.11 e 2.1.12,

exceto para o sı́mbolo, “ # ” o qual se refere, nesta seção, a um dos conectivos “∧” , “∨” ou “→”.

3.2.3 Definiç̃ao. Todas as ocorrências de uma variável em um termo em LEC são ditaslivres

neste termo. Uma ocorrência de uma variável x em uma f́ormulaP em LECé dita ligada em

P se esta estiver em uma subfórmula deP de uma das formas∀x Q ou∃x Q; caso contŕario, a

1Em [Clarence I. Lewis.A survey of symbolic logic. Dover Publication, New York, 1960.], Lewis apresenta
uma vers̃ao em ingl̂es do trabalho de Leibniz, o qualé encontrado em [Karl Imanuel Gerhardt (editor).Die
Philosophischen von G. W. Leibniz, Band VII, “Scientific Generalis”. XIX e XX. Weidmannsche Buchh., Berlin,
1887].
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ocorr̂enciaé ditalivre em P.

3.2.4 Definiç̃ao. Umavariável é dita serlivre em um termo emLEC se a mesma possuir pelo

menos uma ocorrência neste termo. Umavariável é dita serligada em uma fórmula emLEC

se esta possuir pelo menos uma ocorrência ligada nesta fórmula. Analogamente, umavariável

é dita serlivre em uma fórmula emLEC se esta possuir pelo menos uma ocorrência livre nesta

fórmula. Umavariávelé dita serlivre em uma coleção de designadores emLEC se ela for livre

em pelo menos um elemento desta coleção.

3.2.5 Definiç̃ao. As cláusulas abaixo especificam ainstanciação de variáveis por termosem

LEC:

• A instanciaçãodex por t em um termou, notada poru(x|t), é o termo obtido deu substituindo

todas as ocorrências dex por t;

• A instanciaçãodex por t emP, notada porP(x|t), é a f́ormula obtida deP substituindo todas

as ocorr̂encias livres dex por t, seP não possuir quantificadores. Se houverem quantifica-

dores emP, a instanciaç̃ao é definida de acordo com as cláusulas abaixo, ondex e y são

variáveis distintas2:

* (Ψx P)(x|t) = Ψx P;

* (Ψy P)(x|t) =


* Ψy P(x|t), sex nãoé livre emP ouy nãoé livre emt;

* Ψz P(y|z)(x|t), sex é livre emP e y é livre emt, ondez é a

primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

• A instanciaçãodex por t emΓ, notada porΓ(x|t), é a coleç̃ao{P(x|t) |P ∈ Γ}.

3.2.6 Definiç̃ao. Todas as ocorrências de um termo em um termo em LEC são ditasreais neste

termo. Uma ocorr̂encia de um termov em uma f́ormulaQ em LECé ditareal emQ se a mesma

não suceder emQ um dos quantificadores “∀” ou “∃”. Um termov é dito serreal em Qsev

possuir pelo menos uma ocorrência real emQ.

3.2.7 Definiç̃ao. As cláusulas abaixo especificam asubstituição de termos por termosesubsti-

tuição de fórmulas por fórmulasem LEC:

• A substituiçãodev por t emu, notada poru(v||t), é o termo obtido deu substituindo todas as

ocorr̂encias dev por t;

• A substituiçãodev por t emP, notada porP(v||t), é a f́ormula obtida deP substituindo todas

as ocorr̂encias reais dev por t;

2Esta definiç̃ao impede o quée comumente chamado deconfusãoou colisão de variáveis, ou seja, nenhuma
variável livre emt torna-se ligada aṕos a instanciaç̃ao.
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• A substituiçãodev por t emΓ, notada porΓ(v||t), é a coleç̃ao{P(v||t) |P ∈ Γ};

• A substituiçãodeS por P em Q, notada porQ(S||P), é a f́ormula obtida deQ substituindo

todas as ocorrências deS por P;

• A substituiçãodeS por P emΓ, notada porΓ(S||P), é a coleç̃ao{Q(S||P) |Q ∈ Γ}.

3.2.8 Definiç̃ao. As cláusulas abaixo definem a relação decongruência entre designadoresem

LEC, notada por “≈c” 3:

• a ≈c b sss “a” e “b” são a mesma constante;

• x ≈c y sss “x” e “y” são a mesma variável;

• f (t1, . . . , tn) ≈c g(u1, . . . ,up) sss f = g, n = p e ti = ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n}4;

• p(t1, . . . , tn) ≈c q(u1, . . . ,up) sss p = q, n = p e ti = ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n}5;

• ¬P1 ≈c ¬P2 sss P1 ≈c P2;

• P1 #Q1 ≈c P2 #Q2 sss P1 ≈c P2 e Q1 ≈c Q2;

• Ψx P1 ≈c Ψy P2 sss y nãoé livre em∀x P1 e P1(x|y) ≈c P2.

• SeP1 e P2 forem fórmulas de tipos diferentes, entãoP1 ≈c/ P2
6.

3.2.9 Definiç̃ao. Um termov é dito estar no escopo de uma variável x em uma f́ormulaQ em

LEC seQ possuir uma subfórmula de uma das formas∀x R ou ∃x R, tal quev é real emR.

Uma fórmulaS é dita estar no escopo de uma variável x em uma f́ormulaQ seQ possuir uma

subf́ormula de uma das formas∀x Rou∃x R, tal queS ocorre emR.

3.3 Um Cálculo de Seq̈uentes para LEC

A seguir s̃ao relacionadas as Leis Estruturais, as Leis de Introdução e Eliminaç̃ao de

Conectivos, as Leis Quantificacionais e as Leis Equacionais, as quais constituem conjuntamente

as Leis Primitivas de LEC. Estas leis são baseadas nas apresentadas Buchsbaum (2006).

3Dois designadores são congruentes se o segundo for obtido do primeiro por um número finito de substituiç̃oes
de ocorr̂encias deΨx PporΨy P(x|y), ondey não ocorre emP. Informalmente, segundo Carrion e da Costa (1988),
duas f́ormulas s̃ao congruentes quando diferem apenas pelas suas variáveis ligadas, e ocorrências correspondentes
de varíaveis ligadas s̃ao ligadas por quantificadores correspondentes (ou pelo descritor, nas lógicas com descriç̃oes).
Fórmulas congruentes possuem o mesmo sentido, ou seja, seP for verdadeiro, qualquer fórmula congruente aP
tamb́em o seŕa. F́ormulas congruentes são tamb́em equivalentes.

4Ou seja, dois termos funcionais são congruentes se e somente se forem iguais.
5Ou seja, duas fórmulas at̂omicas s̃ao congruentes se e somente se forem iguais.
6Ou seja, ñaoé verdade queP1 ≈c P2.
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3.3.1. Leis Estruturais.

• Esquema da Reflexividade (RFL): SeP ∈ Γ, ent̃aoΓ LEC P.

• Regra da Cadeia (CAD):
Γ LEC P Γ,P LEC Q

Γ LEC Q
·

• Regra da Monotonicidade (MON): SeΓ ⊆ Γ′, ent̃ao
Γ LEC P

Γ′ LEC P
·

3.3.2. Leis de Introduç̃ao e Eliminaç̃ao de Conectivos.

• Esquema Modus Ponens (MP): P,P→ Q LEC Q .

• Regra da Deduç̃ao (RD):
Γ,P LEC Q

Γ LEC P→ Q
·

• Esquema do∧∧∧-Introduç ão (∧∧∧-int) : P,Q LEC P ∧ Q.

• Esquema do∧∧∧-Eliminação (∧∧∧-el):


P ∧ Q LEC P;

P ∧ Q LEC Q.

• Esquema do∨∨∨-Introduç ão (∨∨∨-int) :


P LEC P ∨ Q;

Q LEC P ∨ Q.

• Esquema da Prova por Casos (PC): P ∨ Q,P→ R,Q→ R LEC R·

• Regra do¬¬¬-Introduç ão (¬¬¬-int) :
Γ,P LEC Q Γ,P LEC ¬Q

Γ LEC ¬P
·

• Regra do¬¬¬-Eliminação (¬¬¬-el):
Γ,¬P LEC Q Γ,¬P LEC ¬Q

Γ LEC P
·

3.3.3. Leis Quantificacionais.

• Esquema do∀∀∀-Eliminação (∀∀∀-el): ∀x P LEC P(x|t).

• Regra da Generalizaç̃ao (GEN)7: Sex nãoé livre emΓ, ent̃ao
Γ LEC P

Γ LEC ∀x P
·

• Regra da Testemunha (∃∃∃-el)8:

* Sey nãoé livre emΓ ∪ {∃x P,Q}, ent̃ao
Γ,P(x|y) LEC Q

Γ,∃x P LEC Q
·

• Esquema do∃∃∃-Introduç ão (∃∃∃-int) : P(x|t) LEC ∃x P.

7Regra de introduç̃ao do quantificador universal “∀”.
8Regra de eliminaç̃ao do quantificador existencial “∃”.
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3.3.4. Leis Equacionais.

• Reflexividade da Igualdade (RI): LEC t = t.

• Substituição em Termos Funcionais (STF):

* t1 = u1, . . . , tn = un LEC f (t1, . . . , tn) = f (u1, . . . ,un).

• Substituição em F́ormulas Atômicas (SFA):

* t1 = u1, . . . , tn = un LEC p(t1, . . . , tn)→ p(u1, . . . ,un).

Apresentaremos a seguir alguns resultados sintáticos b́asicos de LEC. Para não nos esten-

dermos exageradamente nesta lógica, a qual ñao constitui o foco deste trabalho, apenas enunci-

aremos as leis, sem prová-las.

3.3.5. Leis B́asicas dos Conectivos.

• Reflexividade da Implicaç̃ao (RImp): LEC P→ P.

• Não Contradição (NC):
{ (i) P,¬P LEC Q;

(ii) LEC ¬(P ∧ ¬P).

• Conseq̈uente da Implicaç̃ao (CI): Q LEC P→ Q.

• Antecedente da Implicaç̃ao (AI): ¬P LEC P→ Q.

• Silogismo Hipot́etico (SH): P→ Q,Q→ R LEC P→ R.

• Regra Rećıproca da Deduç̃ao (RRD): SeΓ LEC P→ Q, ent̃aoΓ,P LEC Q.

• Dupla Negaç̃ao (DN):
{ (i) P LEC ¬¬P;

(ii) ¬¬P LEC P.

• Modus Tollens (MT): ¬Q,P→ Q LEC ¬P.

• Contraposição (CTP):
{ (i) P→ Q LEC ¬Q→ ¬P;

(ii) ¬Q→ ¬P LEC P→ Q.

• Silogismo Disjuntivo (SD):
{ (i) ¬P,P ∨ Q LEC Q;

(ii) ¬Q,P ∨ Q LEC P.

• Negaç̃ao da Conjunç̃ao (NCJ):



(i) ¬(P ∧ Q) LEC P→ ¬Q;

(ii) P→ ¬Q LEC ¬(P ∧ Q);

(iii) ¬(P ∧ Q) LEC Q→ ¬P;

(iv) Q→ ¬P LEC ¬(P ∧ Q).
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• De Morgan (DM):



(i) ¬(P ∨ Q) LEC ¬P ∧ ¬Q;

(ii) ¬P ∧ ¬Q LEC ¬(P ∨ Q);

(iii) ¬(P ∧ Q) LEC ¬P ∨ ¬Q;

(iv) ¬P ∨ ¬Q LEC ¬(P ∧ Q).

• Implicação Material (IM) :



(i) P→ Q LEC ¬P ∨ Q;

(ii) ¬P ∨ Q LEC P→ Q;

(iii) ¬(P→ Q) LEC P ∧ ¬Q;

(iv) P ∧ ¬Q LEC ¬(P→ Q).

• Reduç̃ao da Disjunç̃ao (RDJ):



(i) P ∨ Q LEC ¬P→ Q;

(ii) ¬P→ Q LEC P ∨ Q;

(iii) P ∨ Q LEC ¬Q→ P;

(iv) ¬Q→ P LEC P ∨ Q.

• Esquema do↔-Eliminação (↔↔↔-el):
{ (i) P,P↔ Q LEC Q;

(ii) P,P↔ Q LEC P.

• Comutatividade da Equivalência (CME): LEC (P↔ Q)↔ (Q↔ P).

• Transitividade da Equivalência (TE): P↔ Q,Q↔ R LEC P↔ R.

• Lema da Substituiç̃ao para Conectivos (LSC):

(i) P1↔ P2 LEC ¬P1↔ ¬P2;

(ii) P1↔ P2 LEC (P1→ Q)↔ (P2→ Q);

(iii) P1↔ P2 LEC (Q→ P1)↔ (Q→ P2);

(iv) P1↔ P2 LEC (P1 ∧ Q)↔ (P2 ∧ Q);

(v) P1↔ P2 LEC (Q ∧ P1)↔ (Q ∧ P2);

(vi) P1↔ P2 LEC (P1 ∨ Q)↔ (P2 ∨ Q);

(vii) P1↔ P2 LEC (Q ∨ P1)↔ (Q ∨ P2);

(viii) P1↔ P2,Q1↔ Q2 LEC (P1→ Q1)↔ (P2→ Q2);

(ix) P1↔ P2,Q1↔ Q2 LEC (P1 ∧ Q1)↔ (P2 ∧ Q2);

(x) P1↔ P2,Q1↔ Q2 LEC (P1 ∨ Q1)↔ (P2 ∨ Q2).

3.3.6. Leis B́asicas dos Quantificadores.

• Altern ância (ALT) :

 LEC ¬∃x P↔ ∀x¬P;

LEC ∀x¬P↔ ¬∃x P.
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• Instanciação (INS): Se


Γ LEC P

x nãoé livre emΓ
, ent̃ao LEC P(x|t).

• Vacuidade (VAC): Sex nãoé livre emP, ent̃ao

 LEC ∀x P↔ P;

LEC ∃x P↔ P.

• Congruência (CGR): Sey nãoé livre emP, ent̃ao

 LEC ∀x P↔ ∀y P(x|y);

LEC ∃x P↔ ∃y P(x|y).

• Lema da Substituiç̃ao para Quantificadores (LSQ):

(i) LEC ∀x (P1↔ P2)→ (∀x P1↔ ∀x P2);

(ii) LEC ∃x (P1↔ P2)→ (∃x P1↔ ∃x P2).

• ∃∃∃-Eliminação generalizado

(i) Se



Γ LEC ∃x1 P1,

...

Γ LEC ∃xn Pn,

sei , j, ent̃aoxi nãoé livre emPj ,

Γ,P1, . . . ,Pn LEC Q,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΓ ∪ {Q},

ent̃aoΓ LEC Q.

(ii) Se


Γ LEC ∃x1 . . .∃xn P,

Γ,P LEC Q,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΓ ∪ {Q},

ent̃aoΓ LEC Q.

3.3.7. Leis B́asicas da Igualdade.

• Substituição em F́ormulas Atômicas (SFA):

* t1 = u1, . . . , tn = un LEC p(t1, . . . , tn)↔ p(u1, . . . ,un).

• Simetria da Igualdade (SI): t = u LEQ u = t.

• Transitividade da Igualdade (TI): t = u,u = v LEQ t = v.

• Simetria e Transitividade da Igualdade (STI):

(i) t = v,u = v LEQ t = u;

(ii) v = t, v = u LEQ t = u.
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• Esquema da Substituiç̃ao da Igualdade para Termos:

* t1 = t2 LEQ u(v||t1) = u(v||t2).

• Esquema da Substituiç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{t1, t2} tais quev est́a emQ no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (t1 = t2) LEC Q(v||t1)↔ Q(v||t2).

• Regra da Substituiç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* Se


Γ LEC t1 = t2,

v não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{t1, t2},

ent̃aoΓ LEC Q(v||t1)↔ Q(v||t2).

• Esquema da Instanciaç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* t1 = t2 LEC Q(x|t1)↔ Q(x|t2).

• Esquema da Substituiç̃ao da Equival̂encia:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a emQ no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (P1↔ P2) LEC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).

• Regra da Substituiç̃ao da Equival̂encia:

* Se


Γ LEC P1↔ P2,

S não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LEC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).

• Quantificação Pontual (QP):

* Sex nãoé livre emt, ent̃ao

{(i) LEC ∀x (x = t → P)↔ P(x|t);

(ii) LEC ∃x (x = t ∧ P)↔ P(x|t).

• Quantificação Pontual Plural (QPP):

* Sex nãoé livre emt1, . . . , tn, ent̃ao(i) LEC ∀(x = t1 ∨ . . . ∨ x = tn) x P↔ P(x|t1) ∧ . . . ∧ P(x|tn);

(ii) LEC ∃(x = t1 ∨ . . . ∨ x = tn) x P↔ P(x|t1) ∨ . . . ∨ P(x|tn).

• Unificação pela Substituiç̃ao:

* Sev não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre em{t1, t2}, ent̃ao

Q(v||t1),¬Q(v||t2) LEC t1 , t2.

• Unificação pela Instanciaç̃ao: Q(x|t1),¬Q(x|t2) LEC t1 , t2.
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Para cada ńumero inteiron, positivo ou nulo, pode-se definir em LEC seis quantificado-

res existenciais especiais, denominadosquantificadores numéricos. Dadon, os tr̂es primeiros

quantificadores a ele associados têm o proṕosito de representar formalmente expressões como

“existem pelo menosn objetosx tais queP(x)”, “existem no ḿaximon objetosx tais queP(x)”

e “existem exatamenten objetosx tais queP(x)”.

Abordaremos aqui apenas o caso em quen é igual a um. A f́ormula∃x Psignifica “existe

pelo menos um objetox tal queP(x)”. Definiremos abaixo mais dois destes quantificadores, a

fim de formalizar expressões do tipo “existe no ḿaximo um objetox tal queP(x)” , representada

pela f́ormula∃x P , e “existe exatamente um objetox tal queP(x)” , representada pela fórmula

∃!x P (BUCHSBAUM, 2006).

3.3.8 Definiç̃ao. (Quantificadores Numéricos)

• ∃x P
 ∀x1∀x2
(
P(x|x1) ∧ P(x|x2) → x1 = x2

)
, ondex1, x2 são as primeiras variáveis ñao

livres em∃x P.

• ∃!x P
 ∃x P ∧ ∃x P.

3.3.9. Unicidade. Sejamx1, x2 variáveis distintas ñao livres em∃x Pey uma varíavel ñao livre

em{x,P}. São equivalentes:

(i) ∃x P.

(ii) ∀x1∀x2
(
P(x|x1) ∧ P(x|x2)→ x1 = x2

)
.

(iii) ∀x∀y
(
P∧ P(x|y)→ x = y

)
.

(iv) ∃x∀y,
(
P(x|y)→ x = y

)
.

3.3.10. Absorç̃ao na Unicidade. Sey nãoé livre em{t,∃x P}, ent̃ao s̃ao equivalentes:

(i) P(x|t) ∧ ∃!x P.

(ii) P(x|t) ∧ ∃x P.

(iii) P(x|t) ∧ ∀y
(
P(x|y)→ y = t

)
.

(iv) ∀y
(
P(x|y)↔ y = t

)
.

3.3.11. Exist̂encia e Unicidade. Sey nãoé livre em{x,P}, ent̃ao s̃ao equivalentes:

(i) ∃!x P.

(ii) ∃x (P∧ ∃x P).

(iii) ∃x
(
P∧ ∀y

(
P(x|y)→ x = y

))
.

(iv) ∃x∀y
(
P(x|y)↔ x = y

)
.
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3.3.12 Lema.

(i) ∃x1P1, . . . ,∃xnPn LEC ∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q)→ ∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q).

(ii) ∃x1P1, . . . ,∃xnPn LEC ∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q)→ ∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q).

(iii) ∃!x1P1, . . . ,∃!xnPn LEC ∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q)↔ ∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q).

Abaixo definiremos as noções depositividadee negatividadede uma f́ormula em uma

fórmula em LEC, aĺem doEsquema da Substituição para a Implicaçãoe aRegra da Substi-

tuição para a Implicaçãoem LEC (BUCHSBAUM, 2006).

3.3.13 Definiç̃ao. Definimos apositividadee negatividadede uma dada fórmula em outra

fórmula em LEC pelas cláusulas abaixo:

• SeP não ocorre emQ, ent̃aoP é tanto positivo como negativo emQ.

• P é positivo nas f́ormulasP,Q→ P,P ∧ Q,Q ∧ P,P ∨ Q e Q ∨ P.

• P é negativo nas fórmulas¬P e P→ Q.

• P é positivo nas f́ormulas∀x Pe∃x P.

• SeP é positivo emQ e Q é positivo emR, ent̃aoP é positivo emR.

• SeP é positivo emQ e Q é negativo emR, ent̃aoP é negativo emR.

• SeP é negativo emQ e Q é positivo emR, ent̃aoP é negativo emR.

• SeP é negativo emQ e Q é negativo emR, ent̃aoP é positivo emR.

P é dito serestritamente positivoem Q se P não ocorre emQ ou seP é positivo emQ e P

nãoé negativo emQ. P é dito serestritamente negativoemQ seP não ocorre emQ ou seP é

negativo emQ e P nãoé positivo emQ.

3.3.14. Esquemas da Substituiç̃ao para a Implicação.

(i) Se


S é estritamente positivo emQ,

x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a no seu escopo emQ,

ent̃ao∀x1 . . .∀xn(P1→ P2) LEC Q(S||P1)→ Q(S||P2).

(ii) Se


S é estritamente negativo emQ,

x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a no seu escopo emQ,

ent̃ao∀x1 . . .∀xn(P1→ P2) LEC Q(S||P2)→ Q(S||P1).
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3.3.15. Regras da Substituiç̃ao para a Implicação.

(i) Se


Γ LEC P1→ P2,

S é estritamente positivo emQ,

S não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LEC Q(S||P1)→ Q(S||P2).

(ii) Se


Γ LEC P1→ P2,

S é estritamente negativo emQ,

S não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LEC Q(S||P2)→ Q(S||P1).

3.4 Uma Sem̂antica para LEC

3.4.1 Notaç̃ao. Empregaremos nesta seção as mesmas notações estabelecidas no item 2.2.18.

3.4.2 Definiç̃ao. Os valores veritativos de LEC sãov (verdadeiro) ef (falso).

3.4.3 Definiç̃ao. Uma LEC-interpretaç̃ao I é uma triplaI = 〈∆,w, s〉, onde∆ é um universo

de discurso (ou doḿınio da interpretaç̃ao), w é um mundo sobre∆, s é uma∆-atribuiç̃ao e

w(=) = {〈d,d〉 | d ∈ ∆}.

3.4.4 Definiç̃ao. SejamI uma LEC-interpretaç̃ao, x1, . . . , xn variáveis distintas ed, d1, . . . ,dn

elementos de∆. Definimos:

• I (x|d) é uma LEC-interpretação definida porI (x|d) = 〈∆,w, s(x|d)〉;

• I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn) é uma LEC-interpretação definida por

I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn) = 〈∆,w, s(x1, . . . , xn |d1, . . . ,dn)〉.

3.4.5 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo as funçõesID e IV, denominadas respectiva-

mente adenotaçãoespecificada porI e avaloraçãoespecificada porI :

• ID é uma funç̃ao da coleç̃ao de termos emw paraP(∆);

• IV é uma funç̃ao da coleç̃ao de f́ormulas emw para{v, f };

• ID(x) = s(x);

• ID(c) = w(c);

• ID( f (t1, . . . , tn)) = w( f )(ID(t1), . . . , ID(tn));
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• IV(p(t1, . . . , tn)) = v sss 〈ID(t1), . . . , ID(tn)〉 ∈ w(p);

• IV(¬P) , IV(P);

• IV(P→ Q) =


IV(Q), se IV(P) = v;

v, se IV(P) = f ;

• IV(P∧ Q) = min{IV(P), IV(Q)};

• IV(P∨ Q) = max{IV(P), IV(Q)};

• IV(∀xP) = min{I(x|d)V(P) | d ∈ ∆};

• IV(∃xP) = max{I(x|d)V(P) | d ∈ ∆}.

3.4.6 Esćolio. SeI é uma LEC-interpretação para{t,u}, ent̃ao

IV(t = u) = v sss ID(t) = ID(u).

3.4.7 Definiç̃ao. I satisfazP em LEC se


I é uma LEC-interpretação paraP,

IV(P) = v.

3.4.8. Avaliaç̃ao de Termos e F́ormulas Instanciados na Ĺogica Clássica.

(i) ID(u(x|t)) = I (x| ID(t))(u);

(ii) IV(P(x|t)) = I (x| ID(t))V(P).

3.5 Correção e Completude do Ćalculo de Seq̈uentes para

LEC

3.5.1. Teorema da Correç̃ao do Cálculo de Seq̈uentes para LEC.

• SeΓ LEC P, ent̃aoΓ
LEC

P.

3.5.2. Teorema da Completude do Ćalculo de Seq̈uentes para LEC.

• SeΓ
LEC

P, ent̃aoΓ LEC P.

Provas de correção e completude podem ser encontradas em diversos livros de lógica,

como por exemplo, em Bell e Machover (1977) e em Enderton (1972).



Caṕıtulo 4

Lógicas Descritivas

4.1 Introdução

As samblagens significativas em um sistema lógico podem ser de dois tipos:termosou

fórmulas. Em uma analogia com as linguagens naturais, termos são compaŕaveis a nomes e

fórmulas a frases, as quais podem ser verdadeiras ou falsas.

Segundo Branquinho e Murcho (2001), nas teorias de primeira ordem com igualdade

suficientemente desenvolvidas, um objeto pode ser representado por um nome, como “2”, no

doḿınio dos ńumeros inteiros, ou por uma expressão mais complexa, como “a raiz quadrada

de quatro”, a qual se refere ao mesmo objeto, mesmo sem mencionar explicitamente o nome

“2”. Dessa forma, umnomeé um śımbolo atribúıdo a um objeto do doḿınio (ou seja, ade-

notaçãodo objeto), enquanto que umadescriçãoé uma especificação que se aplica a qualquer

objeto do doḿınio que satisfaça a uma dada propriedade. Similarmente, “a + b” pode ser fa-

cilmente visto como uma abreviatura para a expressão “o ńumerox que resulta da adição entre

a eb” (BOSTOCK, 1997).

Descriç̃oes s̃ao frases da forma “ox tal queP” ou “um x tal queP” e são freq̈uentemente

encontradas nas teorias de primeira ordem. Através de uma descrição, pode-se falar sobre um

objeto que possui determinada propriedade, mesmo que não se conheça seu nome. A distinção

entre descriç̃oespróprias e imprópriasvaria conforme a teoria considerada. A grosso modo,

uma descriç̃ao é ditaprópria quando est́a associada a um objeto do universo de discurso que

satisfaz a propriedade especificada por ela. De outro modo, a descriçãoé ditaimprópria.
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Tanto nomes quanto descrições denotam objetos e, portanto, podem ser termos da lingua-

gem considerada. Por outro lado, as propriedades utilizadas na construção das descriç̃oes devem

ser f́ormulas, uma vez que tais propriedades serão avaliadas para cada elemento do universo de

discurso, buscando identificar aqueles que a satisfazem. Ou seja, uma descrição é um termo

formado a partir de uma fórmula, numa operação que, em geral, envolve ligação de varíaveis.

Consideremos o exemplo dado por Hatcher (1982): sejaA(x) uma f́ormula, em uma linguagem

de primeira ordem, na qualx é livre. Suponha que, numa dada interpretação,A(x) significa “x é

vermelho”. Quando quisermos falar sobre “um objeto vermelho”, tal referência deve ser um

termo. Faz-se necessário, ent̃ao, uma maneira de transformar uma fórmulaA(x) em um termot.

Os sinais funcionais se aplicam a uma lista de termos para produzir um novo termo, sem

ligação de varíaveis, ñao servindo, portanto, para formar descrições. J́a os quantificadores ligam

variáveis ao serem aplicados a uma variável e uma f́ormula, mas produzem como resultado ou-

tra fórmula. A soluç̃aoé, portanto, empregar um operador que forme termos ligando variáveis

a fórmulas. Tais operadores são comumente denominadosvbtos(variable-binding term opera-

tors). Exemplos cĺassicos devbtossão, de acordo com da Costa e Mortensen (1983), o operador

de abstraç̃ao “{ : }” da teoria dos conjuntos, o operador de descrição “ι” e o operador de Hil-

bert “ε”. Dada uma f́ormula F e uma varíavel x, “{x : F}”, “ ιx F” e “εx F” representam,

respectivamente, “o conjunto dosx tais queF”, “o único F” e “um F”. Segundo Carrion e

da Costa (1988), a teoria dos operadores que formam termos ligando variáveis de f́ormulas tem

sido muito desenvolvida e encontrado aplicações diversas.

Osvbtosutilizados para representar formalmente as descrições s̃ao śımbolos conhecidos

comodescritoresou qualificadores. Por exemplo, o operador “τ” produz um termo quando

aplicado a uma f́ormula P e uma varíavel x, ligando as ocorr̂encias emP da varíavel x em

seu escopo (HATCHER, 1982). Expressões como “τx P” são termos chamados dedescrições

ou descritivos(DA COSTA, 1963). H́a vários ḿetodos de incorporar estes termos em teo-

rias formais. Em algumas teorias, osdescritoressão introduzidos por definição contextual,

como fez Russell. Em outras, incorpora-se um ou mais descritores como sı́mbolos primitivos

às linguagens de primeira ordem, regidos por postulados especı́ficos, a fim de se obterlógicas

elementares com vbto(DA COSTA; KRAUSE, 2005).

Historicamente, segundo Bochénski1 apud Abar (1985), o conceito de descrição teria

1BOCHÉNSKI, I. M. Formale Logik. M̈unchen, Verlag Karl Alber, Freiburg, 1956.
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surgido com Gotlob Frege por volta de 1880. Entretanto, o primeiro tratamento deste pro-

cesso ĺogico fundamental foi feito por Bertrand Russell (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).

Em 1905, Russell publica sua teoria de descrições no artigo “On Denoting” (RUSSELL, 1905)2.

Esta teoriáe exposta superficialmente emIntroduction to Mathematical Philosophy(RUSSELL,

1919)3 e de forma mais detalhada emPrincipia Mathematica(WHITEHEAD; RUSSELL,

1910). Russell adotou a letra “ι” invertida como descritor em seu artigo “Mathematical lo-

gic as based on the theory of types4”. Como śımbolo primitivo, o descritoŕe introduzido na

década de 50 por Rosser (ROSSER, 1953) e por Kalish e Montague5.

Descriç̃oes podem ser definidas ou indefinidas. As descrições definidas s̃ao usualmente

representadas pelo operadoriota, definido por Branquinho e Murcho (2001) como um operador

mońadico de ligaç̃ao de varíaveis, cuja contraparte em linguagens naturaisé o artigo definido

no singular “o” ou “a”. Uma descriç̃ao da forma “ιx P” denota oúnico objetox que satisfazP,

se existe tal objetóunico. Caso contrário, podemos ou deixar “ιx P” representar algum objeto

arbitŕario fixo ou podemos considerá-lo sem sentido (POGORZELSKI, 1994). Por exemplo, a

aplicaç̃ao do operadoriota à frase aberta “x é filósofo ex bebeu a cicuta” gera o termo descri-

tivo “ ιx(x é filósofo ex bebeu a cicuta)”, a qual se lê “o únicox tal quex é filósofo ex bebeu a

cicuta”, ou simplesmente “o filósofo que bebeu a cicuta” (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).

Já as descriç̃oes indefinidas s̃ao comumente representadas pelo operador de Hilbert “ε”, o qual

tem como contraparte na linguagem natural o artigo indefinido “um” ou “uma”. O termo “εx P”

denota um objeto qualquer, dentre aqueles do universo de discurso que satisfazemP, ou um

objeto fixo qualquer, se nenhum objeto satisfazP. Por exemplo, o termo “εx(x é filósofo)” e

lido “um fil ósofo”, e representa um filósofo qualquer.

Neste caṕıtulo procederemos uma breve explanação sobre a Teoria das Descrições de

Russell, sobre a Ĺogica Descritiva Cĺassica, a qual adota o descritor de Rosser, e sobre a Lógica

das Descriç̃oes Indefinidas, a qual emprega o descritor de Hilbert. Esta exposição tem como

objetivo fornecer algumas noções elementares sobre estes sistemas, a fim de compará-los pos-

teriormente com a lógica LAR.

2On Denotingfoi, mais tarde, inclúıdo emLogic and Knowledge: essays 1901-1950(RUSSELL, 1988). Uma
traduç̃ao deste artigo para o português aparece emOs Pensadores(RUSSELL, 1978).

3Uma traduç̃ao deIntroduction to Mathematical Philosophypara o portugûes pode ser encontrada emIn-
trodução à Filosofia Matemática(RUSSELL, 1974).

4RUSSELL, B. Mathematical logic as based on the theory of types.American Journal of Mathematics. 30:222-
262, 1908.

5KALISH, D. MONTAGUE, R. Logic – Techniques of Formal Reasoning. New York. Harcourt. Brace &
World Inc., 1964.
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4.2 Teoria das Descriç̃oes de Russell

Segundo Lambert (1990), Russell teve na verdade duas teorias das descrições definidas.

A primeira foi apresentada no artigoOn Denoting(RUSSELL, 1905), e a segunda na obra

Principia Mathematica(WHITEHEAD; RUSSELL, 1910). EmOn Denoting, Russell procura

analisar a forma lógica de sentenças da linguagem natural contendo descrições definidas, con-

testando alguns argumentos de Meinong sobre objetos sem existência. J́a emPrincipia Mathe-

matica, o objetivoé prover os fundamentos para a reduzir a matemáticaà lógica, o chamado

Logicismo.

Em suas teorias, Russell introduz o descritor por definição contextual. Desse modo, as

descriç̃oes ñao s̃ao termos da linguagem, mas constituem apenas uma abreviação mateḿatica,

ou śımbolo incompleto6, o qual somente possui significado no contexto em que ocorre. Por-

tanto, ñaoé necesśario atribuir denotaç̃oesàs descriç̃oes, e a distinç̃ao entre descriç̃oes pŕoprias

e impŕoprias fica impĺıcita na definiç̃ao contextual do descritor (ABAR, 1985). Russell introdu-

ziu a notaç̃ao

G(ιx F(x))
 ∃y (∀x (F(x)↔ x = y) ∧ G(y)),

a qual confere sentidòa descriç̃ao “ιxF(x)” apenas quando a mesma ocorre na fórmulaG, isto

é, no contextoG (ABAR, 1985).

Se o descritor for adotado por definição contextual, o mesmo pode ser eliminado em todas

as f́ormulas em que este ocorrer. Entretanto, o tratamento rigoroso deste processo requer uma

série de resultados metalógicos (DA COSTA, 1980b).

Embora emIntroduction to Mathematical PhilosophyRussell tenha feito uma distinção

entre descriç̃oes definidas e indefinidas, a teoria desenvolvida por ele ocupou-se essencialmente

das descriç̃oes definidas. Uma descrição definida caracteriza-se pelo fato de que seu predicado

é satisfeito por um e apenas um objeto. Esta restrição é expressa nas chamadas fórmulas da

univocidade (BRANQUINHO; MURCHO, 2001):

∃x Fx

∀x∀y
(
(Fx ∧ Fy)→ x = y

)
.

6Um śımbolo incompletóe um śımbolo que, ocorrendo sozinho, não constitui um termo ou fórmula da ĺogica
considerada (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).
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Uma fórmula seŕa avaliada como falsa se contiver uma descrição cujas condiç̃oes de uni-

vocidade expressas pelas fórmulas acima ñao sejam satisfeitas. Se as fórmulas de univocidade

podem ser derivadas paraFa, ent̃ao a descriç̃ao ιx Fx é um termo e representa o objetoúnico

que satisfazFa (BRANQUINHO; MURCHO, 2001).

4.3 A Lógica Descritiva Cĺassica

Nesta seç̃ao apresentamos aLógica Descritiva Clássica– LDC, a qual seŕa formulada a

partir daLógica Equacional Clássica, apresentada no Capı́tulo 3. Esta ĺogica estuda as propri-

edades dos conectivos, dos quantificadores, da igualdade e das descrições definidas.

O cálculo cĺassico de descriçõesé obtido do ćalculo cĺassico de predicados com igualdade,

acrescentando-se o descritorà linguagem (ABAR, 1985). Uma formulação deste ćalculoé apre-

sentada em Rosser (1953), e servirá como base para a lógica LDC desenvolvida nesta seção. No

entanto, Rosser deixa em aberto a questão de como proceder no caso de descrições impŕoprias.

Em LDC, se houver mais de um ou nenhum objeto satisfazendo uma descrição ι, convenciona-

remos associá-la a um objeto fixo do universo de discurso, definido pela interpretação.

Em LDC, um termo “ιx P” possui os seguintes possı́veis significados (BUCHSBAUM,

2006):

• Nos contextos em que a fórmula∃!x P for verdadeira,ιx Pdenota óunico objeto do universo

de discurso que satisfazP. Nesse caso, a descriçãoιx P é umadescrição própria;

• Nos contextos em que a fórmula∃!x P for falsa,ιx P denota um objeto do universo de dis-

curso escolhido arbitrariamente para corresponder a todas as descrições deste tipo. Tais

descriç̃oes s̃ao denominadas, nos contextos em que ocorrem,descrições impróprias.

4.3.1 Exemplo.Considerando os significados usuais atribuı́dos aos śımbolos contidos nas des-

crições abaixo, temos:

• Descriç̃ao pŕopria: ιx (primo(x) ∧ par(x)).

• Descriç̃ao impŕopria: ιx (x > 0 ∧ x < 10).

A seguir apresentaremos uma linguagem, um cálculo de seq̈uentes e uma sem̂antica para

LDC, baseadas em Buchsbaum (2006). Valem igualmente as definições e convenç̃oes estabele-

cidas no Caṕıtulo 2.
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4.3.1 Linguagens para LDC

4.3.2 Definiç̃ao. Um alfabetopara LDC se constitui de todos os sı́mbolos de umalfabetopara

LEC, mais o descritor “ι”, denominadoartigo definido.

4.3.3 Notaç̃ao. Adotaremos nesta seção as notaç̃oes especificadas no item 2.1.11.

4.3.4 Definiç̃ao. Os termos e f́ormulas de LDC s̃ao todos os termos e fórmulas obtidos pelas

regras de formaç̃ao de LEC, mais os termos da formaιx P, ondeP é uma f́ormula em LDC. Os

termosιx P são chamados de descrições, e a f́ormulaP é chamada de corpo da descrição. ιx P

é lido como “ox tal queP”.

Como “ι” é um operador que liga variáveis em seu escopo, algumas das definições apre-

sentadas para LEC precisam ser adaptadas para LDC. Todas as demais convenções e definiç̃oes

presentes no Capı́tulo 3 continuam valendo nesta seção.

4.3.5 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de uma variável x em um designadorD é dita serligada em

D se a mesma ocorrer em um subdesignador deD de uma das formas∀x P, ∃x P ou ιx P. Caso

contŕario, a ocorr̂enciaé dita serlivre em D.

4.3.6 Definiç̃ao. Uma varíavel é dita serlivre em um designadorse esta possuir pelo menos

uma ocorr̂encia livre neste designador. Similarmente, uma variável é dita serligada em um

designadorse esta possuir pelo menos uma ocorrência ligada neste designador. Uma variável

é dita serlivre(ligada) em uma coleção de designadoresse ela for livre(ligada) em pelo menos

um elemento desta coleção.

4.3.7 Definiç̃ao. A instanciaçãodex por t em um designadorD, notada porD(x|t) é a f́ormula

obtida deD substituindo-se todas as ocorrências livres dex por t, seD não possuir quantificado-

res ou o descritorι. Se houverem quantificadores ou o descritor emD, a instanciaç̃aoé definida

de acordo com as cláusulas abaixo, ondex ey são varíaveis distintas eΨ ∈ {∀,∃, ι}:

• (Ψx P)(x|t) = Ψx P;

• (Ψy P)(x|t) =


* Ψy P(x|t), sex nãoé livre emP ouy nãoé livre emt;

* Ψz P(y|z)(x|t), sex é livre emP e y é livre emt, ondez é a

primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

4.3.8 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de um designador em um designadorE em LDCé ditareal

em Ese a mesma ñao suceder emE um dos sinais “∀”, “ ∃” ou “ ι”. Um designadorD é dito ser

real em EseD possuir pelo menos uma ocorrêncialreal em E.
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4.3.9 Definiç̃ao. A substituiç̃ao deD por D′ em E, ondeD e D′ são ambos termos ou ambos

fórmulas, notada porE(D||D′), é o designador obtido deE substituindo todas as ocorrências

reais deD por D′ emE.

4.3.10 Definiç̃ao. Um designadorD é dito estar noescopo de uma variável xem um designador

E seE possuir uma subfórmula de uma das formas∀x R, ∃x Rou ιx R, tal queD é real emR.

Caso contŕario,D é dito estarfora do escopo de xemE.

4.3.11 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo a congruência entre designadores em LDC,

onde #∈ {∧,∨,→} eΨ ∈ {∀,∃, ι}:

• a ≈c b sss “a” e “b” são a mesma constante;

• x ≈c y sss “x” e “y” são a mesma variável;

• f (t1, . . . , tn) ≈c g(u1, . . . ,up) sss f = g, n = p e ti ≈c ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n};

• p(t1, . . . , tn) ≈c q(u1, . . . ,up) sss p = q, n = p e ti ≈c ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n};

• ¬P1 ≈c ¬P2 sss P1 ≈c P2;

• P1 #Q1 ≈c P2 #Q2 sss P1 ≈c P2 e Q1 ≈c Q2;

• Ψx P1 ≈c Ψy P2 sss y nãoé livre em∀x P1 e P1(x|y) ≈c P2.

• SeD1 e D2 forem designadores de tipos diferentes, entãoD1 ≈c/ D2
7.

4.3.2 Um Ćalculo de Seq̈uentes para LDC

O cálculo de seq̈uentes para LDC possui todas as leis primitivas de LEC, mais algumas

leis primitivas concernentes a descrições definidas. Analogamente, as leis definidas de LEC,

devidamente traduzidas, valem também em LDC, com exceção doEsquema da Substituição da

Igualdade para Termos.

4.3.12. Esquemas Primitivos da Descriç̃ao Definida.

• Descriç̃ao Própria: LDC ∃!x P→ P(x|ιx P).

• Descriç̃oes Equivalentes: LDC ∀x (P↔ Q)→ ιx P= ιx Q.

• Descriç̃oes Congruentes: Sey nãoé livre emP, LDC ιx P= ιy P(x|y).

• Descriç̃oes Impróprias: ¬∃!x P,¬∃!y Q LDC ιx P= ιy Q.

Os resultados abaixo podem ser provados a partir das leis primitivas de LDC.

7Ou seja, ñaoé verdade queD1 ≈c D2.
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4.3.13. Leis B́asicas da Descriç̃ao Definida.

• Existência e Unicidade: Sey nãoé livre emιx P:

(i) LDC ∃!x P↔ ∀y
(
P(x|y)↔ y = ιx P

)
.

(ii) LDC ∃!x P↔ P(x|ιx P) ∧ ∀y
(
P(x|y)→ y = ιx P

)
.

• Congruência: As seguintes proposições referentes̀a congrûencia de designadores em LDC

são v́alidas:

(i) Set é congruente at′, ent̃ao LDC t = t′.

(ii) Se P é congruente aP′, ent̃ao LDC P↔ P′.

Devido à exist̂encia de varíaveis ligadas em termos em LDC, oEsquemae aRegra da

Substituição da Igualdadeprecisam ser reformulados. Faz-se necessária tamb́em a formulaç̃ao

de umEsquema da Instanciação da Igualdade para Termos, uma vez que, em LDC, a operação

de instanciaç̃ao de varíaveis por termos em termos não é idênticaà operaç̃ao de substituiç̃ao.

O Esquemae aRegra da Substituição da Igualdade para Fórmulas, bem como oEsquema da

Instanciação da Igualdade para Fórmulasde LEC s̃ao tamb́em v́alidos em LDC, e serão repe-

tidos abaixo por comodidade.

• Esquema da Substituiç̃ao da Igualdade para Termos:

* Se x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{t1, t2} tais quev est́a emu no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (t1 = t2) LDC u(v||t1) = u(v||t2).

• Regra da Substituiç̃ao da Igualdade para Termos:

* Se


Γ LDC t1 = t2,

v não est́a, emu, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{t1, t2},

ent̃aoΓ LDC u(v||t1) = u(v||t2).

• Esquema da Instanciaç̃ao da Igualdade para Termos:

* t1 = t2 LDC u(x|t1) = u(x|t2).

• Esquema da Substituiç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{t1, t2} tais quev est́a emQ no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (t1 = t2) LDC Q(v||t1)↔ Q(v||t2).
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• Regra da Substituiç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* Se


Γ LDC t1 = t2,

v não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{t1, t2},

ent̃aoΓ LDC Q(v||t1)↔ Q(v||t2).

• Esquema da Instanciaç̃ao da Igualdade para F́ormulas:

* t1 = t2 LDC Q(x|t1)↔ Q(x|t2).

• Esquema da Substituiç̃ao da Equival̂encia:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a emQ no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (P1↔ P2) LDC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).

• Regra da Substituiç̃ao da Equival̂encia:

* Se


Γ LDC P1↔ P2,

S não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LDC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).

Em LDC é posśıvel que f́ormulas ocorram em termos, no caso de descrições. Por este

motivo, formulamos a seguir oEsquemae aRegra da Substituição da Equivalência para Ter-

mos. São listados tamb́em oEsquemaeRegra da Substituição da Equivalência para Fórmulas,

os quais s̃ao id̂enticosà vers̃ao apresentada para LEC.

• Esquema da Substituiç̃ao da Equival̂encia para Termos:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a emu no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (P1 = P2) LDC u(S||P1) = u(S||P2).

• Regra da Substituiç̃ao da Equival̂encia para Termos:

* Se


Γ LDC P1 = P2,

S não est́a, emu, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LDC u(S||P1) = u(S||P2).

• Esquema da Substituiç̃ao da Equival̂encia para Fórmulas:

* Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{P1,P2} tais queS est́a emQ no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn (P1↔ P2) LDC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).
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• Regra da Substituiç̃ao da Equival̂encia para Fórmulas:

* Se


Γ LDC P1↔ P2,

S não est́a, emQ, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{P1,P2},

ent̃aoΓ LDC Q(S||P1)↔ Q(S||P2).

4.3.3 Uma Sem̂antica para LDC

As definiç̃oes referentes̀a sem̂antica de LEC, enunciadas na seção 3.4, continuam v́alidas

em LDC, com exceç̃ao da definiç̃ao de LDC-interpretaç̃ao, reformulada abaixo.

4.3.14 Definiç̃ao. Uma LDC-interpretaç̃aoé uma qúadrupla〈∆,w, s,d0〉, onde〈∆,w, s〉 é uma

LEC-interpretaç̃ao ed0 é um elemento do universo de discurso. Deste modo, as seguintes

condiç̃oes s̃ao satisfeitas:

(i) se existe uḿunicod1 ∈ ∆ tal queI (x|d1)V(P) = v, ent̃aoID(ιx P) = d1;

(ii) se ñao existed ∈ ∆ tal que I (x|d)V(P) = v ou existem pelo menos doisd ∈ ∆ tal que

I (x|d)V(P) = v, ent̃aoID(ιx P) = d0.

4.4 A Lógica das Descriç̃oes Indefinidas

Apresentaremos nesta seção uma ĺogica constrúıda sobre a Ĺogica Equacional Clássica,

adotando o artigo indefinido “ε”, ou śımbolo de Hilbert, como sinal primitivo. Chamaremos

esta ĺogica deLógica das Descrições Indefinidas– LDI. Esta ĺogica estuda as propriedades dos

conectivos, dos quantificadores, da igualdade e das descrições indefinidas.

Historicamente, segundo da Costa (1980a), o sı́mbolo “ε” aparece pela primeira vez na

tese de Ackermann em 19248, a qual foi orientada por Hilbert. Anteriormente, Hilbert9 havia

utilizado um śımbolo ańalogo, representado por “τ”.

Hilbert introduziu o śımbolo ε para simplificar certas demonstrações mateḿaticas e fa-

cilitar as investigaç̃oes metatéoricas (DA COSTA, 1980a). Este operadoré tamb́em conhecido

comooperador de seleção(HATCHER, 1982) oudescritor indefinido(CARRION; DA COSTA,

1988), uma vez que permite referenciarmos um objeto, dentre aqueles no universo de discurso

8ACKERMANN, W. Begrundüng des ‘tertium non datur’ mittels der Hilbertschen Theorie der Widerspruchs-
freiheit. Math. An. 93, 1924.

9HILBERT, D. Die Logischen Grundlagen der Mathematik. Math. An. 88, 1923.
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que possuem determinada propriedade, mesmo sem especificar de modo preciso qualé esse

objeto.

Em uma linguagem que adota “ε” como śımbolo primitivo, o mesmo pode ser utilizado

para definir os quantificadores∀ e∃:

∃x P
 P(x|εx P) e ∀x P
 P(x|εx¬P).

Segundo Hatcher (1982), a aplicação de “εx” 10 a uma f́ormulaA(x) pode ser interpretada

como a escolha de algum objeto particular, dentre os objetos do universo de discurso que, de

acordo com uma dada interpretação, satisfazem a propriedadeA(x). Assim, seA(x) significa

“ x é vermelho”, “εx A(x)” significa “um objeto vermelho”. Ou seja, “εx A(x)” denota um

objeto qualquer, embora fixado, que satisfazA(x), caso exista pelo menos um objeto, e um

objeto fixo arbitŕario, caso nenhum objeto satisfaçaA(x) (CARRION; DA COSTA, 1988). Ou

seja, “εx P” fornece um meio de obter um objeto que satisfazP, se existir tal objeto.

Hilbert e Bernays (HILBERT; BERNAYS, 1934) propuseram uma teoria que utiliza o

operadorε como uma forma de eliminar o operadorι de Russell. Segundo Branquinho e Mur-

cho (2001), o termoιx Axsomente pode ser introduzido mediante a derivação das f́ormulas de

univocidade. Hilbert mostra que tais fórmulas podem ser dispensadas e o operadorι substitúıdo

porε, utilizando prinćıpios de sintaxe e axiomas adequados.

O śımbolo “ε” est́a relacionado ao axioma da escolha. Daı́, pode se provar que o mesmo

não pode ser introduzido por definição contextual, como oι de Russell (DA COSTA, 1980a).

Uma exposiç̃ao sobre ĺogica de primeira ordem com sı́mbolo de Hilbert́e apresentada em Car-

rion e da Costa (1988).

De acordo com Buchsbaum (2006),εx P possui os seguintes possı́veis significados:

• Nos contextos em que a fórmula∃x P for verdadeira,εx P denota um objeto do universo de

discurso que satisfazP. Nesse caso, a descriçãoεx P é umadescrição própria;

• Nos contextos em que a fórmula∃x P for falsa,εx P denota um objeto escolhido arbitraria-

mente para corresponder a todas as descrições deste tipo. Tais descrições s̃ao ditasdescrições

impróprias.

10O autor emprega no texto o sı́mbolo “τ”. Porém, pelo contexto, fica claro que trata-se do artigo indefinido.
Portanto, para evitar confusão, empregamos aqui o sı́mbolo de Hilbert “ε”.
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4.4.1 Exemplo.Considerando os significados usuais atribuı́dos aos śımbolos contidos nas des-

crições abaixo, temos:

• Descriç̃ao pŕopria:εx (x ∈ � ∧ x > 5 ∧ x < 10).

• Descriç̃ao impŕopria:εx (x , x).

Definiremos a seguir uma linguagem, cálculo de seq̈uentes e uma sem̂antica para LDI

(BUCHSBAUM, 2006).

4.4.1 Linguagens para LDI

4.4.2 Definiç̃ao. Um alfabetopara LDI se constitui de todos os sı́mbolos de umalfabetopara

LEC, mais o descritor “ε”, denominadoartigo indefinido.

4.4.3 Definiç̃ao. Os termos e f́ormulas de LDI s̃ao todos os termos e fórmulas de LEC, mais os

termos da formaεx P, ondex é uma varíavel eP é uma f́ormula em LDI. Os termosεx P são

chamados de descrições, e a f́ormulaP é chamada de corpo da descrição.εx P é lido como “um

x tal queP”.

4.4.4 Notaç̃ao. Adotaremos nesta seção as notaç̃oes especificadas no item 2.1.11.

4.4.5 Definiç̃ao. As definiç̃oes dedesignador em LDI, ocorrência de variável em um designa-

dor, ocorrência ligada de uma variável, ocorrência livre de uma variável, variável ligada em

um designador, variável livre em um designador, instanciação de variável por termo, escopo

de uma variável, aceitação de um termo por uma variável, ocorrência real de um designador,

designador reale substituição de um designadorsão definidas em LDI de modo análogo ao

efetuado para LDC, com as devidas adaptações (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.2 Um Ćalculo de Seq̈uentes para LDI

Adotaremos em LDI todas as leis primitivas de LEC, mais algumas leis primitivas de

descriç̃oes indefinidas. Analogamente, as leis definidas de LEC, devidamente traduzidas, va-

lem tamb́em em LDI, com exceç̃ao doEsquema da Substituição da Igualdade para Termos.
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4.4.6. Esquemas Primitivos da Descriç̃ao Indefinida.

• Descriç̃ao Própria: LDI ∃x P→ P(x|εx P).

• Descriç̃oes Equivalentes11: LDI ∀x (P↔ Q)→ εx P= εx Q.

• Descriç̃oes Congruentes: Sey nãoé livre emP, LDI εx P= εy P(x|y).

Abaixo s̃ao listados alguns resultados sintáticos de LDI, sem provas.

4.4.7. Leis B́asicas da Descriç̃ao Indefinida.

• Fórmula Existencial: LDI ∃x P↔ P(x|εx P).

• Fórmula Universal: LDI ∀x P↔ P(x|εx¬P).

4.4.8 Definiç̃ao. A congrûencia de designadores em LDIé definida de modo análogo ao reali-

zado para LDC. As proposições referentes̀a congrûencia v́alidas em LDC valem também em

LDI, com as devidas adaptações (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.9 Definiç̃ao. O Esquema da Substituição da Igualdade para Termos, a Regra da Substi-

tuição da Igualdade para Termos, o Esquema da Instanciação da Igualdade para Termos, o

Esquema da Substituição da Igualdade para Fórmulas, a Regra da Substituição da Igualdade

para Fórmulas, o Esquema da Instanciação da Igualdade para Fórmulas, o Esquema da Subs-

tituição da Equivalência para Termos, a Regra da Substituição da Equivalência para Termos,

o Esquema da Substituição da Equivalência para Fórmulase aRegra da Substituição da Equi-

valência para Fórmulasvalem igualmente em LDI (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.10 Esćolio. O Esquema Geral da Substituição, a Regra Geral da Substituição e o Esquema

Geral da Instanciação para a Igualdade valem igualmente em LDI (BUCHSBAUM, 2006).

4.4.3 Uma Sem̂antica para LDI

As definiç̃oes referentes̀a sem̂antica de LEC, enunciadas na seção 3.4, continuam v́alidas

em LDI, com exceç̃ao da definiç̃ao de LDC-interpretaç̃ao, reformulada abaixo, juntamente com

a definiç̃ao de funç̃ao-escolha.

4.4.11 Definiç̃ao. Seja∆ uma coleç̃ao ñao vazia. Dizemos quef é uma funç̃ao-escolha para∆

se as seguintes condições forem satisfeitas:
11Este esquema serve para fazer com que as fórmulas equivalentesP e Q correspondam ao mesmo objeto

denotado porεx P (CARRION; DA COSTA, 1988).
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(i) f é uma funç̃ao;

(ii) D( f ) = P(∆) − {∅};

(iii) para cadaA ∈ D( f ), f (A) ∈ A.

4.4.12 Definiç̃ao. Uma LDI-interpretaç̃ao é uma qúadrupla〈∆,w, s, f ,d0〉, onde 〈∆,w, s〉 é

uma LEC-interpretaç̃ao, f é uma funç̃ao-escolha para∆ e d0 ∈ ∆. Desse modo, as seguin-

tes condiç̃oes s̃ao satisfeitas:

(i) se existe pelo menos umd ∈ ∆ tal queI(x|d)V(P) = v, ent̃ao

ID(εx P) = f ({d |d ∈ ∆ ∧ I(x|d)V(P) = v});

(ii) se ñao existed ∈ ∆ tal queI(x|d)V(P) = v, ent̃aoID(εx P) = d0.



Caṕıtulo 5

A L ógica da Refer̂encia Amb́ıgua

5.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta aLógica da Referência Ambı́gua– LAR (do ingl̂es,Logic of Ambi-

guous Reference). A linguagem desta lógica possui os mesmos sı́mbolos de uma linguagem para

a Lógica Equacional Clássica (LEC), descrita na seção 3.2, exceto igualdade, acrescentando-se

ainda como śımbolos primitivos o descritor “Υ ” e o sinal predicativo bińario “ )= ” , o qual

representa a abrangência. Todas as definições e convenç̃oes apresentadas no Capı́tulo 2 valem

tamb́em para esta lógica.

As Υ-descriç̃oes de LAR s̃ao inspiradas nas descrições indefinidas das linguagens na-

turais, as quais aparecem freqüentemente associadas a coleções de objetos. Como exemplo,

considere a frase “um leãoé capaz de comer cem quilos de carne de uma só vez”. Nesta frase, a

locuç̃ao substantiva “um lẽao” denota qualquer leão, e ñao algum lẽao espećıfico. Podeŕıamos

traduzi-la em uma f́ormula de LAR, na qual a expressão “um lẽao” é formalizada em LAR

por “Υx leão(x)”, onde, neste contexto, “leão” é um sinal predicativo monádico. “Υx leão(x)”

é uma descriç̃ao, ou seja, um termo em LAR. A frase original pode ser reescrita em LAR da

seguinte forma: “podecomer
(
Υx leão(x),100, carne

)
”1. Se abreviarmos “Υx leão(x)” por “um

leão”, esta f́ormula pode ser reescrita como: “podecomer(um lẽao,100,carne)”.

A relaç̃ao de abranĝencia em LAR ocorre entre dois termos. Por exemplo, considere a

seguinte frase: “cabras são animais”. Em LAR esta frase pode ser representada da seguinte

1Considerando uma extensão de LAR na qual s̃ao definidos numerais como “100”.
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forma: “Υx animal(x) )= Υx cabra(x)”, ou, se abreviarmos “Υx animal(x)” por “um animal”

e “Υx cabra(x)” por “uma cabra”, teŕıamos, em LAR, a f́ormula “um animal)= uma cabra”,

que, em ĺıngua portuguesa, significa “uma cabraé um animal”. Istóe, “abranger” em LAŔe o

inverso de “ser” na lı́ngua portuguesa. A fórmula “um animal)= uma cabra”, em LAR, significa

que a coleç̃ao associada a “um animal” contém a coleç̃ao associada a “uma cabra”. Embora o

termo “um animal” seja associado em LARà coleç̃ao de todos os animais, “um animal” não

significa a coleç̃ao de todos os animais, mas representa um objeto arbitrário desta coleç̃ao. Em

termos pragḿaticos, isto significa que tudo o que pode ser dito sobre um animal pode ser dito

sobre uma cabra, mas não vale a rećıproca, ou seja, nem tudo que pode ser dito sobre uma cabra

pode ser dito sobre um animal. Ou seja, “)= ” é, em LAR, um sinal predicativo que expressa

umaigualdade unidirecional, apenas da esquerda para a direita.

LAR foi desenvolvida para operar o mais próximo posśıvel da ĺogica cĺassica. Entretanto,

em fórmulas onde h́a ocorr̂encia de descriç̃oes, podem ocorrer deviâncias: descriç̃oes amb́ıguas

geram paracompletude e não-reflexividade, enquanto que descrições v́acuas geram paracon-

sist̂encia2. Portanto, os termos e fórmulas de LAR em que não h́a ocorr̂encia de descriç̃oes

obedecem̀as mesmas regras de inferência da ĺogica cĺassica de primeira ordem. Por esse mo-

tivo, dizemos que LAŔe umaextensão conservativa3 da lógica cĺassica. Esta caracterı́stica est́a

de acordo com Carrion e da Costa (1988), segundo os quais os sistemas lógicos inconsistentes

mais fortes cont́em, aĺem de proposiç̃oes “mal comportadas” (aquelas para as quais não vale o

prinćıpio da ñao-contradiç̃ao), tamb́em proposiç̃oes “bem comportadas” (aquelas para as quais

se aplica o mesmo princı́pio), englobando a lógica tradicional como caso especial.

Na seç̃ao 5.2 deste capı́tulo, delimitamos uma linguagem para LAR, relacionando algu-

mas definiç̃oes e convenç̃oes que serão empregadas no decorrer deste trabalho.

Na seq̈uência (seç̃ao 5.3), a sem̂antica de LARé especificada através de tr̂es funç̃oes:

IA , IS e IN. A função IA, denominadafunção-âmbito, associa cada termo a uma coleção, even-

tualmente vazia, de elementos do universo de discurso. A função IS, por outro lado,́e uma

valoraç̃ao, ou seja, associa fórmulas a valores veritativos.IN é uma funç̃ao complementar, utili-

2As lógicas paraconsistentes, nas quais ñao vale oprincı́pio da não-contradição, servem como base para teorias
inconsistentes e não triviais; aslógicas paracompletasderrogam oprincı́pio do terceiro excluı́do; em lógicas não-
reflexivasnão vale oprincı́pio da identidade. Refer̂encias adicionais para estas lógicas podem ser obtidas em
da Costa (1974), da Costa (1989) e da Costa (1963).

3Por extens̃ao conservativa de uma teoriaT em uma linguagemS, entendemos uma teoriaT′ ⊃ T em uma
linguagem estendida onde todo modelo deT tem uma extens̃ao para um modelo deT′ (POGORZELSKI, 1994).
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zada para definirIS recursivamente. Nesta seção tamb́em s̃ao definidas as funções de traduç̃ao

de LAR para LEC, seguidas de alguns resultados semânticos relacionados.

A seç̃ao 5.4 traz um ćalculo de seq̈uentes para LAR. S̃ao definidas as leis primitivas da

linguagem e alguns resultados sintáticos s̃ao apresentados e provados.

Ao final deste caṕıtulo, na seç̃ao 5.5, alguns resultados sintáticos concernentesà elimina-

ção de descriç̃oes s̃ao enunciados. Estes resultados permitem traduzir adequadamente fórmulas

expressas em LAR para LEC. A correção e completude de LAR são apresentadas baseando-se

nesta traduç̃ao.

As técnicas empregadas para as provas foram indução sobre termos, indução sobre f́or-

mulas, induç̃ao sobre o grau da fórmula, induç̃ao sobre designadores, indução sobre seq̈uentes

válidos e provas de seqüentes no estilo de Fitch (FITCH, 1952). Algumas provas são apresen-

tadas de modo informal, ou seja, expressam apenas os passos relevantes da prova, utilizando

como metalinguagem o português acrescido de sı́mbolos (primitivos ou definidos) de LAR.

As provas no estilo de Fitch aqui adotadas consistem em uma lista de fórmulas, uma

abaixo da outra, em linhas numeradas.À direita da f́ormula consta sua justificativa, indicando se

a mesmáe uma hiṕotese (hip), premissa (pr), designação (dsg)4, suposiç̃ao (sup) ou o resultado

da aplicaç̃ao de alguma lei a uma ou mais fórmulas anteriores, devidamente identificadas por

seus respectivos números. As suposições s̃ao acompanhadas de uma linha verticalà esquerda,

conforme ilustra o exemplo abaixo, ondeP, Q eRsão fórmulas em LAR.

1 P pr

2 Q sup

3 R 1, 2, Nome ou sigla da lei utilizada

4 Q→ R 2, 3, RD

Para indicar a implicaç̃ao e a equivalência informais, empregaremos, respectivamente,

as abreviaturas “imp” (“se . . . então”) e “sss” (“se, e somente se”). Por razões de simplici-

dade, algumas provas são desenvolvidas por equivalência, utilizando a abreviatura “sss” ou os

conectivos definidos “]” ou “⇔”. Algumas provas mais simples ou semelhantes a outras já

desenvolvidas s̃ao apenas esboçadas.

Em todas as seções, exemplos ilustram diversos conceitos referentes a esta lógica. Para

4Chamamos dedesignaçãòas convenç̃oes ou restriç̃oes estabelecida no interior de uma prova no estilo de Fitch.
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justificar certas restriç̃oes, alguns contra-exemplos são apresentados, baseando-se no fato de

queΓ LAR P implica emΓ
LAR

P, ou seja, no Teorema da Correção do Ćalculo para LAR com

respeitòa sem̂antica, o qual será provado na seção 5.6.

5.2 Linguagens para LAR

Esta seç̃ao apresenta algumas convenções e definiç̃oes sint́aticas de LAR, as quais serão

utilizadas no restante deste trabalho.

5.2.1 Definiç̃ao. Um alfabeto para LAŔe um alfabeto quantificacional (def. 2.1.2) possuindo

os conectivos diádicos “→” (conectivo da implicaç̃ao), “∧” (conectivo da conjunç̃ao) e “∨”

(conectivo da disjunç̃ao), o conectivo mońadico “¬” (conectivo da negaç̃ao), o sinal predicativo

diádico “ )= ” (sinal da abranĝencia), os quantificadores “∀” (quantificador universal) e “∃”

(quantificador existencial) e o descritor (ou qualificador) “Υ ” .

5.2.2 Esćolio. Os termos e f́ormulas de LAR s̃ao todos os termos e fórmulas obtidos pelas

regras de formaç̃ao de uma ĺogica quantificacional (def. 2.1.7), o que inclui os seguintes:

• set e t′ são termos em LAR, entãot )= t′ é uma f́ormula at̂omica em LAR;

• sex é uma varíavel eP é uma f́ormula em LAR, ent̃aoΥx P é um termo em LAR, tamb́em

chamado dedescrição.

5.2.3 Notaç̃ao. No restante deste capı́tulo, adotaremos como convenção as seguintes referências

para as listas de letras abaixo, seguidas ou não de plicas ou subı́ndices:

• a, b, c: referem-se a constantes;

• x, y, z,w: referem-se a variáveis;

• f ,g,h: referem-se a sinais funcionais;

• p,q, r: referem-se a sinais predicativos distintos de “)= ” ;

• t,u, v: referem-se a termos em LAR;

• P,Q,R,S: referem-se a f́ormulas em LAR;

• D,E,G: referem-se a designadores em LAR;

• Γ,Φ: referem-se a coleções de f́ormulas em LAR;

• Ω: refere-se a uma coleção de designadores em LAR;

5.2.4 Notaç̃ao. A partir de agora, a menos que o contrário seja dito, adotaremos as seguintes

convenç̃oes:
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• O śımbolo “ # ” refere-se a um dos conectivos “∧” ou “∨”.

• O śımbolo “Ψ ” refere-se a um dos quantificadores “∀” ou “∃”.

• QuandoΨ′ aparecer no mesmo contexto em queΨ, Ψ′ =


∀, seΨ = ∃,

∃, seΨ = ∀.

5.2.5 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de uma variávelx em um designadorD é ditaligada em Dse

esta ocorrer em um subdesignador deD de uma das formas∀x P, ∃x PouΥx P. Uma ocorr̂encia

de uma varíavelx emD é ditalivre em Dse esta ñao for ligada emD. Uma varíavelé ditalivre

em Dse esta possuir pelo menos uma ocorrência livre emD. Uma varíavel é ditaligada em D

se esta possuir pelo menos uma ocorrência ligada emD.

5.2.6 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de um designadorD em um designadorE é ditareal em Ese

esta ñao suceder “∀”, “ ∃” ou “ Υ ” em E. Um designadorD é ditoreal emum designador emE

seD possuir pelo menos uma ocorrência real emE.

5.2.7 Esćolio. SeD nãoé uma varíavel, ent̃ao toda ocorr̂encia deD em um designadorE é real

emE.

5.2.8 Definiç̃ao. Um designadorD é dito estar noescopo de uma variável x emum designadorE

se h́a um subdesignador emE de uma das formas∀x P, ∃x PouΥx P, tal que h́a uma ocorr̂encia

real deD emP. Caso contŕario,D é dito estarfora do escopo de x em E.

5.2.9 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de um designadorD é dita estar noescopo de“ )= ” emum

designadorE seE possuir um subdesignador da formau )= v e esta ocorr̂encia for real em pelo

menos um dos termosu ou v. Caso contŕario, esta ocorr̂enciaé dita estarfora do escopo de

“ )= ” em E. Um designadorD é dito estar noescopo de“ )= ” em EseD possuir pelo menos

uma ocorr̂encia no escopo de “)= ” em E. Caso contŕario, D é dito estarfora do escopo de

“ )= ” em E. Tamb́em dizemos que uma ocorrência deD (ou um designadorD) est́a noescopo

da abrangência em E, no lugar de dizer que a mesma está noescopo de“ )= ” em E.

5.2.10 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de um designadorD é dita estar noescopo de“ Υ ” emum

designadorE seE possuir um subdesignador da formaΥx P e esta ocorr̂encia for real emP.

Caso contŕario, esta ocorr̂encia dita estarfora do escopo de“ Υ ” em E. Um designadorD é dito

estar noescopo de“ Υ ” em EseD possuir pelo menos uma ocorrência no escopo de “Υ ” em

E. Caso contŕario, D é dito estarfora do escopo de“ Υ ” em E. Tamb́em dizemos que uma

ocorr̂encia deD (ou um designadorD) est́a noescopo do descritor em E, no lugar de dizer que

a mesma está noescopo de“ Υ ” em E.
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5.2.11 Definiç̃ao. Um designador em LAŔe ditopurose este ñao possuir nenhuma ocorrência

de “Υ ” fora do escopo de “)= ” .

5.2.12 Definiç̃ao. Uma ocorr̂encia de um designadorD em um designadorE em LARé dita de

topo em Ese a mesmáe real emE e est́a fora do escopo de “Υ ” e “ )= ” em E 5.

5.2.13 Definiç̃ao. Uma varíavel x é dita de topo emum designadorE se todas as ocorrências

livres dex em E são ocorr̂encias de topo emE. Um designadorD que ñao seja uma variável

é ditode topo emum designadorE se todas as ocorrências deD emE são ocorr̂encias de topo

emE.

5.2.14 Definiç̃ao. Uma fórmula que ñao cont́em nenhuma ocorrência de topo de alguma fórmula

da forma “u )= v” é dita umafórmula básica.

5.2.15 Definiç̃ao. Uma varíavel x é ditapontual emum designadorE sex possui exatamente

uma ocorr̂encia livre emE.

5.2.16 Exemplos.Damos a seguir alguns exemplos das situações descritas pelas definições

acima (BUCHSBAUM; SEBBEN, 2007).

• Vari ável livre e/ou ligada. Na fórmula∀x
(
f (x, y, z) ∧ ∀z g(z)

)
, a varíavel x é ligada, en-

quanto que as variáveisy e z são livres (z é ligada na subfórmula∀z g(z), mas como possui

outra ocorr̂encia livre na f́ormula, passa a ser livre na mesma).

• Ocorr ência real. A primeira ocorr̂encia dex no termoΥx (x )= y) nãoé real neste termo. Já

a segundáe uma ocorr̂encia real no mesmo termo.

• Escopo de varíavel. As subf́ormulas p(y, z) e q(y, z) est̃ao no escopo da variável x na

fórmula∀x
(
p(y, z)→ q(y, z)

)
∧ r(z,w).A subfórmular(z,w) est́a fora do escopo da variável

x na mesma f́ormula.

• Escopo da abranĝencia. As varíaveisx e y est̃ao no escopo da abrangência na f́ormula(
Υx inteiro(x) )= Υy par(y)

)
∧ f (z,w). Já as varíaveis z e w est̃ao fora do escopo da

abranĝencia na mesma fórmula.

• Escopo do descritor. A variávelx est́a no escopo do descritor na fórmulag
(
Υx par(x), y

)
. A

variávely est́a fora do escopo do descritor na mesma fórmula.

• Fórmula pura . A fórmula
(
Υx P )= Υy Q

)
∧ p
(
x1, x2

)
é pura, uma vez que todas as

descriç̃oes que ocorrem nesta fórmula est̃ao no escopo da abrangência. Por outro lado, a

5Uma descriç̃ao pode ser um termo de topo, desde que não esteja no escopo de “Υ ” ou “ )= ” .
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fórmula
(
Υx P )= Υy Q

)
∧ p(Υz P, y) nãoé pura, pois contém uma descriç̃ao fora do escopo

da abranĝencia.

• Ocorr ência de topo. Somente a primeira ocorrência dex no termof
(
x, y,Υx (x )= t)

)
é uma

ocorr̂encia de topo.

• Fórmula básica. A fórmula persegue
(
Υx cão(x),Υx gato(x)

)
é b́asica, pois ñao cont́em

nenhuma ocorrência de topo de “)= ” . Por outro lado,Υx cão(x) )= Υx poodle(x) é uma

fórmula ñao b́asica.

• Vari ável pontual. A variávely é pontual no termoΥx p(x, y, z, z). A variávelz nãoé pontual

no mesmo termo.

A distinção entre as operações de substituiç̃ao e instanciaç̃ao nem semprée apresen-

tada de forma clara na literatura. Denominaremosinstanciaçãoa operaç̃ao de substituiç̃ao

de ocorr̂encias livres de variáveis por termos em um designador6. A operaç̃ao desubstituição,

por outro lado, consiste em trocar ocorrências reais de designadores por designadores (ou seja,

termos por termos e fórmulas por f́ormulas) em um designador7. Definimos a seguir estas duas

operaç̃oes.

5.2.17 Definiç̃ao. A instanciação de x por t em E, notada porE(x|t), é o designador obtido

de E substituindo todas as ocorrências livres dex por t, seE não possuir quantificadores ou o

descritor “Υ ” . Se houverem quantificadores ou o descritor “Υ ” em E, a instanciaç̃aoé definida

conforme as cĺausulas abaixo, ondex ey são varíaveis distintas eΨ ∈ {∀,∃,Υ}:

• (Ψx P)(x|t) = Ψx P;

• (Ψy P)(x|t) =


* Ψy P(x|t), sex nãoé livre emP ouy nãoé livre emt;

* Ψz P(y|z)(x|t), sex é livre emP ey é livre emt, ondez é a primeira

variável ñao livre em{t,P}.

5.2.18 Definiç̃ao. A substituição de G por D em E, notada porE(G||D), é o designador obtido

deE substituindo todas as ocorrências reais deG por D.

5.2.19 Exemplos.Os exemplos abaixo ilustram a diferença entre as operações de instanciação

e substituiç̃ao.

6A operaç̃ao deinstanciaçãóe fundamental para algumas leis de introdução e eliminaç̃ao de quantificadores e
de abranĝencia, pertencentes ao cálculo de seq̈uentes de LAR.

7Esta operaç̃ao é essencial para a definição de leis gerais de substituição de designadores por designadores
em LAR.
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• Instanciação:

P = ∀x (x ∈ y) ∨ (x = 3).

P (x | z + w) = ∀x (x ∈ y) ∨ (z + w = 3).

• Substituição:

P = ∀x (x ∈ y) ∨ (x = 3).

P (x || z + w) = ∀x (z + w ∈ y) ∨ (z + w = 3).

Definimos a seguir a instanciação simult̂anea em LAR.

5.2.20 Notaç̃ao. A partir de agora, a menos que o contrário seja dito, adotamos as seguintes

convenç̃oes para os sı́mbolos abaixo, ondeΨ ∈ {∀,∃,Υ} e n e p são ńumeros naturais, eventu-

almente nulos:

• −→x refere-sèa lista de varíaveisx1, . . . , xn.

• −→y refere-sèa lista de varíaveisy1, . . . , yn.

• −→z refere-sèa lista de varíaveisz1, . . . , zp.

• −→w refere-sèa lista de varíaveisw1, . . . ,wp.

• −→t refere-sèa lista de termost1, . . . , tn.

• −→u refere-sèa lista de termosu1, . . . ,up.

•
−→
D refere-sèa lista de designadoresD1, . . . ,Dn.

•
−→
E refere-sèa lista de designadoresE1, . . . ,Ep.

•
−→
Ψ refere-sèa lista deΨ1, . . . ,Ψn.

• ∀−→x é a samblagem “∀x1 . . .∀xn”.

•
−→
Ψ −→x é a samblagem “Ψ1x1 . . .Ψnxn”.

•
−→
Ψ −→z é a samblagem “Ψ1zp . . .Ψpzp”.

5.2.21 Definiç̃ao.

• −→x ocorre em D
 existe algumi ∈ {1, . . . ,n} tal quexi ocorre emD.

• −→x é livre em D
 existe algumi ∈ {1, . . . ,n} tal quexi é livre emD.

• −→x ocorre em
−→
E 
 para algumi ∈ {1, . . . ,n} e para algumj ∈ {1, . . . , p}, xi ocorre emE j.

• −→x é livre em
−→
E 
 para algumi ∈ {1, . . . ,n} e para algumj ∈ {1, . . . , p}, xi é livre emE j.

• −→x é ligada em
−→
E 
 para algumi ∈ {1, . . . ,n} e para algumj ∈ {1, . . . , p}, xi é ligada emE j.

• −→x é de topo em E
 para todoi ∈ {1, . . . ,n}, sexi é livre emE, ent̃aoxi é de topo emE.

•
−→
D éprópria
 para quaisqueri, j ∈ {1, . . . ,n}, sei , j, ent̃aoDi , D j.

•
−→
D e
−→
E sãodisjuntas
 para cadai ∈ {1, . . . ,n} e para cadaj ∈ {1, . . . , p}, Di , E j.
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5.2.22 Definiç̃ao. Sejamx1, . . . , xn variáveis distintas (n ≥ 0). A instanciação simultâneade
−→x por −→t em um designadorE, notada porE(−→x |−→t ), é o designador obtido deE substituindo

simultaneamente todas as ocorrências livres dex1, . . . , xn respectivamente port1, . . . , tn, seE

não possuir quantificadores ou o descritor “Υ ” . Se houverem quantificadores ou o descritor

“ Υ ” em E, ent̃ao tal instanciaç̃aoé definida pelas seguintes cláusulas, ondeΨ ∈ {∀,∃,Υ}:

• Se existei ∈ {1, . . . ,n} tal quexi = y ou xi = ti ou xi nãoé livre emP, ent̃ao

(Ψy P)(−→x |−→t ) = Ψy P(−→w |−→u ), onde



* i1, . . . , ir são os naturaisi ∈ {1, . . . ,n} tais que

xi , y, xi , ti e xi é livre emP.

*
−→w = xi1, . . . , xir ;

*
−→u = ti1, . . . , tir .

• Se, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, xi , y e xi , ti e xi é livre emP, ent̃ao

(Ψy P)(−→x |−→t ) =


* Ψy P(−→x |−→t ), sey nãoé livre em−→t ;

* Ψz P(y|z)(−→x |−→t ) em caso contŕario, ondez é a primeira varíavel

não livre em{−→t ,P}.

5.2.23 Fato.Dado um designadorD sem descriç̃oes de topo no escopo de alguma variável,

existemE, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn,P1, . . . ,Pn, tais queD = E(x1, . . . , xn|Υy1 P1, . . . ,Υyn Pn)

e



E é designador puro,

x1, . . . , xn não est̃ao no escopo de nenhuma variável emE,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥy1 P1, . . . ,Υyn Pn,

x1, . . . , xn são de topo pontuais emE.

Esboço da prova:Prova-se por induç̃ao sobre o designadorD. �

5.2.24 Definiç̃ao. Definimos a relaç̃ao decongruência entre designadores emLAR pelas condi-

ções abaixo, onde #∈ {∧,∨,→} eΨ ∈ {∀,∃,Υ}:

• a ≈c b sss “a” e “b” são a mesma constante;

• x ≈c y sss “x” e “y” são a mesma variável;

• f (t1, . . . , tn) ≈c g(u1, . . . ,up) sss f = g, n = p e ti ≈c ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n};

• p(t1, . . . , tn) ≈c q(u1, . . . ,up) sss p = q, n = p e ti ≈c ui, para cadai ∈ {1, . . . ,n};

• t1 )= u1 ≈c t2 )= u2 sss t1 ≈c t2 eu1 ≈c u2;

• ¬P1 ≈c ¬P2 sss P1 ≈c P2;

• P1 #Q1 ≈c P2 #Q2 sss P1 ≈c P2 e Q1 ≈c Q2;
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• Ψx P1 ≈c Ψy P2 sss y nãoé livre em∀x P1 e P1(x|y) ≈c P2;

• SeD1 e D2 forem designadores de tipos diferentes, entãoD1 ≈c/ D2
8.

5.2.25 Fato.Utilizaremos neste trabalho os seguintes resultados sintáticos envolvendo con-

gruência, instanciaç̃ao simples e instanciação simult̂anea, extráıdos de Buchsbaum (2006). Con-

sideraremosx1, . . . , xn variáveis distintas eΨ ∈ {∀,∃,Υ}.

• D ≈c D.

• SeD ≈c E, ent̃aoD e E possuem as mesmas variáveis livres.

• SeD ≈c E, ent̃aoE ≈c D.

• SeD ≈c E e E ≈c G, ent̃aoD ≈c G.

• SeD ≈c E, ent̃aoD(−→x |−→t ) ≈c E(−→x |−→t ).

• Se−→y nãoé livre em∀−→x P, ent̃ao


P(−→x |−→y )(−→y |−→t ) ≈c P(−→x |−→t ),

P(−→x |−→y )(−→y |−→x ) ≈c P.

• Se


−→x e−→z são disjuntas

−→x nãoé livre em−→u ,

−→z nãoé livre em−→t ,

ent̃aoD(−→x |−→t )(−→z |−→u ) ≈c D(−→z |−→u )(−→x |−→t ).

• Se


−→x nãoé ligada emD,

i1, . . . , in é uma permutaç̃ao de 1, . . . ,n,
ent̃aoD(−→x |−→t ) ≈c D(xi1, . . . , xin|ti1, . . . , tin).

• Se−→x nãoé livre em−→t , ent̃aoD(−→x |−→t ) ≈c D(x1|t1) . . . (xn|tn).

• Se


−→x e−→y são pŕoprias,

−→y nãoé livre em∀−→x P,
ent̃ao

−→
Ψ −→x P≈c

−→
Ψ −→y P(−→x |−→y ).

• Se Se



−→x ,−→z e−→w são pŕoprias,

−→x e−→z são disjuntas,

−→w nãoé livre em{−→x ,−→t ,∀−→z P},

ent̃ao (Ψ−→z P)(−→x |−→t ) ≈c Ψ
−→w P(−→z |−→w )(−→x |−→t ).

• Se



−→y nãoé livre em{−→x ,−→t ,D},

i ∈ {1, . . . ,n},

−→z = −→y − yi ,

−→u =
−→
t − ti ,

ent̃aoD(−→x |−→t ) ≈c D(−→x |−→y )(−→z |−→u )(yi |ti).

8Ou seja, ñaoé verdade queD1 ≈c D2.
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5.2.26 Definiç̃ao. Al ém dos sinais primitivos de LAR, adotaremos também os seguintes sinais

definidos (considerandox ey as primeiras variáveis ñao livres emt):

• t = t′ 
 t )= t′ ∧ t′ )= t;

• t , t′ 
 ¬(t = t′);

• vac(t)
 ¬∃x (t )= x). Lê-se vac(t) como “t é vácuo”;

• ex(t)
 ∃x (t )= x). Lê-se ex(t) como “t é existencial”;

• fix(t)
 ∀x∀y (t )= x ∧ t )= y→ x = y). Lê-se fix(t) como “t é fixo”.

• un(t)
 ex(t) ∧ fix(t). Lê-se un(t) como “t é uńıvoco”;

• amb(t)
 ∃x∃y (t )= x ∧ t )= y→ x , y). Lê-se amb(t) como “t é amb́ıguo”.

• t ≡ t′ 
 fix(t) ∧ fix(t′) ∧ t = t′.

O sinal “≡” definido acima corresponde em LAR a uma igualdade, em geral, não-reflexiva.

A mesma apenas será reflexiva entre termos fixos, ou seja, entre termos não amb́ıguos. O sinal

“=”, por outro lado, opera como uma igualdade reflexiva. Isto será melhor detalhado em um

exemplo adiante.

5.3 Uma Sem̂antica para LAR

Nesta seç̃ao apresentamos uma semântica para LAR, extráıda de Buchsbaum (2002), com

algumas adaptações.

5.3.1 Notaç̃ao. Para as definiç̃oes a seguir, consideraremos∆ uma coleç̃ao ñao vazia.

5.3.2 Definiç̃ao. Uma LAR-interpretaç̃ao I é uma triplaI = 〈∆,w, s〉, onde∆ é um universo de

discurso (ou doḿınio da interpretaç̃ao),w é um mundo sobre∆ e s é uma∆-atribuiç̃ao.

5.3.3 Definiç̃ao. SejamI uma LAR-interpretaç̃ao, x1, . . . , xn variáveis distintas ed, d1, . . . ,dn

elementos de∆. Definimos:

• I (x|d) é uma LAR-interpretaç̃ao definida porI (x|d) = 〈∆,w, s(x|d)〉;

• I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn) é uma LAR-interpretaç̃ao definida por

I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn) = 〈∆,w, s(x1, . . . , xn |d1, . . . ,dn)〉.

5.3.4 Notaç̃ao. No restante desta seção, as seguintes convenções para as letras abaixo, seguidas

ou ñao de plicas e subı́ndices:

• w é um mundo sobre um universo de discurso∆.
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• s é uma∆-atribuiç̃ao para varíaveis.

• I = 〈∆,w, s〉 é uma LAR-interpretaç̃ao.

• d eesão a elementos do universo de discurso de uma dada LAR-interpretação.

Para especificar a semântica de LAR, definimos, para cada LAR-interpretação I , três

funções:IA , IS e IN.

A função IA, ou função-âmbitode I , associa cada termo a uma coleção, eventualmente

vazia, ditaâmbitodo termo (dáı o “A” em IA), de elementos do universo de discurso deI . Se tal

coleç̃ao for vazia, dizemos que o termoévácuo em I, ou seja,́e um nome que ñao denota nada.

Se a mesma contiver no máximo um elemento, dizemos que o termoéfixo em I. Se esta coleç̃ao

não for vazia, o termóe ditoexistencial em I. Um termoexistencial em Ipode ainda serunı́voco

em I, caso a coleç̃ao a ele associada seja um conjunto unitário9, eambı́guo em I, caso tal coleç̃ao

possua mais de um elemento. Desta forma, um termo ambı́guoé um nome para cada objeto da

coleç̃ao a ele associada.

5.3.5 Exemplos.Considere uma interpretação na qual os sı́mbolos “�”, “ ,”, “ >” e “∈” pos-

suem seus significados usuais. Com respeito a esta interpretação, damos a seguir alguns exem-

plos.

• Termo v́acuo:Υx (x , x).

• Termo amb́ıguo:Υx (x ∈ � ∧ x > 2).

• Termo uńıvoco:Υx
(
x ∈ � ∧ par(x) ∧ primo(x)

)
.

A função IS, por outro lado,́e uma valoraç̃ao, ou seja, associa fórmulas a valores verita-

tivos. IN é uma funç̃ao auxiliar, utilizada para definirIS por recurs̃ao simult̂anea. Os valores

veritativos de LAR s̃ao 1 (um), ouvitória e 0 (zero), ouderrota, sendo que 1́e o valor distin-

guido. Este tipo de sem̂anticaé denominadosemântica de jogos(BUCHSBAUM; PEQUENO,

2000; HINTIKKA; KULAS, 1983), e baseia-se numa espécie de jogo imagińario entre osujeito

(dáı o “S” em IS), o qual deseja provar que uma dada fórmulaé verdadeira, e anatureza(dáı o

“N” em IN), que deseja provar que a negação da f́ormula consideradáe verdadeira. Sem̂anticas

de jogos s̃ao particularmente adequadas para lógicas paraconsistentes, onde associarP a 1 ñao

significa, necessariamente, que¬P seŕa associado a 0. Particularmente em LAR, dependendo

da estrutura da fórmula P, que pode conter termos vácuos,¬P pode ser tanto associado a 0

como a 1.
9Ou seja, um termo unı́vocoé um termo quée existencial e fixo.
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Dizemos que o sujeito ganha o jogo com respeito a uma fórmulaP seIS(P) = 1, e que a

natureza ganha o jogo seIN(P) = 1. Da mesma forma, dizemos que sujeito perde o jogo com

respeito a uma fórmulaP seIS(P) = 0, e que a natureza perde o jogo seIN(P) = 0.

Dizemos tamb́em que uma f́ormulaP é verdadeira emI seIS(P) = 1, e que uma f́ormula

P é falsa emI seIS(P) = 0.

Para motivar a definiç̃ao das funç̃oes IA, IS e IN, dada a seguir, consideremosP uma

fórmula b́asica, tal quex1, . . . , xn são varíaveis de topo distintas e pontuais emP. Conside-

remos tamb́em P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn) a fórmula obtida deP instanciando-se simultaneamente

x1, . . . , xn por t1, . . . , tn.

Dizemos qued1, . . . ,dn satisfazemP(x1, . . . , xn), de acordo com uma dada interpretaçãoI ,

seI (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(P) = 1.

Se, emI , cada um dos termost1, . . . , tn denota pelo menos um objeto, então IS associa

vitória a P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn) se, e somente se, para cadad1, . . . ,dn tal qued1, . . . ,dn são

respectivamente elementos do universo de discurso denotados (ambiguamente) port1, . . . , tn,

d1, . . . ,dn satisfizeremP. Se algum destes termos não denota nenhum objeto emI , e P é uma

fórmula at̂omica, ent̃aoP(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn) é avaliado como vit́oria (vácua) do sujeito emI .

IN comporta-se de modo complementar. Se cada um dos termost1, . . . , tn denota pelo

menos um objeto, então IN associa vit́oria aP(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn) se, e somente se, para todos

os objetosd1, . . . ,dn denotados port1, . . . , tn, d1, . . . ,dn não satisfizeremP. Se algum destes

termos ñao denota nenhum objeto, eP é uma f́ormula at̂omica, ent̃ao P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn) é

avaliado como vit́oria (vácua) da natureza emI .

5.3.6 Definiç̃ao. As cláusulas abaixo especificam as funçõesIA, IS e IN, ondeIA é a função-

âmbito definida por I, e IS é denominada a LAR-valoração definida por I:

• IA é uma funç̃ao da coleç̃ao de termos emw paraP(∆);

• IS, IN são funç̃oes da coleç̃ao das f́ormulas emw para{0,1};

• IA(c) = {w(c)};

• IA(x) = {s(x)};

• IA( f (t1, . . . , tn)) = {w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ IA(t1), . . . ,dn ∈ IA(tn)};

• IA(Υx P) = {d ∈ ∆ | I(x|d)S(P) = 1};

• IS(p(t1, . . . , tn)) = 1 sss para cadad1 ∈ IA(t1), . . . , para cadadn ∈ IA(tn), 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p);
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• IN(p(t1, . . . , tn)) = 1 sss para cadad1 ∈ IA(t1), . . . , para cadadn ∈ IA(tn), 〈d1, . . . ,dn〉 < w(p);

• IS(t )= t′) = 1 sssIN(t )= t′) = 0 sssIA(t) ⊇ IA(t′);

• IS(¬P) = IN(P);

• IN(¬P) = IS(P);

• IS(P→ Q) = max{IN(P), IS(Q)};

• IN(P→ Q) = min{IS(P), IN(P)};

• IS(P ∧ Q) = min{IS(P), IS(Q)};

• IN(P ∧ Q) = max{IN(P), IN(Q)};

• IS(P ∨ Q) = max{IS(P), IS(Q)};

• IN(P ∨ Q) = min{IN(P), IN(Q)};

• IS(∀x P) = min{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆};

• IN(∀x P) = max{I (x|d)N(P) | d ∈ ∆};

• IS(∃x P) = max{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆};

• IN(∃x P) = min{I (x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

5.3.7 Definiç̃ao. Um termot é ditovácuo com respeitoa uma interpretaç̃ao I seIA(t) é o con-

junto vazio,existencialse IA(t) é ñao vazio,fixo se IA(t) cont́em no ḿaximo um elemento,

unı́vocoseIA(t) é um conjunto unit́ario eambı́guoseIA(t) cont́em pelo menos dois elementos.

5.3.8 Notaç̃ao. Dado um termo uńıvocot, notamos portI o único elemento do conjuntoIA(t).

5.3.9 Exemplo.A fim de ilustrar a sem̂antica de LAR para f́ormulas at̂omicas b́asicas, considere

d1, . . . ,d5 elementos de∆ e t1, t2 termos amb́ıguos cujoŝambitos s̃ao, respectivamenteIA(t1) =

{d1,d2} e IA(t2) = {d3,d4,d5}. Logo, pela definiç̃ao 5.3.6,

IS(p(t1, t2)) = 1

sss

〈d1,d3〉 ∈ w(p) e〈d1,d4〉 ∈ w(p) e〈d1,d5〉 ∈ w(p) e〈d2,d3〉 ∈ w(p) e〈d2,d4〉 ∈ w(p) e〈d2,d5〉 ∈ w(p).

Esta sem̂antica caracteriza uma lógicanão alética, ou seja, uma lógica quée paraconsis-

tentee paracompleta. Isto é, uma ĺogica onde ambosP e¬P podem ser verdadeiros (o sujeito

e a natureza podem ganhar), ou na qual ambosP e¬P podem ser falsos (a natureza e o sujeito

podem perder). Além disso, LAŔe tamb́em uma ĺogicanão-reflexiva, istoé, é uma ĺogica onde

a proposiç̃aoP→ P pode ser falsa. O exemplo a seguir demonstra estas situações.
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5.3.10 Exemplo.Considerep(x) uma f́ormula at̂omica b́asica eI uma interpretaç̃ao na qual os

sinais “=” e “,” possuem seus significados usuais.

• Set é vácuo com respeito aI , ent̃ao ambasp(t) e¬p(t) são verdadeiras emI , confirmando

a paraconsistênciade LAR. Por exemplo, ambas as fórmulasp(Υx(x , x)) e¬p(Υx(x , x))

são verdadeiras10.

• Set é amb́ıguo com respeito aI , tal que existemd1 e d2 pertencendo aIA(t), para os quais

I (x|d1)S(p(x)) = 1 e I (x|d2)S(p(x)) = 0, ent̃ao ambasp(t) e ¬p(t) são falsas emI , confir-

mando aparacompletudede LAR. Neste caso também acontece que a fórmulap(t) → p(t)

é falsa emI , pois IN(p(t)) = 0 e IS(p(t)) = 0, confirmando anão-reflexividadede LAR.

Por exemplo, a f́ormula par
(
Υx (x = 1 ∨ x = 2)

)
e sua negaç̃ao s̃ao falsas, dáı, a fórmula

par
(
Υx (x = 1∨ x = 2)

)
→ par

(
Υx (x = 1∨ x = 2)

)
é tamb́em falsa.

Definimos a seguir a sem̂antica da igualdade “≡”, apresentada na definição 5.2.26.

5.3.11 Esćolio.

• IS(t1 ≡ t2) = 1 sss para cadad1 ∈ IA(t1), para cadad2 ∈ IA(t2), d1 ed2 são o mesmo objeto.

Definimos abaixo quando uma LAR-interpretação I satisfaz uma f́ormulaP em LAR.

5.3.12 Definiç̃ao. I satisfazP em LAR



I é uma LAR-interpretaç̃ao paraP,

IS(P) = 1.

A seguir formulamos a noção de coincid̂encia de interpretações e o Lema da Coincidência,

necesśario para a prova de alguns resultados semânticos de LAR.

5.3.13 Definiç̃ao. SejamI = 〈∆,w, s〉 e I ′ = 〈∆,w′, s′〉 LAR-interpretaç̃oes. Dizemos queI e

I ′ coincidem em um designadorE se as seguintes condições forem satisfeitas:

• I e I ′ são LAR-interpretaç̃oes paraE.

• Para toda variávelx livre emE, s(x) = s′(x).

• Para toda constantec ocorrendo emE, w(c) = w′(c).

• Para todo sinal funcionalf ocorrendo emE, w( f ) = w′( f ).

• Para todo sinal predicativop ocorrendo emE, w(p) = w′(p).

5.3.14 Esćolio. Se I = 〈∆,w, s〉 e I ′ = 〈∆,w′, s′〉 são LAR-interpretaç̃oes coincidentes emE,

ent̃ao I (x|d) e I ′(x|d) tamb́em coincidem emE.

10Quando algum termo de topo de uma fórmula at̂omica b́asica for v́acuo, a f́ormula torna-se paraconsistente.
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5.3.15. Lema da Coincid̂encia.

SeI e I ′ coincidem emE, ent̃ao



E é termo implica queIA(E) = IA
′(E);

E é fórmula implica que


IS(E) = IS

′(E);

IN(E) = IN
′(E).

Esboço da prova:

Suponha queI = 〈∆,w, s〉 e I ′ = 〈∆,w′, s′〉 coincidem emE.

Seja∆(E):



se Eé termo, ent̃ao IA(E) = IA
′(E);

se Eé fórmula, ent̃ao


IS(E) = IS

′(E);

IN(E) = IN
′(E).

A provaé feita mostrando-se a validade de∆(E), por induç̃ao sobreE. �

Em LEC e em qualquer das diversas lógicas mais conhecidas, devidoà inexist̂encia de

termos amb́ıguos, a sem̂antica da instanciaçãoé definida pelas duas cláusulas abaixo:

(i) ID(u(x|t)) = I (x| ID(t))(u);

(ii) IV(P(x|t)) = I (x| ID(t))V(P).

Em LAR, tais resultados sem̂anticos s̃ao mais elaborados, uma vez que os termos são

associados a coleções de objetos. Esta caracterı́stica exige um tratamento mais detalhado, o

qualé dado pelo resultado a seguir.

5.3.16. Avaliaç̃ao de Designadores Instanciados em LAR.

(i) Set é um termo puro, então


IA(u(x|t)) = I (x|tI )A(u),

IS(P(x|t)) = I (x|tI )S(P),

IN(P(x|t)) = I (x|tI )N(P).

(ii) Se x é de topo emu, ent̃aoIA(u(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(u).

(iii) Se


x é de topo emP,

IA(t) , ∅,
ent̃ao


IS(P(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)},

IN(P(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.
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(iv) Sex é de topo pontual emu, ent̃aoIA(u(x|t)) =
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(u).

(v) Se


x é de topo pontual emP,

IA(t) , ∅,

ent̃ao


IS(P(x|t)) = min{I(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)},

IN(P(x|t)) = min{I(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.

(vi) Se


x possui uma ocorrência de topo emu,

IA(t) = ∅,
ent̃aoIA(u(x|t)) = ∅.

(vii) Se


P é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de uma f́ormula at̂omica b́asica,

P possui pelo menos uma ocorrência de topo dex,

IA(t) = ∅,

ent̃aoIS(P(x|t)) = IN(P(x|t)) = 1.

Prova de(i):

.Suponha quet é um termo puro.

Seja∆(E): Para qualquerI ,


SeE é termo, ent̃ao IA(E(x|t)) = I (x|tI )A(E).

SeE é fórmula, ent̃ao


IS(E(x|t)) = I (x|tI )S(E),

IN(E(x|t)) = I (x|tI )N(E).

• CasoE é uma constantec.

IA(c(x|t)) = IA(c) = I (x|tI )A(c), pelo Lema da Coincid̂encia.

Logo,∆ vale quandoE é uma constante.

• CasoE é uma varíavely distinta dex.

IA(y(x|t)) = IA(y) = I (x|tI )A(y), pelo Lema da Coincid̂encia.

Portanto,∆ vale quandoE é uma varíavel distinta dex.

• CasoE é x.

IA(x(x|t)) = IA(t) = { tI }.

I (x|tI )A(x) = { tI }, donde temos que∆ vale quandoE é x.
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• CasoE é f (t1, . . . , tn).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, IA(ti(x|t)) = I (x|tI )A(ti).

IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) = IA( f (t1(x|t), . . . , tn(x|t))) =

{w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ IA(t1(x|t)), . . . ,dn ∈ IA(tn(x|t))} =HI

{w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ I (x|tI )A(t1), . . . ,dn ∈ I (x|tI )A(tn)} =

I (x|tI )A( f (t1, . . . , tn)).

Logo, IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) = I (x|tI )A( f (t1, . . . , tn)), ou seja,∆ vale quandoE é f (t1, . . . , tn).

• CasoE éΥx P.

IA((Υx P)(x|t)) = IA(Υx P) = {d ∈ ∆ | I (x|d)S(P) = 1}.

I (x|tI )A(Υx P) = {d ∈ ∆ | I (x|tI )(x|d)S(P) = 1} = {d ∈ ∆ | I (x|d)S(P) = 1}.

Portanto,IA((Υx P)(x|t)) = I (x|tI )A(Υx P). Dáı, ∆ vale quandoE éΥx P.

• CasoE éΥy P, ondey é uma varíavel distinta dex.

* Subcaso:x nãoé livre emP ouy nãoé livre emt.

IA((Υy P)(x|t)) = IA(Υy P(x|t)) =

{d ∈ ∆ | I (y|d)S(P(x|t)) = 1} =HI

{d ∈ ∆ | I (y|d)(x|tI )S(P) = 1} =

{d ∈ ∆ | I (x|tI )(y|d)S(P) = 1} = I (x|tI )A(Υy P).

Logo, IA((Υy P)(x|t)) = I (x|tI )A(Υy P), donde∆ vale quandoE éΥy P.

* Subcaso:x é livre emP ey é livre emt.

Sejaz a primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

Ent̃ao (Υy P)(x|t) = Υz P(y|z)(x|t).

IA((Υy P)(x|t)) = IA(Υz P(y|z)(x|t)) =

{d ∈ ∆ | I (z|d)S(P(y|z)(x|t)) = 1} =HI

{d ∈ ∆ | I (z|d)(x|tI )S(P(y|z)) = 1} =HI

{d ∈ ∆ | I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) = 1}.

Comoz nãoé livre emP,

{d ∈ ∆ | I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) = 1} = {d ∈ ∆ | I (x|tI )(y|d)S(P) = 1} =

I (x|tI )A(Υy P).

Logo, IA((Υy P)(x|t)) = I (x|tI )A(Υy P).

Dáı, em qualquer subcaso,∆ vale quandoE éΥy P, sendoy distinto dex.
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• CasoE é p(t1, . . . , tn).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, IA(ti(x|t)) = I (x|tI )A(ti).

IS(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1

sss

IS(p(t1(x|t), . . . , tn(x|t))) = 1

sss (def. 5.3.6)

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p), para cadad1 ∈ IA(t1(x|t)),. . . , para cadadn ∈ IA(tn(x|t))

sss (HI)

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p), para cadad1 ∈ I (x|tI )A(t1),. . . , para cadadn ∈ I (x|tI )A(tn)

sss (def. 5.3.6)

I (x|tI )S(p(t1, . . . , tn)) = 1.

Portanto,IS(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = I (x|tI )S(p(t1, . . . , tn)). (1)

IN(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1

sss

IN(p(t1(x|t), . . . , tn(x|t))) = 1

sss (def. 5.3.6)

〈d1, . . . ,dn〉 < w(p), para cadad1 ∈ IA(t1(x|t)),. . . , para cadadn ∈ IA(tn(x|t))

sss (HI)

〈d1, . . . ,dn〉 < w(p), para cadad1 ∈ I (x|tI )A(t1),. . . , para cadadn ∈ I (x|tI )A(tn)

sss (def. 5.3.6)

I (x|tI )N(p(t1, . . . , tn)) = 1.

Portanto,IN(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = I (x|tI )N(p(t1, . . . , tn)). (2)

De (1) e (2), temos que∆ vale quandoE é p(t1, . . . , tn).

• CasoE éu )= v.

Por HI, IA(u(x|t)) = I (x|tI )A(u) e IA(v(x|t)) = I (x|tI )A(v).

IS((u )= v)(x|t)) = 1

sss

IS(u(x|t) )= v(x|t)) = 1

sss (def. 5.3.6)

IA(u(x|t)) ⊇ IA(v(x|t))

sss (HI)

I (x|tI )A(u) ⊇ I (x|tI )A(v))

sss (def. 5.3.6)

I (x|tI )S(u )= v) = 1.

Portanto,IS((u )= v)(x|t)) = I (x|tI )S(u )= v). (3)
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IN((u )= v)(x|t)) = 0

sss (def. 5.3.6)

IS((u )= v)(x|t)) = 1

sss (3)

I (x|tI )S(u )= v) = 1.

sss (def. 5.3.6)

I (x|tI )N(u )= v) = 0.

Portanto,IN((u )= v)(x|t)) = I (x|tI )N(u )= v). (4)

De (3) e (4), temos que∆ vale quandoE éu )= v.

• CasoE é (¬P).

IS((¬P)(x|t)) = IS(¬P(x|t)) = IN(P(x|t)) =HI I (x|tI )N(P) = I (x|tI )S(¬P). (5)

IN((¬P)(x|t)) = IN(¬P(x|t)) = IS(P(x|t)) =HI I (x|tI )S(P) = I (x|tI )N(¬P). (6)

Portanto, de (5) e (6),∆(¬P).

• CasoE é (P→ Q).

IS((P→ Q)(x|t)) = IS(P(x|t)→ Q(x|t)) = max{IN(P(x|t)), IS(Q(x|t))} =HI

max{I (x|tI )N(P), I (x|tI )S(Q)} = I (x|tI )S(P→ Q). (7)

IN((P→ Q)(x|t)) = IN(P(x|t)→ Q(x|t)) = min{IS(P(x|t)), IN(Q(x|t))} =HI

min{I (x|tI )S(P), I (x|tI )N(Q)} = I (x|tI )N(P→ Q). (8)

Dáı, de (7) e (8),∆ vale quandoE é (P→ Q).

• CasoE é (P ∧ Q).

IS((P ∧ Q)(x|t)) = IS(P(x|t) ∧ Q(x|t)) = min{IS(P(x|t)), IS(Q(x|t))} =HI

min{I (x|tI )S(P), I (x|tI )S(Q)} = I (x|tI )S(P ∧ Q). (9)

IN((P ∧ Q)(x|t)) = IN(P(x|t) ∧ Q(x|t)) = max{IN(P(x|t)), IN(Q(x|t))} =HI

max{I (x|tI )N(P), I (x|tI )N(Q)} = I (x|tI )N(P ∧ Q). (10)

Dáı, de (9) e (10),∆ vale quandoE é (P ∧ Q).

• CasoE é (P ∨ Q).

IS((P ∨ Q)(x|t)) = IS(P(x|t) ∨ Q(x|t)) = max{IS(P(x|t)), IS(Q(x|t))} =HI

max{I (x|tI )S(P), I (x|tI )S(Q)} = I (x|tI )S(P ∨ Q). (11)

IN((P ∨ Q)(x|t)) = IN(P(x|t) ∨ Q(x|t)) = min{IN(P(x|t)), IN(Q(x|t))} =HI

min{I (x|tI )N(P), I (x|tI )N(Q)} = I (x|tI )N(P ∨ Q). (12)

Dáı, de (11) e (12),∆ vale quandoE é (P ∨ Q).
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• CasoE é∀x P.

IS((∀x P)(x|t)) = IS(∀x P) = min{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

I (x|tI )S(∀x P) = min{I (x|tI )(x|d)S(P) | d ∈ ∆} = min{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Logo, IS((∀x P)(x|t)) = I (x|tI )S(∀x P). (13)

IN((∀x P)(x|t)) = IN(∀x P) = max{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

I (x|tI )N(∀x P) = max{I (x|tI )(x|d)N(P) | d ∈ ∆} = max{I (x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Logo, IN((∀x P)(x|t)) = I (x|tI )N(∀x P). (14)

Temos de (13) e (14) que∆ vale quandoE é∀x P.

• CasoE é∀y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

* Subcaso: Sex nãoé livre emP ouy nãoé livre emt.

IS((∀y P)(x|t)) = IS(∀y P(x|t)) =

min{I (y|d)S(P(x|t)) | d ∈ ∆} =HI min{I (y|d)(x|tI )S(P) | d ∈ ∆} =

min{I (x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )S(∀y P).

Logo, IS((∀y P)(x|t)) = I (x|tI )S(∀y P). (15)

IN((∀y P)(x|t)) = IN(∀y P(x|t)) =

max{I (y|d)N(P(x|t)) | d ∈ ∆} =HI max{I (y|d)(x|tI )N(P) | d ∈ ∆} =

max{I (x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )N(∀y P).

Logo, IN((∀y P)(x|t)) = I (x|tI )N(∀y P). (16)

De (15) e (16), temos que vale∆(E).

* Subcaso: Sex é livre emP ey é livre emt.

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

Ent̃ao, (∀y P)(x|t) = ∀z P(y|z)(x|t).

IS((∀y P)(x|t)) = IS(∀z P(y|z)(x|t)) =

min{I (z|d)S(P(y|z)(x|t)) | d ∈ ∆} =HI min{I (z|d)(x|tI )S(P(y|z)) | d ∈ ∆} =HI

min{I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Comoz nãoé livre emP,

min{I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = min{I (x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )S(∀y P).

Dáı, IS((∀y P)(x|t)) = I (x|tI )S(∀y P). (17)

IN((∀y P)(x|t)) = IN(∀z P(y|z)(x|t)) =

max{I (z|d)N(P(y|z)(x|t)) | d ∈ ∆} =HI max{I (z|d)(x|tI )N(P(y|z)) | d ∈ ∆} =HI

max{I (z|d)(x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Comoz nãoé livre emP,
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max{I (z|d)(x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = max{I (x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )N(∀y P).

Dáı, IN((∀y P)(x|t)) = I (x|tI )N(∀y P). (18)

De (17) e (18), temos que vale∆(E).

Dáı, em qualquer subcaso,∆ vale quandoE é∀y P.

• CasoE é∃x P.

IS((∃x P)(x|t)) = IS(∃x P) = max{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

I (x|tI )S(∃x P) = max{I (x|tI )(x|d)S(P) | d ∈ ∆} = max{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Logo, IS((∃x P)(x|t)) = I (x|tI )S(∃x P). (19)

IN((∃x P)(x|t)) = IN(∃x P) = min{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

I (x|tI )N(∃x P) = min{I (x|tI )(x|d)S(P) | d ∈ ∆} = min{I (x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Logo, IN((∃x P)(x|t)) = I (x|tI )N(∃x P). (20)

Temos de (19) e (20) que∆ vale quandoE é∃x P.

• CasoE é∃y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

* Subcaso: Sex nãoé livre emP ouy nãoé livre emt:

IS((∃y P)(x|t)) = IS(∃y P(x|t)) =

max{I (y|d)S(P(x|t)) | d ∈ ∆} =HI max{I (y|d)(x|tI )S(P) | d ∈ ∆} =

max{I (x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )S(∃y P).

Logo, IS((∃y P)(x|t)) = I (x|tI )S(∃y P). (21)

IN((∃y P)(x|t)) = IN(∃y P(x|t)) =

min{I (y|d)N(P(x|t)) | d ∈ ∆} =HI min{I (y|d)(x|tI )N(P) | d ∈ ∆} =

min{I (x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )N(∃y P).

Logo, IN((∃y P)(x|t)) = I (x|tI )N(∃y P). (22)

De (21) e (22), temos que vale∆(E).

* Subcaso: Sex é livre emP ey é livre emt:

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

Ent̃ao, (∃y P)(x|t) = ∃z P(y|z)(x|t).

IS((∃y P)(x|t)) = IS(∃z P(y|z)(x|t)) =

max{I (z|d)S(P(y|z)(x|t)) | d ∈ ∆} =HI max{I (z|d)(x|tI )S(P(y|z)) | d ∈ ∆} =HI

max{I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Comoz nãoé livre emP,

max{I (z|d)(x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = max{I (x|tI )(y|d)S(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )S(∃y P).
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Dáı, IS((∃y P)(x|t)) = I (x|tI )S(∃y P). (23)

IN((∃y P)(x|t)) = IN(∃z P(y|z)(x|t)) =

min{I (z|d)N(P(y|z)(x|t)) | d ∈ ∆} =HI min{I (z|d)(x|tI )N(P(y|z)) | d ∈ ∆} =HI

min{I (z|d)(x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Comoz nãoé livre emP,

min{I (z|d)(x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = min{I (x|tI )(y|d)N(P) | d ∈ ∆} = I (x|tI )N(∃y P).

Dáı, IN((∃y P)(x|t)) = I (x|tI )N(∃y P). (24)

De (23) e (24), temos que vale∆(E).

Dáı, em qualquer subcaso,∆ vale quandoE é∃y P.

�

Prova de(ii):

.Seja∆(u) : IA(u(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(u).

Suponha quex é de topo emu.

• Casou é uma constantec.

IA(c(x|t)) = IA(c) = {w(c)}.⋃
d∈ IA (t)

I (x|d)A(c) =
⋃

d∈ IA (t)

IA(c) =
⋃

d∈ IA (t)

{w(c)}.

SeIA(t) = ∅, ent̃ao
⋃

d∈ IA (t)

{w(c)} = ∅;

SeIA(t) , ∅, ent̃ao
⋃

d∈ IA (t)

{w(c)} = {w(c)}.

Dáı, em qualquer caso,IA(c(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(c), donde temos que∆ vale quandou é uma

constantec.

• Casou é uma varíavely distinta dex.

IA(y(x|t)) = IA(y) = {s(y)}⋃
d∈ IA (t)

I (x|d)A(y) =
⋃

d∈ IA (t)

IA(y) =
⋃

d∈ IA (t)

{s(y)}.

SeIA(t) = ∅, ent̃ao
⋃

d∈ IA (t)

{s(y)} = ∅;

SeIA(t) , ∅, ent̃ao
⋃

d∈ IA (t)

{s(y)} = {s(y)}.

Dáı, em qualquer caso,IA(y(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(y), donde temos que∆ vale quandou é uma

variávely, distinta dex.
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• Casou é x.

IA(x(x|t)) = IA(t).⋃
d∈ IA (t)

I (x|d)A(x) =
⋃

d∈ IA (t)

{d} = IA(t).

Logo, temos que∆ vale quandou é x.

• Casou é f (t1, . . . , tn).

Temos quex é de topo emt1, . . . , tn.

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, IA(ti(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(ti).

Logo,


para cadai ∈ {1, . . . ,n},

para cadad ∈ IA(t)
, IA(ti(x|t)) ⊇ I (x|d)A(ti). (1)

IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) = IA( f (t1(x|t), . . . , tn(x|t)) =

{w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ IA(t1(x|t)), . . . ,dn ∈ IA(tn(x|t))}. (2)

Sed ∈ IA(t), temos que

I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)) = {w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ I (x|d)A(t1), . . . ,dn ∈ I (x|d)A(tn)}.(3)

Dáı, de (1), (2) e (3), para cadad ∈ IA(t),

IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) ⊇ I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)).

Portanto,IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)), donde temos que∆ vale quando

u é f (t1, . . . , tn).

• Casou éΥx P.

IA((Υx P)(x|t)) = IA(Υx P) = {d ∈ ∆ | I(x|d)S(P) = 1}. (4)

Para cadad ∈ IA(t),

I (x|d)A(Υx P) = {e ∈ ∆ | I (x|d)(x|e)S(P) = 1} = {e ∈ ∆ | I (x|e)S(P) = 1} =

{d ∈ ∆ | I(x|d)S(P) = 1}. (5)

De (4) e (5), para cadad ∈ IA(t), IA((Υx P)(x|t)) ⊇ I (x|d)A(Υx P).

Logo, IA((Υx P)(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(Υx P), donde∆(u).

• Casou éΥy P, ondey é uma varíavel distinta dex.

Comox é de topo emu, temos quex nãoé livre emP.

IA((Υy P)(x|t)) = IA(Υy P) = {d ∈ ∆ | I (y|d)S(P) = 1}. (6)

Para cadad ∈ IA(t), I (x|d)A(Υy P) = {e ∈ ∆ | I (x|d)(y|e)S(P) = 1}.

Comox nãoé livre emP,

{e ∈ ∆ | I (x|d)(y|e)S(P) = 1} = {e ∈ ∆ | I (y|e)S(P) = 1} = {d ∈ ∆ | I (y|d)S(P) = 1}. (7)
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Dáı, de (6) e (7), para cadad ∈ IA(t), IA((Υy P)(x|t)) ⊇ I (x|d)A(Υy P).

Logo, IA((Υy P)(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(Υy P), ou seja,∆ vale quandou éΥy P.

�

Prova de(iii):

.Suponha que


x é de topo emP,

IA(t) , ∅.

Seja∆(P) :


IS(P(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)},

IN(P(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.

• CasoP é p(t1, . . . , tn).

Ent̃ao,x é de topo emt1, . . . , tn. Dáı, por (ii), para cadai ∈ {1, . . . ,n},

IA(ti(x|t)) ⊇
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(ti). (1)

IS((p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1

sss

IS(p(t1(x|t), . . . , tn(x|t))) = 1

sss (def. 5.3.6)

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p), para cadad1 ∈ IA(t1(x|t)), . . . , para cadadn ∈ IA(tn(x|t))

imp (1)

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p), p/ cadad1 ∈
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(t1), . . . , p/ cadadn ∈
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(tn)

Sed ∈ IA(t), temos queIS(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1 implica que

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p), para cadad1 ∈ I (x|d)A(t1), . . . , para cadadn ∈ I (x|d)A(tn),

o que equivale dizer queI(x|d)S(p(t1, . . . , tn)) = 1.

Ou seja, para cadad ∈ IA(t), IS(p(t1, . . . , tn)(x|t)) ≤ I(x|d)S(p(t1, . . . , tn)).

Logo, IS(p(t1, . . . , tn)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(p(t1, . . . , tn)) | d ∈ IA(t)}. (2)

IN((p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1

sss

IN(p(t1(x|t), . . . , tn(x|t))) = 1

sss (def. 5.3.6)
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〈d1, . . . ,dn〉 < w(p), para cadad1 ∈ IA(t1(x|t)), . . . , para cadadn ∈ IA(tn(x|t))

imp (1)

〈d1, . . . ,dn〉 < w(p), p/ cadad1 ∈
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(t1), . . . , p/ cadadn ∈
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(tn)

Sed ∈ IA(t), temos queIN(p(t1, . . . , tn)(x|t)) = 1 implica que

〈d1, . . . ,dn〉 < w(p), para cadad1 ∈ I (x|d)A(t1), . . . , para cadadn ∈ I (x|d)A(tn),

o que equivale dizer queI(x|d)N(p(t1, . . . , tn)) = 1.

Ou seja, para cadad ∈ IA(t), IN(p(t1, . . . , tn)(x|t)) ≤ I(x|d)N(p(t1, . . . , tn)).

Logo, IN(p(t1, . . . , tn)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(p(t1, . . . , tn)) | d ∈ IA(t)} (3)

De (2) e (3),∆ vale quandoP é p(t1, . . . , tn).

• CasoP éu )= v.

Comox é de topo emP, temos quex nãoé livre emu )= v. Dáı,

IS((u )= v)(x|t)) = IS(u )= v) = I(x|d)S(u )= v), pelo Lema da Coincid̂encia.

Sed ∈ IA(t), IS((u )= v)(x|t)) ≤ I(x|d)S(u )= v).

Dáı, IS((u )= v)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(u )= v) | d ∈ IA(t)}. (4)

IN((u )= v)(x|t)) = IN(u )= v) = I(x|d)N(u )= v), pelo Lema da Coincid̂encia.

Sed ∈ IA(t), IN((u )= v)(x|t)) ≤ I(x|d)N(u )= v).

Logo, IN((u )= v)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(u )= v) | d ∈ IA(t)}. (5)

Portanto, de (4) e (5),∆ vale quandoP éu )= v.

• CasoP é¬Q.

IS((¬Q)(x|t)) = IS(¬Q(x|t)) = IN(Q(x|t)) ≤HI min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)} =

min{I(x|d)S(¬Q) | d ∈ IA(t)}.

Logo, IS((¬Q)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(¬Q) | d ∈ IA(t)}. (6)

IN((¬Q)(x|t)) = IN(¬Q(x|t)) = IS(Q(x|t)) ≤HI min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)} =

min{I(x|d)N(¬Q) | d ∈ IA(t)}.

Logo, IN((¬Q)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(¬Q) | d ∈ IA(t)}. (7)

Dáı, de (6) e (7),∆ vale quandoP é¬Q.

• CasoP é Q→ R.

IS((Q→ R)(x|t)) = IS(Q(x|t)→ R(x|t)) = max{IN(Q(x|t)), IS(R(x|t))}.

Por HI,


IN(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)},

IS(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)},

dondeIS((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)} ou
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IS((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)} (1).

Dadod ∈ IA(t), temos de (1) queIS((Q→ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q) ou

IS((Q→ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(R), donde

IS((Q→ R)(x|t)) ≤ max{I(x|d)N(Q), I(x|d)S(R)}. (8)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)S(Q→ R) = max{I(x|d)N(Q), I(x|d)S(R)}. (9)

De (8) e (9), para cadad ∈ IA(t), temos queIS((Q → R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q → R), donde

IS((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q→ R) | d ∈ IA(t)}. (10)

IN((Q→ R)(x|t)) = IN(Q(x|t)→ R(x|t)) = min{IS(Q(x|t)), IN(R(x|t))}.

Por HI,


IS(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)},

IN(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)},

donde


IN((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)},

IN((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)}.
(11)

Dadod ∈ IA(t), temos de (11) que


IN((Q→ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q),

IN((Q→ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(R),

dondeIN((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q), I(x|d)N(R)}. (12)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)N(Q→ R) = min{I(x|d)S(Q), I(x|d)N(R)}. (13)

De (12) e (13), para cadad ∈ IA(t), temos queIN((Q→ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q → R), donde

IN((Q→ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q→ R) | d ∈ IA(t)} . (14)

Portanto de (10) e (14),∆ vale quandoP é Q→ R.

• CasoP é Q ∧ R.

IS((Q ∧ R)(x|t)) = IS(Q(x|t) ∧ R(x|t)) = min{IS(Q(x|t)), IS(R(x|t))}.

Por HI,


IS(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)},

IS(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)},

donde


IS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)},

IS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)}.
(15)

Dadod ∈ IA(t), temos de (15) que


IS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q),

IS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(R),

dondeIS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q), I(x|d)S(R)}. (16)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)S(Q ∧ R) = min{I(x|d)S(Q), I(x|d)S(R)}. (17)

De (16) e (17), para cadad ∈ IA(t), temos queIS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q ∧ R), donde
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IS((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q ∧ R) | d ∈ IA(t)}. (18)

IN((Q ∧ R)(x|t)) = IN(Q(x|t) ∧ R(x|t)) = max{IN(Q(x|t)), IN(R(x|t))}.

Por HI,


IN(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)},

IN(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)},

dondeIN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)} ou

IN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)}. (19)

Dadod ∈ IA(t), temos de (19) queIN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q) ou

IN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(R), donde

IN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ max{I(x|d)N(Q), I(x|d)N(R)}. (20)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)N(Q ∧ R) = max{I(x|d)N(Q), I(x|d)N(R)}. (21)

De (20) e (21), para cadad ∈ IA(t), temos queIN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q ∧ R), donde

IN((Q ∧ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q ∧ R) | d ∈ IA(t)}. (22)

Logo, de (18) e (22),∆ vale quandoP é Q ∧ R.

• CasoP é Q ∨ R.

IS((Q ∨ R)(x|t)) = IS(Q(x|t) ∨ R(x|t)) = max{IS(Q(x|t)), IS(R(x|t))}.

Por HI,


IS(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)},

IS(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)},

dondeIS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q) | d ∈ IA(t)} ou

IS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(R) | d ∈ IA(t)}. (23)

Dadod ∈ IA(t), temos de (23) queIS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q) ou

IS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(R), donde

IS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ max{I(x|d)S(Q), I(x|d)S(R)}. (24)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)S(Q ∨ R) = max{I(x|d)S(Q), I(x|d)S(R)}. (25)

De (24) e (25), para cadad ∈ IA(t), temos queIS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)S(Q ∨ R), donde

IS((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(Q ∨ R) | d ∈ IA(t)}. (26)

IN((Q ∨ R)(x|t)) = IN(Q(x|t) ∨ R(x|t)) = min{IN(Q(x|t)), IN(R(x|t))}.

Por HI,


IN(Q(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)},

IN(R(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)},

donde


IN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q) | d ∈ IA(t)},

IN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(R) | d ∈ IA(t)}.
(27)
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Dadod ∈ IA(t), temos de (27) que


IN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q),

IN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(R),

dondeIN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q), I(x|d)N(R)}. (28)

Para cadad ∈ IA(t), I(x|d)N(Q ∨ R) = min{I(x|d)N(Q), I(x|d)N(R)}. (29)

De (28) e (29), para cadad ∈ IA(t), temos queIN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ I(x|d)N(Q ∨ R), donde

IN((Q ∨ R)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(Q ∨ R) | d ∈ IA(t)}. (30)

Portanto, de (29) e (30),∆ vale quandoP é Q ∨ R.

• CasoP é∀x P.

IS((∀x P)(x|t)) = IS(∀x P) = min{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Sed ∈ IA(t), ent̃ao

I(x|d)S(∀x P) = min{I (x|d)(x|e)S(P) | e ∈ ∆} =

min{I (x|e)S(P) | e ∈ ∆} = min{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Dáı, para todod ∈ IA(t),

IS((∀x P)(x|t)) ≤ I(x|d)S(∀x P), dondeIS((∀x P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆} . (31)

IN((∀x P)(x|t)) = IN(∀x P) = max{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Sed ∈ IA(t), ent̃ao

I(x|d)N(∀x P) = max{I (x|d)(x|e)N(P) | e ∈ ∆} =

max{I (x|e)N(P) | e ∈ ∆} = max{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Dáı, para todod ∈ IA(t),

IN((∀x P)(x|t)) ≤ I(x|d)N(∀x P), dondeIN((∀x P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆} . (32)

Dáı, de (31) e (32),∆ vale quandoP é∀x P.

• CasoP é∀y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

* Subcaso:x nãoé livre emP ouy nãoé livre emt.

IS((∀y P)(x|t)) = IS(∀y P(x|t)) = min{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆}. (33)

Dadod ∈ IA(t), pela def. 5.3.6,I(x|d)S(∀y P) = min{I (x|d)(y|e)S(P) | e ∈ ∆}. (34)

Dadoe ∈ ∆, de (33), por HI,I (y|e)S(P(x|t)) ≤ min{I (y|e)(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)}.

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), I (y|e)S(P(x|t)) ≤ I (y|e)(x|d)S(P) .

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), min{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ I (y|e)(x|d)S(P).

Logo, para qualquerd ∈ IA(t),

min{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ min{I (y|e)(x|d)S(P) | e ∈ ∆}.

Logo, para qualquerd ∈ IA(t), de (33) e (34),IS((∀y P)(x|t)) ≤ I(x|d)S(∀y P).
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Portanto,IS((∀y P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(∀y P) | d ∈ IA(t)}. (35)

IN((∀y P)(x|t)) = IN(∀y P(x|t)) = max{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆}. (36)

Dadod ∈ IA(t), pela def. 5.3.6,I(x|d)N(∀y P) = max{I (x|d)(y|e)N(P) | e ∈ ∆}. (37)

Dadoe ∈ ∆, de (36), por HI,I (y|e)N(P(x|t)) ≤ min{I (y|e)(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), I (y|e)N(P(x|t)) ≤ I (y|e)(x|d)N(P).

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), max{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ I (y|e)(x|d)S(P).

Logo, para qualquerd ∈ IA(t),

max{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ max{I (y|e)(x|d)N(P) | e ∈ ∆}.

Logo, para qualquerd ∈ IA(t), de (36) e (37),IN((∀y P)(x|t)) ≤ I(x|d)N(∀y P).

Portanto,IN((∀y P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(∀y P) | d ∈ IA(t)}. (38)

De (35) e (38), temos que∆ vale para este subcaso.

* Subcaso:x é livre emP ey é livre emt.

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

Ent̃ao (∀y P)(x|t) = ∀z P(y|z)(x|t). Dáı IS((∀y P)(x|t)) = IS(∀z P(y|z)(x|t)).

Dáı, pelo caso anterior,IS(∀z P(y|z)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(∀z P(y|z)) | d ∈ IA(t)}.

Analogamente,IN(∀z P(y|z)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(∀z P(y|z)) | d ∈ IA(t)}.

Portanto,∆ vale quandoP é∀y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

• CasoP é∃x P.

IS((∃x P)(x|t)) = IS(∃x P) = max{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Sed ∈ IA(t), ent̃ao

I(x|d)S(∃x P) = max{I (x|d)(x|e)S(P) | e ∈ ∆} =

max{I (x|e)S(P) | e ∈ ∆} = max{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆}.

Dáı, para todod ∈ IA(t),

IS((∃x P)(x|t)) ≤ I(x|d)S(∃x P), dondeIS((∃x P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(P) | d ∈ ∆}. (39)

IN((∃x P)(x|t)) = IN(∃x P) = min{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Sed ∈ IA(t), ent̃ao

I(x|d)N(∃x P) = min{I (x|d)(x|e)N(P) | e ∈ ∆} =

min{I (x|e)N(P) | e ∈ ∆} = min{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆}.

Dáı, para todod ∈ IA(t),

IN((∃x P)(x|t)) ≤ I(x|d)N(∃x P), dondeIN((∃x P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(P) | d ∈ ∆} . (40)

Dáı, de (39) e (40),∆ vale quandoP é∃x P.
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• CasoP é∃y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

* Subcaso:x nãoé livre emP ouy nãoé livre emt.

IS((∃y P)(x|t)) = IS(∃y P(x|t)) = max{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆}. (41)

Dadod ∈ IA(t), pela def. 5.3.6,I(x|d)S(∃y P) = max{I (x|d)(y|e)S(P) | e ∈ ∆}. (42)

Dadoe ∈ ∆, de (41), por HI,I (y|e)S(P(x|t)) ≤ min{I (y|e)(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)}.

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), I (y|e)S(P(x|t)) ≤ I (y|e)(x|d)S(P) .

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), max{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ I (y|e)(x|d)S(P).

Logo, para qualquerd ∈ IA(t),

max{I (y|e)S(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ max{I (y|e)(x|d)S(P) | e ∈ ∆}.

Logo, para qualquerd ∈ IA(t), de (41) e (42),IS((∃y P)(x|t)) ≤ I(x|d)S(∃y P).

Portanto,IS((∃y P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(∃y P) | d ∈ IA(t)} . (43)

IN((∃y P)(x|t)) = IN(∃y P(x|t)) = min{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆}. (44)

Dadod ∈ IA(t), pela def. 5.3.6,I(x|d)N(∃y P) = min{I (x|d)(y|e)N(P) | e ∈ ∆}. (45)

Dadoe ∈ ∆, de (44), por HI,I (y|e)N(P(x|t)) ≤ min{I (y|e)(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), I (y|e)N(P(x|t)) ≤ I (y|e)(x|d)N(P).

Dáı, para qualquere ∈ ∆ ed ∈ IA(t), min{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ I (y|e)(x|d)S(P).

Logo, para qualquerd ∈ IA(t),

min{I (y|e)N(P(x|t)) | e ∈ ∆} ≤ min{I (y|e)(x|d)N(P) | e ∈ ∆}.

Logo, para qualquerd ∈ IA(t), de (44) e (45),IN((∃y P)(x|t)) ≤ I(x|d)N(∃y P).

Portanto,IN((∃y P)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(∃y P) | d ∈ IA(t)}. (46)

Logo, de (43) e (46),∆ vale para este subcaso.

* Subcaso:x é livre emP ey é livre emt.

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t,P}.

Ent̃ao (∃y P)(x|t) = ∃z P(y|z)(x|t). Dáı IS((∃y P)(x|t)) = IS(∃z P(y|z)(x|t)).

Dáı, pelo caso anterior,IS(∃z P(y|z)(x|t)) ≤ min{I(x|d)S(∃z P(y|z)) | d ∈ IA(t)}.

Analogamente,IN(∃z P(y|z)(x|t)) ≤ min{I(x|d)N(∃z P(y|z)) | d ∈ IA(t)}.

Portanto,∆ vale quandoP é∃y P, ondey é uma varíavel distinta dex.

�
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Prova de(iv):

.Seja∆(u) : IA(u(x|t)) =
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(u).

Suponha quex é de topo pontual emu.

Comox é de topo pontual emu, temos queu não pode ser uma constante, variável distinta dex

ou uma descriç̃ao.

• Casou é x.

IA(x(x|t)) = IA(t). (1)⋃
d∈ IA (t)

I (x|d)A(x) =
⋃

d∈ IA (t)

{d} = IA(t). (2)

De (1) e (2), temos queIA(u(x|t)) =
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A(u), ou seja,∆ vale quandou é x.

• Casou é f (t1, . . . , tn).

Temos que


x é de topo emt1, . . . , tn,

existe umúnico i ∈ {1, . . . ,n} tal quex é pontual emti .

IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) = IA( f (t1(x|t), . . . , tn(x|t)) = IA( f (t1, . . . , ti−1, ti(x|t), ti+1, . . . , tn)) =

{w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ IA(t1), . . . ,di−1 ∈ IA(ti−1),di ∈ IA(ti(x|t)),di+1 ∈ IA(ti+1), . . . ,dn ∈

IA(tn)}. (3)

Para cadad ∈ IA(t), temos que

I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)) = {w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ I (x|d)A(t1), . . . ,dn ∈ I (x|d)A(tn)} =

{w( f )(d1, . . . ,dn) | d1 ∈ IA(t1), . . . ,di−1 ∈ IA(ti−1),di ∈ I (x|d)A(ti),di+1 ∈ IA(ti+1), . . . ,dn ∈

IA(tn)}. (4)

Dadod ∈ IA(t), por HI, IA(ti(x|t)) = I (x|d)A(ti).

Dáı, temos que, para cadad ∈ IA(t), (3)= (4), donde

IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) = I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)).

Logo, IA( f (t1, . . . , tn)(x|t)) =
⋃

d∈ IA (t)

I (x|d)A( f (t1, . . . , tn)),

donde temos que∆ vale quandou é f (t1, . . . , tn).

�
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Esboço da prova de(v):

Suponha que


x é de topo pontual emP,

IA(t) , ∅,

Seja∆(P) :


IS(P(x|t)) = min{I(x|d)S(P) | d ∈ IA(t)},

IN(P(x|t)) = min{I(x|d)N(P) | d ∈ IA(t)}.

A provaé feita mostrando-se a validade de∆(P), por induç̃ao sobreP.

2

Esboço da prova de(vi):

Suponha que


x possui uma ocorrência de topo emu,

IA(t) = ∅.
Seja∆(u): IA(u(x|t)) = ∅.

A provaé feita por induç̃ao sobret.

2

Esboço da prova de(vii):

Suponha que


* P é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de uma

fórmula at̂omica b́asica,

* P possui pelo menos uma ocorrência de topo dex,

* IA(t) = ∅.

Seja∆(P): IS(P(x|t)) = IN(P(x|t)) = 1.

A provaé feita mostrando-se a validade de∆ para os casos em queP é uma f́ormula at̂omica

básica ou negação de uma f́ormula at̂omica b́asica.

2
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5.3.17 Exemplo.SejaI uma LAR-interpretaç̃ao cujo universo de discursóe� e que atribui

ao sinal funcional díadico “+” e ao sinal predicativo mońadico “par” seus significados usuais.

Sejamu o termo x + x e t o termoΥx par(x). Pelo lema 5.3.16 (ii):

IA
(
(x + x)(x|Υx par(x))

)
⊇

⋃
d∈ IA (Υx par(x))

I (x|d)A(x + x)

Temos que IA
(
(x + x)(x|Υx par(x))

)
= {x | x é par}.⋃

d∈ IA (Υx par(x))

I (x|d)A(x + x) = {x | x é múltiplo de 4}, pois

I (x|0)A(x + x) = {0}

I (x|2)A(x + x) = {4}

I (x|4)A(x + x) = {8}

I (x|6)A(x + x) = {12}
...

Por exemplo, 14∈ IA(Υx par(x)), mas ñao existe um natural par que somado a si mesmo, re-

sulte 14. Logo, 14<
⋃

d∈ IA (Υx par(x))

I (x|d)A(x + x). Isso acontece porquex ocorre duas vezes emu.

Portanto, a primeira coleção apenas contém a segunda. Sex ocorresse apenas uma vez emu,

teŕıamos que a primeira coleção é igualà segunda, conforme especifica o item (iv) do mesmo

lema.

5.3.18 Exemplo.SejaI uma LAR-interpretaç̃ao cujo universo de discursoé�. SejaPa fórmula

atômica b́asica divide(x, x) e t o termoΥx inteiro(x). Como ñao é verdade que todo inteiro

divide um inteiro, temos que:

IS(divide(x, x)(x|Υx inteiro(x))) = 0.

Todo ńumero inteiro divide a si próprio. Logo,I (x|d)S(divide(x, x)) = 1, para todo inteiro. Daı́,

min{I (x|d)S(divide(x, x)) | d ∈ IA(Υx inteiro(x))} = 1.

Pelo lema 5.3.16 (iii),

IS(divide(x, x)(x|Υx inteiro(x))) ≤ min{I (x|d)S(divide(x, x)) | d ∈ IA(Υx inteiro(x))},

o que se confirma pelo exemplo acima. Se houver apenas uma ocorrência dex emP, o resultado

acima seŕa uma igualdade, conforme especifica o item (v) do mesmo lema.
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5.3.1 Uma traduç̃ao de LAR para LEC

Nesta seç̃ao fornecemos uma tradução de LAR para LEC, feita em duas etapas. Na pri-

meira, s̃ao eliminadas, de um dado designador, todas as ocorrências do descritor, através de

uma funç̃ao que denominamos deeld (eliminaç̃ao dedescriç̃oes). Na segunda etapa, todas as

ocorr̂encias do sinal de abrangência s̃ao substitúıdas pelo sinal de igualdade, através de uma

função que denominamossai (substituiç̃ao daabranĝencia porigualdade). Obtemos finalmente

uma funç̃ao de traduç̃ao de f́ormulas em LAR para fórmulas em LEC, a qual denominamostr

(tr aduç̃ao).

5.3.19 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo a função form , a qual associa uma lista de

um termo e uma variável ñao livre neste termo a uma fórmula:

• form(c, x)
 c )= x.

• form(y, x)
 y )= x.

• form( f (t1, . . . , tn), x)


∃x1 . . .∃xn (form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn) ∧ f (x1, . . . , xn) )= x),

ondex1, . . . , xn são as primeiras variáveis distintas entre si e não livres emx e emf (t1, . . . , tn).

• form(Υx P, x)
 P.

• form(Υy P, x)
 P(y|x).

5.3.20 Lema.

(i) I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1 sss 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p).

(ii) I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A( f (x1, . . . , xn)) = {w( f )(d1, . . . ,dn)}.

(iii) I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)S( f (x1, . . . , xn) )= x) = 1 sss d = w( f )(d1, . . . ,dn).

Prova de(i):

I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss (def. 5.3.6)

para cadae1 ∈ I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A(x1), . . . ,para cadaen ∈ I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A(xn),

〈e1, . . . ,en〉 ∈ w(p)

sss

para cadae1 ∈ {d1}, . . . ,para cadaen ∈ {dn}, 〈e1, . . . ,en〉 ∈ w(p)

sss

〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p).
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Portanto,I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1 sss 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p).

2

Prova de(ii):
I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A( f (x1, . . . , xn)) =

{w( f )(e1, . . . ,en)|e1 ∈ I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A(x1), . . . ,en ∈ I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A(xn)} =

{w( f )(d1, . . . ,dn)}.

Portanto,I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)A( f (x1, . . . , xn)) = {w( f )(d1, . . . ,dn)}.

2

Prova de(iii):

I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)S( f (x1, . . . , xn) )= x) = 1

sss (def. 5.3.6)

I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)A(x) ⊆ I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)A( f (x1, . . . , xn))

sss (ii)

{d} ⊆ {w( f )(d1, . . . ,dn)}

sss

d ∈ {w( f )(d1, . . . ,dn)}

sss

d = w( f )(d1, . . . ,dn).

Portanto,I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)S( f (x1, . . . , xn) )= x) = 1 sss d = w( f )(d1, . . . ,dn).

2

5.3.21 Lema.

(i) para cadad1, . . ., para cadadn, I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(P) = 1 sssIS(∀x1 . . .∀xn P) = 1.

(ii) existed1, . . ., existedn, I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(P) = 1 sss IS(∃x1 . . .∃xn P) = 1.

Esboço da prova:A provaé feita por induç̃ao sobren.

�
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5.3.22 Lema.Sex nãoé livre emt, ent̃ao d ∈ IA(t) sss I(x|d)S(form(t, x)) = 1.

Prova:

Suponha quex nãoé livre emt.

• Casot é uma constantec.

I(x|d)S(form(c, x)) = 1 sssI(x|d)S(c )= x) = 1 sssI(x|d)A(x) ⊆ I(x|d)A(c) sss

{d} ⊆ {w(c)} sssd ∈ {w(c)} sssd ∈ IA(c).

• Casot é uma varíavely distinta dex.

I(x|d)S(form(y, x)) = 1 sssI(x|d)S(y )= x) = 1 sssI(x|d)A(x) ⊆ I(x|d)A(y) sss

{d} ⊆ {s(y)} sssd ∈ {s(y)} sssd ∈ IA(y).

• Casot é f (t1, . . . , tn).

Sejamx1, . . . , xn as primeiras variáveis distintas entre si e não livres emx e em f (t1, . . . , tn).

d ∈ IA( f (t1, . . . , tn))

sss (def. 5.3.6)

d ∈ {w( f )(d1, . . . ,dn)|d1 ∈ IA(t1), . . . ,dn ∈ IA(tn)}

sss

existed1, . . . ,existedn tal qued1 ∈ IA(t1) e . . . edn ∈ IA(tn) ew( f )(d1, . . . ,dn) = d

sss (HI, lema 5.3.20 (iii))

existed1, . . . ,existedn tal queI (x1|d1)S(form(t1, x1)) = 1 e . . . e I (xn|dn)S(form(tn, xn)) = 1

e I (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)S( f (x1, . . . , xn) )= x) = 1

sss

existed1, . . . ,existedn tal queI (x1, . . . , xn, x|d1, . . . ,dn,d)S
(
form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn)

∧ f (x1, . . . , xn) )= x
)
= 1

sss (lema 5.3.21)

I(x|d)S(∃x1, . . . ,∃xn(form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn) ∧ f (x1, . . . , xn) )= x) = 1

sss (def. 5.3.19)

I(x|d)S(form( f (t1, . . . , tn), x)) = 1.

Portanto,d ∈ IA( f (t1, . . . , tn)) sss I(x|d)S(form( f (t1, . . . , tn), x)) = 1.

• Casot éΥx P.

d ∈ IA(Υx P)

sss (def. 5.3.6)

d ∈ {d ∈ ∆| I(x|d)S(P) = 1}

sss
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I(x|d)S(P) = 1

sss (def. 5.3.19)

I(x|d)S(form(Υx P, x)) = 1.

Portanto,d ∈ IA( f (t1, . . . , tn)) sss I(x|d)S(form(Υx P, x)) = 1.

• Casot éΥy P.

SejaI ′ = I (x|d). Dáı, I ′(y|d) = I (x|d)(y|d).

d ∈ IA(Υy P)

sss (def. 5.3.6)

d ∈ {d ∈ ∆|I (y|d)S(P) = 1}

sss

I (y|d)S(P) = 1

sss

I ′(y|d)S(P) = 1

sss

I ′(y|xI )S(P) = 1

sss

I ′S(P(y|x)) = 1

sss

I (x|d)S(P(y|x)) = 1

sss (def. 5.3.19)

I(x|d)S(form(Υy P, x)) = 1.

Portanto,d ∈ IA( f (t1, . . . , tn)) sss I(x|d)S(form(Υy P, x)) = 1.

�

5.3.23 Definiç̃ao. Definimos a seguir as funçõesP 7−→ PS e P 7−→ PN por recurs̃ao simult̂anea,

a fim de obter a especificação da funç̃aoeld:

• seP é da formap(t1, . . . , tn), ent̃aoPS = ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)

)
,

PN = ∃x1 . . .∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)

)
,

ondex1, . . . , xn são as primeirasn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn.

• se

t é um termo ñao puro,

x é a primeira varíavel ñao livre emt, t′,

ent̃ao
(
t′ )= t

)
S =
(
t′ )= t

)
N = ∀x

((
t )= x

)
S→
(
t′ )= x

)
S

)
;
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• se

t é um termo puro,

x1, . . . , xn são as primeirasn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn, t,

ent̃ao (
f (t1, . . . , tn) )= t

)
S =
(
f (t1, . . . , tn) )= t

)
N =

∃x1 . . .∃xn

((
t1 )= x1

)
S ∧ . . . ∧

(
tn )= xn

)
S ∧
(
f (x1, . . . , xn) )= t

)
S

)
;

• set é um termo puro, então
(
Υx P )= t

)
S =
(
Υx P )= t

)
N = PS(x|t);

• (¬P)S = ¬(PN);

• (¬P)N = ¬(PS);

• (P→ Q)S = PN → QS;

• (P→ Q)N = PS→ QN;

• (P ∧ Q)S = PS ∧ QS;

• (P ∧ Q)N = PN ∧ QN;

• (P ∨ Q)S = PS ∨ QS;

• (P ∨ Q)N = PN ∨ QN;

• (∀x P)S = ∀x PS;

• (∀x P)N = ∀x PN;

• (∃x P)S = ∃x PS;

• (∃x P)N = ∃x PN.

5.3.24 Esćolio. SeP não possui ocorr̂encia de “Υ ” , entãoPS = PN = P.

5.3.25 Exemplos.

•
(
p(Υx q(x))

)
S = ∀x (q(x)→ p(x)).(

p(Υx q(x))
)
N = ∃x (q(x) ∧ p(x)).

• (¬p(Υx q(x)))S = ∀x (q(x)→ ¬p(x)).

(¬p(Υx q(x)))N = ∃x (q(x) ∧ ¬p(x)).

•
(
Υx maḿıfero(x) )= Υx leão(x)

)
S =
(
Υx maḿıfero(x) )= Υx leão(x)

)
N =

∀x
((
Υx leão(x) )= x

)
S→
(
Υx maḿıfero(x) )= x

)
S

)
=

∀x
(
leão(x)→ maḿıfero(x)

)
.

•
(
Υx primo(x) + Υy par(y)) )= z

)
S =
(
Υx primo(x) + Υy par(y)) )= z

)
N =

∃x∃y
(
(Υx primo(x) )= x)S ∧ (Υy par(y) )= y)S ∧ z )= x + y

)
=

∃x∃y
(
primo(x) ∧ par(y) ∧ z )= x + y

)
.

•
(
Υx p(x) )= y

)
S =
(
Υx p(x) )= y

)
N = p(y).



88

•
(
feroz

(
Υx carńıvoro(x)

)
→ feroz

(
Υx leão(x)

))
S =(

feroz
(
Υx carńıvoro(x)

))
N→ feroz

(
Υx leão(x)

)
S =

∃x (carńıvoro(x) ∧ feroz(x))→ ∀x (leão(x)→ feroz(x)).

5.3.26 Definiç̃ao. Dada uma f́ormulaP, eld(P) = PS.

5.3.27 Teorema.

• IS(P) = IS(PS).

• IN(P) = IN(PN).

Esboço da prova:

A prova é feita por induç̃ao sobreP. Demonstraremos aqui apenas o caso em queP é uma

fórmula at̂omica.

IS(p(t1, . . . , tn)) = 1

sss

para cadad1, . . . ,dn,d1 ∈ IA(t1) e . . . edn ∈ IA(tn), ent̃ao〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p)

sss lema 5.3.22, lema 5.3.20 (i)

para cadad1, . . . , para cadadn, I (x|d1)S(form(t1, x1)) = 1 e . . . e I (x|dn)S(form(tn, xn)) = 1,

ent̃ao I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss HI

para cadad1, . . . , para cadadn, I (x|d1)S(form(t1, x1)S) = 1 e . . . e I (x|dn)S(form(tn, xn)S) = 1,

ent̃ao I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss
para cadad1, . . . , para cadadn, I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S) = 1,

ent̃ao I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss

para cadad1, . . . , para cadadn,

I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)) = 1

sss lema 5.3.21

IS(∀x1 . . .∀xn(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)) = 1

sss def. 5.3.23

IS(p(t1, . . . , tn)S) = 1.

Dáı, IS(p(t1, . . . , tn)) = 1 sss IS(p(t1, . . . , tn)S) = 1, ou seja,

IS(p(t1, . . . , tn)) = IS(p(t1, . . . , tn)S).
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IN(p(t1, . . . , tn)) = 1

sss

existed1, . . . ,dn,d1 ∈ IA(t1) e . . . edn ∈ IA(tn), e 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p)

sss lema 5.3.22, lema 5.3.20 (i)

existed1, . . . , existedn, I (x|d1)S(form(t1, x1)) = 1 e . . . e I (x|dn)S(form(tn, xn)) = 1,

e I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss HI

existed1, . . . , existedn, I (x|d1)S(form(t1, x1)S) = 1 e . . . e I (x|dn)S(form(tn, xn)S) = 1,

e I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss

existed1, . . . , existedn, I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S) = 1,

e I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(p(x1, . . . , xn)) = 1

sss

existed1, . . . , existedn,

I (x1, . . . , xn|d1, . . . ,dn)S(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)) = 1

sss lema 5.3.21

IN(∃x1 . . .∃xn(form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)) = 1

sss def. 5.3.23

IN(p(t1, . . . , tn)N) = 1.

Dáı, IN(p(t1, . . . , tn)) = 1 sss IN(p(t1, . . . , tn)S) = 1, ou seja,

IN(p(t1, . . . , tn)) = IN(p(t1, . . . , tn)S). �

5.3.28 Coroĺario. IS(P) = IS(eld(P)).

5.3.29 Lema.I satisfazΓ sss I satisfazeld(Γ).

5.3.30 Teorema.Γ
LAR

P sss eld(Γ)
LAR

eld(P).

Prova:
Γ

LAR
P

sss def. de satisfatibilidade (2.2.22)

toda LAR-interpretaç̃ao I paraΓ ∪ {P} que satisfazΓ satisfazP

sss lema 5.3.29

eld(Γ)
LAR

eld(P).

�
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5.3.31 Lema.

• SeP é uma f́ormula pura, entãoIS(¬P) , IS(P).

• SeP é uma f́ormula pura, entãoIS(P→ Q) =


IS(Q), se IS(P) = 1,

1, se IS(P) = 0.

5.3.32 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo∼P, P◦ e P∗:

• ∼P
 ¬(PS) 11;

• P◦ 
 ∼(P ∧ ¬P) 12;

• P∗ 
 P ∨ ¬P 13.

5.3.33 Lema.

(i) IS(∼P) , IS(P).

(ii) IS(P◦) , min{IS(P), IN(P)}.

(iii) IS(P∗) = max{IS(P), IN(P)}.

Prova de(i):

IS(∼P) = 1

sss def. 5.3.32

IS(¬(PS)) = 1

sss lema 5.3.31

IS(PS) = 0

sss teorema 5.3.27

IS(P) = 0.

Portanto,IS(∼P) , IS(P).

Provas de(ii) e (iii): Seguem de modo análogo à anterior, utilizando a definição 5.3.32, o

item (i) deste lema e a definição 5.3.6.

11Chamaremos∼ de “conectivo da negação cĺassica”.
12P◦ lê-se “P bola”.
13P∗ lê-se “P estrela”.
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5.3.34 Definiç̃ao. Definimos a funç̃aosai (substituiç̃ao daabranĝencia porigualdade), a qual,

dada uma f́ormula em LAR, associa a mesma a uma fórmula correspondente em LEC, onde

todos os sinais de abrangência “ )= ” são substitúıdos pelo sinal de igualdade “= ” . sai(Γ) é o

conjunto{sai(P) | P ∈ Γ}.

Analogamente, definimos sua função inversasia (substituiç̃ao daigualdade porabranĝencia),

a qual associa uma fórmula em LEC̀a sua f́ormula correspondente em LAR, substituindo cada

ocorr̂encia do sinal de igualdade “= ” pelo sinal de abranĝencia “ )= ” . sia(Γ) é o conjunto

{sia(P) | P ∈ Γ}.

5.3.35 Esćolio.

(i) SeP é uma f́ormula de LAR sem descrições, ent̃aosia(sai(P)) = P.

(ii) Se P é uma f́ormula de LEC, entãosia(P) é uma f́ormula de LAR sem descrições.

(iii) Se P é uma f́ormula de LEC, entãosai(sia(P)) = P.

5.3.36 Lema.Set é um termo sem descrições, ent̃aoIA(t) = {ID(t)}.

5.3.37 Lema.SeP é uma f́ormula sem descriç̃oes, ent̃aoIS(P) = 1 sss IV(sai(P)) = v.

Prova:

Sejam:

• ∆1(P) : IS(P) = 1 sssIV(sai(P)) = v.

• ∆2(P) : IN(P) = 1 sssIV(sai(P)) = f .

• ∆(P) : ∆1(P) e∆2(P).

Suponha queP é uma f́ormula sem descriç̃oes.

• CasoP é p(t1, . . . , tn).

IS(p(t1, . . . , tn)) = 1

sss def. 5.3.6

para cadad1 ∈ IA(t1), . . . ,para cadadn ∈ IA(tn), 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p)

sss lema 5.3.36

para cadad1 ∈ {ID(t1)}, . . . ,para cadadn ∈ {ID(tn)}, 〈d1, . . . ,dn〉 ∈ w(p)

sss

〈ID(t1), . . . , ID(tn)〉 ∈ w(p)

sss def. 3.4.5
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IV(p(t1, . . . , tn)) = v

sss

IV(sai(p(t1, . . . , tn))) = v.

Logo, vale∆1(P).

IN(p(t1, . . . , tn)) = 1

sss def. 5.3.6

para cadad1 ∈ IA(t1), . . . ,para cadadn ∈ IA(tn), 〈d1, . . . ,dn〉 < w(p)

sss lema 5.3.36

para cadad1 ∈ {ID(t1)}, . . . ,para cadadn ∈ {ID(tn)}, 〈d1, . . . ,dn〉 < w(p)

sss

〈ID(t1), . . . , ID(tn)〉 < w(p)

sss def. 3.4.5

IV(p(t1, . . . , tn)) = f

sss

IV(sai(p(t1, . . . , tn))) = f .

Logo, vale∆2(P).

Portanto, vale∆(P).

• CasoP é t )= u.

IS(t )= u) = 1

sss def. 5.3.6

IA(t) ⊇ IA(u)

sss lema 5.3.36

{ID(t)} ⊇ {ID(u)}

sss

ID(t) = ID(u)

sss esćolio 3.4.6

IV(t = u) = v

sss

IV(sai(t) = sai(u)) = v

sss

IV(sai(t )= u)) = v.

Logo, vale∆1(P).

IN(t )= u) = 1
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sss def. 5.3.6

IA(t) + IA(u)

sss lema 5.3.36

{ID(t)} + {ID(u)}

sss

ID(t) , ID(u)

sss esćolio 3.4.6

IV(t = u) = f

sss

IV(sai(t) = sai(u)) = f

sss

IV(sai(t )= u)) = f .

Logo, vale∆2(P).

Portanto, vale∆(P).

• CasoP é¬Q.

IS(¬Q) = 1

sss def. 5.3.6

IN(Q) = 1

sss HI

IV(sai(Q)) = f

sss

IV(sai(¬Q)) = v.

Logo, vale∆1(P).

IN(¬Q) = 1

sss def. 5.3.6

IS(Q) = 1

sss HI

IV(sai(Q)) = v

sss

IV(sai(¬Q)) = f .

Logo, vale∆2(P).

Portanto, vale∆(P).

• CasoP é Q→ R.

IS(Q→ R) = 1
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sss def. 5.3.6

IN(Q) = 1 ou IS(R) = 1

sss HI

IV(sai(Q)) = f ou IV(sai(R)) = v

sss

IV(sai(Q)→ sai(R)) = v

sss

IV(sai(Q→ R)) = v.

Logo, vale∆1(P).

IN(Q→ R) = 1

sss def. 5.3.6

IS(Q) = 1 e IN(R) = 1

sss HI

IV(sai(Q)) = v e IV(sai(R)) = f

sss

IV(sai(Q)→ sai(R)) = f

sss

IV(sai(Q→ R)) = f .

Logo, vale∆2(P).

Portanto, vale∆(P).

• CasoP é Q ∧ R.

O racioćınio é ańalogo ao anterior.

• CasoP é Q ∨ R.

O racioćınio é ańalogo ao anterior.

• CasoP é∀x Q.

IS(∀x Q) = 1

sss def. 5.3.6

para cadad ∈ ∆, I(x|d)S(Q) = 1

sss HI

para cadad ∈ ∆, I(x|d)V(sai(Q)) = v

sss

IV(∀x sai(Q)) = v
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sss

IV(sai(∀x Q)) = v.

Logo, vale∆1(P).

IN(∀x Q) = 1

sss def. 5.3.6

existed ∈ ∆, I(x|d)N(Q) = 1

sss HI

existed ∈ ∆, I(x|d)V(sai(Q)) = f

sss

IV(∀x sai(Q)) = f

sss

IV(sai(∀x Q)) = f .

Logo, vale∆2(P).

Portanto, vale∆(P).

• CasoP é∃x Q.

O racioćınio é ańalogo ao anterior.

�

5.3.38 Lema.SeP é uma f́ormula em LEC, então IV(P) = v sss IS(sia(P)) = 1.

Prova:

Suponha queP é uma f́ormula em LEC.

IV(P) = v

sss esćolio 5.3.35 (iii)

IV(sai(sia(P)) = v

sss lema 5.3.37

IS(sia(P)) = 1

�

5.3.39 Lema.Se


“ Υ ” não ocorre emΓ e emP,

Γ
LAR

P,
ent̃aosai(Γ)

LEC
sai(P).
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Prova:

Suponha que


“ Υ ” não ocorre emΓ e emP, (1)

Γ
LAR

P. (2)

SejaI uma LEC-interpretaç̃ao parasai(Γ) ∪ {sai(P)} que satisfazsai(Γ). (3)

Temos queI é uma LAR-interpretaç̃ao paraΓ ∪ {P}. (4)

Suponha queQ ∈ Γ. Dáı, sai(Q) ∈ sai(Γ), donde de (3),IV(sai(Q)) = v, e dáı, pelo lema 5.3.37,

IS(Q) = 1.

Portanto,I satisfazΓ, donde, de (4) e (2),I satisfazP em LAR, ou seja,IS(P) = 1, donde de (1)

e pelo lema 5.3.37,IV(sai(P)) = v.

Logo,sai(Γ)
LEC

sai(P).

�

5.3.40 Lema.SeΓ
LEC

P, ent̃aosia(Γ)
LAR

sia(P).

Prova:

Suponha queΓ
LEC

P. (1)

SejaI uma LAR-interpretaç̃ao parasia(Γ) ∪ {sia(P)} que satisfazsia(Γ). (2)

Temos queI é uma LEC-interpretação paraΓ ∪ {P}. (3)

Suponha queQ ∈ Γ. Dáı, sia(Q) ∈ sia(Γ), donde de (2),IS(sia(Q)) = 1, e dáı, pelo lema 5.3.38,

IV(Q) = v.

Portanto,I satisfazΓ, donde de (3) e (1),I satisfazP em LEC, ou seja,IV(P) = v, donde pelo

lema 5.3.38,IS(sia(P)) = 1.

Logo,sia(Γ)
LAR

sia(P).

�

5.3.41 Lema.Se “Υ ” não ocorre emΓ e emP, ent̃ao

• Γ
LAR

P sss sai(Γ)
LEC

sai(P).

Prova:

Imediata pelos lemas 5.3.39 e 5.3.40. �

5.3.42 Definiç̃ao. tr 
 sai o eld.



97

5.3.43 Teorema.Γ
LAR

P sss tr (Γ)
LEC

tr (P).

Prova:

Γ
LAR

P

sss teorema 5.3.30

eld(Γ)
LAR

eld(P)

sss lema 5.3.41

sai(eld(Γ))
LEC

sai(eld(P))

sss def. 5.3.42

tr (Γ)
LEC

tr (P)
�

5.4 Um Cálculo de Seq̈uentes para LAR

Nesta seç̃ao, fornecemos um cálculo de seq̈uentes para LAR, o qual caracteriza sintatica-

mente a ĺogica. Diversos resultados sintáticos s̃ao tamb́em apresentados e provados.

As leis abaixo relacionadas são adotadas como primitivas no cálculo de LAR.

5.4.1. Leis Estruturais.

• Esquema da Reflexividade (RFL): SeP ∈ Γ, ent̃aoΓ LAR P.

• Regra da Cadeia (CAD):
Γ LAR P Γ,P LAR Q

Γ LAR Q
·

• Regra da Monotonicidade (MON)14: SeΓ ⊆ Γ′, ent̃ao
Γ LAR P

Γ′ LAR P
·

5.4.2. Leis de Introduç̃ao e Eliminaç̃ao de Conectivos.

• Esquema Modus Ponens (MP): SeP é uma f́ormula pura, entãoP,P→ Q LAR Q .

• Regra da Deduç̃ao (RD): SeP é uma f́ormula pura, então
Γ,P LAR Q

Γ LAR P→ Q
·

• Esquema do∧∧∧-Eliminação (∧∧∧-el):


P ∧ Q LAR P;

P ∧ Q LAR Q.

14Esta lei determina que todo subconjunto finito de um conjunto não trivial de f́ormulas em LAŔe tamb́em ñao
trivial em LAR.
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• Esquema do∧∧∧-Introduç ão (∧∧∧-int) : P,Q LAR P ∧ Q.

• Regra da Prova por Casos (PC):
Γ LAR P ∨ Q Γ,P LAR R Γ,Q LAR R

Γ LAR R
·

• Esquema do∨∨∨-Introduç ão (∨∨∨-int) :


P LAR P ∨ Q;

Q LAR P ∨ Q.

• Regra do¬-Introduç ão (¬¬¬-int) :

* SeP e Q são fórmulas puras, então
Γ,P LAR Q Γ,P LAR ¬Q

Γ LAR ¬P
·

• Esquema da Dupla Negaç̃ao (DN):


¬¬P LAR P;

P LAR ¬¬P.

• Esquema da Implicaç̃ao Material (IM) :



P→ Q LAR ¬P ∨ Q;

¬P ∨ Q LAR P→ Q;

¬(P→ Q) LAR P ∧ ¬Q;

P ∧ ¬Q LAR ¬(P→ Q).

• Esquema de De Morgan (DM):



¬(P ∨ Q) LAR ¬P ∧ ¬Q;

¬P ∧ ¬Q LAR ¬(P ∨ Q);

¬(P ∧ Q) LAR ¬P ∨ ¬Q;

¬P ∨ ¬Q LAR ¬(P ∧ Q).

5.4.3. Leis Quantificacionais.

• Esquema do∀∀∀-Eliminação (∀∀∀-el): Set é um termo puro, então∀x P LAR P(x|t).

• Regra da Generalizaç̃ao (GEN)15:

* Se


Γ LAR P(x|y)

y nãoé livre emΓ ∪ {∀x P}
, ent̃aoΓ LAR ∀x P·

• Regra da Testemunha (∃∃∃-el)16: Sey nãoé livre emΓ ∪ {∃x P,Q}, ent̃ao
Γ,P(x|y) LAR Q

Γ,∃x P LAR Q
·

15Regra de introduç̃ao do quantificador universal “∀”.
16Regra de eliminaç̃ao do quantificador existencial “∃”.
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• Esquema do∃∃∃-Introduç ão (∃∃∃-int) : Set é um termo puro, entãoP(x|t) LAR ∃x P.

• Esquema da Altern̂ancia (ALT) :



¬∃x P LAR ∀x¬P;

∀x¬P LAR ¬∃x P;

¬∀x P LAR ∃x¬P;

∃x¬P LAR ¬∀x P.

5.4.4. Leis da Abranĝencia.

• Esquema da Transitividade da Abranĝencia (TA): t )= u,u )= v LAR t )= v.

• Esquema da Extens̃ao (EXT):

* Sex nãoé livre emt, t′, ent̃ao∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
LAR t′ )= t.

• Esquema da Globalizaç̃ao (GLOB):

* Se


x nãoé livre emt,

x é de topo pontual emP,
ent̃ao ex(t),∀x

(
t )= x→ P

)
LAR P(x|t).

• Postulado da Substituiç̃ao (SUBST)17:

(i) t1 )= u1, . . . , tn )= un LAR f (t1, . . . , tn) )= f (u1, . . . ,un).

(ii) t1 )= u1, . . . , tn )= un, p(t1, . . . , tn) LAR p(u1, . . . ,un).

(iii) t1 )= u1, . . . , tn )= un,¬p(t1, . . . , tn) LAR ¬p(u1, . . . ,un).

• Esquema da Univocidade (UN): Set, t′ são termos puros, entãot )= t′ LAR t′ )= t.

• Esquema da Vacuidade (VAC):

* Se


P é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de f́ormula at̂omica b́asica,

P possui pelo menos uma ocorrência livre de topo dex,

ent̃ao vac(t) LAR P(x|t).

• Esquema da Funç̃ao (FUNC):

* Se


u é um termo puro,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emu, t1, . . . , tn,
ent̃ao

f (t1, . . . , tn) )= u LAR ∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

)
,

∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

)
LAR f (t1, . . . , tn) )= u .

17Chamaremos esta esquema de Postulado, a fim de evitar confusão com os Esquemas Gerais da Substituição,
apresentados adiante.
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• Esquema da Descriç̃ao (DESCR): Set é um termo puro, então


Υx P )= t LAR P(x|t),

P(x|t) LAR Υx P )= t.

5.4.5 Exemplos.A tı́tulo de ilustraç̃ao, s̃ao apresentados a seguir exemplos de aplicação de

algumas Leis da Abrangência, pertencentes ao cálculo de seq̈uentes de LAR. Para os exemplos,

considere as constantes “Sócrates”, “Tom”, “Jerry” e “5”, o sinal funcional “+”, os sinais pre-

dicativos mońadicos “lẽao”, “animal”, “feroz”, “gato”, “rato”, “homem” e “filósofo” e o sinal

predicativo díadico “caça”.

• Esquema da Transitividade da Abrangência:

Υx servivo(x) )= Υx animal(x),Υx animal(x) )= Υx leão(x) LAR Υx servivo(x) )= Υx leão(x)

A transitividade da abrangência vem da transitividade da inclusão de conjuntos.

• Esquema da Extensão:

∀x
(
Υx leão(x) )= x→ Υx animal(x) )= x

)
LAR Υx animal(x) )= Υx leão(x)

Informalmente, se todos os elementos da coleção associada aΥx leão(x) tamb́em s̃ao ele-

mentos da coleç̃ao associada aΥx animal(x), ent̃ao estáultima coleç̃ao cont́em a primeira.

• Esquema da Globalização:

ex(Υx leão(x)),∀x
(
Υx leão(x)→ feroz(x)

)
LAR feroz

(
Υx leão(x)

)
Ou seja, se o termoΥx leão(x) for existencial e se todos os elementos da coleção associada

a ele satisfazem̀a fórmula feroz(x), ent̃ao o termoΥx leão(x) satisfaz esta mesma fórmula.

A grosso modo, para que um termo existencialt satisfaça a uma fórmulaP, é necesśario que

todos os elementos pertencentes aoâmbito det satisfaçamP.

• Postulado da Substituição (ii):

Υx gato(x) )= Tom,Υx rato(x) )= Jerry, caça
(
Υx gato(x),Υx rato(x)

)
LAR caça(Tom, Jerry)

Se a f́ormula caça
(
Υx gato(x),Υx rato(x)

)
é verdadeira, então tamb́em seŕa verdadeira para

os elementos pertencentes aosâmbitos dos termosΥx gato(x) eΥx rato(x).

• Esquema da Função:

Υy par(y)+Υz ı́mpar(z) )= 5 LAR ∃x1∃x2
(
Υy par(y) )= x1 ∧ Υz ı́mpar(z) )= x2 ∧ x1+x2 )= 5

)
Se a soma de um par e umı́mpar abrange “5”, então existe um par e existe uḿımpar tal que

a soma de ambos abrange “5”.
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• Esquema da Descrição:

Υx
(
homem(x) ∧ fil ósofo(x)

)
)= SócratesLAR homem(Śocrates)∧ fil ósofo(Śocrates)

Se Śocrates pertence aôambito do termoΥx
(
homem(x) ∧ fil ósofo(x)

)
, ent̃ao a constante

“Sócrates” satisfaz o corpo desta descrição.

Com base nas leis primitivas já apresentadas, formulamos a seguir alguns resultados

sint́aticos elementares de LAR.

5.4.6. Reflexividade da Abranĝencia (RA). LAR t )= t.

Prova:

Considerex a primeira varíavel ñao livre emt. (1)

Pelo Esquema da Reflexividade (RFL), temost )= x LAR t )= x, donde pela Regra da Dedução

(RD), LAR t )= x→ t )= x.

Dáı, por GEN, temosLAR ∀x (t )= x→ t )= x). (2)

De (1) e (2), pela Regra da Extensão (EXT), LAR t )= t. �

5.4.7. Reflexividade da Igualdade (RI): LAR t = t.

5.4.8. Simetria da Igualdade (RI): t = u LAR u = t.

5.4.9. Transitividade da Igualdade (TI): t = u,u = v LAR t = v.

A igualdade “≡”, formulada na definiç̃ao 5.2.26, ñao é, em geral, reflexiva. O contra-

exemplo abaixo mostra uma situação em que isto ocorre.

5.4.10 Contra-exemplo.SejaI uma LAR-interpretaç̃ao que atribui ao sı́mbolo∈ seu signifi-

cado habitual e cujo universo de discursoé a coleç̃ao dos ńumeros naturais. Considere o termo

amb́ıguoΥx (x ∈ {1,2}). De acordo com o escólio 5.3.11,

IS

(
Υx (x ∈ {1,2}) ≡ Υx (x ∈ {1,2})

)
= 0.

Portanto, LAR t ≡ t não é, em geral, um esquema correto em LAR. Restringindo-se este es-

quema para o caso em quet é um termo fixo, então o mesmo seria correto.

A partir da igualdade “≡” entre dois termos, podemos derivar a igualdade “=” em LAR,

o queé mostrado pelo esquema abaixo.
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5.4.11. t ≡ t′ LAR t = t′.

A Regra do Corte, a Regra da Compacidadee aRegra da Dedução Generalizada, apre-

sentadas a seguir, serão necesśarias para as provas de alguns resultados no decorrer deste traba-

lho.

5.4.12. Regra do Corte18.

• Se


Γ LAR P1

...

Γ LAR Pn

e Φ,P1, . . . ,Pn LAR Q, ent̃ao Γ,Φ LAR Q.

5.4.13. Regra da Compacidade19.

• SeΓ LAR P, ent̃ao existeΓ′ finito tal queΓ′ ⊆ Γ eΓ′ LAR P.

5.4.14. Regra da Deduç̃ao Generalizada.

• SeP1, . . . ,Pn são fórmulas puras, então
Γ,P1, . . . ,Pn LAR Q

Γ LAR P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q
·

Esboço da prova:A prova é feita por induç̃ao sobren, tendo como caso inicial a Regra da

Deduç̃ao primitiva. �

Em LAR, a paraconsistência é gerada por termos vácuos e a paracompletude e não-

reflexividade por termos ambı́guos20. Ou seja, f́ormulas em LAR que ñao possuem ocorrência

de descriç̃oes ñao apresentam estas deviâncias. Considerando a função sai (substituiç̃ao da

abranĝencia porigualdade), apresentada na definição 5.3.34, os resultados a seguir mostram

que, para f́ormulas ñao possuindo ocorrência de “Υ ” , P é conseq̈uência deΓ em LAR implica

quesai(P) é conseq̈uência desai(Γ) em LEC, e vice-versa, ou seja, a função sai preserva a

relaç̃ao de conseq̈uência de LAR para LEC, e reciprocamente.

5.4.15 Lema.Se


Γ e P não possuem ocorrência de “Υ ” ,

Γ LAR P,
ent̃aosai(Γ) LEC sai(P).

18Ou seja, se uma fórmulaQ é obtida a partir deΦ ∪ {P1, . . . ,Pn} e, simultaneamente,P1, . . . ,Pn podem ser
obtidos deΓ, ent̃ao Q é deriv́avel deΓ ∪ Φ. A formulaç̃ao geral desta regra foi primeiramente apresentada por
Gentzen em sua formalização da ĺogica cĺassica (POGORZELSKI, 1994).

19Esta lei determina que um conjunto de formulasé ñao trivial se cada um de seus subconjuntos finitosé ñao
trivial (POGORZELSKI, 1994).

20Conforme o exemplo 5.3.10.
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Prova:

Seja∆(Γ LAR P) uma propriedade sobre seqüentes v́alidos em LAR que ñao possuem “Υ ” ,

isto é, “∆
(
Γ LAR P

)
” é “sai(Γ) LEC sai(P)”.

Suponha que


Γ e P não possuem ocorrência de “Υ ” ,

Γ LAR P.

• SeΓ LAR P é um exemplar do Esquema da Reflexividade, entãoP ∈ Γ, dáı sai(P) ∈ sai(Γ).

Temos dáı quesai(Γ) LEC sai(P), ou seja,∆(Γ LAR P).

• Considere o exemplar da Modus PonensP,P → Q LAR Q. Temos quesai({P,P → Q}) é

{sai(P), sai(P)→ sai(Q)}. Pela Modus Ponens em LEC, temos

sai(P), sai(P)→ sai(Q) LEC sai(Q), donde,sai({P,P→ Q}) LEC sai(Q), ou seja

∆(P,P→ Q LAR Q). Portanto, o esquema Modus Ponens preserva∆.

• SejaP,Q LAR P ∧ Q um exemplar do∧-int. sai({P,Q}) é {sai(P), sai(Q)}. Por∧-int em

LEC, temossai(P), sai(Q) LEC sai(P) ∧ sai(Q). Ou seja,sai({P,Q}) LEC sai(P ∧ Q),

donde,∆(P,Q LAR P ∧ Q). Logo, o esquema∧-int preserva∆.

• Um exemplar do∧-el é da formaP ∧ Q LAR P. Temos quesai(P ∧ Q) é sai(P) ∧ sai(Q).

Temos por∧-el em LEC quesai(P) ∧ sai(Q) LEC sai(P). Ou seja,sai(P ∧ Q) LEC sai(P),

donde∆(P ∧ Q LAR P). Dáı, o esquema∧-el preserva∆. Para os exemplares do∧-el da

formaP ∧ Q LAR Q, o racioćınio é ańalogo.

• Para os exemplares dos esquemas∨-int, Dupla Negaç̃ao, Implicaç̃ao Material e De Morgan,

o racioćınio é ańalogo.

• Considere∀x P LAR P(x|t) um exemplar do∀-el. Temos quesai(∀x P) é ∀x sai(P). Por

∀-el em LEC, temos∀x sai(P) LEC sai(P)(x|t), ou seja,sai(∀x P) LEC sai(P)(x|t). Comot

é um termo puro, temossai(∀x P) LEC sai(P(x|t)), donde,∆(∀x P LAR P(x|t)). Portanto, o

esquema∀-el preserva∆.

• Um exemplar do∃-int é da formaP(x|t) LAR ∃x P. Temos quesai(P(x|t)) é sai(P)(x|t). Por

∃-int em LEC, temossai(P)(x|t) LEC ∃x sai(P), ou seja,sai(P(x|t)) LEC sai(∃x P), donde

∆(P(x|t) LAR ∃x P). Portanto,∃-int preserva∆.

• Para os exemplares do Esquema da Alternância, o racioćınio é ańalogo.

• Sejat )= u,u )= v LAR t )= v um exemplar do Esquema da Transitividade da Abrangência

(TA). Temos quesai({t )= u,u )= v}) é {t = u,u = v}, e sai(t )= v) é t = v. Dáı, pela

Transitividade da Igualdade em LEC, temos quesai({t )= u,u )= v}) LEC sai(t )= v), ou seja,

∆(t )= u,u )= v LAR t )= v). Logo, o esquema TA preserva∆.
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• Considere∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
LAR t′ )= t um exemplar do Esquema da Extensão (EXT).

Temos quesai
(
∀x
(
t )= x→ t′ )= x

))
= ∀x

(
sai
(
t )= x

)
→ sai

(
t′ )= x

))
= ∀x (t = x→ t′ = x).

Temos tamb́em quesai(t′ )= t) = (t′ = t).

Como∀x (t = x→ t′ = x) LEC t′ = t, temos ent̃ao que

sai
(
∀x
(
t )= x → t′ )= x

))
LEC sai(t′ )= t), ou seja,∆

(
∀x
(
t )= x → t′ )= x

)
LAR t′ )= t

)
.

Portanto, EXT preserva∆.

• Considere que


x nãoé livre emt,

x é de topo pontual emP.

Um exemplar do Esquema da Globalização (GLOB)é da forma

ex(t),∀x (t )= x→ P) LAR P(x|t).

Sendox′ a primeira varíavel ñao livre emP, temos que

sai
(
ex(t)
)
= sai

(
∃x′ (t )= x′)

)
= ∃x′

(
sai(t )= x′)

)
= ∃x′

(
t = x′

)
e

sai
(
∀x (t )= x→ P)

)
= ∀x

(
sai(t )= x)→ sai(P)

)
= ∀x

(
t = x→ sai(P)

)
.

Temos ainda quesai(P(x|t)) = sai(P)(x|t).

Como∃x′ (t = x′),∀x
(
t = x→ sai(P)

)
LEC sai(P)(x|t)21, ent̃ao

sai
(
{ex(t),∀x (t )= x→ P)

}
) LEC sai

(
P(x|t)

)
, donde

∆(ex(t),∀x (t )= x→ P) LAR P(x|t)), ou seja, GLOB preserva∆.

• Sejat1 )= u1, . . . , tn )= un LAR f (t1, . . . , tn) )= f (u1, . . . ,un) um exemplar do Postulado da

Substituiç̃ao (SUBST) (i). Para cadai ∈ {1, . . . ,n}, temos quesai
(
ti )= ui

)
= (ti = ui).

Temos tamb́em quesai
(
f (t1, . . . , tn) )= f (u1, . . . ,un)

)
= ( f (t1, . . . , tn) = f (u1, . . . ,un)).

Pela Substituiç̃ao em Termos Funcionais (STF) em LEC, temos

t1 = u1, . . . , tn = un LEC f (t1, . . . , tn) = f (u1, . . . ,un).

Ou seja,sai
(
{t1 )= u1, . . . , tn )= un

}
) LEC sai

(
f (t1, . . . , tn) )= f (u1, . . . ,un)

)
, donde

∆(t1 )= u1, . . . , tn )= un LAR f (t1, . . . , tn) )= f (u1, . . . ,un)).

Para os exemplares de SUBST (ii) e (iii), o raciocı́nio é ańalogo, utilizando-se a Substituição

em F́ormulas At̂omicas (SFA) em LEC.

Portanto, o Postulado da Substituição (SUBST) preserva∆.

• Considere quet )= t′ LAR t′ )= t é um exemplar da Regra da Univocidade (UN). Como

sai(t )= t′) = (t = t)′ e sai(t′ )= t) = (t′ = t), temos, por Simetria da Igualdade em LEC,

quesai(t )= t′) LEC sai(t′ )= t). Logo, UN preserva∆.

• Considere que


P é fórmula at̂omica b́asica ou negação de f́ormula at̂omica b́asica,

P tem pelo menos uma ocorrência livre de topo dex.

21Pelo esquema da Quantificação Pontual em LEC, apresentado no item 3.3.7
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Considere vac(t) LAR P(x|t) um exemplar do Esquema da Vacuidade (VAC).

Sendox′ a primeira varíavel ñao livre emP, temos que

sai
(
vac(t)

)
= sai

(
¬∃x′ (t )= x′)

)
= ¬∃x′ (sai(t )= x′)

)
= ¬∃x′ (t = x′).

Temos tamb́em quesai
(
P(x|t)

)
= sai(P)(x|t). Como¬∃x′ (t = x′) LEC sai(P)(x|t)22, ent̃ao

sai
(
vac(t)

)
LEC sai

(
P(x|t)

)
, donde∆(vac(t) LAR P(x|t)). Logo, VAC preserva∆.

• Considere quex1, . . . , xn não s̃ao livres emu, t1, . . . , tn.

Seja f (t1, . . . , tn) )= u LAR ∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

)
um

exemplar do Esquema da Função (FUNC).

Temos quesai
(
f (t1, . . . , tn) )= u

)
= ( f
(
t1, . . . , tn

)
= u).

Temos tamb́em quesai
(
∃x1 . . .∃xn

(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

))
=

∃x1 . . .∃xn
(
t1 = x1 ∧ . . . ∧ tn = xn ∧ f (x1, . . . , xn) = u

)
.

Como f
(
t1, . . . , tn

)
= u LEC ∃x1 . . .∃xn

(
t1 = x1 ∧ . . . ∧ tn = xn ∧ f (x1, . . . , xn) = u

)
, ent̃ao

temos que

sai
(
f (t1, . . . , tn) )= u

)
LEC sai

(
∃x1 . . .∃xn

(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

))
,

ou seja,∆
(
f (t1, . . . , tn) )= u LAR ∃x1 . . .∃xn

(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

))
.

Para os exemplares de FUNC da forma

∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

)
LAR f (t1, . . . , tn) )= u,

o racioćınio é ańalogo. Logo, FUNC preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra da Monotonicidade (MON) preserva∆.

Suponha que


Γ ⊆ Γ′,

Γ LAR P.

Por HI, temos quesai(Γ) ⊆ sai(Γ′) esai(Γ) LEC sai(P), donde por Monotonicidade em LEC,

temossai(Γ′) LEC sai(P). Portanto, a Regra da Monotonicidade preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra da Cadeia preserva∆.

Suponha que


Γ LAR P,

Γ,P LAR Q.
Dáı, por HI,


sai(Γ) LEC sai(P),

sai(Γ), sai(P) LEC sai(Q).

Dáı, pela Regra da Cadeia (CAD) em LEC,sai(Γ) LEC sai(Q).

Portanto, a Regra da Cadeia preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra da Dedução preserva∆.

Suponha queΓ,P LAR Q. Por HI,sai(Γ), sai(P) LEC sai(Q), donde, pela Regra da Dedução

(RD) em LEC,sai(Γ) LEC sai(P)→ sai(Q), ou sejasai(Γ) LEC sai(P→ Q).

22Isto é,¬∃x′ (t = x′) acarreta qualquer fórmula em LEC.
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Logo, a RD preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra da Prova por Casos preserva∆.

Suponha que


Γ LAR P ∨ Q,

Γ,P LAR R,

Γ,Q LAR R.

Por HI, temos


sai(Γ) LEC sai(P) ∨ sai(Q),

sai(Γ), sai(P) LEC sai(R),

sai(Γ), sai(Q) LEC sai(R).

Dáı, pela Regra da Prova por Casos (PC) em LEC,sai(Γ) LEC sai(R), donde temos que esta

regra preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra do¬-Introduç̃ao preserva∆.

Suponha que


Γ,P LAR Q,

Γ,P LAR ¬Q.
Por HI, temos


sai(Γ), sai(P) LEC sai(Q),

sai(Γ), sai(P) LEC sai(¬Q).

Comosai(¬Q) = ¬ sai(Q), pela Regra do¬-Introduç̃ao (¬-int) em LEC, temos

sai(Γ) LEC ¬ sai(P), dondesai(Γ) LEC sai(¬P). Ou seja, esta regra preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra da Generalização preserva∆.

Suponha que


Γ LAR P(x|y),

y nãoé livre emΓ ∪ {∀x P}.

Por HI,sai(Γ) LEC sai(P(x|y)), ou seja,sai(Γ) LEC sai(P)(x|y). Dáı, por GEN em LEC, para

um y não livre emsai(Γ) e emsai(P), sai(Γ) LEC ∀y sai(P)(x|y), donde por CGR em LEC,

sai(Γ) LEC ∀x sai(P), ou seja,sai(Γ) LEC sai(∀x P). Logo, GEN preserva∆.

• Queremos mostrar que a Regra do∃-el preserva∆.

Suponha que


Γ,P(x|y) Q,

y nãoé livre emΓ ∪ {∃x P,Q}.

Por HI,sai(Γ), sai(P(x|y)) LEC sai(Q), dondesai(Γ), sai(P)(x|y) LEC sai(Q).

Por∃-el em LEC,sai(Γ),∃x sai(P) LEC sai(Q), ou seja,sai(Γ), sai(∃x P) LEC sai(Q).

Dáı, ∃-el preserva∆.

�

5.4.16 Lema.SeΓ LEC P, ent̃ao sia(Γ) LAR sia(P).

Esboço da prova:A prova é feita de modo ańalogo à anterior, por induç̃ao sobre seq̈uentes

válidos em LEC. �

5.4.17 Teorema.

• SeΓ e P não possuem ocorrência de “Υ ” , então Γ LAR P sss sai(Γ) LEC sai(P).

Prova: Imediata pelos lemas 5.4.15 e 5.4.16. �
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Como LAR é uma ĺogica deviante, nem todas as leis da lógica cĺassica s̃ao v́alidas de

modo irrestrito nesta lógica, como por exemplo, a modus ponens e a modus tollens. Os contra-

exemplos abaixo mostram a não correç̃ao destas leis no cálculo de LAR.

5.4.18 Contra-exemplo.SejaI uma LAR-interpretaç̃ao que d́a o significado usual ao sı́mbolo

“,” e cujo universo de discursóe a coleç̃ao dos ńumeros naturais. Considere o termo vácuo

Υx (x , x). Temos que a f́ormula at̂omica primo
(
Υx (x , x)

)
é paraconsistente, ou seja,

IS
(
primo

(
Υx (x , x)

))
= 1 e IS

(
¬primo

(
Υx (x , x)

))
= 1, dondeIN

(
primo

(
Υx (x , x)

))
= 1.

Considerando a implicação primo
(
Υx (x , x)

)
→ 2 , 2, podemos ter

IS
(
primo

(
Υx (x , x)

))
= 1;

IS
(
primo

(
Υx (x , x)

)
→ 2 , 2

)
= max{IN

(
primo

(
Υx (x , x)

))
, IS(2 , 2)} = 1.

Portanto, as duas fórmulas acima s̃ao satisfeitas pela interpretação considerada, ao passo que a

fórmula 2, 2 nãoé satisfeita, ou seja,IS(2 , 2) = 0. Deste modo,

primo
(
Υx (x , x)),primo

(
Υx (x , x)

)
→ 2 , 2 LAR

/
2 , 2.

Portanto, a lei Modus Ponens (P,P → Q LAR Q) não é, em geral, um esquema correto em

LAR. A mesma vale dentro de certas restrições alternativas. Uma delasé que a f́ormulaP seja

pura.

5.4.19 Contra-exemplo.SejaI uma LAR-interpretaç̃ao que d́a o significado usual aos sı́mbolos

“<” e “≤” e cujo universo de discursóe a coleç̃ao dos ńumeros naturais. Considere a fórmula

Υx (x ≤ 10) < 8. A mesmaé uma f́ormula paracompleta, poisIS(Υx (x ≤ 10)< 8) = 0 e

IS(¬(Υx (x ≤ 10) < 8)) = 0, dondeIN(Υx (x ≤ 10) < 8) = 0. Considere tamb́em a f́ormula

Υx(x2 = 8) ≤ 10, a qual comporta-se de forma paraconsistente. Temos que
IS
(
¬(Υx (x2 = 8) ≤ 10)

)
= 1,

IS
(
Υx(x ≤ 10)< 8→ Υx(x2 = 8) ≤ 10

)
= max{IN

(
Υx(x ≤ 10)< 8

)
, IS(Υx(x2 = 8) ≤ 10)} = 1.

ComoIS
(
¬(Υx (x ≤ 10)< 8)

)
= 0, ent̃ao

¬(Υx (x2 = 8) ≤ 10),Υx (x ≤ 10)< 8→ Υx (x2 = 8) ≤ 10 LAR

/
¬(Υx (x ≤ 10)< 8).

Logo, a lei Modus Tollens (¬Q,P → Q LAR ¬P) não é, em geral, um esquema correto em

LAR. A mesma vale, por exemplo, sob a restrição de queP e Q sejam f́ormulas puras, con-

forme demonstra o resultado abaixo.
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5.4.20. Modus Tollens (MT): SeP e Q são fórmulas puras, então¬Q,P→ Q LAR ¬P.

Prova:
1 P e Q são fórmulas puras hip

2 ¬Q pr

3 P→ Q pr

4 P sup

5 Q 1, 4, 3, MP

6 ¬Q 2

7 ¬P 1, 5, 6,¬-int

Em vista dos contra-exemplos acima,é necesśario definir dois novos tipos de implica-

ção e equival̂encia para a elaboração das leis gerais de substituição e instanciaç̃ao. O primeiro

possui a modus ponens e uma lei irrestrita de introdução desta implicaç̃ao, mas ñao a modus

tollens. O segundo possui a modus ponens e a modus tollens, mas não uma lei irrestrita de

introduç̃ao desta segunda implicação. Na seq̈uência, alguns resultados envolvendo estes novos

conectivos s̃ao apresentados.

5.4.21 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo aimplicação forte, atrav́es do conectivo de-

finido “_” , e aequivalência forte, atrav́es do conectivo definido “]”.

• P _ Q
 Υx Q )= Υx P, ondex é a primeira varíavel ñao livre em{P,Q}.

• P ] Q
 (P _ Q) ∧ (Q _ P).

A samblagem “P _ Q” é lida “P implica fortemente Q”. A samblagem “P ] Q” é lida

“P equivale fortemente a Q”.

5.4.22 Definiç̃ao. Definimos nas cĺausulas abaixo asuperimplicação, atrav́es do conectivo de-

finido “⇒”, e asuperequivalência, atrav́es do conectivo definido “⇔”.

• P⇒ Q
 (P _ Q) ∧ (¬Q _ ¬P).

• P⇔ Q
 (P⇒ Q) ∧ (Q⇒ P).

A samblagem “P⇒ Q” é lida “P superimplica Q”. A samblagem “P⇔ Q” é lida “P supere-

quivale a Q”.

5.4.23 Convenç̃ao. No restante deste trabalho, adotaremos as seguintes convenções:

• A ordem de prioridade para a separação em subf́ormulas passa a ser dada pela lista

“⇔,⇒,],_,↔,→, {∧,∨}”.
• Quando o conectivo “_” se suceder em uma fórmula, a parentetização impĺıcita se d́a da

direita para a esquerda. O mesmo vale para o conectivo “⇒”.
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5.4.24. Modus Ponens Forte (MPF): P,P _ Q LAR Q.

Prova:

1 P pr

2 P _ Q pr

3 x é a primeira varíavel ñao livre em{P,Q} dsg

4 Υx Q )= Υx P 2, 3, def. 5.4.21

5 Υx P )= x 1, DESCR

6 Υx Q )= x 4, 5, TA

7 Q 6, DESCR

5.4.25. Regra da Deduç̃ao Forte (RDF): SeΓ,P LAR Q, ent̃aoΓ LAR P _ Q.

Prova:

SuponhaΓ,P LAR Q.

Pela Regra da Compacidade (5.4.13), existeΓ′ finito tal queΓ′ ⊆ Γ eΓ′,P LAR Q. (1)

Sejax a primeira varíavel ñao livre emΓ′ ∪ {P,Q}.

Pela Regra da Descrição (DESCR),Υx P )= x LAR P. (2)

De (1) e (2), pela Regra do Corte (5.4.12), temosΓ′,Υx P )= x LAR Q. (3)

Pela Regra da Descrição (DESCR),Q LAR Υx Q )= x. (4)

De (3) e (4), pela Regra da Cadeia (CAD),Γ′,Υx P )= x LAR Υx Q )= x donde, pela Regra da

Deduç̃ao (RD),Γ′ LAR Υx P )= x→ Υx Q )= x.

Aplicando a Regra da Generalização (GEN), temosΓ′ LAR ∀x
(
Υx P )= x → Υx Q )= x

)
,

donde, pelo Esquema da Extensão (EXT),Γ′ LAR Υx Q )= Υx P.

Logo, pela definiç̃ao 5.4.21,Γ′ LAR P _ Q.

Dáı, pela Regra da Monotonicidade (MON), temosΓ LAR P _ Q. �

5.4.26. Modus Ponens Superforte (MPSF): P,P⇒ Q LAR Q.

Prova:
1 P pr

2 P⇒ Q pr

3 (P _ Q) ∧ (¬Q _ ¬P) 2, def

4 P _ Q 3,∧-el

5 Q 1, 4, MPF
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5.4.27. Modus Tollens Superforte (MTSF): ¬Q,P⇒ Q LAR ¬P

Prova:
1 ¬Q pr

2 P⇒ Q pr

3 (P _ Q) ∧ (¬Q _ ¬P) 2, def

4 ¬Q _ ¬P 3,∧-el

5 ¬P 1, 4, MPF

5.4.28. Reflexividade da Implicaç̃ao Forte (RFLIF) : LAR P _ P.

Prova: Como a abranĝenciaé reflexiva, temos queLAR Υx P )= Υx P, ondex é a primeira

variável ñao ocorrendo emP. Dáı, LAR P _ P, pela definiç̃ao 5.4.21. �

5.4.29. Antecedente da Implicaç̃ao Forte (AIF): Q LAR P _ Q.

Prova: Conseq̈uência imediata da RDF. �

5.4.30. Implicaç̃ao Pura (IP):

• SeP é fórmula pura, então LAR (P _ Q) ] (P→ Q).

Prova:
1 P é uma f́ormula pura hip

2 P _ Q sup

3 P sup

4 Q 3, 2, MPF

5 P→ Q 1, 3, 4, RD

6 (P _ Q) _ (P→ Q) 2, 5, RDF

7 P→ Q sup

8 P sup

9 Q 1, 8, 7, MP

10 P _ Q 8, 9, RDF

11 (P→ Q) _ (P _ Q) 7, 10, RDF

12
(
(P _ Q) _ (P→ Q)

)
∧
(
(P→ Q) _ (P _ Q)

)
6, 11,∧-int

13 (P _ Q) ] (P→ Q) 12, def. 5.4.21

5.4.31. Equival̂encia Pura (EP):

• SeP e Q são fórmulas puras, então LAR (P ] Q) ] (P↔ Q).
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5.4.32. Contraposiç̃ao da Implicação Forte (CTPIF).

• SeP e Q são fórmulas puras,LAR (P _ Q) ] (¬Q _ ¬P).

Prova:
1 P e Q são fórmulas puras hip

2 P _ Q sup

3 P→ Q 1, 2, IP

4 ¬Q sup

5 ¬P 1, 4, 3, MT

6 ¬Q _ ¬P 4, 5, RDF

7 (P _ Q) _ (¬Q _ ¬P) 2, 6, RDF

8 ¬Q _ ¬P sup

9 ¬Q→ ¬P 1, 8, IP

10 P sup

11 ¬¬P 10, DN

12 ¬¬Q 1, 11, 9, MT

13 Q 12, DN

14 P _ Q 10, 13, RDF

15 (¬Q _ ¬P) _ (P _ Q) 8, 14, RDF

16 (P _ Q) ] (¬Q _ ¬P) 7, 15,∧-int, def. 5.4.21

5.4.33. Contraposiç̃ao da Implicação Superforte (CTPS). P⇒ Q LAR ¬Q⇒ ¬P.

5.4.34. Implicaç̃ao Forte Pura (IFP).

• SeP e Q são fórmulas puras, entãoP _ Q LAR P⇒ Q.

5.4.35. Equival̂encia Forte Pura (EFP).

• SeP e Q são fórmulas puras, entãoP ] Q LAR P⇔ Q.

5.4.36. Silogismo Hipot́etico Forte (SHF): P _ Q,Q _ R LAR P _ R.

5.4.37. Transitividade da Equival̂encia Forte (TEF): P ] Q,Q ] R LAR P ] R

5.4.38. Importaç̃ao / Exportação (IE): LAR P _ (Q _ R) ] (P ∧ Q) _ R.

5.4.39. Prova por Casos Forte (PCF): P ∨ Q,P _ R,Q _ R LAR R.

5.4.40. Dilema Construtivo Forte (DCF): P ∨ Q,P _ R,Q _ S LAR R∨ S.
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5.4.41.]]]-Eliminação (]]]-el):


(i) P,P ] Q LAR Q;

(ii) Q,P ] Q LAR P.

5.4.42.]]]-Preservaç̃ao pela Negaç̃ao (]]]-pres):

• SeP e Q são fórmulas puras, entãoP ] Q LAR ¬P ] ¬Q.

5.4.43.⇔⇔⇔-Eliminação (⇔⇔⇔-el):


(i) P,P⇔ Q LAR Q;

(ii) Q,P⇔ Q LAR P.

5.4.44. Silogismo Hipot́etico Superforte (SHSF): P⇒ Q,Q⇒ R LAR P⇒ R.

5.4.45. Transitividade da Superequival̂encia (TSE): P⇔ Q,Q⇔ R LAR P⇔ R.

5.4.46. Alternância para Quantificaç̃ao Iterada23. LAR ¬
−→
Ψ −→x P⇔

−−→
Ψ′ −→x ¬P.

Esboço da prova:A provaé feita por induç̃ao sobren, tomando como caso inicial o Esquema

da Altern̂ancia (ALT). �

5.4.47. Transporte de Quantificadores (TQ).

(i) Sex nãoé livre emP, ent̃ao

 LAR Ψx (P→ Q)⇔ P→ Ψx Q.

LAR Ψx (P#Q)⇔ P # Ψx Q.

(ii) Se x nãoé livre emQ, ent̃ao

 LAR Ψx (P→ Q)⇔ Ψ′x P→ Q.

LAR Ψx (P#Q)⇔ Ψx P # Q.

5.4.48. Transporte de Quantificadores para Quantificaç̃ao Iterada (TQQI) .

(i) Se−→x nãoé livre emP, ent̃ao


LAR P→

−→
Ψ −→x Q⇔

−→
Ψ −→x (P→ Q).

LAR P ∧
−→
Ψ −→x Q⇔

−→
Ψ −→x (P ∧ Q).

LAR P ∨
−→
Ψ −→x Q⇔

−→
Ψ −→x (P ∨ Q).

(ii) Se−→x nãoé livre emQ, ent̃ao


LAR

−→
Ψ −→x P→ Q⇔

−−→
Ψ′ −→x (P→ Q).

LAR

−→
Ψ −→x P∧ Q⇔

−→
Ψ −→x (P ∧ Q).

LAR

−→
Ψ −→x P∨ Q⇔

−→
Ψ −→x (P ∨ Q).

Esboço da prova:As provas s̃ao feitas por induç̃ao sobren, onde o caso iniciaĺe constatado a

partir do lema 5.4.47. �

23Adotamos a denominação Quantificaç̃ao Iterada para as listasΨ1, . . . ,Ψn, representadas por
−→
Ψ , onde cadaΨi

é um dos quantificadores∀ ou∃, para cadai ∈ {1, . . . ,n},.
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5.4.49 Lema.

• LAR P⇔ Q sss

 LAR P ] Q.

LAR ¬P ] ¬Q.

Abaixo, s̃ao listadas alguns dos esquemas primitivos de LAR, expressos na forma de

equival̂encia forte.

5.4.50. Esquema da Descriç̃ao: Set é um termo puro, então LAR Υx P )= t ] P(x|t).

5.4.51. Esquema da Funç̃ao:

• Se


u é um termo puro,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emu, t1, . . . , tn,
ent̃ao

LAR f (t1, . . . , tn) )= u ] ∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= u

)
.

5.4.52. Esquema da Extens̃ao:

• Sex nãoé livre emt, t′, ent̃ao


(i) LAR ∀x

(
t )= x→ t′ )= x

)
] t′ )= t.

(ii) LAR ∀x
(
t )= x ] t′ )= x

)
] t′ = t.

Prova de(i):

1 x nãoé livre emt, t′ hip

2 ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
sup

3 t′ )= t 1, 2, EXT

4 ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)_ t′ )= t 2, 4, RDF

5 t′ )= t sup

6 t )= x sup

7 t′ )= x 6, 7, TA

8 t )= x→ t′ )= x 7, 8, RD

9 ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
1, 9, GEN

10 t′ )= t _ ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
6, 10, RDF

11 ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
] t′ )= t 4, 11, def. 5.4.21

A seguir, s̃ao listadas algumas das leis primitivas do cálculo de LAR, para as quais vale a

equival̂encia superforte.
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5.4.53. Esquema da Dupla Negação (DN): LAR ¬¬P⇔ P.

5.4.54. Esquema da Implicaç̃ao Material (IM) :

 LAR P→ Q⇔ ¬P ∨ Q;

LAR ¬(P→ Q)⇔ P ∧ ¬Q.

5.4.55. Esquema de De Morgan (DM):

 LAR ¬(P ∨ Q)⇔ ¬P ∧ ¬Q;

LAR ¬(P ∧ Q)⇔ ¬P ∨ ¬Q.

5.4.56. Esquema da Altern̂ancia (ALT) :

 LAR ¬∀x P⇔ ∃x¬P;

LAR ¬∃x P⇔ ∀x¬P;

Os lemas a seguir são necesśarios para a prova dos resultados relativosàs leis gerais de

substituiç̃ao e instanciaç̃ao para a correspondência e o alcance.

5.4.57. Lema da Substituiç̃ao para Conectivos e Equival̂encia (LSCE).

Considere∗ ∈ {],⇔} e #∈ {∧,∨}:

(i) P1⇔ P2 LAR ¬P1⇔ ¬P2.

(ii) P1 ∗ P2 LAR (Q#P1) ∗ (Q#P2).

(iii) P1 ∗ P2 LAR (P1 #Q) ∗ (P2 #Q).

(iv) P1 ∗ P2 LAR (Q→ P1) ∗ (Q→ P2).

(v) P1⇔ P2 LAR (P1→ Q)⇔ (P2→ Q).

(vi) P1 ∗ P2,Q1 ∗ Q2 LAR (P1 #Q1) ∗ (P2 #Q2).

(vii) P1⇔ P2,Q1⇔ Q2 LAR (P1→ Q1)⇔ (P2→ Q2).

5.4.58. Lema da Substituiç̃ao para a Igualdade em Termos Funcionais.

• t1 = u1, . . . , tn = un LAR f (t1, . . . , tn) = f (u1, . . . ,un).

5.4.59. Lema da Substituiç̃ao para a Superequival̂encia em F́ormulas Atômicas B́asicas.

• t1 = u1, . . . , tn = un LAR p(t1, . . . , tn)⇔ p(u1, . . . ,un).

5.4.60. Lema da Substituiç̃ao para a Superequival̂encia em F́ormulas Atômicas Ñao Básicas.

• t1 = t2,u1 = u2 LAR t1 )= u1⇔ t2 )= u2.

5.4.61. Lema da Substituiç̃ao da Superequival̂encia para Quantificadores e Descriç̃oes

(LSSQD).

• ∀x (P⇔ Q) LAR Ψx P⇔ Ψx Q, ondeΨ ∈ {∀,∃,Υ}.
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5.4.62. Lema da Substituiç̃ao para Conectivos e Implicaç̃ao (LSCI).

Considere∗ ∈ {_,⇒} e #∈ {∧,∨}:

(i) P1 ∗ P2 LAR (P1 #Q) ∗ (P2 #Q).

(ii) P1 ∗ P2 LAR (Q#P1) ∗ (Q#P2).

(iii) P1 ∗ P2 LAR (Q→ P1) ∗ (Q→ P2).

(iv) P1⇒ P2 LAR (P2→ Q)⇒ (P1→ Q).

(v) P1 ∗ P2,Q1 ∗ Q2 LAR (P1 #Q1) ∗ (P2 #Q2).

(vi) P1⇒ P2,Q1⇒ Q2 LAR (P2→ Q1)⇒ (P1→ Q2).

5.4.63. Lema da Substituiç̃ao para a Implicação Forte em F́ormulas Atômicas B́asicas.

(i) t1 )= u1, . . . , tn )= un LAR p(t1, . . . , tn) _ p(u1, . . . ,un).

(ii) t1 )= u1, . . . , tn )= un LAR ¬p(t1, . . . , tn) _ ¬p(u1, . . . ,un).

5.4.64. Lema da Substituiç̃ao para a Implicação Forte em F́ormulas Atômicas Ñao Básicas.

(i) u1 )= u2, v1 )= v2 LAR u2 )= v1 _ u1 )= v2.

(ii) u1 )= u2, v1 )= v2 LAR ¬(u1 )= v2) _ ¬(u2 )= v1).

5.4.65. Lema da Substituiç̃ao para a Implicação Forte e Quantificadores.

• ∀x (P _ Q) LAR Ψx P_ Ψx Q.
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5.4.66 Teorema. LAR ∀x (P _ Q)⇔ Υx Q )= Υx P.

Prova:

1 ∀x (P _ Q) sup

2 P(x|y) _ Q(x|y) 1,∀-el

3 y nãoé livre em{P,Q} dsg

4 Υx P )= y sup

5 P(x|y) 4, DESCR

6 Q(x|y) 5, 2, MPF

7 Υx Q )= y 6, DESCR

8 Υx P )= y→ Υx Q )= y 4, 7, RD

9 ∀y
(
Υx P )= y→ Υx Q )= y

)
3, 8, GEN

10 Υx Q )= Υx P 9, EXT

11 ∀x (P _ Q) _ Υx Q )= Υx P 1, 10, RDF

12 ¬(Υx Q )= Υx P) _ ¬(∀x (P _ Q)) 11, CTPIF

13 ∀x (P _ Q)⇒ Υx Q )= Υx P 11, 12,∧-int, def. 5.4.22

14 Υx Q )= Υx P sup

15 P sup

16 P(x|x) 15

17 Υx P )= x 16, DESCR

18 Υx Q )= x 14, 17, TA

19 Q(x|x) 18, DESCR

20 Q 19

21 P _ Q 15, 20, RDF

22 ∀x
(
P _ Q) 21, GEN

23 Υx Q )= Υx P_ ∀x (P _ Q) 14, 22, RDF

24 ¬
(
∀x (P _ Q)

)_ ¬
(
Υx Q )= Υx P

)
23, CTPIF

25 Υx Q )= Υx P⇒ ∀x (P _ Q) 23, 24,∧-int, def. 5.4.22

26 ∀x (P _ Q)⇔ Υx Q )= Υx P 13, 25,∧-int, def.5.4.22

5.4.67 Coroĺario. LAR ∀x (P ] Q)⇔ Υx Q= Υx P.

Prova: Conseq̈uência do teorema 5.4.66. �
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Podemos reescrever as definições de vac(t),ex(t), fix(t),un(t) e amb(t), apresentadas na

definiç̃ao 5.2.26, utilizando a equivalência superforte.

5.4.68 Esćolio. Sejamx e y variáveis distintas ñao livres emt. Ent̃ao valem as seguintes

proposiç̃oes:

• LAR vac(t)⇔ ¬∃x (t )= x).

• LAR ex(t)⇔ ∃x (t )= x).

• LAR fix(t)⇔ ∀x∀y (t )= x ∧ t )= y→ x = y).

• LAR un(t)⇔ ex(t) ∧ fix(t).

• LAR amb(t)⇔ ∃x∃y (t )= x ∧ t )= y→ x , y).

Definimos a seguir os quantificadores numéricos “∃” (“existe um ḿaximo”) e “∃!” (“existe

umúnico”).

5.4.69. Quantificadores Nuḿericos.

• ∃x P
 ∀x1∀x2(P(x|x1) ∧ P(x|x2) → x1 = x2), ondex1, x2 são as primeiras variáveis ñao

livres em∃x P.

• ∃!x P
 ∃x P∧ ∃x P.

5.4.70 Esćolio. Sejamx1 e x2 variáveis ñao livres em∃x P. Valem as seguintes proposições:

• LAR ∃x P] ∀x1∀x2(P(x|x1) ∧ P(x|x2)→ x1 = x2).

• LAR ∃!x P] ∃x P∧ ∃x P.

5.4.71 Esćolio. Valem as seguintes proposições, onde para as duas primeirasx nãoé livre emt:

• LAR fix(t)⇔ ∃x (t )= x).

• LAR un(t)⇔ ∃!x (t )= x).

• LAR un(Υx P) ] ∃!x P.

• LAR fix(Υx P) ] ∃x P.

• LAR ex(Υx P) ] ∃x P.

5.4.72 Lema.Set é um termo puro, então LAR un(t).

5.4.73 Lema.

• LAR ex(t) ∨ vac(t).

• LAR

(
ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn)

)
∨
(
vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn)

)
.

5.4.74 Lema. LAR t1 ≡ t2 ] vac(t1) ∨ vac(t2) ∨ (un(t1) ∧ un(t2)).
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A seguir, apresentaremos e provaremos alguns resultados concernentesà congrûencia de

designadores em LAR.

5.4.75 Lema.Sey nãoé livre em∀x P, ent̃ao


(i) LAR ∃x P⇔ ∃y P(x|y).

(ii) LAR ∀x P⇔ ∀y P(x|y).

Prova de(i) :

1 y nãoé livre em∀x P hip

2 ∃x P sup

3 P(x|y) sup

4 ∃y P(x|y) 3,∃-int

5 ∃y P(x|y) 1, 2, 3, 4,∃-el

6 ∃x P_ ∃y P(x|y) 2, 5, RDF

7 ∃y P(x|y) sup

8 P(x|y) sup

9 ∃x P 8,∃-int

10 ∃x P 1, 7, 8, 9,∃-el

11 ∃y P(x|y) _ ∃x P 7, 10, RDF

12 ∃x P] ∃y P(x|y) 6, 11,∧-int, def. 5.4.21

13 ¬∃x P sup

14 ∀x¬P 13, ALT

15 ¬P(x|y) 14,∀-el

16 ∀y¬P(x|y) 1, 15, GEN

17 ¬∃y P(x|y) 16, ALT

18 ¬∃x P_ ¬∃y P(x|y) 13, 17, RDF

19 ¬∃y P(x|y) sup

20 ∀y¬P(x|y) 19, ALT

21 ¬P(x|y) 20,∀-el

22 ∀x¬P 1, 21, GEN

23 ¬∃x P 22, ALT

24 ¬∃y P(x|y) _ ¬∃x P 19, 23, RDF

25 ¬∃x P] ¬∃y P(x|y) 18, 24,∧-int, def. 5.4.21

26 ∃x P⇔ ∃y P(x|y) 12, 25, lema 5.4.49
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Prova de(ii) :

Suponha quey nãoé livre em∀x P. (1)

Temos que ∀x P
] DN, ALT

¬∃x¬P
] 1, lema 5.4.75 (i)

¬∃y¬P(x|y)

] ALT, DN

∀y P(x|y)

Logo, LAR ∀x P] ∀y P(x|y). (2)

Temos que ¬∀x P
] ALT

∃x¬P
] 1, lema 5.4.75 (i)

∃y¬P(x|y)

] ALT

¬∀y P(x|y)

Logo, LAR ¬∀x P] ¬∀y P(x|y). (3)

Logo, de (2) e (3), pelo lema 5.4.49,LAR ∀x P⇔ ∀y P(x|y).

2

A seguir, definimos a relação de correspondência entre designadores em LAR.Corres-

pondênciaé o nome geńerico adotado para representar igualdade entre termos ou superequi-

valência entre f́ormulas.

5.4.76 Definiç̃ao. SejamD1 e D2 dois designadores em LAR tal que ambos são termos ou

ambos s̃ao fórmulas. A samblagem “D1⇔ D2” representa:

• D1 = D2, seD1 e D2 são ambos termos;

• D1⇔ D2, seD1 e D2 são ambos f́ormulas.

No restante desta seção, o sinal⇔ seŕa denominadosinal da correspondência. Deste modo, a

samblagem “D1⇔ D2” é lida “D1 corresponde a D2”.
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5.4.77. Regra da Congrûencia (CGR).

• SeD ≈c E, ent̃ao LAR D⇔ E.

Prova:

• CasoD é uma constantec.

Ent̃ao E é uma constanteb. SeD ≈c E, pela definiç̃ao 5.2.24, então c e b são a mesma

constante. Logo, pela Reflexividade da Igualdade 5.4.7,LAR c = b, donde LAR D⇔ E.

• CasoD é uma varíavelx.

Analogamente ao caso anterior, temosLAR D⇔ E.

• CasoD é f (t1, . . . , tn).

Ent̃aoE é f (u1, . . . ,un). SeD ≈c E, ent̃ao f (t1, . . . , tn) ≈c f (u1, . . . ,un), donde pela def. 5.2.24,

t1 ≈c u1, . . . , tn ≈c un. Dáı, por HI, LAR t1 = u1, . . . , LAR tn = un, donde pelo lema 5.4.58,

LAR f (t1, . . . , tn) = f (u1, . . . ,un). Ou seja,LAR D⇔ E.

• CasoD éΥx P.

Ent̃ao E é Υy Q. SeD ≈c E, ent̃aoΥx P ≈c Υy Q, o queé o mesmo queΥy Q ≈c Υx P

(fato 5.2.25).

Dáı, pela definiç̃ao 5.2.24,


x nãoé livre emΥy Q, (1)

Q(y|x) ≈c P. (2)

De (2), temosP ≈c Q(y|x), donde por HI,LAR P⇔ Q(y|x).

Pelo Esquema da Descrição, LAR Υx P )= x ] P e LAR Υy Q )= x ] Q(y|x).

Dáı, LAR Υx P )= x ] Υy Q )= x, donde por GEN,LAR ∀x
(
Υx P )= x ] Υy Q )= x

)
.

Dáı, de (1) e pelo lema 5.4.52,LAR Υx P= Υy Q. Logo, LAR D⇔ E.

• CasoD é p(t1, . . . , tn).

Ent̃aoE é p(u1, . . . ,un). SeD ≈c E, ent̃aop(t1, . . . , tn) ≈c p(u1, . . . ,un), donde pela def. 5.2.24,

t1 ≈c u1, . . . , tn ≈c un. Dáı, por HI, LAR t1 = u1, . . . , LAR tn = un, donde pelo lema 5.4.59,

LAR p(t1, . . . , tn)⇔ p(u1, . . . ,un). Ou seja,LAR D⇔ E.

• CasoD é t )= t′.

Ent̃aoE é u )= u′. SeD ≈c E, ent̃ao t )= t′ ≈c u )= u′, donde pela definiç̃ao 5.2.24,t ≈c u e

t′ ≈c u′. Por HI, LAR t = u e LAR t′ = u′, donde pelo lema 5.4.60,LAR t )= t′ ⇔ u )= u′.

Ou seja,LAR D⇔ E.

• CasoD é ¬P. Ent̃ao E é ¬Q. SeD ≈c E, ent̃ao¬P ≈c ¬Q, donde pela definiç̃ao 5.2.24,

P ≈c Q. Dáı, por HI, LAR P⇔ Q, donde pelo LSCE (5.4.57) (i),LAR ¬P⇔ ¬Q.

Portanto,LAR D⇔ E.
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• CasoD é P→ Q.

Ent̃aoE é R→ S. SeD ≈c E, ent̃aoP→ Q ≈c R→ S, donde pela definiç̃ao 5.2.24,P ≈c R

e Q ≈c S.

Por HI,

 LAR P⇔ R, (3)

LAR Q⇔ S. (4)

De (3), pelo LSCE (5.4.57) (i),LAR ¬P⇔ ¬R. Dáı e de (4), pelo LSCE (vii),

LAR ¬P ∨ Q⇔ ¬R∨ S, donde LAR P→ Q⇔ R→ S. Portanto,LAR D⇔ E.

• CasoD é P # Q.

Ent̃aoE é R # S. SeD ≈c E, ent̃aoP # Q ≈c R # S, donde pela definiç̃ao 5.2.24,P ≈c R e

Q ≈c S.

Por HI,

 LAR P⇔ R

LAR Q⇔ S
, donde pelo LSCE (5.4.57)) (vi) e (vii),LAR P # Q ⇔ R # S.

Portanto,LAR D⇔ E.

• CasoD éΨx P.

Ent̃aoE éΨy Q. SeD ≈c E, ent̃aoΨx P≈c Ψy Q.

Dáı, pela definiç̃ao 5.2.24


y nãoé livre em∀x P,

P(x|y) ≈c Q. (5)

De (5), por HI, LAR P(x|y) ⇔ Q, donde por GEN,LAR ∀y (P(x|y) ⇔ Q) e dáı, pelo lema

5.4.61, LAR Ψy P(x|y)⇔ Ψy Q.

Do lema 5.4.75, temos queLAR Ψx P⇔ Ψy P(x|y). Portanto, LAR Ψx P⇔ Ψy Q, donde

temos queLAR D⇔ E.

�

5.4.78 Coroĺario. Sey nãoé livre em∀x P, ent̃ao LAR Υx P )= Υy P(x|y).

Prova:

1 Υy P(x|y) )= x sup

2 P(x|y)(y|x) 1, DESCR

3 P 2, fato 5.2.25, CGR

4 Υx P )= x 3, DESCR

5 Υy P(x|y) )= x→ Υx P )= x 1, 4, RD

6 ∀x
(
Υy P(x|y) )= x→ Υx P )= x

)
5, GEN

7 Υx P )= Υy P(x|y) 6, EXT
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5.4.79 Coroĺario. (Descriç̃oes Congruentes)

• Sey nãoé livre em∀x P, ent̃ao LAR Υx P= Υy P(x|y).

5.4.80 Coroĺario. Sex nãoé livre em{P,Q}, ent̃ao

 (i) P _ Q LAR Υx Q )= Υx P.

(ii) Υx Q )= Υx P LAR P _ Q.

Prova de(i):

1 x nãoé livre em{P,Q} hip

2 P _ Q pr

3 y é a primeira varíavel ñao livre em{P,Q} dsg

4 Υy Q )= Υy P 2, 3, def. 5.4.21

5 Υx Q(y|x) )= Υy Q 1, coroĺario 5.4.79

6 Υy P )= Υx P(y|x) 1, coroĺario 5.4.78

7 Υx Q(y|x) )= Υx P(y|x) 5, 4, 6, TA

8 Υx Q )= Υx P 3, 7

Prova de(ii):

1 x nãoé livre em{P,Q} hip

2 Υx Q )= Υx P pr

3 P sup

4 P(x|x) 3

5 Υx P )= x 4, DESCR

6 Υx Q )= x 2, 5, TA

7 Q(x|x) 6, DESCR

8 Q 7

9 P _ Q 3, 8, RDF

5.4.1 Leis de Substituiç̃ao e Instanciaç̃ao para a Correspond̂encia

Nesta seç̃ao apresentamos oEsquema Geral da Substituição para a Correspondência, a

Regra Geral da Substituição para a Correspondênciae oEsquema Geral da Instanciação para

a Correspondência. Estas leis mostram que, sob certas condições, a correspondência entre dois

designadores gera, através da substituiç̃ao ou instanciaç̃ao de um terceiro designador por ambos,

uma nova correspondência.
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5.4.81. Esquema Geral da Substituiç̃ao para a Correspond̂encia (EGSC).

• Sex1, . . . , xn são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a emE no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2).

Prova:

Seja∆(E) a proposiç̃ao: Para quaisquerx1, . . . , xn, se x1, . . . , xn são as varíaveis livres em

{D1,D2} tais queG est́a emE no seu escopo, então

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2).

• CasoG não ocorre emE.

Dáı, E(G||D1) = E(G||D2) = E.

Como LAR E⇔ E, temos queLAR E(G||D1)⇔ E(G||D2), donde por MON,

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2). Logo,∆(E).

• CasoG é igual aE.

Ent̃ao


E(G||D1) = D1,

E(G||D2) = D2.

Como∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR D1⇔ D2, temos que

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2), donde∆(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravante queG ocorre emE eG é diferente

deE.

• CasoE é f (u1, . . . ,ur).

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, sejar i o número de varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no

seu escopo emui.

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, sejamxi
1, . . . , x

i
r i

as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no

seu escopo emui.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis tais que{x1, . . . , xn} =
⋃

i∈{1,...,r}

{xi
1, . . . , x

i
r i
}.

Dáı, x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emf (u1, . . . ,ur).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀xi
1 . . .∀xi

r i
(D1⇔ D2) LAR ui(G||D1) = ui(G||D2). (1)

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ∀xi
1 . . .∀xi

r i
(D1⇔ D2). (2)
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De (1) e (2), para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ui(G||D1) = ui(G||D2). (3)

Pelo Lema da Substituição para a Igualdade em Termos Funcionais (lema 5.4.58), temos que

u1(G||D1) = u1(G||D2), . . . ,ur(G||D1) = ur(G||D2) LAR

f (u1(G||D1), . . . ,ur(G||D1)) = f (u1(G||D2), . . . ,ur(G||D2)).

Ou seja,u1(G||D1) = u1(G||D2), . . . ,ur(G||D1) = ur(G||D2) LAR

f (u1, . . . ,ur)(G||D1) = f (u1, . . . ,ur)(G||D2). (4)

Portanto, de (3) e (4),∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR f (u1, . . . ,ur)(G||D1) = f (u1, . . . ,ur)(G||D2),

donde∆(E).

• CasoE é p(u1, . . . ,ur).

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, sejar i o número de varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no

seu escopo emui.

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, sejamxi
1, . . . , x

i
r i

as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no

seu escopo emui.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis tais que{x1, . . . , xn} =
⋃

i∈{1,...,r}

{xi
1, . . . , x

i
r i
}.

Dáı, x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emp(u1, . . . ,ur).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀xi
1 . . .∀xi

r i
(D1⇔ D2) LAR ui(G||D1) = ui(G||D2). (5)

Para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ∀xi
1 . . .∀xi

r i
(D1⇔ D2). (6)

De (5) e (6), para cadai ∈ {1, . . . , r}, ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ui(G||D1) = ui(G||D2). (7)

Pelo Lema da Substituição para a Superequivalência em F́ormulas At̂omicas B́asicas (lema

5.4.59),u1(G||D1) = u1(G||D2), . . . ,ur(G||D1) = ur(G||D2) LAR

p(u1(G||D1), . . . ,ur(G||D1))⇔ p(u1(G||D2), . . . ,ur(G||D2)).

Ou seja,u1(G||D1) = u1(G||D2), . . . ,ur(G||D1) = ur(G||D2) LAR

p(u1, . . . ,ur)(G||D1)⇔ p(u1, . . . ,ur)(G||D2). (8)

Portanto, de (7) e (8),∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR p(u1, . . . ,ur)(G||D1)⇔ p(u1, . . . ,ur)(G||D2),

donde∆(E).

• CasoE éu )= v.

Sejamy1, . . . , yr as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a emu no seu escopo.

Sejamz1, . . . , zs as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a emv no seu escopo.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis tais que{x1, . . . , xn} = {y1, . . . , yr} ∪ {z1, . . . , zs}.

Dáı, x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a emu )= v no seu escopo.
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Por HI, temos que


∀y1 . . .∀yr(D1⇔ D2) LAR u(G||D1) = u(G||D2),

∀z1 . . .∀zs(D1⇔ D2) LAR v(G||D1) = v(G||D2).

Logo, temos que


∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR u(G||D1) = u(G||D2),

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR v(G||D1) = v(G||D2).
(9)

Do Lema da Substituiç̃ao para a Superequivalência em F́ormulas At̂omicas Ñao B́asicas

(lema 5.4.60),u(G||D1) = u(G||D2), v(G||D1) = v(G||D2) LAR

u(G||D1) )= v(G||D1)⇔ u(G||D2) )= v(G||D2), donde

u(G||D1) = u(G||D2), v(G||D1) = v(G||D2) LAR (u )= v)(G||D1)⇔ (u )= v)(G||D2). (10)

De (9) e (10),∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR (u )= v)(G||D1)⇔ (u )= v)(G||D2), ou seja,∆(E).

• CasoE é¬Q.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emQ.

Por HI,∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR Q(G||D1)⇔ Q(G||D2). (11)

Do LSCE (lema 5.4.57), temosQ(G||D1)⇔ Q(G||D2) LAR ¬Q(G||D1)⇔ ¬Q(G||D2). (12)

Dáı, de (11) e (12),∀x1 . . .∀xn(D1 ⇔ D2) LAR ¬Q(G||D1) ⇔ ¬Q(G||D2), ondex1, . . . , xn

são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo em¬Q. Dáı, temos∆(E).

• CasoE é P#Q, onde #∈ {∧,∨,→}.

Sejamy1, . . . , yr as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emP.

Sejamz1, . . . , zs as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emQ.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis distintas tais que{x1, . . . , xn} = {y1, . . . , yr} ∪ {z1, . . . , zs}.

Ent̃ao,x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emP#Q.

Por HI,


∀y1 . . .∀yr(D1⇔ D2) LAR P(G||D1)⇔ P(G||D2),

∀z1 . . .∀zs(D1⇔ D2) LAR Q(G||D1)⇔ Q(G||D2).

Logo,


∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR P(G||D1)⇔ P(G||D2),

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR Q(G||D1)⇔ Q(G||D2).
(13)

Do LSCE (lema 5.4.57), temos que

P(G||D1)⇔ P(G||D2),Q(G||D1)⇔ Q(G||D2) LAR P(G||D1) #Q(G||D1)⇔ P(G||D2) #Q(G||D2),

ou seja,

P(G||D1)⇔ P(G||D2),Q(G||D1)⇔ Q(G||D2) LAR (P#Q)(G||D1)⇔ (P#Q)(G||D2). (14)

Portanto, de (13) e (14),∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR (P#Q)(G||D1)⇔ (P#Q)(G||D2).

Logo,∆(E).
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• CasoE éΨx P, ondeΨ ∈ {∀,∃,Υ}.

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emP.

* Subcaso:x nãoé livre em{D1,D2} ou x é livre em{D1,D2} e x ∈ {x1, . . . , xn}.

Por HI,∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR P(G||D1)⇔ P(G||D2).

Dáı, por GEN,∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ∀x (P(G||D1)⇔ P(G||D2)).

Dáı, pelo LSSQD (lema 5.4.61),

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR Ψx P(G||D1)⇔ Ψx P(G||D2), donde

∀x1 . . .∀xn(D1 ⇔ D2) LAR (Ψx P)(G||D1) ⇔ (Ψx P)(G||D2), onde x1, . . . , xn são as

variáveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emΨx P.

* Subcaso:x é livre em{D1,D2} e x < {x1, . . . , xn}.

Por HI,∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR P(G||D1)⇔ P(G||D2).

Como∀x∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2), temos

∀x∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR P(G||D1)⇔ P(G||D2).

Dáı, por GEN,∀x∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR ∀x (P(G||D1)⇔ P(G||D2)).

Dáı, pelo LSSQD (lema 5.4.61),

∀x∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR Ψx P(G||D1)⇔ Ψx P(G||D2), donde

∀x∀x1 . . .∀xn(D1 ⇔ D2) LAR (Ψx P)(G||D1) ⇔ (Ψx P)(G||D2), ondex, x1, . . . , xn são as

variáveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emΨx P.

Ou seja, em qualquer subcaso,∆(E).

�

5.4.82. Regra Geral da Substituiç̃ao para a Correspond̂encia (RGSC).

• Se


Γ LAR D1⇔ D2,

G não est́a, emE, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{D1,D2},

ent̃aoΓ LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2).

Prova:

Suponha que
Γ LAR D1⇔ D2, (1)

G não est́a, emE, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{D1,D2}. (2)

Sejamx1, . . . , xn as varíaveis livres em{D1,D2} tais queG est́a no seu escopo emE. (3)
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Se existexi ∈ {x1, . . . , xn} tal quexi é livre emΓ, teŕıamos queG est́a, emE, no escopo dexi, e

xi é livre emΓ e em{D1,D2}, o queé absurdo segundo (2).

Portanto,x1, . . . , xn não s̃ao livres emΓ, dáı, de (1) e GEN,

Γ LAR ∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2). (4)

De (3), pelo Esquema Geral da Substituição para a Correspondência (EGSC), temos que

∀x1 . . .∀xn(D1⇔ D2) LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2). (5)

De (4) e (5), pela Regra da Cadeia (CAD), temos queΓ LAR E(G||D1)⇔ E(G||D2).

�

5.4.83. Esquema Geral da Instanciaç̃ao para a Correspond̂encia (EGIC).

• t1 = t2 LAR E(x|t1)⇔ E(x|t2).

Prova:

Seja∆(E) a proposiç̃ao: t1 = t2 LAR E(x|t1)⇔ E(x|t2).

• Casox nãoé livre emE.

Dáı, E(x|t1) = E(x|t2) = E. Como LAR E⇔ E, temos queLAR E(x|t1)⇔ E(x|t2), donde por

MON, t1 = t2 LAR E(x|t1)⇔ E(x|t2). Logo,∆(E).

• CasoE é x.

Ent̃ao


E(x|t1) = t1,

E(x|t2) = t2.

Comot1 = t2 LAR t1 = t2, temost1 = t2 LAR E(x|t1) = E(x|t2), ou seja,

t1 = t2 LAR E(x|t1)⇔ E(x|t2), donde∆(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravante quex é livre emE e x é diferente

deE.

• CasoE é uma constante ou uma variável qualquer distinta dex.

Ent̃aox nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE é f (u1, . . . ,un).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, t1 = t2 LAR ui(x|t1) = ui(x|t2). (1)

Pelo Lema da Substituição para a Igualdade em Termos Funcionais (lema 5.4.58), temos que
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u1(x|t1) = u1(x|t2), . . . ,un(x|t1) = un(x|t2) LAR f (u1(x|t1), . . . ,un(x|t1)) = f (u1(x|t2), . . . ,un(x|t2)).

Ou seja,

u1(x|t1) = u1(x|t2), . . . ,un(x|t1) = un(x|t2) LAR f (u1, . . . ,un)(x|t1) = f (u1, . . . ,un)(x|t2). (2)

Portanto, de (1) e (2),t1 = t2 LAR f (u1, . . . ,un)(x|t1) = f (u1, . . . ,un)(x|t2), donde∆(E).

• CasoE é p(u1, . . . ,un).

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, t1 = t2 LAR ui(x|t1) = ui(x|t2). (3)

Pelo Lema da Substituição para a Superequivalência em F́ormulas At̂omicas B́asicas (lema

5.4.59),

u1(x|t1) = u1(x|t2), . . . ,un(x|t1) = un(x|t2) LAR p(u1(x|t1), . . . ,un(x|t1))⇔ p(u1(x|t2), . . . ,un(x|t2)).

Ou seja,

u1(x|t1) = u1(x|t2), . . . ,un(x|t1) = un(x|t2) LAR p(u1, . . . ,un)(x|t1)⇔ p(u1, . . . ,un)(x|t2). (4)

Portanto, de (3) e (4),t1 = t2 LAR p(u1, . . . ,un)(x|t1)⇔ p(u1, . . . ,un)(x|t2), donde∆(E).

• CasoE éu )= v.

Por HI temos que


t1 = t2 LAR u(x|t1) = u(x|t2),

t1 = t2 LAR v(x|t1) = v(x|t2).
(5)

Do Lema da Substituiç̃ao para a Superequivalência em F́ormulas At̂omicas Ñao B́asicas

(lema 5.4.60),u(x|t1) = u(x|t2), v(x|t1) = v(x|t2) LAR u(x|t1) )= v(x|t1)⇔ u(x|t2) )= v(x|t2),

donde u(x|t1) = u(x|t2), v(x|t1) = v(x|t2) LAR (u )= v)(x|t1)⇔ (u )= v)(x|t2). (6)

Dáı, de (5) e (6),t1 = t2 LAR (u )= v)(x|t1)⇔ (u )= v)(x|t2), ou seja,∆(E).

• CasoE é¬Q.

Por HI, t1 = t2 LAR Q(x|t1)⇔ Q(x|t2). (7)

Do LSCE (lema 5.4.57), temosQ(x|t1)⇔ Q(x|t2) LAR ¬Q(x|t1)⇔ ¬Q(x|t2). (8)

De (7) e (8),t1 = t2 LAR ¬Q(x|t1)⇔ ¬Q(x|t2), donde∆(E).

• CasoE é P#Q, onde #∈ {∧,∨,→}.

Por HI,


t1 = t2 LAR P(x|t1)⇔ P(x|t2),

t1 = t2 LAR Q(x|t1)⇔ Q(x|t2).
(9)

Do LSCE (lema 5.4.57), temos que

P(x|t1)⇔ P(x|t2),Q(x|t1)⇔ Q(x|t2) LAR P(x|t1) #Q(x|t1)⇔ P(x|t2) #Q(x|t2), ou seja,
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P(x|t1)⇔ P(x|t2),Q(x|t1)⇔ Q(x|t2) LAR (P#Q)(x|t1)⇔ (P#Q)(x|t2). (10)

Portanto, de (9) e (10),t1 = t2 LAR (P#Q)(x|t1)⇔ (P#Q)(x|t2). Logo,∆(E).

• CasoE é da formaΨx P, ondeΨ ∈ {∀,∃,Υ}.

Temos dáı quex nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE é da formaΨy P, ondey é distinto dex eΨ ∈ {∀,∃,Υ}.

* Subcaso:x nãoé livre emP ouy nãoé livre em{t1, t2}.

Por HI, t1 = t2 LAR P(x|t1)⇔ P(x|t2).

Dáı, por GEN,t1 = t2 LAR ∀y
(
P(x|t1)⇔ P(x|t2)

)
.

Dáı, pelo LSSQD (lema 5.4.61),

t1 = t2 LAR Ψy P(x|t1)⇔ Ψy P(x|t2), dondet1 = t2 LAR (Ψy P)(x|t1)⇔ (Ψy P)(x|t2).

* Subcaso:x é livre emP ey é livre em{t1, t2}.

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t1, t2,P}.

Ψy P≈c Ψz P(y|z) (fato 5.2.25), ent̃ao


(Ψy P)(x|t1) ≈c Ψz P(y|z)(x|t1),

(Ψy P)(x|t2) ≈c Ψz P(y|z)(x|t2).
(11)

Por HI, t1 = t2 LAR P(y|z)(x|t1)⇔ P(y|z)(x|t2).

Por GEN,t1 = t2 LAR ∀z
(
P(y|z)(x|t1)⇔ P(y|z)(x|t2)

)
.

Dáı, pelo LSSQD (lema 5.4.61),t1 = t2 LAR Ψz P(y|z)(x|t1)⇔ Ψz P(y|z)(x|t2).

Logo, de (11) e CGR,t1 = t2 LAR (Ψy P)(x|t1)⇔ (Ψy P)(x|t2).

Dáı, em qualquer subcaso, temos∆(E).

�

5.4.2 Leis de Substituiç̃ao e Instanciaç̃ao para o Alcance

À semelhança das leis de substituição e instanciaç̃ao para a correspondência, apresenta-

das no t́opico 5.4.1, as quais lidam com a igualdade e superequivalência, formularemos nesta

seç̃ao leis de substituiç̃ao e instanciaç̃ao para oAlcance, as quais operam sobre a abrangência

e a implicaç̃ao forte. Por raz̃oes t́ecnicas, restringiremos estas leis para o caso em que o termo

a ser substitúıdo ou a varíavel am ser instanciadáe de topo na f́ormula considerada. Quando

um termo abrange outro termo, podemos, através da substituiç̃ao ou instanciaç̃ao de um terceiro

termo de topo por ambos, formar novas implicações fortes ou abrangências.
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5.4.84 Definiç̃ao. SejamD1 e D2 dois designadores em LAR tais que ambos são termos ou

ambos s̃ao fórmulas. A samblagem “D1 _ D2” representa:

• D1 )= D2, seD1 e D2 são ambos termos;

• D1 _ D2, seD1 e D2 são ambos f́ormulas.

No restante desta seção, o sinal “_” seŕa denominado “sinal do alcance”. A samblagem

“D1 _ D2” é lida “D1 alcança D2”.

5.4.85. Esquema Geral da Substituiç̃ao para o Alcance (EGSA).

• Se


E possui somente ocorrências de topo deu,

x1, . . . , xn são as varíaveis livres em{t1, t2} tais queu est́a emE no seu escopo,

ent̃ao∀x1 . . .∀xn (t1 )= t2) LAR E(u||t1) _ E(u||t2).

Esboço da prova:A prova é feita por induç̃ao sobreE, analogamentèa prova do Esquema

Geral da Substituiç̃ao para a Correspondência. �

5.4.86. Regra Geral da Substituiç̃ao para o Alcance (RGSA).

• Se


Γ LAR t1 )= t2,

E possui somente ocorrências de topo deu,

u não est́a, emE, no escopo de nenhuma variável livre emΓ e em{t1, t2},

ent̃aoΓ LAR E(u||t1) _ E(u||t2).

Esboço da prova:Esta regráe um coroĺario do Esquema Geral da Substituição para o Alcance,

analogamentèa prova da Regra Geral da Substituição para a Correspondência. �

5.4.87. Esquema Geral da Instanciaç̃ao para o Alcance (EGIA).

• Sex é de topo emE, ent̃aot1 )= t2 LAR E(x|t1) _ E(x|t2).

Prova:

Seja∆(E) a proposiç̃ao:

Sex é de topo emE, ent̃ao


t1 )= t2 LAR E(x|t1) _ E(x|t2),

seE é fórmula, ent̃aot1 )= t2 LAR (¬E)(x|t1) _ (¬E)(x|t2).

Suponha quex é de topo emE.
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• Casox nãoé livre emE.

Ent̃ao,E(x|t1) = E(x|t2) = E.

Pela Reflexividade da Implicação Forte (5.4.28), temos queLAR E _ E, donde

LAR E(x|t1) _ E(x|t2). Dáı, por Monotonicidade,t1 )= t2 LAR E(x|t1) _ E(x|t2).

Logo,∆(E).

• CasoE é x.

Ent̃ao


E(x|t1) = t1,

E(x|t2) = t2.

Comot1 )= t2 LAR t1 )= t2, temost1 )= t2 LAR E(x|t1) )= E(x|t2), ou seja,

t1 )= t2 LAR E(x|t1) _ E(x|t2), donde∆(E).

Sem perder a generalidade, podemos considerar doravante quex é livre emE e x é dife-

rente deE.

• CasoE é uma constante ou uma variável distinta dex.

Ent̃aox nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE é f (t1, . . . , tn).

Temos quex é de topo emt1, . . . , tn.

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, t1 )= t2 LAR ti(x|t1) )= ti(x|t2). (1)

Pelo Postulado da Substituição (i),

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR f (t1(x|t1), . . . , tn(x|t1)) )= f (t1(x|t2), . . . , tn(x|t2)).

Ou seja,

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR f (t1, . . . , tn)(x|t1) )= f (t1, . . . , tn)(x|t2). (2)

Portanto, de (1) e (2),t1 )= t2 LAR f (t1, . . . , tn)(x|t1) )= f (t1, . . . , tn)(x|t2), donde∆(E).

• CasoE éΥx P.

Temos dáı quex nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE éΥy P.

Comox é de topo emE, ent̃aox nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.
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• CasoE é p(t1, . . . , tn).

Temos quex é de topo emt1, . . . , tn.

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, t1 )= t2 LAR ti(x|t1) )= ti(x|t2). (3)

Pelo Lema da Substituição para a Implicaç̃ao Forte em F́ormulas At̂omicas B́asicas (lema

5.4.63),

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR p(t1(x|t1), . . . , tn(x|t1)) _ p(t1(x|t2), . . . , tn(x|t2)).

Ou seja,

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR p(t1, . . . , tn)(x|t1) _ p(t1, . . . , tn)(x|t2). (4)

Portanto, de (3) e (4),t1 )= t2 LAR p(t1, . . . , tn)(x|t1) _ p(t1, . . . , tn)(x|t2). (5)

Pelo Lema da Substituição para a Implicaç̃ao Forte em F́ormulas At̂omicas B́asicas (lema

5.4.63),

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR ¬p(t1(x|t1), . . . , tn(x|t1)) _ ¬p(t1(x|t2), . . . , tn(x|t2)).

Ou seja,

t1(x|t1) )= t1(x|t2), . . . , tn(x|t1) )= tn(x|t2) LAR ¬p(t1, . . . , tn)(x|t1) _ ¬p(t1, . . . , tn)(x|t2). (6)

Portanto, de (3) e (6),t1 )= t2 LAR ¬p(t1, . . . , tn)(x|t1) _ ¬p(t1, . . . , tn)(x|t2). (7)

De (5) e (7), temos∆(E).

• CasoE éu )= v.

Comox é de topo emE, ent̃aox nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE é¬P.

Temos quex é de topo emP.

Por HI,


t1 )= t2 LAR P(x|t1) _ P(x|t2), (8)

t1 )= t2 LAR (¬P)(x|t1) _ (¬P)(x|t2). (9)

Pelo Esquema da Dupla Negação (DN) (5.4.53), temos que

 LAR P(x|t1)⇔ ¬¬P(x|t1),

LAR P(x|t2)⇔ ¬¬P(x|t2).

Dáı, de (8),t1 )= t2 LAR ¬¬P(x|t1) _ ¬¬P(x|t2). (10)

Dáı, de (9) e (10) temos∆(E).

• CasoE é P→ Q.

Temos quex é de topo emP e emQ.
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Por HI,



t1 )= t2 LAR P(x|t1) _ P(x|t2), (11)

t1 )= t2 LAR (¬P)(x|t1) _ (¬P)(x|t2), (12)

t1 )= t2 LAR Q(x|t1) _ Q(x|t2), (13)

t1 )= t2 LAR (¬Q)(x|t1) _ (¬Q)(x|t2). (14)

Do LSCI (lema 5.4.62), temos que

(¬P)(x|t1) _ (¬P)(x|t2),Q(x|t1) _ Q(x|t2) LAR (¬P)(x|t1) ∨ Q(x|t1) _
(¬P)(x|t2) ∨ Q(x|t2), ou seja,

(¬P)(x|t1) _ (¬P)(x|t2),Q(x|t1) _ Q(x|t2) LAR (¬P ∨ Q)(x|t1) ] (¬P ∨ Q)(x|t2). (15)

Portanto, de (12), (13) e (15),

t1 )= t2 LAR (¬P ∨ Q)(x|t1) _ (¬P ∨ Q)(x|t2). (16)

De (16), pelo Esquema da Implicação Material,

t1 )= t2 LAR (P→ Q)(x|t1) _ (P→ Q)(x|t2). (17)

Do LSCI (lema 5.4.62), temos que

P(x|t1) _ P(x|t2), (¬Q)(x|t1) _ (¬Q)(x|t2) LAR P(x|t1) ∧ (¬Q)(x|t1) _
P(x|t2) ∧ (¬Q)(x|t2), ou seja,

P(x|t1) _ P(x|t2), (¬Q)(x|t1) _ (¬Q)(x|t2) LAR (P ∧ ¬Q)(x|t1) _ (P ∧ ¬Q)(x|t2). (18)

De (11), (14) e (18),t1 )= t2 LAR (P ∧ ¬Q)(x|t1) _ (P ∧ ¬Q)(x|t2). (19)

De (19), pelo Esquema da Implicação Material,

t1 )= t2 LAR ¬(P→ Q)(x|t1) _ ¬(P→ Q)(x|t2). (20)

Logo, de (17) e (20),∆(E) vale quandoE é P→ Q.

• CasoE é P#Q.

O racioćınio é ańalogo ao caso anterior, utilizando o Esquema de De Morgan.

• CasoE éΨx P.

Ent̃aox nãoé livre emE, o que j́a foi considerado.

• CasoE éΨy P.

Temos quex é de topo emP.

* Subcaso:x nãoé livre emP ouy nãoé livre em{t1, t2}.
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Por HI,


t1 )= t2 LAR P(x|t1) _ P(x|t2) (21)

t1 )= t2 LAR (¬P)(x|t1) _ (¬P)(x|t2). (22)

De (21), por GEN,t1 )= t2 LAR ∀y
(
P(x|t1) _ P(x|t2)

)
.

Dáı, pelo Lema da Substituição para a Implicaç̃ao Forte e Quantificadores (5.4.65),

t1 )= t2 LAR Ψy P(x|t1) _ Ψy P(x|t2), donde

t1 )= t2 LAR (Ψy P)(x|t1) _ (Ψy P)(x|t2). (23)

De (22), por GEN,t1 )= t2 LAR ∀y
(
¬P(x|t1) _ ¬P(x|t2)

)
.

Dáı, pelo Lema da Substituição para a Implicaç̃ao Forte e Quantificadores (5.4.65),

t1 )= t2 LAR Ψ
′y¬P(x|t1) _ Ψ′y¬P(x|t2), donde

t1 )= t2 LAR (Ψ′y¬P)(x|t1) _ (Ψ′y¬P)(x|t2).

Dáı, pelo Esquema da Alternância (ALT),t1 )= t2 LAR (¬Ψy P)(x|t1) _ (¬Ψy P)(x|t2).(24)

De (23) e (24),∆(E) vale para este subcaso.

* Subcaso:x é livre emP ey é livre em{t1, t2}.

Considerez a primeira varíavel ñao livre em{t1, t2,P}.

Ψy P≈c Ψz P(y|z) (fato 5.2.25), dáı



(Ψy P)(x|t1) ≈c Ψz P(y|z)(x|t1),

(Ψy P)(x|t2) ≈c Ψz P(y|z)(x|t2),

(Ψy¬P)(x|t1) ≈c Ψz¬P(y|z)(x|t1),

(Ψy¬P)(x|t2) ≈c Ψz¬P(y|z)(x|t2).

(25)

Por HI, t1 )= t2 LAR P(y|z)(x|t1) _ P(y|z)(x|t2).

Dáı, t1 )= t2 LAR Ψz P(y|z)(x|t1) _ Ψz P(y|z)(x|t2), donde, de (25) e CGR,

t1 )= t2 LAR (Ψy P)(x|t1) _ (Ψy P)(x|t2). (43)

Por HI, t1 )= t2 LAR (¬P)(y|z)(x|t1) _ (¬P)(y|z)(x|t2).

Dáı, t1 )= t2 LAR Ψ
′z¬P(y|z)(x|t1) _ Ψ′z¬P(y|z)(x|t2), donde, de (25) e CGR,

t1 )= t2 LAR (Ψ′y¬P)(x|t1) _ (Ψ′y¬P)(x|t2).

Dáı, pelo Esquema da Alternância (ALT),

t1 )= t2 LAR (¬Ψy P)(x|t1) _ (¬Ψy P)(x|t2). (44)

De (43), (44) temos que vale∆(E) para este subcaso.

�
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5.4.88. Esquema Geral do∀∀∀-Eliminação.

• Sex é de topo pontual emP, ent̃ao ex(t),∀x P LAR P(x|t).

Prova:

1 x é de topo pontual emP hip

2 ex(t) pr

3 ∀x P pr

4 y nãoé livre em{t,P} dsg

5 t )= y sup

6 P(x|y) 3,∀-el

7 t )= y→ P(x|y) 5, 6, RD

8 ∀y
(
t )= y→ P(x|y)

)
7, GEN

9 y é de topo pontual emP(x|y) 1

10 P(x|y)(y|t) 4, 9, 2, 8, GLOB

11 P(x|t) 4, 10, fato 5.2.25, CGR

5.4.89. Esquema Geral do∃∃∃-Introduç ão.

• Sex é de topo emP, ent̃ao ex(t),P(x|t) LAR ∃x P.

Prova:

1 x é de topo emP hip

2 ex(t) pr

3 P(x|t) pr

4 y nãoé livre em{t,P} dsg

5 ∃y (t )= y) 2, 4, esćolio 5.4.68

6 t )= y sup

7 P(x|y) 1, 6, 3, EGIA

8 ∃x P 7,∃-int

9 ∃x P 4, 5, 6, 7,∃-el



136

5.4.90. Lei do Contexto.

(i) Sex é de topo emQ, ent̃aoQ(x|Υx P) LAR ∀x (P _ Q).

(ii) Se x é de topo pontual emQ, ent̃ao∃x P,∀x (P _ Q) LAR Q(x|Υx P).

(iii) Se x1, . . . , xn são de topo emQ, ent̃ao

Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) LAR ∀x1 . . .∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q).

(iv) Se

x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

para quaisqueri, j ∈ {1, . . . ,n}, sei , j, ent̃aoxi nãoé livre emPj,
ent̃ao

∃x1 P1 . . .∃xn Pn,∀x1 . . .∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q) LAR Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn).

Prova de(i):

1 x é de topo emQ hip

2 Q(x|Υx P) pr

3 P sup

4 Υx P )= x 3, DESCR

5 Q(x|x) 1, 4, 2, EGIA

6 Q 5

7 P _ Q 3, 6, RDF

8 ∀x (P _ Q) 7, GEN

Prova de(ii):

1 x é de topo pontual emQ hip

2 ∃x P pr

3 ∀x (P _ Q) pr

4 P _ Q 3,∀-el

5 ex(Υx P) 2, esćolio 5.4.71

6 Υx P )= x sup

7 P(x|x) 6, DESCR

8 P 7

9 Q 8, 4, MPF

10 Υx P )= x→ Q 6, 9, RD

11 ∀x
(
Υx P )= x→ Q

)
10, GEN

12 Q(x|Υx P) 1, 5, 11, GLOB
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Prova de(iii):

Seja∆(n): para quaisquerx1, . . . , xn, para quaisquerP1, . . . ,Pn e para qualquerQ, sex1, . . . , xn

são de topo emQ, ent̃ao

Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) LAR ∀x1 . . .∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q)

1 x1, . . . , xn, xn+1 são de topo emQ hip

2 Q(x1, . . . , xn, xn+1|Υx1P1, . . . ,ΥxnPn,Υxn+1 Pn+1) pr

3 y1, . . . , yn, yn+1 são varíaveis distintas ñao livres em{−→x , xn+1,
−→
P ,Pn+1,Q} dsg

4 Q(x1, . . . , xn, xn+1|y1, . . . , yn, yn+1)(y1, . . . , yn, yn+1|Υx1P1, . . . ,ΥxnPn,Υxn+1 Pn+1) 2, 3, fato 5.2.25

5 R é Q(x1, . . . , xn, xn+1|y1, . . . , yn, yn+1) dsg

6 R(y1, . . . , yn, yn+1|Υx1P1, . . . ,ΥxnPn,Υxn+1 Pn+1) 4, 5

7 R(y1, . . . , yn, yn+1|Υy1P1(x1|y1), . . . ,ΥynPn(xn|yn),Υyn+1 Pn+1(xn+1|yn+1)) 6, 3, fato 5.2.25

8 R(y1, . . . , yn|Υy1P1(x1|y1), . . . ,ΥynPn(xn|yn))(yn+1|Υyn+1 Pn+1(xn+1|yn+1)) 7, fato 5.2.25

9 yn+1 é de topo emR(y1, . . . , yn|Υy1P1(x1|y1), . . . ,ΥynPn(xn|yn)) 1, 3, 5

10 ∀yn+1(Pn+1(xn+1|yn+1) _ R(y1, . . . , yn|Υy1P1(x1|y1), . . . ,ΥynPn(xn|yn)) 9,8,(i)

11 y1, . . . , yn são de topo emR 1, 3, 5

12 ∀yn+1(Pn+1(xn+1|yn+1) _ ∀y1 . . .∀yn(P1(x1|y1) ∧ . . . ∧ Pn(xn|yn) _ R)) 10,11, HI

13 ∀yn+1∀y1 . . .∀yn(Pn+1(xn+1|yn+1) _ (P1(x1|y1) ∧ . . . ∧ Pn(xn|yn) _ R)) 12, TQ

14 ∀y1 . . .∀yn,∀yn+1(P1(x1|y1) ∧ . . . ∧ Pn(xn|yn) ∧ Pn+1(xn+1|yn+1) _ R)) 13, IE

15 S é P1(x1|y1) ∧ . . . ∧ Pn(xn|yn) ∧ Pn+1(xn+1|yn+1) _ R dsg

16 S(y1, . . . , yn, yn+1|x1, . . . , xn, xn+1) ≈c P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q 15,5,3,fato 5.2.25

17 ∀x1 . . .∀xn+1(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Pn+1 _ Q) 14,15,16,fato 5.2.25
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Prova de(iv):

Seja∆(n):

Se

* x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

* para quaisqueri, j ∈ {1, . . . ,n}, sei , j, ent̃aoxi nãoé livre emPj,

ent̃ao

∃x1 P1 . . .∃xn Pn,∀x1 . . .∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q) LAR Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn).

1 x1, . . . , xn, xn+1 são de topo pontuais emQ hip

2 para quaisqueri, j ∈ {1, . . . ,n}, sei , j ent̃aoxi nãoé livre emPj hip

3 ∃x1 P1 . . .∃xn Pn pr

4 ∃xn+1 Pn+1 pr

5 ∀x1 . . .∀xn∀xn+1(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Pn+1 _ Q) pr

6 Pn+1 sup

7 P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Pn+1 _ Q 5,∀-el

8 Pn+1 ∧ P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q 7, 8

9 Pn+1 _ P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q 8, IE

10 P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q 6, 9, MPF

11 ∀x1 . . .∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q) 10, GEN

12 Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) 1, 2, 3, 11, HI

13 Pn+1 _ Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) 6, 12, RDF

14 ∀xn+1(Pn+1 _ Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn)) 13, GEN

15 xn+1 é de topo pontual emQ(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) 1, 2

16 Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn)(xn+1|Υxn+1Pn+1) 1, 5, 14, (ii)

17 Q(x1, . . . , xn, xn+1|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn,Υxn+1Pn+1) 1,6,2,fato 5.2.25

5.4.91 Coroĺario.

• Se


x é de topo pontual emQ,

Q é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de f́ormula at̂omica b́asica,

ent̃ao LAR Q(x|Υx P) ] ∀x (P _ Q).

• Se


x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

Q é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de f́ormula at̂omica b́asica,

sei , j,ent̃aoxi nãoé livre emPj

ent̃ao LAR Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) ] ∀x1 . . .∀xn (P1 ∧ . . . ∧ Pn _ Q).
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Prova de(i):

1 x é de topo pontual emQ hip

2 Q é uma f. at. b́asica ou uma negação de f. at. b́asica hip

3 Q(x|Υx P) sup

4 ∀x (P _ Q) 1, 3, Lei do Contexto (i)

5 Q(x|Υx P) _ ∀x (P _ Q) 3, 4, RDF

6 ∀x (P _ Q) sup

7 ex(Υx P) ∨ vac(Υx P) lema 5.4.73

8 ∃x P∨ vac(Υx P) 7, esćolio 5.4.71

9 ∃x P sup

10 Q(x|Υx P) 1, 9, 6, Lei do Contexto (ii)

11 ∃x P_ Q(x|Υx P) 9, 10, RDF

12 vac(Υx P) _ Q(x|Υx P) 1, 2, VAC, RDF

13 Q(x|Υx P) 8, 11, 12, PCF

14 ∀x (P _ Q) _ Q(x|Υx P) 6, 13, RDF

15 ∀x (P _ Q) ] Q(x|Υx P) 5, 14,∧-int, def. 5.4.21

5.4.92. Esquema da Globalizaç̃ao (GLOB).

• Se


x nãoé livre emt,

x é de topo pontual emP,

ent̃ao ex(t) LAR ∀x
(
t )= x→ P

)
] P(x|t).

Prova:
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1 x nãoé livre emt hip

2 x é de topo pontual emP hip

3 ex(t) pr

4 ∀x
(
t )= x→ P

)
sup

5 P(x|t) 1, 2, 3, 4, GLOB

6 ∀x
(
t )= x→ P

)_ P(x|t) 4, 5, RDF

7 P(x|t) sup

8 t )= x sup

9 P(x|x) 2, 8, 7, EGIA

10 P 9

11 t )= x→ P 8, 10, RD

12 ∀x (t )= x→ P) 11, GEN

13 P(x|t) _ ∀x (t )= x→ P) 7, 12, RDF

14 ∀x
(
t )= x→ P

)
] P(x|t) 6, 13,∧-int, def, 5.4.21

5.4.93. Esquema da Globalizaç̃ao Generalizado.

• Se


x1, . . . , xn não s̃ao livres emt1, . . . , tn,

x1, . . . , xn são de topo pontuais emP,
ent̃ao

ex(t1), . . . ,ex(tn) LAR ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ P

)
] P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn).

Prova:

Suponha que


x1, . . . , xn não s̃ao livres emt1, . . . , tn, (1)

x1, . . . , xn são de topo pontuais emP. (2)

Considere que



−→z = −→x + xn+1,
−→v =

−→
t + tn+1,

−→w = −→y + yn+1,
−→w não ocorre em{−→z ,−→v ,P}.
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1 ex(t1), . . . ,ex(tn),ex(tn+1) pr

2 ∀
−→z
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1→ P

)
sup

3 ∀
−→w
(
t1 )= y1 ∧ . . . ∧ tn )= yn ∧ tn+1 )= yn+1→ P(−→z |−→w )

)
2, CGR

4 ∀
−→w
(
t1 )= y1 ∧ . . . ∧ tn )= yn ∧ tn+1 )= yn+1→ P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1)

)
3, CGR, fato 5.2.25

5 t1 )= y1 ∧ . . . ∧ tn )= yn ∧ tn+1 )= yn+1→ P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1) 4,∀-el

6 t1 )= y1, . . . , tn )= yn sup

7 tn+1 )= yn+1 sup

8 t1 )= y1 ∧ . . . ∧ tn )= yn ∧ tn+1 )= yn+1 6, 7,∧-int

9 P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1) 8, 5, MP

10 ∀yn+1
(
tn+1 )= yn+1→ P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1)

)
7, 9, RD, GEN

11 P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1)(yn+1|tn+1) 1, 10, GLOB

12 ∀
−→y
(
t1 )= y1, . . . , tn )= yn→ P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1)(yn+1|tn+1)

)
7, 11, RD-GEN, GEN

13 P(−→x |−→y )(xn+1|yn+1)(yn+1|tn+1)(−→y |−→t ) 1, 12, GLOB (HI)

14 P(−→z |−→w )(−→w |−→v ) 13, fato 5.2.25

15 P(−→z |−→v ) 14, CGR

16 ∀
−→z
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1→ P

)_ P(−→z |−→v ) 2, 15, RDF

17 P(−→z |−→v ) sup

18 P(x1, . . . , xn, xn+1|t1, . . . , tn, tn+1) 17

19 t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1 sup

20 P(x1, . . . , xn, xn+1|x1, . . . , xn, xn+1) 19, 18, EGIA

21 P 20

22 ∀
−→z
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1→ P

)
19, 21, RD, GEN

23 P(−→z |−→v ) _ ∀
−→z
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1→ P

)
17, 22, RDF

24 ∀
−→z
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ tn+1 )= xn+1→ P

)
] P(−→z |−→v ) 16, 23, def.5.2.26

�

5.4.94. Esquema da Vacuidade Generalizado.

• Se


P é uma f́ormula at̂omica b́asica ou uma negação de f́ormula at̂omica b́asica,

para cadai ∈ {1, . . . ,n}, xi possui uma ocorrência de topo emP,

ent̃ao vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn) LAR P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn).

Prova:
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Suponha que

P é uma f́ormula at. b́asica ou uma negação de f́ormula at. b́asica, (1)

para cadai ∈ {1, . . . ,n}, xi possui uma ocorrência de topo emP. (2)

Considere que


−→y não ocorre em{−→x ,−→t ,P},
−→z = −→y − yi,
−→v =

−→
t − ti.

De (2), temos que, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, yi possui uma ocorrência de topo emP(−→x |−→y ),

dondeyi possui uma ocorrência de topo emP(−→x |−→y )(−→z |−→v ). (3)

De (1), (3) e VAC, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, vac(ti) LAR P(−→x |−→y )(−→z |−→v )(yi |ti).

MasP(−→x |−→y )(−→z |−→v )(yi |ti) ≈c P(−→x |−→y )(−→y |−→t ) ≈c P(−→x |−→t ),

donde, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, vac(ti) LAR P(−→x |−→t ).

Logo, vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn) LAR P(−→x |−→t ), ou seja,

vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn) LAR P(x1, . . . , xn|t1, . . . , tn).

�

5.5 Eliminação de Descriç̃oes

Considerando as funçõessai (definiç̃ao 5.3.34) eeld (definiç̃ao 5.3.23), fornecemos a se-

guir alguns resultados, os quais são a express̃ao sint́atica dos resultados apresentados na seção

5.3. Ao final desta seção, a correç̃ao e completude de LAR são demonstradas, baseando-se na

traduç̃ao de LAR para LEC.

5.5.1 Lema.Sex nãoé livre emt, ent̃ao LAR form(t, x) ] t )= x.

Prova:

Suponha quex nãoé livre emt.

• Casot é uma constantec.

Da definiç̃ao 5.3.19, temos de imediato queLAR form(c, x) ] c )= x.

• Casot é uma varíavely distinta dex.

Analogamente ao caso anterior,LAR form(y, x) ] y )= x.
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• Casot é f (u1, . . . ,un).

Pela definiç̃ao 5.3.19,

form( f (u1, . . . ,un), x) =

∃x1 . . .∃xn (form(u1, x1) ∧ . . . ∧ form(un, xn) ∧ f (x1, . . . , xn) )= x), ondex1, . . . , xn são as

primeiras varíaveis distintas entre si e não livres emx e em f (u1, . . . ,un).

Por HI,

LAR form( f (u1, . . . ,un), x)]∃x1 . . .∃xn (u1 )= x1 ∧ . . . ∧ un )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= x).

Dáı, pelo Esquema da Função (FUNC) (5.4.51),

LAR form( f (u1, . . . ,un), x) ] f (u1, . . . ,un) )= x.

• Casot éΥx P.

Pela definiç̃ao 5.3.19, form(Υx P, x) = P.

Pelo Esquema da Descrição (DESCR) (5.4.50),LAR P ] Υx P )= x.

Logo, LAR form(Υx P, x) ] Υx P )= x.

• Casot éΥy P.

Pela definiç̃ao 5.3.19, form(Υy P, x) = P(y|x).

Pelo Esquema da Descrição (DESCR) (5.4.50),LAR P(y|x) ] Υy P )= x.

Logo, LAR form(Υy P, x) ] Υy P )= x.

�

5.5.2 Lema.Sex1, . . . , xn não s̃ao livres emt1, . . . , tn, ent̃ao

(i) LAR p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
.

(ii) LAR ¬p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ ¬p(x1, . . . , xn)

)
.

Prova de(i):
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1 x1, . . . , xn não s̃ao livres emt1, . . . , tn hip

2 p(t1, . . . , tn) sup

3 t1 )= x1, . . . , tn )= xn sup

4 p(x1, . . . , xn) 3, 2, SUBST (ii)

5 t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn) 3, 4, RD (5.4.14)

6 ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
5, GEN

7 p(t1, . . . , tn) _ ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
2, 6, RDF

8 ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
sup

9
(
ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn)

)
∨
(
vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn)

)
lema 5.4.73

10 ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn) sup

11 p(t1, . . . , tn) 1, 10, 8, GLOB Gener.

12 ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn) _ p(t1, . . . , tn) 10, 11, RDF

13 vac(t1) ∨ . . . ∨ vac(tn) _ p(t1, . . . , tn) VAC Gener., RDF

14 p(t1, . . . , tn) 9, 12, 13, PCF

15 ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)_ p(t1, . . . , tn) 8, 14, RDF

16 p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
7, 15,∧-int

Esboço da prova de(ii): análogaà prova de (i), utilizando-se o item (iii) do Postulado da

Substituiç̃ao (SUBST).

5.5.3 Teorema.

• LAR P ] PS.

• LAR ¬P ] ¬(PN).

Prova:

Para esta prova, definimos24


form(P) = P,

form(t) = form(t, x), ondex é a primeira varíavel ñao livre emt.

Definimos tamb́em


tS = form(t)S,

tN = form(t)N.

Dáı, para cada designadorD, definimosDS e DN. Vamos mostrar, por indução sobreD, que:

• ∆1(D) : LAR form(D) ] form(D)S;

• ∆2(D) : LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N);

24Para termos, utilizamos a função form definida em 5.3.19.
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• ∆(D) = ∆1(D) e∆2(D).

• CasoD é uma constantec.

form(D) = c )= x.

form(D)S = (c )= x)S = c )= x.

Logo, LAR form(c) ] form(c)S, donde temos que∆1(D) vale parac.

¬ form(D) = ¬(c )= x).

¬(form(D)N) = ¬(c )= x).

Dáı, LAR ¬ form(c) ] ¬(form(c)N), donde temos que∆2(D) vale parac.

Portanto, vale∆(D).

• CasoD é uma varíavely.

Analogamente ao caso anterior, temos que vale∆(D).

• CasoD é f (t1, . . . , tn).

Sejax a primeira varíavel ñao livre emt1, . . . , tn.

Sejamx1, . . . , xn as primeiras variáveis ñao livres emt1, . . . , tn, x.

Pela definiç̃ao 5.3.19,

form(D) = ∃x1 . . .∃xn (form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn) ∧ f (x1, . . . , xn) )= x). (1)

form(D)S = ∃x1 . . . ∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ ( f (x1, . . . , xn) )= x)S

)
.(2)

Por HI,


para cadai ∈ {1, . . . ,n}, LAR form(ti) ] form(ti)S,

LAR f (t1, . . . , tn) )= x ] ( f (t1, . . . , tn) )= x)S.
(3)

De (1), (2) e (3),LAR form(D) ] form(D)S. Logo,∆1(D).

¬ form(D) = ¬∃x1 . . .∃xn (form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn) ∧ f (x1, . . . , xn) )= x). (4)

¬(form(D)N) = ¬∃x1 . . . ∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ ( f (x1, . . . , xn) )= x)S

)
.(5)

Dáı, (3), (4) e (5), LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N). Logo,∆2(D).

Portanto, vale∆(D).

• CasoD éΥx P.

Sejay a primeira varíavel ñao livre emΥx P.

Pela definiç̃ao 5.3.19, form(D) = form(Υx P, y) = P(x|y).

form(D)S = P(x|y)S.

Por HI, LAR P(x|y) ] P(x|y)S. Dáı, LAR form(D) ] form(D)S, donde∆1(D).

¬ form(D) = ¬ form(Υx P, y) = ¬P(x|y).

¬(form(D)N) = ¬(P(x|y)N).
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Por HI, LAR ¬P(x|y) ] ¬(P(x|y)N). Dáı, LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N), donde∆2(D).

Portanto, vale∆(D).

• CasoD é p(t1, . . . , tn).

Considerex1, . . . , xn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn.

Pela definiç̃ao 5.3.19, form(D) = p(t1, . . . , tn).

Pelo lema 5.5.2 (i),

LAR p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ p(x1, . . . , xn)

)
,

donde pelo lema 5.5.1,

LAR p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn)→ p(x1, . . . , xn)

)
. (6)

Pela definiç̃ao 5.3.23, temos que

form(D)S = ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)

)
. (7)

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, LAR form(ti , xi) ] form(ti , xi)S. (8)

Logo, LAR form(D) ] form(D)S, donde∆1(D).

Pela definiç̃ao 5.3.19,¬ form(D) = ¬p(t1, . . . , tn).

Pelo lema 5.5.2 (ii),

LAR ¬p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn→ ¬p(x1, . . . , xn)

)
,

donde pelo lema 5.5.1,

LAR ¬p(t1, . . . , tn) ] ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn)→ ¬p(x1, . . . , xn)

)
. (9)

Pela definiç̃ao 5.3.23, temos

¬(form(D)N) = ¬∃x1 . . .∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)

)
. (10)

Por HI, para cadai ∈ {1, . . . ,n}, LAR form(ti , xi) ] form(ti , xi)S. (11)

Como LAR ¬∃x1 . . .∃xn
(
form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn) ∧ p(x1, . . . , xn)

)
]

∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1) ∧ . . . ∧ form(tn, xn)→ ¬p(x1, . . . , xn)

)
,

temos de (9), (10) e (11) queLAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N), donde∆2(D).

Logo, vale∆(D).

• CasoD é t′ )= t.

* Subcaso:t é um termo ñao puro.

Considerex a primeira varíavel ñao livre emt′, t.

Pela definiç̃ao 5.3.19, form(D) = form(t′ )= t) = t′ )= t. (12)

Pela definiç̃ao 5.3.23, form(D)S = form(t′ )= t)S = ∀x
(
(t )= x)S→ (t′ )= x)S

)
. (13)

Por HI, LAR form(D)S ] ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
. (14)

Pelo Esquema da Extensão (5.4.52), temos queLAR t′ )= t ] ∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
.
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Dáı e de (12), (13) e (14),LAR form(D) ] form(D)S, donde∆1(D).

¬ form(D) = ¬(t′ )= t). (15)

¬(form(D)N) = ¬
(
(t′ )= t)N

)
= ¬∀x

(
(t )= x)S→ (t′ )= x)S

)
.

Por HI, LAR ¬(form(D)N) ] ¬∀x
(
t )= x→ t′ )= x

)
. (16)

Pelo Esquema da Extensão (5.4.52), como ambas são fórmulas puras, temos

LAR ¬
(
t′ )= t

)
]¬∀x

(
t )= x→ t′ )= x

)
.

Dáı, de (15) e (16),LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N). Logo,∆2(D). Portanto, vale∆(D).

* Subcaso:t é um termo puro.

◦ Subsubcaso:t′ é f (t1, . . . , tn).

Ent̃aoD é da formaf (t1, . . . , tn) )= t, ondet é um termo puro.

Considerex1, . . . , xn as primeirasn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn, t.

form(D) = f (t1, . . . , tn) )= t. (17)

form(D)S =
(
f (t1, . . . , tn) )= t

)
S=

∃x1 . . .∃xn
((

t1 )= x1
)
S ∧ . . . ∧

(
tn )= xn

)
S ∧
(
f (x1, . . . , xn) )= t

)
S

)
Por HI, LAR form(D)S]∃x1 . . .∃xn

(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= t

)
.(18)

Comot é puro, pelo Esquema da Função (5.4.51),

LAR f (t1, . . . , tn) )= t ] ∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= t

)
.

Dáı e de (17) e (18), temos queLAR form(D) ] form(D)S, ou seja,∆1(D).

¬ form(D) = ¬
(
f (t1, . . . , tn) )= t

)
. (19)

¬(form(D)N) = ¬
((

f (t1, . . . , tn) )= t
)
N

)
=

¬∃x1 . . .∃xn
((

t1 )= x1
)
S ∧ . . . ∧

(
tn )= xn

)
S ∧
(
f (x1, . . . , xn) )= t

)
S

)
.

Por HI,

LAR ¬(form(D)N) ] ¬∃x1 . . .∃xn
(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= t

)
. (20)

Pelo Esquema da Função (5.4.51), como ambas são fórmulas puras,

LAR ¬
(
f (t1, . . . , tn) )= t

)
]¬∃x1 . . .∃xn

(
t1 )= x1 ∧ . . . ∧ tn )= xn ∧ f (x1, . . . , xn) )= t

)
.

Dáı, de (19) e (20), temos queLAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N), ou seja,∆2(D).

Portanto, vale∆(D).

◦ Subsubcaso:t′ éΥx Q.

Ent̃aoD é da formaΥx Q )= t, ondet é um termo puro.

form(D) = Υx Q )= t. (21)

form(D)S = (Υx Q )= t)S = QS(x|t).

Pelo Esquema da Descrição (5.4.50), LAR Υx Q )= t ] Q(x|t), donde por HI, LAR
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Υx Q )= t ] QS(x|t).

Portanto, de (21) e (22),LAR form(D) ] form(D)S, ou seja,∆1(D).

¬ form(D) = ¬(Υx Q )= t). (23)

¬(form(D)N) = ¬
(
(Υx Q )= t)N

)
= ¬(QS(x|t)).

Por HI, LAR ¬(form(D)N) ] ¬(Q(x|t)) (24)

Pelo Esquema da Descrição, como ambas são fórmulas puras, temos que

LAR ¬
(
Υx Q )= t

)
] ¬
(
QS(x|t)

)
. (25)

Logo, de (23), (24) e (25),LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N), ou seja,∆2(D).

Portanto, vale∆(D).

• CasoD é¬Q.

Por HI,

 LAR Q ] QS; (26)

LAR ¬Q ] ¬(QN). (27)

De (27), como¬(QN) = (¬Q)S, temos LAR ¬Q ] (¬Q)S, ou seja,∆1(D).

Pelo Esquema da Dupla Negação (DN), LAR Q⇔ ¬¬Q e LAR QS⇔ ¬¬QS.

Dáı e de (26),LAR ¬¬Q ] ¬¬QS. Como¬¬QS = ¬((¬Q)N), temos

LAR ¬¬Q ] ¬((¬Q)N), ou seja,∆2(D). Portanto, vale∆(D).

• CasoD é Q→ R.

Por HI,



LAR Q ] QS;

LAR ¬Q ] ¬(QN);

LAR R] RS;

LAR ¬R] ¬(RN).

LAR (Q→ R) ] (¬Q ∨ R) ]HI (¬(QN) ∨ RS) ] (QN → RS) ] (Q→ R)S.

Logo, LAR form(D) ] form(D)S, donde∆1(D).

LAR ¬(Q→ R) ] (Q ∧ ¬R) ]HI (QS ∧ ¬(RN)) ] ¬(QS→ RN) ] ¬((Q→ R)N).

Ou seja,LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N). Logo,∆2(D). Dáı, vale∆(D).

• CasoD é Q ∧ R.

LAR (Q ∧ R) ]HI (QS ∧ RS) ] (Q ∧ R)S. Ou seja,LAR form(D) ] form(D)S, donde∆1(D).

LAR ¬(Q ∧ R) ] (¬Q ∨ ¬R) ]HI (¬(QN) ∨ ¬(RN)) ] ¬(QN ∧ RN) ] ¬((Q ∧ R)N).

Dáı, LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N). Logo,∆2(D).

Portanto, vale∆(D).

• CasoD é Q ∨ R, o racioćınio é ańalogo ao caso anterior.

• CasoD é∀x Q.
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form(D) = ∀x Q.

form(D)S = (∀x Q)S = ∀x QS.

Por HI, LAR form(D)S ] ∀x Q, ou seja,LAR form(D) ] form(D)S. Logo,∆1(D).

¬ form(D) = ¬∀x Q.

¬(form(D)N) = ¬((∀x Q)N) = ¬∀x QN.

Temos de ALT queLAR ¬(form(D)N) ] ∃x¬(QN), donde por HI

LAR ¬(form(D)N) ] ∃x¬Q, donde, por ALT,LAR ¬(form(D)N) ] ¬∀xQ.

Dáı, LAR ¬ form(D) ] ¬(form(D)N). Logo,∆2(D). Portanto, vale∆(D).

• CasoD é∃x Q, o racioćınio é ańalogo ao caso anterior.

�

ComoPS e PN são fórmulas puras, valem os corolários abaixo.

5.5.4 Coroĺario. (i) LAR (P→ Q) ] (PN → QS);

(ii) LAR (P↔ Q) ] (
(PN → QS) ∧ (QN → PS)

)
;

(iii) LAR (P _ Q)⇔ (PS→ QS);

(iv) LAR (P ] Q)⇔ (PS↔ QS);

(v) LAR (P⇒ Q)⇔ (PS→ QS) ∧ (PN → QN);

(vi) LAR (P⇔ Q)⇔ (PS↔ QS) ∧ (PN ↔ QN).

Prova de(i):

P→ Q

] teorema 5.5.3

(P→ Q)S

] definiç̃ao 5.3.23

PN → QS

Prova de(ii): Segue-se do item (i).

Prova de(iii):

P _ Q

] lema 5.4.80

Υx Q )= Υx P
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] teorema 5.5.3

(Υx Q )= Υx P)S

] definiç̃ao 5.3.23

∀x
((
Υx P )= x

)
S→
(
Υx Q )= x

)
S

)
] Esquema da Descrição (5.4.50)

∀x (PS→ QS)

] ∀-el

PS→ QS

Prova de(iv): Segue-se do item (iii).

Prova de(v):

P⇒ Q

] definiç̃ao 5.4.22

(P _ Q) ∧ (¬Q _ ¬P)

] item (iii), definiç̃ao 5.3.23

(PS→ QS) ∧ (¬QN → ¬(PN))

] Contraposiç̃ao

(PS→ QS) ∧ (PN → QN)

Prova de(vi): Segue-se do item (v).

5.5.5. Modus Ponens (reescrita). PN,P→ Q LAR Q.

Prova:
1 PN,PN → QS LAR QS MP

2 PN, (P→ Q)S LAR QS 1, def. 5.3.23

3 PN,P→ Q LAR (P→ Q)S teorema 5.5.3

4 PN,P→ Q LAR PN RFL

5 PN,P→ Q LAR QS 4, 3, 2, CAD

6 QS LAR Q teorema 5.5.3

7 PN,P→ Q LAR Q 5, 6, CAD
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5.5.6. Regra da Deduç̃ao (reescrita).
Γ,PN LAR Q

Γ LAR P→ Q
.

Prova:
1 Γ,PN LAR Q hip

2 Q LAR QS teorema 5.5.3

3 Γ,PN LAR QS 1, 2, CAD

4 Γ LAR PN → QS 3, RD

5 Γ LAR (P→ Q)S 4, def. 5.3.23

6 Γ LAR P→ Q 5, teorema 5.5.3

5.5.7. Regra do¬-Introduç ão (reescrita).

(i)
Γ,P LAR Q Γ,P LAR ¬(QS)

Γ LAR ¬(PS)
.

(ii)
Γ,P LAR QN Γ,P LAR ¬Q

Γ LAR ¬(PS)
.

(iii)
Γ,PN LAR Q Γ,PN LAR ¬(QS)

Γ LAR ¬P
.

(iv)
Γ,PN LAR QN Γ,PN LAR ¬Q

Γ LAR ¬P
.

Prova de(i):

1 Γ,P LAR Q hip

2 Γ,P LAR ¬(QS) hip

3 Q LAR QS teorema 5.5.3

4 Γ,P LAR QS 1, 3, CAD

5 Γ,PS LAR QS 4, teorema 5.5.3

6 Γ,PS LAR ¬(QS) 2, teorema 5.5.3

7 Γ LAR ¬(PS) 5, 6,¬-int
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Prova de(ii):

1 Γ,P LAR QN hip

2 Γ,P LAR ¬Q hip

3 Γ,P LAR (¬Q)S 2, teorema 5.5.3

4 Γ,P LAR ¬(QN) 3, def. 5.3.23

5 Γ,PS LAR QN 1, teorema 5.5.3

6 Γ,PS LAR ¬(QN) 4, teorema 5.5.3

7 Γ LAR ¬(PS) 5, 6,¬-int

Prova de(iii):

1 Γ,PN LAR Q hip

2 Γ,PN LAR ¬(QS) hip

3 Q LAR QS teorema 5.5.3

4 Γ,PN LAR QS 1, 3, CAD

5 Γ LAR ¬(PN) 2, 4,¬-int

6 Γ LAR (¬P)S 5, def. 5.3.23

7 Γ LAR ¬P 6, teorema 5.5.3

Prova de(iv):

1 Γ,PN LAR QN hip

2 Γ,PN LAR ¬Q hip

3 ¬Q LAR (¬Q)S teorema 5.5.3

4 Γ,PN LAR (¬Q)S 2, 3, CAD

5 Γ,PN LAR ¬(QN) 4, def. 5.3.23

6 Γ LAR ¬(PN) 1, 5,¬-int

7 Γ LAR (¬P)S 6, def. 5.3.23

8 Γ LAR ¬P 7, teorema 5.5.3
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5.5.8 Lema.SeP1, . . . ,Pn são fórmulas puras, então

(i) ∃x1P1, . . . ,∃xnPn LAR

∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q) _ ∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q).

(ii) ∃x1P1, . . . ,∃xnPn LAR

∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q) _ ∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q).

(iii) ∃!x1P1, . . . ,∃!xnPn LAR

∀x1...∀xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn→ Q) ] ∃x1 . . .∃xn(P1 ∧ . . . ∧ Pn ∧ Q).

Prova: A validade deste lema decorre da validade do mesmo em LEC (lema 3.3.12).

�

5.5.9 Definiç̃ao. Considerando #∈ {∧,∨,→} e Ψ ∈ {∀,∃}, definimos nas cláusulas abaixo

quando uma dada fórmulaP éexistencial, fixa, unı́voca, vácuaouambı́gua:

• ex(p(t1, . . . , tn))
 ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn);

• ex(¬P)
 ex(P);

• ex(P # Q)
 ex(P) ∧ ex(Q);

• ex(Ψx P)
 ∀x ex(P);

• fix(p(t1, . . . , tn))
 fix(t1) ∧ . . . ∧ fix(tn);

• fix(¬P)
 fix(P);

• fix(P # Q)
 fix(P) ∧ fix(Q);

• fix(Ψx P)
 ∀x fix(P);

• un(P)
 ex(P) ∧ fix(P);

• vac(P)
 ¬ex(P);

• amb(P)
 ¬ fix(P);

• “ex(P)” é lido “todos os termos de topo emP são existenciais”, ou simplesmente “P é exis-

tencial”;

• “fix( P)” é lido “todos os termos de topo emP são fixos”, ou simplesmente “P é fixo”;

• “un(P)” é lido “todos os termos de topo emP são uńıvocos”, ou simplesmente “P é uńıvoco”;

• “vac(P)” é lido pelo menos um termo de topo emP é vácuo”, ou simplesmente “P é vácuo”;

• “amb(P)” é lido “pelo menos um termo de topo emP é amb́ıguo”, ou simplesmente “P é

amb́ıguo”.

5.5.10 Esćolio. SeP é uma f́ormula pura, então LAR un(P).

Esboço da prova:Prova-se por recursão sobre f́ormulas. �
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5.5.11 Lema.SejaR uma f́ormula em que nenhuma descrição de topo está no escopo de uma

variável em R. Ent̃ao existemx1, . . . , xn,P1, . . . ,Pn,Q tais que
Q é uma f́ormula pura,

x1, . . . , xn são varíaveis de topo pontuais emQ,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥx1 P1, . . . ,Υxn Pn,

eR≈c Q(x1, . . . , xn | Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn).

Esboço da prova:Conseq̈uência imediata do fato 5.2.23. �

5.5.12 Exemplos.Como exemplos da situação descrita pelo lema acima, temos:

• p
(
Υx Q1, f (Υy Q2,Υz Q3)

)
≈c p
(
x, f (y, z)

)(
x, y, z |Υx Q1,Υy Q2,Υz Q3

)
.

• p
(
Υx q(x, y, z),Υy r(x, y, z),Υz s(x, y, z)

)
≈c

p
(
x1, y1, z1

)(
x1, y1, z1 |Υx1 q(x1, y, z),Υy1 r(x, y1, z),Υz1 s(x, y, z1)

)
.

5.5.13 Lema.

(i) Sex é de topo pontual emQ, ent̃ao

∃x P LAR Q(x|Υx P) ] ∀x (PS→ Q).

(ii) Se

{x1, . . . , xn são varíaveis de topo pontuais emQ,

x1, . . . , xn não s̃ao livres em{Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn},
ent̃ao

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR

Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q).

Esboço da prova:Coroĺario da Lei do Contexto (5.4.90). �

5.5.14 Teorema.SejaP uma f́ormula onde nenhuma descrição de topo está no escopo de al-

guma varíavel emP. Ent̃ao existemx1, . . . , xn,P1, . . . ,Pn,Q tais que
Q é uma f́ormula pura,

x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥx1 P1, . . . ,Υxn Pn,
e

(i) ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PS⇔ ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q).

(ii) ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PN ⇔ ∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q).

Prova de(i):

Pelo lema 5.5.11, temos queP ≈c Q(x1, . . . , xn | Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn),
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onde


Q é uma f́ormula pura,

x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥx1 P1, . . . ,Υxn Pn.

Do lema 5.5.13 (ii), temos que

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR

Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q).

Dáı, ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR P ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q).

Como, pelo teorema 5.5.3,LAR P ] PS, temos

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PS ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q). (1)

Dáı, como ambosPS e∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q) são fórmulas puras, então

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR ¬(PS) ] ¬∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q). (2)

De (1) e (2), pelo lema 5.4.49,

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PS⇔ ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q).

Prova de(ii):

Pelo lema 5.5.11, temos que¬P ≈c ¬Q(x1, . . . , xn | Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn),

onde


¬Q é uma f́ormula pura,

x1, . . . , xn são de topo pontuais em¬Q,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥx1 P1, . . . ,Υxn Pn.

Do lema 5.5.13 (ii), temos que

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR

¬Q(x1, . . . , xn|Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn) ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ ¬Q).

Dáı, ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR ¬P ] ∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ ¬Q), donde

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR ¬P ] ¬∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q).

Como, pelo teorema 5.5.3,LAR ¬P ] ¬(PN), temos

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR ¬(PN) ] ¬∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q). (1)

Como ambos¬(PN) e¬∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q) são fórmulas puras, então

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR ¬¬(PN) ] ¬¬∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q), donde, pelo Esquema

da Dupla Negaç̃ao (DN),

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PN ] ∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q). (2)

De (1) e (2), pelo lema 5.4.49,

∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PN ⇔ ∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q).



156

5.5.15 Exemplo.ConsidereRa fórmulap(Υx q(x)) ∧ r(Υw s(w)). Ent̃ao

R≈c (p(x) ∧ r(w))(x,w|Υx q(x),Υw s(w)), onde:

• (p(x) ∧ r(y)) é uma f́ormula pura;

• x e w são varíaveis de topo pontuais em (p(x) ∧ r(y));

• x nãoé livre ems(w) e w nãoé livre emq(x);

• Υx q(x) eΥw s(w)) não est̃ao, emR, no escopo de nenhuma variável.

Ent̃ao,∃x q(x),∃w s(w) RS⇔ ∀x∀w
(
q(x) ∧ s(w)→ p(x) ∧ r(w)

)
.

5.5.16 Lema.Dada uma f́ormulaP, existem quantificadoresΨ1, . . . ,Ψr e existem

y1, . . . , yr ,R tais que
* y1, . . . , yr são as varíaveis cujas descrições de topo deP est̃ao no escopo de algumas

delas emP,

* Rnão possui descriç̃oes de topo no escopo de alguma variável emR,
e

(i) LAR P ⇔ Ψ1y1 . . .Ψryr R.

(ii) LAR ¬P ⇔ Ψ′1y1 . . .Ψ
′
ryr ¬R.

Esboço da prova:provaé feita por induç̃ao sobreP, utilizando as leis de Transporte de Quan-

tificadores (5.4.48). �

5.5.17 Teorema.Dada uma f́ormulaP, existem quantificadoresΨ1, . . . ,Ψr e existem

y1, . . . , yr , x1, . . . , xn,P1, . . . ,Pn,Q tais que

* y1, . . . , yr são as varíaveis onde as descrições de topo emPest̃ao no escopo de algumas

delas emP,

* Q é uma f́ormula pura,

* x1, . . . , xn são de topo pontuais emQ,

* x1, . . . , xn não s̃ao livres emΥx1 P1, . . . ,Υxn Pn,

e

(i) ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PS⇔ Ψ1y1 . . .Ψryr
(
∀x1 . . .∀xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS→ Q)

)
.

(ii) ∃x1 P1 . . .∃xn Pn LAR PN ⇔ Ψ1y1 . . .Ψryr
(
∃x1 . . .∃xn(P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q)

)
.

Prova: Imediata, pelo lema 5.5.16 e teorema 5.5.14.

�
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5.5.18. Lei da Exist̂encia: ex(P),PS LAR PN.

Prova:

• CasoP é p(t1, . . . , tn).

Considerex1, . . . , xn as primeirasn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn.

1 ex(p(t1, . . . , tn)) pr

2 (p(t1, . . . , tn))S pr

3 ex(t1) ∧ . . . ∧ ex(tn) 1, def. 5.5.9

4 ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)

)
2, def. 5.3.23

5 ∃x1(t1 )= x1) ∧ . . . ∧ ∃xn(tn )= xn) 3, esćolio 5.4.68

6 ∃x1(form(t1, x1)) ∧ . . . ∧ ∃xn(form(tn, xn)) 5, lema 5.5.1

7 ∃x1(form(t1, x1))S ∧ . . . ∧ ∃xn(form(tn, xn))S 6, teorema 5.5.3

8 ∃x1 . . .∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)

)
7, 4, lema 5.5.8

9 (p(t1, . . . , tn))N 8, def. 5.3.23

Portanto, ex(p(t1, . . . , tn)), (p(t1, . . . , tn))S LAR (p(t1, . . . , tn))N.

• CasoP é¬Q.

Por HI, temos ex(Q),QS LAR QN.

1 ex(¬Q) pr

2 (¬Q)S pr

3 ex(Q) 1, def. 5.5.9

4 ¬(QN) 2, def. 5.3.23

5 QS sup

6 QN 3, 5, HI

7 ¬(QS) 5, 4, 6,¬-int

8 (¬Q)N 7, def. 5.3.23

Portanto, ex(¬Q), (¬Q)S LAR (¬Q)N.

• CasoP é Q→ R.

Por HI,


ex(Q),QS LAR QN, (1)

ex(R),RS LAR RN. (2)

De (1), temos ex(¬Q), (¬Q)S LAR (¬Q)N. (3)

De (3) e (2), ex(¬Q ∨ R), (¬Q ∨ R)S LAR (¬Q ∨ R)N.

Portanto, ex(Q→ R), (Q→ R)S LAR (Q→ R)N.
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• CasoP é Q # R, onde #∈ {∧,∨}.

Por HI,


ex(Q),QS LAR QN, (4)

ex(R),RS LAR RN. (5)

De (4) e (5), ex(Q # R), (Q # R)S LAR (Q # R)N.

• CasoP é∀x Q.

Por HI, temos ex(Q),QS LAR QN.

1 ex(∀x Q) pr

2 (∀x Q)S pr

3 ∀x ex(Q) 1, def. 5.5.9

4 ∀x QS 2, def. 5.3.23

5 ex(Q) 3,∀-el

6 QS 4,∀-el

7 QN 5, 6, HI

8 ∀x QN 7, GEN

9 (∀x Q)N 8, def. 5.3.23

Portanto, ex(∀x Q), (∀x Q)S LAR (∀x Q)N.

• CasoP é∃x Q.

Por HI, temos ex(Q),QS LAR QN.

1 ex(∃x Q) pr

2 (∃x Q)S pr

3 ∀x ex(Q) 1, def. 5.5.9

4 ∃x QS 2, def. 5.3.23

5 ex(Q) 3,∀-el

6 QS sup

7 QN 5, 6, HI

8 ∃x QN 7,∃-int

9 ∃x QN 4, 6, 8,∃-el

10 (∃x Q)N 9, def. 5.3.23

Portanto, ex(∃x Q), (∃x Q)S LAR (∃x Q)N.

�
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5.5.19. Lei da Fixidez: fix(P),PN LAR PS.

Prova:

• CasoP é p(t1, . . . , tn).

Considerex1, . . . , xn as primeirasn variáveis ñao livres emt1, . . . , tn.

1 fix(p(t1, . . . , tn)) pr

2 (p(t1, . . . , tn))N pr

3 fix(t1) ∧ . . . ∧ fix(tn) 1, def. 5.5.9

4 ∃x1 . . .∃xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S ∧ p(x1, . . . , xn)

)
2, def. 5.3.23

5 ∃x1(t1 )= x1) ∧ . . . ∧ ∃xn(tn )= xn) 3, esćolio 5.4.71

6 ∃x1(form(t1, x1)) ∧ . . . ∧ ∃xn(form(tn, xn)) 5, lema 5.5.1

7 ∃x1(form(t1, x1))S ∧ . . . ∧ ∃xn(form(tn, xn))S 6, teorema 5.5.3

8 ∀x1 . . .∀xn
(
form(t1, x1)S ∧ . . . ∧ form(tn, xn)S→ p(x1, . . . , xn)

)
7, 4, lema 5.5.8

9 (p(t1, . . . , tn))S 8, def. 5.3.23

Portanto, fix(p(t1, . . . , tn)), (p(t1, . . . , tn))N LAR (p(t1, . . . , tn))S.

• CasoP é¬Q.

Por HI, temos fix(Q),QN LAR QS.

1 fix(¬Q) pr

2 (¬Q)N pr

3 fix(Q) 1, def. 5.5.9

4 ¬(QS) 2, def. 5.3.23

5 QN sup

6 QS 3, 5, HI

7 ¬(QN) 5, 4, 6,¬-int

8 (¬Q)S 7, def. 5.3.23

Portanto, fix(¬Q), (¬Q)N LAR (¬Q)S.

• CasoP é Q→ R.

Por HI,


fix(Q),QN LAR QS (1),

fix(R),RN LAR RS (2).

De (1), temos fix(¬Q), (¬Q)N LAR (¬Q)S (3).

De (3) e (2), fix(¬Q ∨ R), (¬Q ∨ R)N LAR (¬Q ∨ R)S, ou seja,

fix(Q→ R), (Q→ R)N LAR (Q→ R)S.

• CasoP é Q # R, onde #∈ {∧,∨}.
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Por HI,


fix(Q),QN LAR QS (4),

fix(R),RN LAR RS (5).

De (4) e (5), fix(Q # R), (Q # R)N LAR (Q # R)S.

• CasoP é∀x Q.

Por HI, temos fix(Q),QN LAR QS.

1 fix(∀x Q) pr

2 (∀x Q)N pr

3 ∀x fix(Q) 1, def. 5.5.9

4 ∀x QN 2, def. 5.3.23

5 fix(Q) 3,∀-el

6 QN 4,∀-el

7 QS 5, 6, HI

8 ∀x QS 7, GEN

9 (∀x Q)S 8, def. 5.3.23

Portanto, fix(∀x Q), (∀x Q)N LAR (∀x Q)S.

• CasoP é∃x Q.

Por HI, temos fix(Q),QN LAR QS.

1 fix(∃x Q) pr

2 (∃x Q)N pr

3 ∀x fix(Q) 1, def. 5.5.9

4 ∃x QN 2, def. 5.3.23

5 fix(Q) 3,∀-el

6 QN sup

7 QS 5, 6, HI

8 ∃x QS 7,∃-int

9 ∃x QS 4, 6, 8,∃-el

10 (∃x Q)S 9, def. 5.3.23

Portanto, fix(∃x Q), (∃x Q)N LAR (∃x Q)S.

�

5.5.20. Lei da Unicidade:


(i) un(P) LAR P⇔ PS;

(ii) un(P) LAR P⇔ PN.

Prova: Imediata pelas duas leis anteriores.
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5.5.21. Modus Ponens (vers̃ao limpa): ex(P),P,P→ Q LAR Q.

Prova:
1 ex(P) pr

2 P pr

3 P→ Q pr

4 PS 2, teorema 5.5.3

5 PN 1, 4, Lei da Exist̂encia (5.5.18)

6 Q 5, 3, Modus Ponens reescrita (5.5.5)

5.5.22. Regra da Deduç̃ao (vers̃ao limpa):
Γ LAR fix(P) Γ,P LAR Q

Γ LAR P→ Q
.

Prova:
1 Γ LAR fix(P) hip

2 Γ,P LAR Q hip

3 Γ,PN LAR PS 1, Lei da Fixidez (5.5.19), Regra do Corte (5.4.12)

4 Γ,PN LAR P 3, teorema 5.5.3

5 Γ,PN LAR Q 2, 4, Regra do Corte (5.4.12)

6 Γ,PN LAR QS 5, teorema 5.5.3

7 Γ LAR PN → QS 6, RD

8 Γ LAR (P→ Q)S 7, def. 5.3.23

9 Γ LAR P→ Q 8, teorema 5.5.3

5.5.23 Esćolio. LAR P∗ ⇔ (P→ P) .

Prova:

Temos, pela definiç̃ao 5.3.32, queLAR P∗ ] P ∨ ¬P. (1)

¬(P∗)

] Definição 5.3.32

¬(P ∨ ¬P)

] De Morgan

¬P ∧ ¬¬P

] Comutatividade

¬¬P ∧ ¬P
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] Dupla Negaç̃ao

P ∧ ¬P

] Implicaç̃ao Material

¬(P→ P).

Logo, LAR ¬(P∗) ] ¬(P→ P). Dáı e de (1), temosLAR P∗ ⇔ P→ P. �

Nos ćalculos paraconsistentes C1 (DA COSTA, 1974) e CI2 (BUCHSBAUM; PEQUENO,

1991), temos que∼P ¬P e ∼P ¬P ∧ P◦ 2526. O contra-exemplo a seguir mostra que

estes esquemas não s̃ao, em geral, corretos em LAR.

5.5.24 Contra-exemplo.Considere umaI uma LAR-interpretaç̃ao que d́a o significado usual

aos śımbolos contidos na fórmula par
(
Υx (x ≤ 10)

)
e cujo universo de discursoé a coleç̃ao dos

números inteiros. Temos que

LAR ∼par
(
Υx (x ≤ 10)

)
] ¬
(
par(Υx (x ≤ 10))S

)
] ¬∀x

(
x ≤ 10→ par(x)

)
]

∃x
(
x ≤ 10∧ ¬par(x)

)
.

Temos que, no doḿınio dos ńumeros inteiros,IS
(
∃x (x ≤ 10∧ ¬par(x))

)
= 1.

Por outro lado,

LAR ¬par
(
Υx (x ≤ 10)

)
]
(
¬par(Υx (x ≤ 10))S

)
] ∀x

(
x ≤ 10→ ¬par(x)

)
.

Mas IS
(
∀x
(
x ≤ 10→ ¬par(x)

))
= 0.

Portanto,IS(∼P) , IS(¬P). Logo,∼P ¬P não é, em geral, um esquema válido em LAR.

Como coroĺario, ∼P ] ¬P ∧ P◦ tamb́em ñaoé um esquema correto em LAR.

Nos ćalculos paracompletosP1 (DA COSTA, 1963) e PCL (BUCHSBAUM; PEQUENO,

1991), a igualdade clássicáe definida como∼P 
 P → ¬P. Temos tamb́em nesses cálculos

que¬P ∼P. O contra-exemplo a seguir ilustra a não correç̃ao destes esquemas em LAR.

5.5.25 Contra-exemplo.Considere umaI uma LAR-interpretaç̃ao que d́a o significado usual

aos śımbolos contidos na fórmula par
(
Υx (x , x)

)
e cujo universo de discursóe a coleç̃ao dos

números inteiros. Temos que

LAR ∼par
(
Υx (x , x)

)
] ¬
(
par(Υx (x , x))S

)
] ¬∀x

(
x , x→ par(x)

)
]

∃x
(
x , x ∧ ¬par(x)

)
.

25P Q
 P Q e Q P.
26 A samblagem “¬∗” é empregada em da Costa (1974) para representar a negação cĺassica, a quaĺe denominada

Negação Fortee definida como¬ ∗ A
 ¬A ∧ A◦. Uma śıntese do Ćalculo C1 é tamb́em apresentada em da Costa
(1994). Outra exposiç̃ao do mesmo pode ser encontrada em da Costa, Krause e Bueno (2005).
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Temos que, no doḿınio dos ńumeros inteiros,IS
(
∃x (x , x ∧ ¬par(x))

)
= 0.

Por outro lado,LAR ¬par
(
Υx (x , x)

)
]
(
¬par(Υx (x , x))S

)
] ∀x

(
x , x→ ¬par(x)

)
.

Mas IS
(
∀x
(
x , x→ ¬par(x)

))
= 1.

Portanto,IS(∼P) , IS(¬P). Logo,¬P ∼P não é, em geral, um esquema válido em LAR.

Como coroĺario, ∼P ] (P _ ¬P) tamb́em ñaoé um esquema correto em LAR.

A seguir, apresentamos as leis de introdução e eliminaç̃ao da negaç̃ao cĺassica.

5.5.26.∼ -int∼ -int∼ -int:
Γ,P LAR Q Γ,P LAR ∼Q

Γ LAR ∼P
·

Prova:
1 Γ,P LAR Q hip

2 Γ,P LAR ∼Q hip

3 Γ,P LAR ¬(QS) 2, def. 5.3.32

4 Γ LAR ¬(PS) 1, 3,¬-int reescrita (5.5.7 (i))

5 Γ LAR ∼P 4, def. 5.3.32

5.5.27.∼ -el∼ -el∼ -el:
Γ,∼P LAR Q Γ,∼P LAR ∼Q

Γ LAR P
·

Prova:
1 Γ,∼P LAR Q hip

2 Γ,∼P LAR ∼Q hip

3 Γ,¬(PS) LAR Q 1, def. 5.3.32

4 Γ,¬(PS) LAR ¬(QS) 2, def. 5.3.32

5 Γ,¬(PS) LAR QS 3, teorema 5.5.3

6 Γ LAR ¬¬(PS) 4, 5,¬-int

7 Γ LAR PS 6, DN

8 Γ LAR P 7, teorema 5.5.3
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5.5.28 Teorema. LAR P◦ ∨ P∗.

Prova:

1 ∼(P◦ ∨ P∗) sup

2 ∼(P◦) ∧ ∼(P∗) 1, DM

3 ∼(P◦) 2,∧-el

4 ∼(P∗) 2,∧-el

5 ∼∼(P ∧ ¬P) 3, def. 5.3.32

6 P ∧ ¬P 5, DN

7 P 6,∧-el

8 ¬P 6,∧-el

9 ∼(P ∨ ¬P) 4, def. 5.3.32

10 ∼P ∧ ∼¬P 9, DM

11 ∼P 10,∧-el

12 P◦ ∨ P∗ 1, 7, 11,∼-el

5.5.29. Terceiro Exclúıdo. LAR P ∨ ∼P.

Prova:
1 ∼(P ∨ ∼P) sup

2 P sup

3 P ∨ ∼P 2,∨-int

4 ∼P 1, 2, 3,∼-int

5 P ∨ ∼P 4,∨-int

6 P ∨ ∼P 1, 5,∼-el

5.5.30. Ñao Contradição. P,∼P LAR Q.

Prova:
1 P pr

2 ∼P pr

3 ∼Q sup

4 P 1

5 ∼P 2

6 Q 3, 4, 5,∼-el
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5.5.31 Coroĺario. Γ é LAR-trivial sss existeP tal que


Γ LAR P,

Γ LAR ∼P.

5.5.32 Teorema.Se

Γ LAR P◦,

Γ é ñao LAR-trivial,
ent̃ao ñaoé o caso que

Γ LAR P,

Γ LAR ¬P.

Prova:

Suponha que

Γ LAR P◦, (1)

Γ é ñao LAR-trivial. (2)

Suponha, por absurdo, que

Γ LAR P, (3)

Γ LAR ¬P. (4)

De (1), temosΓ LAR ∼(P ∧ ¬P). (5)

De (3) e (4), por∧-int, temosΓ LAR P ∧ ¬P. (6)

De (5) e (6), pelo corolário anterior, temos queΓ é LAR-trivial, o que contraria (2).

Logo, ñaoé o caso que

Γ LAR P,

Γ LAR ¬P.
�

5.5.33. Regra do¬¬¬-int (primeira vers ão limpa).

•
Γ LAR P∗ Γ LAR Q◦ Γ,P LAR Q Γ,P LAR ¬Q

Γ LAR ¬P
·

Prova:
1 Γ LAR P∗ pr

2 Γ LAR Q◦ pr

3 Γ,P LAR Q pr

4 Γ,P LAR ¬Q pr

5 Γ LAR ∼(Q ∧ ¬Q) 2, def. 5.3.32

6 Γ,P LAR Q ∧ ¬Q 3, 4,∧-int

7 Γ,P LAR ∼(Q ∧ ¬Q) 5, MON

8 Γ LAR ∼P 6, 7,∼-int

9 Γ LAR P ∨ ¬P 1, def. 5.3.32

10 Γ LAR ¬P 8, 9, SD
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5.5.34 Lema.

(i) ex(P) LAR P◦.

(ii) fix( P) LAR P∗.

Prova de(i)

1 ex(P) pr

2 PS ∧ ¬(PN) sup

3 PS 2,∧-el

4 ¬(PN) 2,∧-el

5 PN 1, 3, Lei da Exist̂encia (5.5.18)

6 ¬
(
PS ∧ ¬(PN)

)
2, 4, 5,¬-int

7 ¬
(
PS ∧ (¬P)S

)
6, def. 5.3.23

8 ¬
(
(P ∧ ¬P)S

)
7, def. 5.3.23

9 ∼(P ∧ ¬P) 8, def. 5.3.32

10 P◦ 9, def. 5.3.32

Prova de(ii):

1 fix(P) pr

2 PN sup

3 PS 1, 2, Lei da Fixidez (5.5.19)

4 PN → PS 2, 3, RD

5 (P→ P)S 4, def. 5.3.23

6 P→ P 5, teorema 5.5.3

7 ¬P ∨ P 6, IM

8 P ∨ ¬P 7, Comutatividade da Disjunção

9 P∗ 8, def. 5.3.32

Os contra-exemplos a seguir mostram queP◦ LAR

/
ex(P) e P∗ LAR

/
fix(P).

5.5.35 Contra-exemplo.ConsidereI uma interpretaç̃ao que associa aos sı́mbolos contidos na

fórmula par
(
Υx (x < 10)

)
∧ primo

(
Υx (x , x)

)
seus significados usuais. Temos que

IS
(
par
(
Υx (x < 10)

)
∧ primo

(
Υx (x , x)

)◦)
,

min{IS(par
(
Υx (x < 10)

)
∧ primo

(
Υx (x , x)

))
, IN
(
par
(
Υx (x < 10)

)
∧ primo

(
Υx (x , x)

))
} ,
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min{1,1} = 1.

Por outro lado,IS
(
ex
(
par
(
Υx (x < 10)

)
∧ primo

(
Υx (x , x)

))
= 0. Logo,P◦ LAR ex(P) nãoé,

em geral, um esquema válido em LAR.

5.5.36 Contra-exemplo.ConsidereI uma interpretaç̃ao que associa a “∈” e “par” seus signi-

ficados usuais e cujo universo de discursoé a coleç̃ao dos ńumeros naturais. SejaP a fórmula

par
(
Υx (x ∈ {2,4})

)
. Temos que

IS
(
par
(
Υx (x ∈ {2,4})∗

)
= max{IS(par

(
Υx (x ∈ {2,4})

)
, IN
(
par
(
Υx (x ∈ {2,4})

)
} = max{1,0} = 1.

Por outro lado, como o termoΥx (x ∈ {2,4}) é amb́ıguo,IS
(
fix(par

(
Υx (x ∈ {2,4}))

)
= 0.

Logo,P∗ LAR fix(P) nãoé, em geral, um esquema correto em LAR.

5.5.37 Esćolio. SeP é fórmula pura, então

 LAR P◦,

LAR P∗.

Prova: Do esćolio 5.5.10, temosLAR un(P).

Pela definiç̃ao 5.5.9, un(P) = ex(P) ∧ fix(P). Dáı, pelo lema anterior, temos

 LAR P◦,

LAR P∗.

�

5.5.38. Regra do¬¬¬-int (segunda vers̃ao limpa).

•
Γ LAR fix(P) Γ LAR ex(Q) Γ,P LAR Q Γ,P LAR ¬Q

Γ LAR ¬P
·

Prova:
1 Γ LAR fix(P) pr

2 Γ LAR ex(Q) pr

3 Γ,P LAR Q pr

4 Γ,P LAR ¬Q pr

5 Γ LAR P∗ 1, lema 5.5.34

6 Γ LAR Q◦ 2, lema 5.5.34

7 Γ LAR ¬P 5, 6, 3, 4,¬-int (primeira vers̃ao limpa) (5.5.33)

Às vezes ñaoé posśıvel provar “P→ Q” em algum ambiente usando alguns dos resulta-

dos dados acima. Considerando esta possibilidade, outra versão da regra da deduçãoé mostrada

abaixo.
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5.5.39. Regra da Deduç̃ao (vers̃ao prática).

• Se



P é uma f́ormula sem descriç̃oes de topo no escopo de alguma variável,

Q é uma f́ormula pura,

x1, . . . , xn são varíaveis de topo pontuais emQ,

x1, . . . , xn não s̃ao livres emΓ ∪ {R,Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn},

Γ LAR ∃x1 P1, . . .Γ LAR ∃xn Pn

Γ,P1S, . . . ,PnS,Q LAR R,

ent̃aoΓ LAR P→ R.

Prova:
1 P é uma f́orm. sem descr. de topo no escopo de alguma var. hip

2 Q é uma f́ormula pura hip

3 x1, . . . , xn são varíaveis de topo pontuais emQ hip

4 x1, . . . , xn não s̃ao livres emΓ ∪ {R,Υx1 P1, . . . ,Υxn Pn} hip

5 Γ LAR ∃x1 P1, . . . ,Γ LAR ∃xn Pn hip

6 Γ,P1S, . . . ,PnS,Q LAR R hip

7 Γ LAR P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q→ R 6, RD Gen. (5.4.14)

8 Γ LAR ∀x1 . . .∀xn
(
P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q→ R

)
4, 7, GEN

9 Γ LAR ∃x1 . . .∃xn
(
P1S ∧ . . . ∧ PnS ∧ Q

)
→ R 4, 8, TQ

10 Γ LAR PN → RS 1,2,3,4,5,9, teor. 5.5.14

11 Γ LAR (P→ R)S 10, def. 5.3.23

12 Γ LAR P→ R 11, teor. 5.5.3
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5.6 Correção e Completude do Ćalculo para LAR com res-

peito à Sem̂antica para LAR

5.6.1 Teorema.Γ LAR P sss eld(Γ) LAR eld(P).

Prova:

Γ LAR P

sss Regra da Compacidade (5.4.13)

existemQ1, . . . ,Qn ∈ Γ tal que{Q1, . . . ,Qn} LAR P

sss teorema 5.5.3

existemQ1, . . . ,Qn ∈ Γ tal que{(Q1)S, . . . , (Qn)S} LAR PS

sss definiç̃ao 5.3.26

existemQ1, . . . ,Qn ∈ Γ tal que{eld(Q1), . . . ,eld(Qn)} LAR eld(P)

sss Regra da Monotonicidade

eld(Γ) LAR eld(P).

�

5.6.2 Teorema.Γ LAR P sss tr (Γ) LEC tr (P).

Prova:

Γ LAR P

sss teorema 5.6.1

eld(Γ) LAR eld(P)

sss teorema 5.4.17

sai(eld(Γ)) LEC sai(eld(P))

sss definiç̃ao 5.3.43

tr (Γ) LEC tr (P).

�
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5.6.3. Correç̃ao e Completude. Γ LAR P se, e somente se,Γ
LAR

P.

Prova:

Γ LAR P

sss teorema 5.6.2

tr (Γ) LEC tr (P)

sss Correç̃ao e Completude de LEC (3.5)

tr (Γ)
LEC

tr (P)

sss teorema 5.3.43

Γ
LAR

P.

�



Caṕıtulo 6

Resultados

Segundo Pogorzelski (1994), as lógicas de primeira ordem são suficientes para a ex-

press̃ao das teorias matemáticas conhecidas. Entretanto, conforme alguns exemplos fornecidos

na introduç̃ao deste trabalho, podemos perceber que algumas situações ñao s̃ao capturadas ade-

quadamente, uma vez que a matemática usual ñao admite nomes vácuos ou amb́ıguos, e nem a

idéia de igualdade unidirecional.

Em Suppes (1972), pg. 87 encontramos a seguinte definição para o termo “f (x)”:

f (x) = y↔ (∃!z(x f z) ∧ x f y) ∨ (¬∃!z(x f z) ∧ y = ∅)

Como a vers̃ao de ZF de Suppes não trabalha com algum descritor de um dos gêneros do “ι”

de Rosser ou do “ε” de Hilbert, ent̃aoé preciso dar definiç̃oes de uma forma declarativa. Esta

definiç̃ao adota a prática de associar todas as descrições impŕoprias ao conjunto vazio (∅). Tal

práticaé probleḿatica, pois, se obtemos, em algum contexto, queΓ ZF f (x) = ∅, ficamos sem

saber, somente pelo que está aqui escrito, se “f (x)” é uma descriç̃ao impŕopria ou ñao, istoé, se

∃!z(x f z) ou¬∃!z(x f z), pois o resultado “∅” para f (x) pode estar associado a qualquer um dos

dois casos.

Em LAR, podemos definirf (x) por f (x)
 Υy (x f y). O termo “f (x)” contém em si todas

as informaç̃oes necessárias para sabermos, em um dado contexto, se não h́a nenhum resultado

para f (x), se h́a mais de um resultado paraf (x) ou se h́a exatamente um resultado paraf (x).

Se estamos considerandoΓ como a coleç̃ao local de premissas, basta saber seΓ vac(f (x)) no

primeiro caso, seΓ amb(f (x)) no segundo caso e seΓ un(f (x)) no terceiro caso.

Pelo “ι” de Rosser, tal definiç̃ao poderia ser da seguinte forma:f (x) 
 ιy(x f y). Tal
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definiç̃ao possui uma probleḿatica ańalogaà definiç̃ao expressa em Suppes (1972), pois o termo

“ f (x)” não diz, por ele śo, se∃!z(x f z) ou se¬∃!z(x f z). Pelo “ε” de Hilbert, a probleḿaticaé

tamb́em ańaloga.

LAR possui duas id́eias chave, a da descrição, expressa pelo descritor “Υ ” , e a da

abranĝencia, expressa pelo sinal predicativo diádico “ )= ” .

A exist̂encia de termos ambı́guos origina-se da ocorrência do descritor “Υ ” , o qual difere

dos demais descritores acima mencionados, como o “ε” de Hilbert, o “ι” de Russell, ou o “ι”

de Rosser.

O “ι” de Russelĺe introduzido por definiç̃ao contextual, o que acarreta a necessidade de

teoremas adequados para eliminá-lo. Tais resultados são complexos e elaborados, conforme

da Costa (1980b). Uma descrição “ιx P” não é um termo da linguagem, só possuindo sentido

quando ocorre no contexto de uma fórmula. Quando∃!xP, a descriç̃aoιx P é associada aóunico

objetox que satisfazP, dentro do contexto em que esta aparece.

De acordo com Rosser (1953), a palavra descrição indica um nome cuja estrutura iden-

tifica univocamente o objeto nomeado. O autor adota o descritor “ι” como sinal primitivo da

linguagem. Dessa forma, uma descrição da forma “ιx P” é um termo e denota óunico objeto

x que satisfazP. Nos casos em que mais de um ou nenhum objeto satisfazP, a descriç̃ao é

imprópria e pode ser considerada destituı́da de significado, ou então ser associada a um objeto

arbitŕario do universo de discurso definido pela interpretação.

O “ε” de Hilbert, adotado como sinal primitivo, associa uma descrição da formaεx P

a um objeto qualquer, dentre a coleção de todos os objetos que satisfazemP, utilizando para

isso uma funç̃ao-escolha. Ou seja,εx P representa “um” objeto que satisfazP. Uma descriç̃ao

imprópria, como por exemploεx(x , x) é associada pela interpretação a umd arbitŕario do

universo de discurso.

O descritor “Υ ” de LAR, por outro lado, quebra o paradigma da notação mateḿatica de

que termos devem denotar exatamente um objeto, ao contrário da pŕatica corrente nas lingua-

gens naturais. Uma descrição da forma “Υx P” é associadàa coleç̃ao de todos os objetos que

satisfazemP, ou seja,Υx P é um nome para cada objeto desta coleção, sem a necessidade de

uma funç̃ao-escolha, como no caso do descritor “ε”. Em LAR não h́a descriç̃oes impŕoprias,

pois todas as descrições recebem o mesmo tratamento. Descrições cujas propriedades não s̃ao
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satisfeitas por nenhum indivı́duo do universo de discurso são v́acuas, ou seja, são associadas

ao conjunto vazio. Este tratamentoé mais natural do que o utilizado pelos descritores “ε” de

Hilbert e “ι” de Rosser, que utilizam o recurso de associar as descrições impŕoprias a objetos

arbitŕarios.

Embora “Υ ” seja adotado como sinal primitivo da linguagem de LAR, as descrições

podem ser eliminadas através dos resultados apresentados na seção 5.5.

O artigo definido pode ser simulado em LAR da seguinte forma:

ιx P
 Υx (P∧ ∀y(P(x|y)→ x = y)), ondeyé a primeira varíavel ñao livre emP.

Nesse caso, se houver mais de um objeto ou nenhum que satisfazP, ιx P seŕa uma

descriç̃ao v́acua.

Pelas Leis do Alcance, temos que, sex é de topo emP, ent̃ao

t )= t′ LAR P(x|t) _ P(x|t′).

Assim sendo, podemos também considerar que a fórmula “t )= t′” é uma esṕecie de “implicaç̃ao

entre os termost e t′”. Por exemplo, a frase “um peixée um vertebrado” pode ser escrita em

LAR pela fórmula “Υx vertebrado(x) )= Υx peixe(x)”, isto é, abreviandoΥx vertebrado(x) por

“um vertebrado” eΥx peixe(x) por “ um peixe”, podemos expressar a frase original por “um

vertebrado)= um peixe”, ou seja, o sinal predicativo “)= ” é o inverso do verbo “ser”.

Tal como os sistemas paraconsistentes ou paracompletos mais fortes, LAR engloba a

lógica cĺassica como um caso especial, a qual rege as fórmulas bem comportadas. LAR apre-

senta devîancias apenas quando há ocorr̂encia de termos ambı́guos ou v́acuos. De outro modo,

comporta-se exatamente como a lógica equacional clássica, uma vez que, entre termos puros,

a abranĝencia opera como igualdade. Ou seja, LAR possui todo o poder de expressividade da

lógica cĺassica, mais o tratamento da ambigüidade e vacuidade.

Todos os resultados aqui apresentados foram provados. No entanto, por questões de eco-

nomia, as provas mais simples ou que se assemelham a outras provas foram omitidas.

Com relaç̃aoà primeira vers̃ao de LAR apresentada em Buchsbaum (2002), este trabalho

desenvolveu:

• Verificaç̃ao de todos resultados originais, através de provas.
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• Ajustes em algumas leis que não puderam ser provadas em sua forma original.

• Uniformizaç̃ao das leis de substituição originais, atrav́es dos conceitos de Correspondência

e Alcance. Desse modo, os mesmos resultados se aplicam tanto a termos como a fórmulas.

• Desenvolvimento do esquemas gerais da Instanciação para Correspondência e para o Al-

cance.

• Apresentaç̃ao did́atica e detalhada de LAR, com exemplos e contra-exemplos, a fim de que

este trabalho possa servir como fonte de referência para futuros trabalhos na mesma linha.



Caṕıtulo 7

Consideraç̃oes Finais

Enquanto que o discurso das linguagens naturaisé em geral repleto de ambigüidades, o

mesmo ñao acontece usualmente com as linguagens formais usuais presentes na matemática.

Entretanto, existem v́arias situaç̃oes, tanto na prática mateḿatica como na modelagem do ra-

cioćınio em Ĺogica, nas quaiśe bastante desejável lidar diretamente com a ambigüidade, como

por exemplo a integral indefinida, o produto categorial, e diversas situações sint́aticas nas lin-

guagens formais. Esta dificuldade se deveà falta de ferramentas lógicas adequadas para a

formalizaç̃ao de situaç̃oes como ambig̈uidade e vacuidade. A lógica aqui descrita tenta suprir

esta lacuna, adotando um novo paradigma semântico: a associação de cada termo a uma coleção

de objetos, em oposiçãoàs sem̂anticas mais conhecidas, onde cada termoé associado a apenas

um objeto.

Em linguagens naturais, como português, ingl̂es e outras, expressões podem empregar no-

mes amb́ıguos para coleç̃oes de objetos. Em LAR, adotamos este mesmo conceito na definição

de uma linguagem formal para representação de conhecimento, enriquecendo a lógica cĺassica

e aumentando seu poder de expressividade. Através dos resultados concernentesà eliminaç̃ao

de descriç̃oes, qualquer f́ormula representada em LAR pode ser convertida para a lógica de pri-

meira ordem com igualdade. Desse modo, podemos empregar nestas fórmulas os ḿetodos de

automatizaç̃ao conhecidos e largamente empregados, como tablôs e resoluç̃ao, na construç̃ao

de sistemas de inteligência artificial.
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7.1 Trabalhos Futuros

Algumas linhas futuras de pesquisa identificadas durante o desenvolvimento deste traba-

lho s̃ao:

• Definições de positividade e negatividade adequadas para a obtenção, em LAR, de resultados

ańalogos aos apresentados na seção 3.3.15, para a implicação forte e para a superimplicação.

Tal definiç̃ao tornaria possı́vel a generalizaç̃ao das Leis de Substituição e Instanciaç̃ao para

o Alcance, a fim de trabalhar com termos não apenas de topo, mas ocorrendo em qualquer

profundidade.

• Lidar com vinculaç̃oes entre termos ambı́guos. Por exemplo, se queremos dizer que “se um

leão est́a com fome, então ele iŕa caçar”. Neste caso, há uma vinculaç̃ao entre a locuç̃ao

substantiva “um lẽao” e o pronome “ele”. Em LAR, ñao haveria uma forma imediata de

representar esta frase, pois esta lógica ñao lida diretamente com vinculações entre termos.

Podeŕıamos, em LAR, representar esta frase pela fórmula

∃x
(
Υx leão(x) )= x ∧ esfomeado(x)→ comeŕa(x)

)
.

O leitor pode notar a relativa complexidade desta fórmula. Em uma ĺogica LAR com vinculaç̃ao,

ainda ñao desenvolvida, mas somente imaginada, poderı́amos representar a mesma frase pela

fórmula

esfomeado
(
Υ1x leão(x)

)
→ comeŕa

(
Υ1 leão(x)

)
.

• Desenvolvimento de uma lógica dual a esta, onde os termos sejam interpretados existencial-

mente, ao inv́es de serem interpretados universalmente, como foi feito neste trabalho. Não

ficamos, a prinćıpio, motivados a desenvolver tal lógica por somente termos detectado, no

discurso mateḿatico, raŕıssimas ocorr̂encias de termos que podem ser vistos como existen-

ciais.

• Explorar outras possibilidades abertas pela associação de termos a coleções de objetos, como,

por exemplo, o uso de conectivos e quantificadores para termos. Por exemplo, uma disjunção

de dois termost ∨ u, poderia ser definida semanticamente como a união das coleç̃oes asso-

ciadas respectivamente at e au.
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Editora da UFSC, 2006. (Série Did́atica).

BOSTOCK, D.Intermediate Logic. Oxford: Clarendon Press & Oxford University Press,

1997.
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Ciência - NEL/UFSC/CNPq, 2005. Dispońıvel em: http://www.cfh.ufsc.br/∼dkrause/pg/

cursos/SistFormais.pdf. Acesso em 17 de junho de 2007.

LAMBERT, K. Russell’s theory of definite descriptions.Dialectica, v. 44, n. 1–2, p. 137–152,

1990.

MALANOVICZ, A. V. Definição Inicial de um Sistema de Provas Rotulado para Lógicas do
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atômico, 14

escrita informal de termos, 15

existencial, 60, 62

funcional, 14

ocorr̂encia real de um, 24
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vácuo, 60, 62

universo de discurso, 4, 7, 13, 22, 36, 37, 44,

60

mundo sobre, 18

valor distinguido, 60

valor veritativo, 23, 33

valoraç̃ao, 60
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