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Resumo

Este trabalho apresenta unsgica descritiva denominada LAR -6fica da Reféncia Ambgua — visando formalizar
adequadamente situ@gs de ambigidade e vacuidade presentes nas linguagens naturais e, implicitamente, no discurso
matenatico. Uma linguagem para a mesialescrita, juntamente com uma s$ettica e um &lculo de segentes.
Alguns resultados siaticos e um teorema de elimirdadas descri@es §o0 tamiém apresentados.

Palavras chave: Inteligencia Atrtificial, linguagem formalfigica, Representag de Conhecimento, desdi; des-
critor, qualificador, amiguo, Vacuo, uivoco.

Abstract

This work presents a description logic named LAR — Logic of Ambiguous Reference — aiming to formalize suitably
situations of ambiguity and vacuity arising in natural languages and, implicitly, in mathematical discourse. A lan-
guage for it is described, together with a semantics and a sequent calculus. Some syntactic results and a theorem of
elimination of descriptions are also provided.

Keywords: Artificial Intelligence, formal language, logic, Knowledge Representation, description, description ope-
rator, qualifier, ambiguous, vacuous, univocal.

1 Introducao

Podemos considerar a linguagem como manif@stgzimaria da inteli@ncia humana. Motivado pelo desenvolvi-
mento de raquinas e programas inteligentes, o estudo das linguagens naturaigrenia@a Comput@p concentra-
se no desenvolvimento de modelos computacionais capazes de gerar uma re@@fgetaa para o significado de
cada sentenca processada.

Por volta de 1900, pesquisadores como Russell e Frege, motivados pela inGiedigaftindamentos do raciom
matenatico e pelo ideal de reconstruir este ragiie atra\es da bgica, chegaram concepgo de linguagem como
sistema formal, o qual poderia ser submetido a mecanismos de processamenatien{8in Surgiu eréio o conceito
de refeeéncia, cuja teoria tem se desenvolvido atsade linguagens formais que aproximam-se cada vez mais das
linguagens naturais [17].

As logicas com descritores, desenvolvidas como efesdabgica de primeira ordem, surgiram da necessidade
de formar termos a partir dérfimulas. Undescritoré um operador que, ao ser aplicado a umaavatie umadrmula,
produz um termo, tornando as odamcias livres da vaavel na brmula ligadas. Por exemplo, o operadet produz
um termo quando aplicado a umaiulaP e uma varavel x, ligando as ocoémcias dex em seu escopo. O termo
resultante, +x P", &€ chamado déescricdo Descritores o tam@m conhecidos comebtos(variable-binding term
operatorg [11].

Diversas teorias introduzem descritores para simular, em linguagens formais, o artigo defajiccoq@rtigo
indefinido (umiuma) das linguagens naturais. Russell, em sua teoria das descraglota o descritor por defiag
contextual [15, 16]. Outras abordagens, como as de Rosser [14] e Hilbert [12, 10], adotam o descritor como sinal
primitivo da linguagem.

A lbgica chssica de descies formulada por Rosser [14] utiliza o descritdrara representar o artigo definido.
Assim, o termawx P significa, intuitivamente, “0 objeta que satisfaz?”. Se existe um e somente um objeto
satisfazendd?, o termocx P denota tal objeto. Caso coatio, se nenhum ou mais de um objeto sati$¥ap termo



X P pode ser considerado destita de significado, ou eabd ser associado a um objeto arnito do universo de
discurso, escolhido para representar todas as déssrideste tipo. No primeiro caso, temos uma deisgpegopria.
Ja no segundo, a descdigé ditaimpropria [1]. Baseado nas &las de Rosser, da Costa [7] desenvolvaleldos
paraconsistentes de desoges.

Por outro lado, o descritor", conhecido comoisnbolo de Hilbert,é empregado para formalizar o artigo inde-
finido. Uma descrigo da formasx P pode ser interpretada como “um objetgue satisfa®”, e denota um objeto
qualquer dentre aqueles que satisfazem a propridééaeaes de uma furigp-escolha), ou um objeto fixo qualquer,
caso nenhum objeto satisfaca tal propriedade. Por este mo#/og tamlem conhecido comdescritor indefinido
pois permite referenciar um objeto do dimie sem que saibamos precisamente que olgietsse [6].

Podemos perceber que as abordagens de Rosser [14] e Hilbert [12, 10] acima é&iteofesetem um tratamento
uniforme para todos os termos. As mesmas tmkho oferecem um tratamento adequado para a dndade, a qual
ocorre fregientemente nas linguagens naturais mais conhecidas, e implicitamente no discursaticwmtérastante
comum encontrarmos situ@gs na mateatica e na linguagem natural onde temos mais de um objeto satisfazendo
determinada propriedade. Na ma#gioa, por exemplo, denotamos uma primitiva da &mf(x) = 2x porfzx dx
apesar de haver mais de uma primitiva para esteéfung

Vejamos o caso de uma integral indefinida. Dizemos que a&fudefinida pog(x) = x> + ¢ & uma primitiva de
f(X) = 2%, e denotamos este fato pof 5x dx= x> + ¢”, para qualquec € R. Tefiamos eréo, como podseis exem-

plares,
fzxdx=x2+1 e fzxdx=x2+2

Se considerarmos as propriedades de simetria e transitividade da igualdade, terias geex® + 2, donde che-
gamosa concluio absurda de que= 2. Tal fato ocorre devido ao uso abusivo do sinal de igualdade na raatam
Sendo a igualdade uma refa;de equivdncia, sabemos que a mesénainétrica, transitiva e reflexiva. Seria mais
conveniente representar a sithagacima exposta por uns@mi-igualdade Outro exemplcé dado por [18], o qual
sustenta que, em matética, 1o se pode definir oper@dgs com mais de um resultado, uma vez que isso acarreta pa-
radoxos. O autor cita a expr@ss’x =y = Z',ondez> X A z>y, e“x" representa um operador lirno. Observa-se
guez pode assumir qualquer valor, desde que seja maior do que os valoresyd€odefamos ter, como possis
valores para a expre®s, 2+ 3=8,2x 3 =9, 2%« 3 =10, etc., donde poderia-se inferir que-®, por exemplo.

Na matenatica tradicional, termosam podem denotar mais de um objeto sem provocar desastres, deniglo
xisténcia da iéia deigualdade unidirecionalque permite substituips apenas em um sentido,a@@rem ambos.

As linguagens naturais, como por exempldreglia portuguesa, lidam com a aniliiiade de uma forma prati-
camente ulgua. Nestas linguagens, em muitos casos, um substantivo precedido por um artigo indeafimial oe-
feréncia amimua para qualquer objeto da cdegcorrespondente. Por exemplo, a ex@essm inteiro” rio denota
um namero inteiro espéfico, masé uma refegncia amigua para qualquerimero dentre a colép dos fimeros
inteiros. Tal expres® &, portanto, um nome ariguo para qualquerimero inteiro. Ou seja, diferentemente das
descri@es usualmente empregadas égida, onde cada descdig denota uniinico objeto, nas linguagens informais,
uma expres®o pode estar associada a um conjunto de objetos. Entretanto, pelo menos quase tgjilzessasnlo-
notdnicas ou &o, rao trabalham com a amthiglade, ou seja, com termos ou nomes denotando eventualmente mais
de um objeto.

Este trabalho apresenta un@mjica denominada LARLgic of Ambiguous Referenge fim de lidar com as
situa@es descritas acima. LAR apresenta um modo diferenciado de tratar descatrags da associap de cada
termo a uma cold€ip de objetos do universo de discurso, em ofmsis seranticas usuais, as quais associam cada
termo a uminico objeto [2, 4]. Dessa forma, pode-se tratar uniformemente déssnigivocas, \acuas ou amiguas.
Outra caractéstica de destaque o conceito de abragcia, o qual opera como uma igualdade unidirecional. Essas
duas caractésticas descricace abrangénciapermitem uma represengegde conhecimento maisiima da patica
lingUistica usual.

Na se@o 2 deste artigo apresentamos@ica da Refé@ncia Amhgua, atrags da definigo de uma linguagem,
uma serantica e um alculo de sef@lentes, @&m de alguns resultados sititos lasicos. Elaboramos tar@im um
teorema de elimind&@p de descrites, o qual permite traduzir adequadamebtenfilas expressas em LAR para a
l6gica chssica de primeira ordem com igualdade.



2 A Logica da Refeencia Ambigua

A Logica da Reféncia Ambgua (LAR) baseia-se em duasids chavedescricaoe abrangéncia

Em LAR, cada terme& associado semanticamente a uma Ealele objetos, do mesmo modo que, nas linguagens
naturais, a expreés “uma flor” & associada ao conjunto das flores, apesar de, obviamantsigmificar a coleip,
mas sim representar ambiguamente uma flor @ntr Se tal conjunto for vazio, dizemos que o ter@ncuq ou
seja, um nome queaom denota nada. Se, ao ca@mio, o0 conjunto &o for vazio, o terme ditoexistencial Um termo
existencialpode ainda sewnivocq caso 0 conjunto a ele associado seja um conjunt@nmjte ambigug caso tal
conjunto possua mais de um elemento. i@®Io “ T " & adotado como operador de desioic Uma descrio da
formaTx P & lida “um x tal queP”. Ressaltamos que um termo em LARa¢ a cole@o em si, e singé associado
a cole@o. Por exemploY'x(ledo(x)) ndo é a cole@o de todos os &es, mas a represenfacamligua de um lao
qualquer. Similarment&’x(x = X) nao representa a cogg de todas as coisas, mas apenas um objetoaibitr

Dados dois termos em LAR, de modo que o prim&roma descriéo que compreende mais objetos do que a
segunda, representamoggaaldade unidirecionaéntre esses dois termos, aorangénciapelo $mbolo “=". Uma
formula da formdrx(inteiro(x)) = Tx(primo(x)) & lida “‘um x tal quex & um inteiro’abrange‘um x tal quex é
primo’” (ou, informalmente, “‘um primo’@ ‘um inteiro’ "), ou seja, a coléip associada ¥#x (inteiro(x)) coném a
cole@o associada & x (primo(x)), mas o inverso &o & verdadeiro (8o podemos inferir daque “um inteiroé um
primo”). Ou seja, abranger, em LAR,0 inverso de “ser”, ndrigua portuguesa.

A igualdade tradicionaldo & adotada em LAR como conceito primitivo, mas definida a partir da abnarey Se
“a )b’ e“b ¥ a’, ou seja, quando temos duas desieig que abrangem umsutra, as mesmaaa ditas iguais, e
o sinal “=" & empregado para representar tal agserg

Podemos utilizar as &das acima expostas para formalizar corretamente o exemplo dado por{1§]="Z", onde
Z> XA zZ>Yy,e"*" representa um operador lrno. Denotaremospor Tx(z > X A z> ) (Ié-se “umztal quezé
maior quex e z & maior quey”). Esta descrigo esh associada ao conjunto de todos os valores maiores gygou
seja,e uma refeéncia amigua para um valor arbério, dentre os posgeis valores que pode assumir. A express
pode ser reescrita como:y = TX(Z > X A Z>y). Como conseidgncia, 2« 3 ndoé igual a 8, e simbrange8. Temos
da que 2« 3 =8, 2% 3 = 9, etc., mas &o se deriva que 8 9, por exemplo. Em outras palavrastsg uet k= v,
nao se tem qua = v.

De acordo com esta notag:

. fzx dx= T'g(g & uma primitiva da furéo f(x) = 2x);
e Podemos expressar o fato de que a aogx) = x> + 1 € uma primitiva def (x) = 2x escrevendof 2X dX E=g”
ou“[2x dx )= X2+ 1%

Ou seja, LAR quebra um paradigma da négnatenatica, por permitir que termos denotem mais de um objeto
ao mesmo tempo, o que as linguagens naturais, pelo menos as mais conhecidas, costumam fazer.

Esta bgica foi desenvolvida para operar o maiéxypmo posével da bgica chssica. Entretantobfmulas em que
ha ocoréncia de descriies amiguas ou @acuas podem apresentar dagias, como paracon@sicia, paracompletude
e rao-reflexividade [8, 9]. Ou sejahfmulas que @o envolvem descriies obedecem a todas as regras deénfega da
logica chssica de primeira ordem. Por esse motivo, dizemos qued &Raextensao conservatida logica chssica.

A sequir, definiremos uma linguagem para LAR.

e IR}

2.1 Uma Linguagem para LAR

Esta se@o apresenta algumas convées e definifes sinbticas de LAR, as quais $& empregadas no restante deste
trabalho.

2.1.1 Defini@o. Uma linguagem para LAR possui todos dsikolos de uma linguagem de primeira ordem gadr
[2], exceto igualdade, mais oBr#bolos “="e “ T ". Isto &, tal linguagem possui os conectivas’;'“ v", “ =" e “ -,
os quantificadoresy”e “3", o descritor “Y'”, adotado como operador de des@nge o sinal predicativo bamio “)=",

para denotar abraggcia.

2.1.2 Defini@o. Os termos e@rmulas de LAR &o todos os termos éfmulas de uma linguagem de primeira ordem
sem igualdade, mais os seguintes:

e sex é uma vatavel eP & uma brmula em LAR, erdoTx P& um termo em LAR, tanim chamado ddescricao

e setet’ sdotermos em LAR, eéibt =t € uma brmula abmica em LAR.

2.1.3 Definigo. Um designador enb AR & um termo em LAR ou umafmula em LAR.



2.1.4 Nota@o. No restante deste trabalho, utilizaremos as seguinte@vedsisinaticas, seguidas oo de plicas e
sulindices:c & uma constante, y, z sAo varaveis; f, g, h sao sinais funcionaisp, g, r sio sinais predicativdst, u, v
sao0 termos em LARP,Q,R S, T sao formulas em LAR;D, E,G sao designadores em LAR; & uma colego de
formulas em LAR, &€ & uma coleg@o de designadores em LAR.

2.1.5 Definigio. Uma ocoréncia de uma vaaivel x em um designaddD é ditaligada em Dse esta ocorrer dentro de
um subdesignador de de uma das formaéx P, 9x P ou T'x P. Uma ocoréncia de uma vasvel emD é ditalivre em
D se rdoé ligada enD. Uma varavelé ditalivre em Dse esta possuir pelo menos uma oéncia livre enD.

2.1.6 Definig@o. Uma ocoréncia de um designad@r em um designadde € ditareal em Ese rao suceder¥”, “ 1
ou“Yr”"emE.

2.1.7 Definig@o. Um designadob & dito estar n@scopo de uma variavel x aim designadoE se ta um subdesig-
nador emE de uma das formagx P, 3x P ou Tx P, tal que t&a uma oco@ncia real dédD em P; caso confario, D €
dito estarfora do escopo de x em.E

2.1.8 Defini@o. Um designadob é dito estar n@scopo dé =" emum designadoE seE for da formau = veD
possuir uma oco@ncia real em um dos termasou v; caso confario, D € dito estarfora do escopo da abrangéncia
emE

2.1.9 Definigo. Um designadob & dito estar n@scopo dé Y ” emum designadoE seE for da formaYxPe D
possuir uma ocoéncia real enl; caso contario, D € dito estafora do escopo do descritor em E

2.1.10 Defini@o. Um designador em LAR ditopuro se rao coném ocoréncia de “Y " fora do escopo de }=".

2.1.11 Defini@o. Uma ocoréncia de um designador em um designador em EAfRa de topose a mesmaé real e
esh fora do escopo deT e “ =".

2.1.12 Defini@o. Uma varavel x é ditade topoem um designaddD se todas as ocd@ncias livres dex em D sao
ocor@ncias de topo.

2.1.13 Defini@o. Uma formula que &o coném nenhuma occéncia de topo de algumarimula da formati = v’ &
dita umaférmula basica

2.1.14 Exemplos.

e Ocorréncia livre e ligada Na formulavx(f(x,y,2) A ¥Yz(g(2))), a varavel x é ligada, enquanto que as \&areis
y e zsao livres g € ligada na suldrmula¥z(g(z)), mas como possui outra océncia livre nadrmula, passa a ser
livre na mesma).

e Ocorréncia real A primeira ocoréncia dex no termoTx(X )= y) naoé real neste termo.aJa segundé& uma
ocor@éncia real no mesmo termo.

e Escopo de varavel: As subbrmulasP e Q esfio no escopo da vael x na formulavVx(P - Q) A R A
subbrmulaR est fora do escopo da vanel x na mesmadrmula.

e Escopo da abran@ncia Na formula (x (inteiro(x)) = Ty (par(y))) A f(z w), as varaveisx ey esio no escopo
da abrangncia. & as varveisz e w esfio fora do escopo da abrdia na mesmafmula.

e Escopo do descritor A variavel x esé no escopo do descritor ngrinulag(rx (par(x)), y). A variavely est fora
do escopo do descritor na mesmanula.

e Formula pura: A formula(Tx P = Ty Q) A p(X1, X2) € pura, uma vez que todas as des@f;que ocorrem nesta
formula esio no escopo da abragmria. & a brmula(Tx P = Ty Q) A p(Yx P, X2) nd0é pura, pois coim uma
descri@o fora do escopo da abrénwia.

e Ocorréncia de topo Somente a primeira oc@ncia dexem f(x,y, TX(X )= t)) € uma oco@ncia de topo.

e Formula basica A formula perseguéix (cao(x)), Tx(gatof)) & basica, pois &o coném nenhuma ocoéncia de
topo de uma abraégcia. Por outro lado, @fmulaYx(cao(x)) = Yx(poodlek)) naoé kasica.

2.1.15 Convenéo. Consideraremos que as \&areis esio ordenadas de acordo com a lista infinita
“X, Y, Z W, X1, Y1, Z1, W1, X2, Y2, Z2, Wo, . ..". Chamamos esta orderiagde vaidveis deestandar

2.1.16 Definig¢io. Denominamo#stanciacéa operago de substituio de oco@ncias livres de vaaiveis por termos
em um designaddrA operao desubstituicao por outro lado, consiste em trocar o@anrcias reais de designadores

1Sinais predicativos distintos dg=".
2A operao deinstanciacdcé fundamental para algumas leis de intrditue eliminado de quantificadores e de abrangia, pertencentes ao
calculo de sefjentes de LAR.



por designadores (ou seja, termos por termoérmiilas por drmulas) em um designaddrAs clausulas abaixo
apresentam esta distang:
e A instanciacaade x port emE, notada poE(x|t), & o designador obtido de substituindo-se todas as od@mcias

livres dex port, seE ndo possuir quantificadores nem o descritor. Se houverem quantificadores ou o descritor

emE, a instanciagoé definida conforme asalisulas abaixo, ondeey sao varaveis distintas & € {V, 3, T}:

* (IxP)(Xt) = ¥Xx P,

* Py P(Xt), sex ndoé livre emP ouy ndoé livre emt;
* (PyP)(Xt) = {* Yz R(y|2)(xlt), sex & livre emP ey é livre emt, ondez & a primeira vaével rio
ocorrendo engx, t, P}.

e A substituicdode G por D em E, notada porE(G||D), € o designador obtido dE substituindo-se todas as
ocor@éncias reais dé por D.

2.1.17 Exemplos.
¢ Instanciacao:
P=Vx(xey) Vv (x=23).
P(X|z+wW) =VYX(Xey)V (z+w=3).
e Substituicdo:
P=Vx(xey)V (x=3).
PX|lz+w) =Vx(z+wey)V (z+w=3).

2.2 Uma Sendntica para LAR

A semantica de LARE especificada atras de tés fun@es:la, Is ely. A fungaola, denominadduncao-ambitqda

0 “A”em l,), associa cada termo a uma c@egeventualmente vazia, de elementos do universo de discurso. d@ofung
Is, por outro ladogé uma valorago, ou seja, associarimulas a valores veritativoly & uma fun@o auxiliar, utilizada
para definifs por recuréo simulfinea. Os valores veritativos de LARas1 (um), owitbria e 0 (zero), owerrota
Este tipo de seénticaé denominadsemantica de jogo, 13], e baseia-se numa &gje de jogo imagiario entre

o sujeito(dd 0 “S” ems), o qual deseja provar que umaulaé verdadeira, e natureza(da o “N” em Iy), que
deseja provar que a ne@axda brmulaé verdadeira. Seamticas de jogoss® particularmente adequadas pagidas
paraconsistentes e paracompletas.

2.2.1 Defini@o. SejaA uma cole@o rao vazia. Um munda sobreA & uma fun@o cujo dormio & uma colego de
constantes, sinais funcionais e sinais predicativos atendensieguintes condies:

e para cada constantes D(w), w(c) € A%

e para cada sinal funciondle D(w) de aridade, w(f) & uma fun@o deA" emaA,;

e para cada sinal predicatiybe D(w) de aridadean, w(p) € A".

2.2.2 Definigo. UmaA-atribuigdo para vaéveisé uma fung@o cujo dormio € a cole@o das vadveis e cuja imagem
esh contida emh.

2.2.3 Defini@o. Uma LAR-interpretago | & uma triplal = (A, w, s), ondeA & um universo de discurse; & um
mundo sobreé\ e s & umaA-atribuigao.

2.2.4 Defini@o. SejasumaA-atribuigdo para vagaveis,xs, . .., X, variaveis distintas @, d, . .., d, elementos da.
S(x|d) e S(X1, ..., % | dy, ..., d,) SA0A-atribuigdes para vaéveis definidas por:
s(y), sey # X;
x|d =
o (X)) {d,seyz Y
S(y)! Sey ¢ {Xl9 sy Xn}y
di, sey = x, parae {1,...,n}.

b S(X17~-~,Xn|d1,...,dn)(y):{

2.2.5 Defini@o. Sejal = (A,w, sy uma LAR-interpretago, X, X1, .. . , Xy variaveis distintas @, dy, ..., d, € A. Defi-
nimos:

e |(x|d) &€ uma LAR-interpreteigo definida pot(x/d) = (A, w, S(x|d));

o I(Xg,...,Xylds,...,dy) &uma LAR-interpretao definida por(Xy, ..., Xyld1, ..., dn) = (A, W, S(X1, ..., Xn | D1, ..., dn)).

3Esta operagoé essencial para a defifiig de leis gerais de substitaizde designadores por designadores.
40 smbolo D representa o domio da fun@ow.



Para motivar a definiip das fungesla, Is e Iy, dada a seguir, consideremBsuma Brmula kasica, tal que
X1,..., X% SA0 varaveis de topo distintas eRy possuindo exatamente uma oéuortia livre enP. Considere tamdm
P(X1,..., Xlt1, ..., ty) @ formula obtida dé® instanciando-se simultaneamemte. . ., x, port,...,t.

Dizemos quel,, . .., d, satisfazP(x, . .., X)) sel(Xy, ..., Xn|d1, ..., dn)s(P) = 1, para uma dada interpreéax .

Se em, cadaum dos termds .. ., t, denota pelo menos um objeto, @alks associa vibria aP(xy, . . ., Xplt1, .. ., tn)
se, e somente se, para calja. .., d, tal qued,,...,d, sdo respectivamente elementos do universo de discurso de-
notados (ambiguamente) puby, . .., tn, di,...,d, satisfizerenP. Se algum destes termo@amdenota nenhum objeto
eml, e P & uma brmula abmica, er@oP(xy, ..., Xylt1, ..., ty) & avaliado como vitria (vacua) do sujeito erh

Iy comporta-se de modo complementar. Se cada um dos tefmos t, denota pelo menos um objeto, &at
In associa vibria aP(xg, ..., Xnlt1,. .., ty) Se, € somente se, para todos os objdios. ., d, denotados poty, .. ., th,
ds,...,d, ndo satisfizerenP. Se algum destes termodmdenota nenhum objetoReé uma brmula abmica, endo
P(X, ..., Xalt1,...,tn) € avaliado como vifria (vacua) da natureza em

Dizemos que umadimula P & verdadeira enh sels(P) = 1, e dizemos que umarfmulaP é falsa eml se
Is(P) = 0.

2.2.6 Defini@o. Um termo(formuladesignadorgmum mundow &€ um termo (brmuld designador) cujas constantes,
sinais funcionais e sinais predicativosaesho donmio dew.

2.2.7 Defini@o. Sejal = (A, w, sy uma LAR-interpreta@o, ondeA & um universo de discurse,& um mundo sobre
A e sé umaA-atribuigdo para vagaveis. As chusulas abaixo especificam as foesgla, Is e In:
e |5 € uma fun@o da colego de termos emw paraP(A);

Is, In SA0 fun@es da colego de brmulas enw para{0, 1};

1a(c) = {w(c)};

Ia(x) = {s(¥)};

Ia(f(ty,...,t0) = {(W(f)(dy,...,dn) | d1 € la(ty),....dn € la(t)};

la(TxP) ={de Al I(Xd)s(P) = 1};

Is(p(ty,...,th)) = 1 sss para cadh € Ia(ty),..., para cadal, € 1a(ty), {(ds,...,dy) € W(p);
In(p(ty,...,tn)) = 1 sss para cadd € Ia(ty), ..., para cadal, € la(tn), (d, ...,dn) & W(p);
Is(t =t) =1ssspn(t =t) =0ssda(t) 2 1a(t);

Is(=P) = In(P);

In(=P) = Is(P);

Is(P — Q) = max{In(P), Is(Q)};
In(P — Q) = min{ls(P), In(P)};
Is(P A Q) = min{ls(P), Is(Q)};
In(P A Q) = max{In(P), In(Q)};
Is(P v Q) = maxls(P), Is(Q)};
In(P v Q) = min{In(P), IN(Q)};
Is(YxP) = min{l(xd)s(P) | d € A};
In(YXP) = max{|(xd)n(P) | d € A};
1s(3x P) = max(|(xd)s(P) | d € A};
IN(@X P) = min{l(X|d)n(P) | d € A}.

Esta serantica reflete umabdlgica rao aktica (uma dgica queé paraconsistente paracomplety isto &€, uma
l6gica onde amboP e =P podem ser verdadeiros (0 sujeito e a natureza podem ganhar, dat@etepresentada
por todas as@gicasparaconsistentgs ou na qual ambo® e =P podem ser falsos (a natureza e o sujeito podem
perder, caract&stica apresentada por todas @gitasparacompletas Refeéncias para este tipo degica podem ser
encontradas em [8, 9]. A de ser &o aktica, LARé tami&m uma dgicanao-reflexivaisto &, & uma bgica onde a
proposi@oP — P pode ser falsa.

2.2.8 Defini@o. Um termot & ditovacuocom respeito a uma interpretag! sela(t) € o conjunto vazioexistencial
sela(t) & rao vazio,univocasela(t) € um conjunto unério eambiguosela(t) coném pelo menos dois elementos.

2.2.9 Exemplos.Considerando os significados usuais afdiog aosnbolos presentes nas expi@ss abaixo, damos
a seguir alguns exemplos:

e Termo \acuo:Tx(X # X).

e Termo amlguo: TX(x € N A X > 2).

e Termo unvoco: Tx(x € N A par(x) A primo(x)).



2.2.10 Exemplo. Considerep(x) uma Hrmula abmica kasica el uma interpretag§o na qual os sinais=" e “#”

possuem seus significados usuais.

e Set € vacuo com respeito B enfio ambag(t) e —p(t) sdo verdadeiras er confirmando garaconsisténciae
LAR. Por exemplo, ambas a8riulasp(rx(x # X)) e =p(Tx(x # X)) sao verdadeiras.

e Set & ambguo com respeito &, tal que existend; e d, pertencendo &a(t), para os quais(x|di)s(p(x)) = 1 e
I(Xd2)s(p(X)) = 0, enBlo amba(t) e —p(t) sdo falsas enh, confirmando garacompletudele LAR. Neste caso
tamkem acontece que @fmulap(t) — p(t) é falsa eml, poisIn(p(t)) = 0 els(p(t)) = 0, confirmando aao-
reflexividadede LAR. Por exemplo, adfmula pafYx(x = 1V x = 2)) e sua nega&p $0 falsas, da a formula
paYx(x =1V x=2)) - pa(Tx(x = 1V x = 2)) & tamkem falsa.

2.2.11 Defini@o. | € uma interpretaéip paraD se toda constante, sinal funcional e sinal predicativo ocorrendd em
pertence ao domio do mundo dé.

2.2.12 Defini@o. | &€ uma interpretap paraQ se, para tod® € Q, | € uma interpretaéip paraD.

| € uma LAR-interpretedp paraP,

2.2.13 Defini@o. | satisfazP =
Is(P) = 1.

2.2.14 Defini@o. | satisfad" se, para tod® < T, | satisfazP.

2.2.15 Defini@o. P é LAR-satisfaivel se existir uma LAR-interpretag| que satisfa®.
2.2.16 Defini@o. P & LAR-valido se toda LAR-interpretag paraP satisfazP.

2.2.17 Defini@o. T" &€ LAR-satisfalvel se existe uma LAR-interpretag que satisfak.

2.2.18 Defini@o. P & uma LAR-consdigncia del” se toda LAR-interpretép paral’ U {P} que satisfaZ’ tamkem
satisfazP. Notamos isto poil” == P.

2.2.19 Defini@o. Definimos a fung@o sai (Substituio da Abrangncia por Igualdade), a qual, dada uraenfula em
LAR, associa a mesma a umaifnula correspondente em LEC&giica Equacional @ssica, ou bgica de Primeira
Ordem com Igualdade), onde todos os sinais de abramig “="sao substitidos pelo sinal de igualdade=".
sai(’) & o conjunto{sai(P) | P € T'}. Analogamente, definimos sua fi;inversa sia (Substitig da Igualdade
por Abrangncia), a qual associa umarimula em LECa sua érmula correspondente em LAR, substituindo cada
ocoriéncia do sinal de igualdade="" pelo sinal de abrar@ncia “=". sia(l') & o conjuntdsiafP) | P € T'}.

2.2.20 Lema.Se “Y "nao ocorre ent’ e emP, enfio
o Iﬁ P se, e somente se sié)dﬁ sai(P).

2.3 Um Calculo de Sedjentes para LAR

Nesta sego, LAR é caracterizada como undlculo de seientes. Alguns resultados satitos kasicos relacionados
com este alculo de segentes &o tamlem apresentados.

2.3.1 Definigo. Adotaremos os seguintes sinais definidos (considerarepas primeiras vaéiveis que &o livres
emt):

et=t' =2t )t At =t

vact) = —-3Ix(t x= x); “vac(t)” € lido “t & vacuo”;

ex(t) = Ax(t k= x); “ex(t)” & lido “t & existencial”;

un) = 3Ix(t = X) A YXYY(t = XAt )EY—> x=Y); “un(t)” & lido “t & urivoco™;

ambf) = IxAy(t = xAt )=y — x#Y), “amb(t)” € lido “t & ambguo”.

Abaixo apresentamos os postulados de LAR.



2.3.2. Leis Estruturais

Esquema da Reflexividade: 8e= T, enfol [z P.
AR P I, PR Q.

T Q

Regra da Monotonicidade: $ec I,

r
Regra da Cadeia:

'R P.
I ar P

2.3.3. Leis de Introdugo e Eliminagdo de Conectivos

Modus Ponens: Sk & uma brmula pura, edEoP, P — le Q.
I Pzr Q )

Regra da Dedw@ip: SeP &€ uma brmula pura, effo ——————
s P—Q
A Qfar P
A Qg Q.
Esquema dav-Introdugo: P, Q lﬁ PAQ.

I I— PV r,P R T, R
Regra da Prova por Casos: 2R Q LAR Qs R
I LAR R

Pl PV Q;

Esquema do/-Introdugo:
{Q I—LAR PvQ.

Regra da o Contradigo: SeP e Q sao formulas puras, eéb

. |P
Esquema da\-Eliminagio: {P

RP'WQ I, PR ﬁQ.
I'iag ~P

=P P

Esquema da Dupla Negg: {
ar P

P-Qlmr PV Q
-PVvQlmP-Q
~(P - Q|zm PA-Q;
PA-Qlzg ~(P— Q).

~(PV Qg -P A -Q;
Esquema de De Morga 7P A ~Qfgw ~(P Vv Q)

SPAQ g PV -Q;
-Pv ﬂle —|(P A Q)

Esquema da Implicé@p Material:

2.3.4. Leis Quantificacionais

Esquema d&/-Eliminagao: Set & um termo puroyx le P(xt).
r |— P(x

Regra da Generalizag: Sey ndoé livre emr’, enfio I ltar PO4Y)

I'ag VXP

I, POY) fam Q
T, 3AxPl Q

Esquema dd-Introdugio: Set & um termo puro, eéb P(x|t) [az IXP.

Regra da Testemunha: $&aoé livre emI’ U {IxP, Q}, enio

—AXPag YX-P;
VYX-Pag ~3AX P
VX Pag IX-P;
AX-P g ~YXP.

Esquema da Alteédmcia:




2.3.5. Leis da Abrangncia

e Esquema da Transitividade da Abré&ngia:t = u,u = Vlﬁt E V.
e Esquema da Extede: Sex naoé livre emt,t’, enfio

VXt E X -t =X ot =t
X naoé livre emt,
e Esquema da Globaliz&g:{ x & de topo enP,
X possui apenas uma ocencia livre enP,
ento exf), Yx(t = x — P) lﬁ P(Xt).
e Postulado da Substitld:
* b= Un ot )= Un o F(tnooot) )= F(Up,. ., Un)
* 4 FUy,...,th )= Un, p(tl,...,tn)lm p(ug, ..., Un)
* 4 EUL.. Lt E un,ﬁp(tl,...,tn)lmﬂp(ul,...,un)
e Esquema da Univocidade: §¢ sdo termos puros, et =t lﬁ v =t

e Esquema da Vacuidade:
R P & uma brmula abmica kasica ou uma negag de brmula abmica tasica,
P possui pelo menos uma océncia livre de topo dg,

engo vacf) lﬁ P(xt).

TXP )= tfom P(XIY).

e Esquema da Descg: Set € um termo puro, efb
P(Xt) fag TXP )= t.

- u é um termo pur
e Esquemada Fudgp: S ~ Fi D
X1, - .., Xn NAO K0 livres emty, .. ., tp,

ongio) Tt 1) F Ul B W lts EXa A Aty = X0 AUDE F(Xe, .o, X)),
g At X A Aty X AU FO %) o o) )= UL

LAR & uma bgica deviante. Danem todas as leis dadica chssica &o \alidas de modo irrestrito em LAR, como
por exemplo a Modus Ponens e a Modus Tollens. Para a el@uoadag leis gerais de substitéiice instancigio, dadas
a seguirgé necesario definir dois novos tipos de implicag e equiva@ncia. O primeiro tipo possui a Modus Ponens
e um correspondente teorema da déduigrestrito, mas#@o a Modus Tollens. O segundo possui a Modus Ponens e a
Modus Tollens, masao a Regra da Ded&g.

2.3.6 Definigo. Definimos nas @usulas abaixo anplicacdo forte atrawes do conectivo definido-+", e aequi-
valéncia forte atraves do conectivo definido«s".

e P+ Q= 7TxQ k= TxP, ondex & a primeira vaével rao livre em{P, Q}.

¢« PQ=(P=QAQ—P)

2.3.7 Defini@o. Definimos nas @usulas abaixo superimplicacépatraves do conectivo definido=", e asupere-
quivaléncia atrawes do conectivo definidos”.

¢« P=Q=(P—QA(-Q—-P).

e PosQ=P=>0QA(Q=P).

2.3.8. Modus Ponens ForteP,P — Q Iﬁ Q.

2.3.9. Regra da Dedugo Forte: Se I, P lﬁ Q, entiol’ lﬁ P— Q.

2.3.10. Modus Ponens SuperforteP, P = Q lﬁ Q.

2.3.11. Modus Tollens Superforte-Q,P = Q IW -P.

2.3.12 Defini@o. SejamD; e D, dois designadores em LAR. A samblagBm< D, representa:
e D; = Dy, seD; e D, sao ambos termos;



e D; © Dy, seD; e D, sao ambosdrmulas.
O sinal “o” & denominadainal da correspondénciaDesse modo, a samblagdd < D, € lida “D; corresponde
aD,".

2.3.13 Defini@o. SejamD; e D, dois designadores em LAR. A samblagBm— D, representa:
e D; = Dy, seD; e D, sdo ambos termos;
e D; — Dy, seD; e D, sao ambosdérmulas.

O conectivo “+” & denominadosinal do alcanck e a samblagend; — D; € lida “D; alcanca D"

Se dois designadore&a correspondentes, podemos, gssta substitudpo ou instancig@o de um terceiro desig-
nador por ambos, formar novas correspemzias. Apresentamos a seguir o0 Esquema e Regra Geral da Si#sgtuic
o0 Esquema Geral da Instanddacpara a Correspoédcia.

2.3.14. Esquema Geral da Substituio para a Correspondncia
e Sexy,..., X%, SA0 as vaaveis livres en{Dy, D,} tais queG esh emE no seu escopo, e
VXq...¥%(D1 & Dy) [ E(GIID1) & E(GIIDy).

2.3.15. Regra Geral da Substituigo para a Correspondncia

R Se{l"lm Dl =4 D2,

G nao esh, emE no escopo de nenhuma varel livre eml” e em{Dy, D>},
en@or [o= E(GIID1) © E(GIIDy).

2.3.16. Esquema Geral da Instanciap para a Corresponencia (EGIC).
o ti =t [ E(Xit) & E(Xity).

Quando um termo abrange outro termo, podemos, &drda substituio ou instanciggo de um terceiro termo de
topo por ambos, formar novas impliéas fortes ou abraggcias.
2.3.17. Esquema Geral da SubstituBo para o Alcance
Se U possui somente oc@mcias de topo erg,
[ ]
X1,..., %, SA0 as va@veis livres enity, to} tal queu esh emE no seu escopo

enBloVxy... VX, (t1 = t2) Iﬁ E(ullty) — E(u|ty).
2.3.18. Regra Geral da Substituigo para o Alcance

Tlgr =t
e Sequpossui somente ocd@mncias de topo erh,
u nao esh, emE no escopo de nenhuma vavel livre eml” e em{ty, to},

en@oT [ E(Ullty) — E(ullty).

2.3.19. Esquema Geral da Instancigip para o Alcance (EGIA).
e Sexé detopo enk, enfiot; Ft, lﬁ E(Xt1) — E(Xt2).

2.4 Eliminacio de Descriges

Nesta sego fornecemos uma tradiug de LAR para adgica chssica de primeira order® (— Ps), na qual todas as
ocoriéncias de ‘I’ " sao eliminadas e as océmcias de ‘="podem ser interpretadas como o sinal de igualdade.

2.4.1 Defini@o. As clausulas abaixo especificam as foiegP — Ps e P +— Py:
e seP nao possui oconcia de “Y' ", entaoPs = Py = P;
e sePédaformaR(Xy,...,Xn | Ty1 Q1,..., Ty, Qn),
{para cadace {1,...,n}, x & de topo e possui exatamente uma daaeia livre emi,
onde{ ", ST .
R & uma brmula abmica khsica sem descidgs,

entio Ps=Vz...Y2,(Quyrlz)s A ... A Qn(Ynlza)s = R(X1, ..., XalZ1, .. ., Z0)),
Pn=3z...32,(Quylz)s A ... A Qu(Ynlzn)s A R(Xa, ..., XnlZ1, . .., Z0));
* sex; =y ey; naoeé livre em{Yy; Qq,..., Ty, Qn}, enfioz = X;;
onde, para cadiae {1,...,n},{* sex # Yy, ouy; € livre em{Yy; Q1,..., Ty, Qn}, enBOZ & a primeira
variavel rao livre em{zy, ..., z_1, R Ty1 Q1,..., Ty Qn}.
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{t € um termo &o puro,
X &€ a primeira vaével rao livre emt, t’,

enBo(t’ )= t)g = (' )= )y = VX((t = X)s = (' = X)g);

{t € um termo puro,
Xiy..ts Xn SA0 as primeiraga variaveis 1o livres enty, ..., tn, t,

(F(te. o) = O = (Fto, ... 1) = Oy =
B Bxa((t )2 X A o A (= X)s A (€ ) T, X)g):

Set & um termo puro, eBb(TX P )= t)g = (TXP )= t)y = Ps(Xt);
(=P)s=-Pn;
(=P)n == Ps;

(P— Q)s =Py — Qs;
(P— Q) =Ps— Qn;
(PAQ)s=PsAQs;
(PAQn=PnAQu;
(PVv Q)s=PsV Qs
(PVvQNnN=PyVOQn;
(YXP)s = ¥x Ps;
(YXP)n = VX Py;

(Ax P)s = Ax Ps;

(E|X P)N =3dx PN.

2.4.2 Exemplos.
o (P(TXQ)s = ¥X(Q = P(Y)-
(P(rx Q)y = IX(Q A P(X).
o (=p(TxQ))s = ¥X(Q — =p(X)).
=(P(TX Qn) = ~IX(Q A p(x)).
e (Tx(manifero(x)) = Tx(ledoX)))s = (Tx(manifero(x)) = rx(ledok)))y =
Yx((Tx(ledao(x)) = X)s — (Yx(manifero(x)) = X)s) = Yx(ledox) — manifero(x)).
o (f(Yx primo(x), Ty parfy)) = 2)s = (f(Yx primo(x), Ty parfy)) =2y =
Ax3y ((rx primo(x) = X)s A (Ty parly) }=y)s A z )= f(xy)) =3Ix3Ay(primo(x) A parly) A z )= f(xy)).
o (TXP(X) = Y)s = (Ixp(X) F=Y)s = py).
o (feroz(Tx(carrivoro(x))) - feroz(Tx(Ieéo(x))))s = (ferozrx (carrivoro(x))))y— (ferozTx(ledo(x))))s =
Ax (carrivoro(X) A feroz(x)) — ¥Yx(ledox) — feroz(x)).

2.4.3 Teorema.
L] l_LAR P <> Ps.
e SeP & uma brmula pura, er&olm P <> Py.

I' ag P se, e somente 4& [z Ps.

r AR P se, e somente 4& AR Ps.

2.4.5 Lema. Substituindo-se, em termos@&mulas onde &o ha ocoréncia de “r'”, o sinal “}="pelo o sinal “=", os
mesmos comportam-se em LAR da mesma forma em quégiad Equacional Gissica (LEC), oudgica de primeira
ordem com igualdade. Em outras palavras:

e Sel e P nao possuem ocdincia de “Y' ", entao

r Iﬁ P se, e somente se ﬁ)dﬁ sai(P).

2.4.6. Teorema da Corre@o e Completude do @lculo LAR com respeitoa Senéntica.

o I'[;ag P se, e somente sE,Iﬁ P.

2.4.4 Lema. {

Prova:
Suponha’ IW P. Pelo lema 2.4.4, temdss lﬁ Ps, donde pelo lema 2.4.5, temos $&) }ﬁ saiPs). Pela
corre@o e completude de LEC, temos f@)(lﬁ sai(Ps), donde pelo lema 2.2.20, obtemios == Ps. Dd, pelo

lema 2.4.4T o P. O
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3 Conclusao

Enquanto que o discurso das linguagens naté@&s geral repleto de ambiglades, o0 mesmoao acontece usual-
mente com as linguagens formais, como por exemplo, aquelas presentes natioatesual. Entretanto, existem
varias situages, tanto na ptica materatica como na modelagem do radimio em Logica, nas quaié bastante de-
sepvel lidar diretamente com a ambigade, como por exemplo a integral indefinida, o produto categorial, e diversas
situa@es sinaticas nas linguagens formais. Esta dificuldade se ddatta de ferramenta$gicas adequadas para a
formalizago de situa@ies como ambigidade e vacuidade. Afjica aqui descrita tenta suprir esta lacuna, adotando
um novo paradigma seimtico: a associ@p de cada termo a uma cdecde objetos, em oposigas seranticas
conhecidas, onde cada terfaassociado a apenas um objeto.

Em linguagens informais, como Port@gy Inges e outras, expre®ss podem empregar nomes agums para
colegdes de objetos. Em LAR, adotamos este mesmo conceito na defidegima linguagem formal para represeimac
de conhecimento, enriquecendabgita chssica e aumentando seu poder de expressividade.estdms resultados
concernentea elimina@o de descrites, apresentados na 8e@.4, qualquerdrmula representada em LAR pode
ser convertida para &gica de primeira ordem com igualdade. Desse modo, podemos empregar Grestaast 0s
métodos de automatizag conhecidos e largamente empregados, comagalresolugo, na constrip de programas
de inteliggncia artificial.
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