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Resumo. Neste trabalho utilizamos um modelo epidemiolégico sobre grafos.
As pessoas sdo representadas e classificadas de acordo com os grupos definidos
pelo modelo epidemioldgico, baseado no modelo (SIR, Suscetiveis-Infectados-
Recuperados). O modelo considera uma certa movimentacdo de pessoas e
uma medida de distanciamento social. Chamamos um grafo com todas essas
caracteristicas de grafo de infeccdo. Realizamos experimentos que ilustram a
dindmica do espalhamento de uma doenca sobre um grafo de infeccdo. Os
experimentos consideram dois grafos de infeccdo que capturam a topologia de
duas cidades do Brasil, considerando a vizinhanca entre bairros. Os experimen-
tos também consideram arvores geradoras desses grafos de infeccdo buscando
entender o espalhamento de uma doenca nesses subgrafos minimamente cone-
xos. Os resultados sugerem estratégias para a reducdo do nimero de infectados

em uma epidemia.
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1. INTRODUCAO

Recentemente presenciamos o surgimento da pandemia de Covid-19, uma onda de in-
feccao pelo coronavirus SARS-CoV-2 que atingiu o mundo inteiro. Paises rapidamente
tomaram medidas de contencdo para controlar seu espalhamento. Nesse contexto, a
importancia de se prever a evolucdao de uma pandemia veio a tona, ja que esta previsdo
nos permitiria tomar decisoes de forma inteligente. Modelos epidemiolégicos sao ferra-
mentas amplamente utilizadas na epidemiologia para estudar e prever o comportamento
de uma doenca em uma populacdo. Existem diferentes tipos desses modelos, que se
encarregam de separar as pessoas em grupos de acordo com a sua condicao relativa a
doenca e definir quantitativamente a dindmica entre estes grupos, como os modelos clas-
sicos SIS (Suscetiveis-Infectados-Suscetiveis) e SIR, mais detalhes em [Hethcote 1989].
Esses modelos podem ser aplicados em uma populacdo de forma global, mas é possivel
adaptar tais modelos para serem utilizadas sobre grafos, uma estrutura composta de
vértices e arestas, onde a interacdo entre as pessoas pode ser modelada localmente. Um
grafo pode modelar relacoes entre objetos, sendo possivel realizar diversas mudancas em

sua topologia, reproduzindo medidas de contencao reais, como o isolamento social.

Por causa da pandemia de Covid-19, diversos modelos epidemiolégicos foram uti-
lizados para estudar e prever a dindmica de doencas. O trabalho de [Barbosa et al. 2021]
faz uma anélise da pandemia na cidade de Marab3 utilizando o modelo SEIR (Suscetiveis-
Expostos-Infectados-Recuperados), com dados reais da cidade e da doenca. Outros
trabalhos, como o [Manrique-Abril et al. 2020], consideram uma abordagem SIR pu-
ramente matematica para analisar e prever o desenvolvimento da Covid-19 no terri-
torio colombiano. O trabalho [Visbal and Pedraza 2020] também utiliza o modelo
SIR e realiza uma conexdo entre os parametros do modelo e as motivacdes em torno
das medidas de contencido adotadas na cidade de Santa Marta, Colombia. Os mode-
los epidemioldgicos também podem ser aplicados sobre grafos, como feito no trabalho
[Keeling and Eames 2005]. Nele, cada pessoa é representada como um vértice da rede
e a proximidade/contato entre pessoas s3o representadas como arestas, individualizando

de fato as pessoas.

Neste trabalho utilizaremos um modelo epidemiolégico sobre um grafo com res-
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trices na circulacdo de pessoas, desenvolvido em [Franco 2020] tendo como base um
modelo epidemiolégico sobre um autémato celular [White et al. 2007]. Nele vértices
contém uma certa quantidade de pessoas, representando um bairro. O modelo epide-
miolégico considerado foi o SIR, em que as pessoas sdo classificadas como suscetiveis,
infectadas e recuperadas, sendo aplicado em cada vértice do grafo. As pessoas em um
bairro podem se movimentar entre bairros adjacentes da sua origem e cada pessoa de
um vértice estad no correspondente grupo SIR. Além disso, as pessoas podem aderir ou
nao a um distanciamento social, uma medida dada por um indice de distanciamento por

vértice.

Em [Franco 2020], foram desenvolvidos experimentos sobre grafos com diferentes
topologias. Alguns exemplos sdo a topologia completa (todos os vértices do grafo estdo
conectados entre si), a topologia grade (o grafo conecta os vértices em forma de uma
matriz bidimensional) e a topologia linha que consiste em um grafo que é um caminho
simples. O autor constatou experimentalmente que o comportamento de uma doenca
é diferente dependendo da topologia do grafo, com as mesmas condicGes iniciais e
restricGes de circulacdo de pessoas. Os grafos gerados tinham 100 vértices com 3.000

pessoas cada e inicialmente haviam 400 pessoas infectadas em um deles.

No presente trabalho, realizamos os experimentos sobre dois grafos que repre-
sentam regides adjacentes de duas cidades do Brasil - Rio de Janeiro e Florianépolis.
Nosso objetivo aqui é analisar a dinamica de uma doenca sobre esses grafos, apos realizar
alteracdes na topologia do grafo. Os nimeros de pessoas em cada vértice desses grafos
(populagdo de um bairro) foram obtidos através de dados oficiais (IBGE e Data.Rio).
Os experimentos realizados comparam o desenvolvimento de uma doenca ao longo do
tempo sobre os grafos originais com diferentes subgrafos conexos. Na grande maioria
dos casos, houve maior controle sobre o espalhamento de uma doenca sobre um grafo

quando a topologia dele é alterada para uma topologia minimamente conexa.

2. MATERIAL E METODOS

Nesta secdo, apresentamos o funcionamento do modelo. Em seguida detalhamos a cons-
trucdo das insténcias (grafos de infeccdo), a obtencdo dos dados e a sua implementac3o.

Além disso, explicamos brevemente alguns dos algoritmos utilizados nos experimentos.
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2.1. Apresentacdo do modelo

Para entender o modelo é necessario primeiro conhecer um pouco mais sobre a estrutura
de um grafo. Um grafo é composto por vértices e arestas, representando um objeto e
um certo relacionamento com outros objetos, respectivamente. A Figura 1 ilustra um
exemplo de um grafo onde vértices s3o bairros e a existéncia de uma fronteira entre eles

define uma aresta.

Figura 1. Grafo com alguns bairros proximos da Universidade Federal de Santa

Catarina (UFSC)

Utilizamos a notacdo de conjuntos para descrever o modelo. O grupo SIR de
pessoas no Vvértice i e no tempo ¢ (em dias) é dado por N} = SIUIfUR!. O subconjunto
St C St (St C S!) destaca as pessoas suscetiveis do vértice i no tempo ¢ que atendem
(ndo atendem) ao distanciamento social. Da mesma forma temos isso para os infectados
It (If) e recuperados R! (Rﬁ) A constante o corresponde ao indice de pessoas do vértice
7 que atendem ao distanciamento social no tempo ¢. Com isso, o nlimero de suscetiveis
que atendem e n3o atendem ao distanciamento é, respectivamente |S!| = |a!|S!|]
e |Sf| = |S!| — |S|. O mesmo é aplicado para obter os niimeros de infectados e
de recuperados que atendem e ndo atendem ao distanciamento social. Portanto, as
pessoas de 7 e no tempo t que atendem ao distanciamento social pertencem ao conjunto
N! = S'UI' U RY; e as pessoas que ndo atendem ao distanciamento social pertencem

ao conjunto Nt = StU It U R,

Neste modelo, a movimentacdo das pessoas acontece da seguinte forma. Existem
pessoas circulando em cada vértice i do grafo e em cada instante de tempo ¢. Essas
pessoas sdo pessoas do préprio vértice i (de N} e de N}) e pessoas de vértices adjacentes

de i que ndo atendem ao distanciamento social (de (¢, ;) N]t sendo x(7) o conjunto

Jjex(i

dos vértices adjacentes ao vértice i). Um pardmetro 65%- é utilizado para representar a
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proporcdo de pessoas do vértice ¢ que vieram do vértice j, sendo j € x(i). Cada aresta

t

{i,7} possui dois parametros distintos, 3} ,; e 8}, ;, ambos no intervalo [0, 1].

O conjunto de pessoas suscetiveis que encontram com uma pessoa infectada no
vértice i e no instante de tempo t é denotado por X!. Considerando o distanciamento
social, temos X! (X!) o conjunto de pessoas p € S! (p € S!) que encontram com
um infectado no vértice i (em vértices adjacentes a i). Note que o modelo considera
uma movimentacdo de pessoas que atendem ao distanciamento social. Tais pessoas
precisaram se movimentar por algum motivo. Dessa forma, temos X! = X! U Xf
Finalmente, o modelo sobre o grafo considerando o modelo epidemiolégico SIR, conforme

[Franco 2020], em cada vértice é dado por,
P = (1] = B[N + [oEIXT) + EIX) = 117,
|SEH < 157 = (B[ X+ EIXID) = 155, (1)
R < R+ [eE[ 1] = [R,

sendo v a taxa de viruléncia e ¢ a taxa de recuperacio. O valor esperado de | X?| é defi-
nido como E[|X?|] = Sf]P{Y]fZ} com S! sendo o niimero de pessoas suscetiveis de i que
atendem ao distanciamento social mas que por algum motivo circulam somente em 7. O
valor esperado de | X!| é definido como E[|X!|] = SfIP{YZZ_,Z} + 2 iexti) S.j]P{i};fz‘_)j}y
com Sf o nimero de pessoas suscetiveis de ¢ que nao atendem ao distanciamento social
e que circulam em 7 e Sz o nimero de pessoas suscetiveis de 7 que ndo atendem ao dis-
tanciamento social e que circulam em um vértice adjacente j € x(i). As probabilidades
IP{Y;;} ]P{}“/;i_ﬂ} e IP{E'/Zfi_}j} sdo todas iguais a razdo entre o nimero de pessoas infec-
tadas circulando em um vértice e o nimero total de pessoas circulando em tal vértice.
Além disso, [ | e | |, representam respectivamente as funcdes teto e piso. Dessa forma,
temos para cada instante de tempo e para cada vértice do grafo, limitantes inferiores
para o nimero de infectados e limitantes superiores para os niimeros de suscetiveis e

recuperados. Para a execucdo dos experimentos, os nimeros de infectados, suscetiveis

e recuperados sao fixados nos limitantes determinados.

2.2. Estruturacao do Grafo e obtencao dos dados

A primeira etapa na construcao do grafo de infeccdo é conhecer qual a sua estrutura.

De acordo com [Franco 2020] temos bairros sendo representados por vértices e arestas
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representando existéncia de uma fronteira entre dois bairros. Uma fronteira, neste caso,
é definida como a possibilidade de uma pessoa transitar diretamente de um bairro a

outro.

A instancia de Floriandpolis utilizada foi a mesma de [Ataide 2022], concedida
pelo autor para nossos experimentos. O trabalho detalha a construcdo do grafo e a
obtencdo dos dados necessarios. Nele os bairros da cidade foram agrupados, ou seja,
vértices correspondem a grupos de bairros vizinhos. S3o 16 grupos de bairros e 25 ares-
tas interligando os grupos. Os grupos combinam bairros que estdo em regides préximas
uns dos outros e foram assim definidos: Grupo 1: Cachoeira do Bom Jesus, Ingleses,
Canasvieiras, Pontas das Canas, Santinho; Grupo 2: Vargem Grande, Rio Vermelho;
Grupo 3: Vargem Pequena, Jureré; Grupo 4: Santo Anténio de Lisboa, Ratones, Saco
Grande, Costa da Lagoa; Grupo 5: Itacorubi, Jodo Paulo, Lagoa da Conceicdo, Barra
da Lagoa; Grupo 6: Balneario, Jardim Atlantico, Estreito, Novo Continente; Grupo 7:
Coloninha, Sapé, Monte Cristo, Capoeiras; Grupo 8: Vila Aparecida, Abrado, Coqueiros;
Grupo 9: Agrondmica, Prainha, Centro, Monte Serrat; Grupo 10: Trindade, Pantanal,
Saco dos Limdes; Grupo 11: Rio Tavares, Costeira do Pirajubaé; Grupo 12: Canto da
Lagoa, Cérrego Grande; Grupo 13: Tapera, Carianos, Fazenda do Rio Tavares, Campe-
che; Grupo 14: Morro das Pedras, Armacdo; Grupo 15: Ribeirdo da ilha, Alto Ribeir3o;
Grupo 16: Caieira da Barra do Sul, Pantano do Sul.

No presente trabalho, apresentamos a instancia da cidade do Rio de Janeiro. Os
dados foram coletados sobre os bairros e suas adjacéncias através do mapa do plano
diretor da cidade, apresentado na Figure 2. A partir destes dados criamos a lista de
adjacéncias, um arquivo que lista todos os bairros e seus vizinhos. Com estes dados ja

é possivel visualizar o grafo, conforme apresentado na Figura 3.



e Bairros

Figura 2. Municipio do Rio de Janeiro
Fonte: Plano Diretor da Cidade do Rio de Janeiro Lei complementar n®

111/2011

Figura 3. Grafo do Rio de Janeiro

Antes da implementacdo do modelo, foi necessario obter os dados da populacio
de cada bairro da cidade do Rio de Janeiro. O Instituto Municipal de Urbanismo Pereira

Passos, referéncia na divulgacdo de dados geograficos para o planejamento urbano e


https://www.rio.rj.gov.br/web/ipp/who-we-are
https://www.rio.rj.gov.br/web/ipp/who-we-are

producdo cartogréfica do Rio, mantém o portal Data.Rio. Neste portal, sao disponibili-
zados diversos dados da cidade, incluindo tabelas com os bairros do Municipio do Rio e
suas respectivas populacdes. Os dados do portal foram extraidas a partir dos dados do
Censo Demografico do Brasil de 2010 realizado pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE) [Rio 2010b], [Rio 2010a], [Rio 2010c]. Por terem sido coletados em
2010, os dados ndo incluem a populacao dos bairros Lapa, Vila Kennedy e Jabour, ja
que eles n3o tinham sido criados. Portanto a lista de adjacéncias teve que ser alterada
para entrar em conformidade com a tabela de populacdo. Além deles, o bairro Paqueta
também foi retirado, ja que é uma ilha sem acesso por ruas, apenas através de barcas,
com dados escassos do fluxo de pessoas, o que tornaria a modelagem da movimentac3o

mais complicada.

As propriedades utilizadas s3ao uma lista de adjacéncia de um bairro, o ID deste
bairro, sua populacdo e o parametro beta, que representa a proporcao de pessoas de
circulam em um bairro e que vieram de bairros vizinhos. Os nomes dos bairros foram

retirados do mapa da Figura 2, a populac3o foi obtida pela leitura da tabela 2973 do site

_ 1
[x(4)|+1"

como descrito em [Franco 2020], sendo |x(i)| o nimero de bairros vizinhos (vértices

Data.Rio [Rio 2010b] e o pardmetro /3 calculado a partir da expressdo /3 ,; =

adjacentes) do bairro (vértice) i. A partir dessas informacdes, o grafo pdde ser facilmente
criado e modificado, mudando o seu script de criacao, atualizando os dados que ele utiliza

(como as populacBes) ou até mesmo trocando a cidade a ser utilizada.

2.3. Implementacao do Modelo

A implementacdo foi feita em Python, utilizando a biblioteca Networkx para a criacdo e
manipulacdo do grafo. Essa biblioteca permite criar um grafo, adicionar propriedades a

vértices e arestas, além de facilitar a sua apresentacao grafica.

Todo o modelo é implementado em uma classe que necessita apenas de um
argumento, o caminho (path) para o arquivo grafo. Ela possui atributos do modelo,
como a taxa de viruléncia v, a taxa de recuperacdo ¢, o fator de distanciamento o e A
(fracdo de pessoas que respeitam o distanciamento mas precisam sair e portanto podem
ser infectadas Sf) com valores diferentes para cada grupo S, | e R. A classe também

possui métodos para construir o grafo e reiniciar seus valores, caso seja necessario. Bem
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como, funcdes para gerar graficamente o grafo e os graficos apresentados neste trabalho.
A funcdo de avancar tempo é responsavel por avancar ¢ (medido em dias, ¢t € N),
simulando o modelo de fato. Nela, em cada um dos dias, trés acdes sdo realizadas.
Primeiramente movimenta-se as pessoas entre os vértices, como descrito na Secdo 2.1.
Depois o processo de infeccao comeca, sendo calculada a probabilidade ]P{Y;Z-} para
determinar os valores de encontros daquele dia, ou seja, X, X. Na segunda acdo, as
quantidades de cada subgrupo de distanciamento (SJR, SIR e STR) é atualizada por
meio do sistema de equacdes (1), apresentado na Secdo 2.1). A terceira ac¢do, no final
do dia, é regressar as pessoas de volta aos seus vértices de origem, terminando o dia e
passando para o préximo dia t. Essa movimentac3o gera o espalhamento da infeccdo
ao longo do grafo, onde o infectado de um vértice que foi para outro, pode infectar
um suscetivel desse vértice vizinho (ou suscetivel do préprio vértice que saiu para esse
vizinho). No dia seguinte, este novo infectado podera visitar os seus vértices vizinhos,

criando o efeito cascata.

A Figura 4 apresenta a composicao de um vértice apds a primeira movimenta-
cdo. Os grupos de pessoas Suscetiveis, Infectados e Recuperados, sdo subdivididos em
subgrupos de distanciamento que participam do espalhamento da infeccao: pessoas que
respeitam o distanciamento social, mas precisam sair de casa (S, 7, R) pessoas que nao
respeitam o distanciamento social e ndo sairam do préprio vértice (S 7, R) € pessoas
que nao respeitam o distanciamento social que vieram de outros vértices (S 7, R)
A secdo do grafico em destaque mostra de onde vieram tais suscetiveis. Cada vértice
armazena a origem de uma pessoa para, ao final do dia, devolvé-la ao bairro de origem

correto.

Durante a simulacdo do modelo sdo armazenados também os valores totais de
cada grupo SIR e seus respectivos instantes de tempos ¢ para a visualizacido grafica. A
Figura 5 apresenta o gréfico resultante da simulacdo numérica do modelo no periodo
de 200 dias. Nesta simulacao foi escolhido o vértice do bairro do Flamengo com um
numero de infectados no instante de tempo inicial 3 e pico no niimero de infectados
ocorre por volta do dia 75 com aproximadamente 900 mil infectados. Para todos os

nossos experimentos numéricos utilizamos os seguintes valores de parametros: fracdo de

L
20"

91
200"

29

500" fator

infectados iniciais = taxa de viruléncia v = taxa de recuperacdo ¢ =



de distanciamento o = 2, e frac3o de pessoas que respeitam o distanciamento,
5 Y
precisam se movimentar \¢g = z, A= L A = 2.

Vértice Flamengo no dia 30

Bairros vizinhos

Gléria
Laranjeiras
Catete
Botafogo

Figura 4. Composicdo do vértice Flamengo em ¢ = 40
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Figura 5. Grafico de Infeccdo ao longo de 200 dias

2.4. Problema de interesse

mas

Apbs os primeiros experimentos, identificamos um instante de tempo em que ocorre o

pico no nimero de infectados, veja a Figura 5. Nosso objetivo é tentar diminuir o maximo
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que conseguirmos esse pico, removendo as arestas do grafo de infeccdo, mas sem deixa-
lo desconexo. Em um primeiro momento, nés realizamos essas remocdes manualmente,
seguindo algum critério. Depois, as remocdes foram feitas por meio de algoritmos.
Os algoritmos de busca em grafos podem ser utilizados para obter subgrafos conexos
chamados de arvores geradoras. Tais algoritmos visitam vértices em uma ordem definida.
A partir disso, podemos criar a arvore ao conectar vértices visitados ao vértice visitado na
etapa anterior. A seguir uma breve explicacao de como esses algoritmos funcionam, mais

detalhes podem ser encontrados em [Feofiloff et al. 2011] e [Dasgupta et al. 2008].

Uma Busca em Profundidade é como visitar um labirinto, vocé vai andando
por um caminho até ficar sem saida. A partir dai, comeca a voltar por esse caminho,
entrando em todos os outros caminhos que vocé encontrar nessa volta. Ao entrar em
um caminho encontrado na volta, vocé segue até o fim dele até n3o encontrar a saida.
E assim, executa os mesmos procedimentos anteriores nesse outro caminho. Vocé nao
deve visitar nenhum caminho novamente e deve visita-los até ndo poder mais voltar, por

ja ter visitado todos.

A Busca em Largura tém um principio de funcionamento diferente da Busca em
Profundidade. Ela recebe um vértice inicial e comeca a visitar outros vértices a partir
dele. Essa busca visita eles por niveis, visitando todos os vizinhos do inicial, para em
seguida visitar os vizinhos desses vizinhos. O processo continua até n3o ter mais vizinhos

para visitar. Esse algoritmo gera uma arvore com niveis de distancia do vértice inicial.

2.5. Método de Euler para a discretizacao do modelo

Para analisar a precisao das aproximacdes, com intervalos de tempo menores, conforme
[Linge and Langtangen 2020], o sistema de equacdes que rege o nosso modelo epidemi-
olégico (1) é dado por,
SE = S At(o(XE+ X)),
I = IF o At(o(XF + XP) — elb), (2)
REFY = RE 4+ At(elh),
sendo At = (tp — ty)/N o tamanho do intervalo de tempo, tr e ty os tempos final e

inicial da simulacdo, k representa o instante de tempo t =ty + kAt e N o niimero de

subintervalos no intervalo de tempo [tg, tr|. Ao dividir o sistema de equacdes (2) por At
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e fazendo At — 0, obtemos um sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

para cada vértice i do grafo, dado por,

ds;

4

= —(u(X;+ X)),

% = +ALH(X; + X)) — eI), (3)
= (e1),
dsS; dI; dR; . : x
sendo ds; e i respectivamente, as derivadas de S(t), I(t) e R(t) em relacdo ao

dt’ dt — dt
tempo, ou seja, as taxas de variacdo de individuos suscetiveis, infectados e recuperados

ao longo do tempo. O método de Euler é um método numérico utilizado para aproximar
solucdes de EDOs, mais detalhes em [Burden and Faires 2011]. Para cada passo At,
calculamos um valor aproximado em t + At, por meio da reta tangente da solucdo em .
Se realizarmos passos grandes, o ponto na reta tangente ficard distante do ponto sobre
a curva da funcdo solucdo. Com passos pequenos, a solucao aproximada no préximo
instante de tempo, ficard mais préxima da solucdo, diminuindo o erro gerado pelas
aproximacdes sucessivas. No modelo (1), as nossas equacdes usam passos de tempo
At = 1, representando um dia. Por causa disso o At fica oculto. Foram realizados
experimentos numéricos utilizando diferentes valores para At. No entanto, por conta do

espaco, estes experimentos estdo somente na versdo completa deste texto.

3. RESULTADOS E DISCUSSAOQ

Nas proximas secoes, apresentamos os resultados dos experimentos numéricos realizados.
Nosso objetivo é tentar diminuir o maximo que conseguirmos o pico no numero de
infectados, removendo as arestas do grafo de infeccao, mas sem deixa-lo desconexo.
Na Secdo 3.1, apresentamos resultados de experimentos onde as remocdes sdo feitas
manualmente, seguindo algum critério. Na Secdo 3.2, apresentamos os resultados com
remocoes baseadas em algoritmos de Busca em Largura e Busca em Profundidade e na

Secdo 3.3 apresentamos uma heuristica para encontrar novas arvores geradoras.

3.1. Tentativas iniciais

Em [Franco 2020], percebe-se através dos experimentos realizados, que a topologia do

grafo altera o comportamento do espalhamento de uma doenca. As topologias linha
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e ciclica mostraram-se as topologias com os melhores resultados, isto é, a curva de
infectados sobe de forma suave, estabiliza e depois desce da mesma forma. As curvas de
suscetiveis e recuperados também se comportam de forma suave, descendo e subindo,
respectivamente. Dito isso, a primeira tentativa foi feita mudando uma secdo do grafo
(18 vértices no total). A ideia foi construir dois ciclos a partir dos vértices da zona sul
do Rio de Janeiro, usando o bairro Botafogo como ligacdo entre os ciclos. Parte dos
vértices restantes (que ndo fazem parte dos ciclos) formam novos caminhos, onde uma
ponta do caminho faz parte do ciclo e a outra pode ou nao fazer parte dele, formando
novos ciclos ou caminhos sem saida, respectivamente, mantendo sempre o grafo conexo.
A Figura 6 apresenta esta modificacdo. Utilizamos o subgrafo da zona sul do Rio com
o objetivo de ter mais controle sobre a forma do grafo e como mudancas nele alteram
os resultados. Nele o pico de infectados ficou em torno de 125.000 pessoas. Com a
remoc3do destas arestas o pico de infectados diminuiu. Dependendo do bairro escolhido
como inicio do espalhamento, houve uma diminuicdo no pico de até 4000 pessoas, como
no caso do inicio no bairro de Copacabana ou na Gavea, mas iniciando-se em outros
bairros essa diminuicao foi bem menor, como no caso do inicio nos bairros do Flamengo

ou Cosme Velho, onde o pico diminuiu em menos de 800 pessoas.

Um outro experimento foi realizado sobre a zona sul, transformando-a em um
grafo minimal, ou seja, removendo o maximo de arestas possiveis deixando o grafo
conexo. A remocdo de qualquer outra aresta tornaria o grafo desconexo. Para fazer isso,
basta remover uma aresta de cada um dos dois ciclos existentes na Figura 6 (a direita).
Dependendo de quais arestas sdo removidas e o vértice de inicio do espalhamento, o pico
de infectados foi diferente. O menor pico que conseguimos alterando essas duas variaveis
foi de 68.000 pessoas. Ele foi obtido no grafo em que as arestas Copacabana-Botafogo
e Flamengo-Botafogo foram removidas e com o inicio do espalhamento no vértice do

Flamengo, apresentado na Figura 7.
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Figura 6. Grafo original da zona sul do RJ (a esquerda) e grafo com ciclos e

caminhos (a direita), contendo os mesmos vértices.

Figura 7. Grafo minimamente conexo da zona sul do RJ.

O menor pico aconteceu nessas circunstancias pela combinacdo de dois fatores.
O primeiro foi a escolha das arestas a se remover, envolvendo Copacabana, Botafogo e
Flamengo, os trés bairros mais populosos da zona sul. A remocao das suas conexdes faz
com que a infeccdo tenha que percorrer um longo caminho, passando por bairros menos
populosos, fazendo com que os suscetiveis se infectem mais lentamente. O segundo
fator foi o inicio do espalhamento no bairro Flamengo, que dificultou mais ainda o
espalhamento, fazendo com que infectados tivessem que comecar na ponta do grafo,
lentamente caminhando de bairro em bairro e infectando menos pessoas a cada dia. Foi

observado entdo que quanto mais linear é o grafo minimal melhor.

Observando o grafico da Figura 8 podemos ver dois picos diferentes, nos dias 35
e 60, que acontecem por causa da remocdo dessas arestas. O primeiro pico acontece

depois dos infectados chegarem em Botafogo nos primeiros 10 dias e comecarem a
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infectar os suscetiveis dele. Logo depois, temos o maior pico, que acontece logo depois
de um infectado chegar em Copacabana, rapidamente infectando varios suscetiveis e

levando a curva de infectados para cima novamente.
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T T T T
25 50 75 100 125 150 175 200
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Figura 8. Grafico de Infeccdo ao longo de 200 dias no grafo minimal da zona sul.

Utilizamos agora um outro método para alterar a topologia do grafo. A ideia é
isolar os vértices mais populosos do grafo quando se percebe um aumento significativo
no numero de infectados durante a simulacdo. O isolamento é realizado de forma ciclica
entre o estado isolado e normal, tendo a duracdo de um ciclo definida inicialmente pelo
nimero de dias até o pico de infectados do grafo original dividido por 10 e o periodo
total durando até o dia do antigo pico. Desta vez, o método foi realizado sobre o grafo
completo do Rio de Janeiro, com ciclos de 7 dias, a partir do dia 18 (onde houve diferenca
significativa de infectados de um dia para o outro) até o dia 73 (pico original). Com
a utilizacdo desse método o pico diminuiu de 810.000 para cerca de 660.000. Mudar
a duracao do ciclo, tanto para mais quanto para menos, parece aumentar o pico de

infectados, assim como alterar o dia de comeco ou de término dos isolamentos ciclicos.

3.2. Obtencdo de arvores geradoras através de buscas

Até agora fizemos apenas remocdes manuais de arestas, baseadas em alguma ideia criada
por nds, mas também podemos remové-las com base em algoritmos, como os de busca
em largura ou em profundidade, apresentados na Secdo 2.4. Utilizando-se dessas novas

estratégias que encontram um subgrafo conexo do grafo original obtivemos resultados
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interessantes. Para os grafos gerados a partir de arvores em largura obtivemos o grafico
da Figura 9. Nele os pontos em vermelho equivalem ao pico de infectados no grafo ndo
modificado do RJ com inicio do espalhamento no bairro descrito no eixo z. Os pontos
verdes equivalem ao pico de infectados no grafo modificado pelo algoritmo de busca em
largura. Nem todos os bairros estdo explicitamente nomeados.

Picos de Infectados das Arvores de Busca em Largura e Grafo Original

o ® largura
. ° w.~ L] ® Grafo Original
1000000 ° 00 .
o °® ° .005 ® o
* . ° P o e oo, * e .
o' © 0 . ° . . % o ©
o o ° o "% °e °0 e ™ oo .
.-‘o ° .0 ° ° ®e o . . L4 M ® e -
800000 .‘....o. o o » e %® o *e, o a~-'u'~~. (] . o %%
L]
" o .:.. * o esfosstongtese o ® e o0, 0 - ®
<] . * o o° o0 . . ®eg °
° ° ° e o ° o“". ® e
£ L4 ° b ¢ e S .
$ 600000 . e o o ° . .
= o %o oo’ M
£ .'u‘.i-.'.' L4 (] ® ° ."-.° °
) . °
kel
o
O 400000
o
L]
200000
0. L] L] L X ] LN ] (X ] L] L] o e o0
© 390 8 WoWEEBwWI VWS Y WOO 085Ol oD S5 P OTORS YT BLLOL 02O NRO®
B EE R RS R ER LR RER LRSS R SR RREE RN RRARR IR NE LS
@ el 8- 938285852988 E5c2crgd s Z2N23 8%oa S5 cF 5 8355825 280
S5e8¢8 38 ©g56,8888 " 5°2 s 8¢ S OFgEgg2 80y EEESs S
89t s B3Ezicics [ 8%z oF VR T IiEeATaliS
=8 - R T ® 3 EE I D
g o H g
a 5 3
Nome do Bairro de Inicio
. R . .
Figura 9. Pico de Infectados das arvores de largura geradas a partir de cada

v e V(G).
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Pico de Infectados (¢ = 400) das arvores de profundidade geradas a

partir de cada v € V(G).
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Os valores, quando comparados com o grafo original mostram que em geral
houve diminuicdo no pico de infectados. Ja as arvores de busca em profundidade foram
testadas com 400 dias, pois o espalhamento da doenca nao terminava antes dos 200 dias.
A Figura 10 apresenta a comparacdo entre o pico de infectados do grafo original e o grafo
modificado pelo algoritmo de busca em profundidade. Os experimentos nos indicam que
manter o grafo de infeccdo original proporciona, para quase todos os casos, um pico de
pessoas infectadas maior que as topologias das arvores geradoras testadas. As arvores
de busca em profundidade possuem grande destaque no que diz respeito ao numero de
pessoas infectadas no pico, tal nimero permanece muito préximo de uma constante. No
entanto, vale a pena citar que em alguns casos, o grafo de infeccao original é a melhor
opcdo de topologia pois a doenca n3o conseguiu se espalhar (a distribuicdo das pessoas
da forma como foi considerada no modelo implicou no niimero esperado de infectados
igual a 0 (zero) para todo vértice logo no inicio da simulacdo). Isso acontece quando
o espalhamento comeca nos bairros Satde, Cavalcanti, Zumbi ou Barra de Guaratiba,
por exemplo. Temos apenas um caso em que a melhor opcdo é o grafo de infeccdo
original e o pico de infectados ndo é igual a zero para qualquer topologia considerada,
Vaz Lobo, imediatamente ap6s Madureira. A Figura 11 apresenta a comparacao dos

picos nas arvores de busca em largura, de busca de profundidade e do grafo original.
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Figura 11. Comparacao do Pico de Infectados das arvores de largura e

profundidade e grafo original.
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Podemos ainda analisar o comportamento das arvores de busca em largura e
busca em profundidade ao longo do tempo em cada arvore. Nos experimentos realiza-
dos, hd uma diferenca no comportamento geral entre as arvores de busca em largura
e em profundidade. O espalhamento da doenca é mais lento nas arvores de busca em
profundidade. Para ilustrar este comportamento, a Figura 12 apresenta os niimeros de
suscetiveis, infectados e recuperados ao longo do tempo das arvores de busca em largura
e busca em profundidade a partir do vértice do bairro do Flamengo. O experimento
também considera que o espalhamento da doenca inicia no bairro do Flamengo. Todas
as arvores de busca em largura tiveram um comportamento similar ao grafico da es-
querda, com excecao daqueles que a doenca nao se desenvolveu. Ja as arvores de busca
em profundidade, em sua maioria, tiveram um comportamento similar ao do grafico da
direta, com picos menores e curvas de infectados mais suaves e esticadas ao longo do

tempo.
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Figura 12. Graficos de Infeccdo das arvores de busca em largura (a direita) e busca

em profundidade (a esquerda), com inicio no bairro do Flamengo.

No grafico a direita da Figura 12 esta ilustrado o espalhamento da doenca na
arvore de busca em profundidade do bairro do Flamengo em um intervalo de 400 dias.
E possivel observar que a infecc3o continuou se espalhando na populacdo até mais ou
menos o dia 390, com um nidmero de infectados muito pequeno. O pico da doenca
aconteceu no dia 316, bem depois do que acontece em arvores de largura ou no grafo
original da Figura 5. Analisando os graficos de 200 dias de outras arvores de profundidade
é possivel perceber que em todas elas o espalhamento ndo termina antes desses 200 dias.
Repetimos os experimentos para o grafo de infeccao da cidade de Florianépolis. Para este

caso, aplicamos o modelo sobre o grafo de infeccdo original apenas uma vez, ja que sdo
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conhecidos os niimeros reais de suscetiveis, infectados, e recuperados de cada vértice em
um determinado dia (dados reais) obtidos em [Ataide 2022]. Também aplicamos sobre
as arvores de busca em largura e em profundidade, onde cada grupo de bairros é a raiz
de uma dessas arvores, totalizando 16x2 arvores geradoras. Os resultados relacionados
ao numero de infectados no pico podem ser observados na Figura 13. A linha horizontal
que cruza esta figura estd sobre o nimero 83.271, o nimero de infectados no pico
considerando o grafo de infeccdo original.

Picos de Infectados do Grafo Original e das Arvores de Busca em Largura e Profundidade
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Figura 13. Florian6polis - Observe duas curvas para os picos de infectados para
cada uma das arvores de busca em largura e em profundidade, além do pico

de infectados considerando o grafo de infeccao original.

Neste caso, os experimentos nos indicam que ha muitas arvores geradoras (daque-
las consideradas) cujo nimero de infectados no pico é maior que o nimero de infectados
no pico do grafo de infeccdo original. A maioria das arvores de busca em profundidade
possuem pico de infectados maior que o pico de infectados do grafo de infeccdo original.
Enquanto que a maioria das arvores de busca em largura possuem pico de infectados
menor. Das arvores geradoras consideradas, aquela que obteve o menor niimero de in-
fectados no pico foi uma arvore de busca em largura com raiz no Grupo 11, composto
pelos bairros Rio Tavares e Costeira do Pirajubaé. Todos os grupos sao apresentados na

Secao 2.2.

Na préxima secdo, descrevemos uma heuristica que, a partir de uma arvore ge-

radora (em largura ou em profundidade), passa por outras arvores geradoras do grafo

19



de infeccdo, vizinhas da arvore de partida, e destaca aquela com o menor nimero de

infectados.

3.3. Uma heuristica que encontra novas arvores geradoras

Nesta secao, descrevemos um procedimento que recebe uma arvore geradora T de um
grafo de infeccao GG e devolve uma lista de outras arvores geradoras de G, caso o conjunto
de arestas de G seja diferente do conjunto de arestas de 7. Sejam E(G) e E(T) os
conjuntos de arestas de GG e de T, respectivamente. Definimos uma arvore vizinha T’
de T se T" difere de T' em uma aresta. Dessa forma, podemos construir uma lista com
arvores vizinhas de 7' da seguinte maneira. Seja e uma aresta de E(G) — E(T), isto
é, uma aresta de GG que ndo esta na arvore T'. Ao adicionar e em T', criamos um grafo
com exatamente um ciclo (7'+¢). Quase todas as arestas deste ciclo estdo na arvore 7T,
exceto por e. Considerando ey, es, ..., e, todas as arestas do ciclo que estao na arvore
T, ao removermos exatamente uma aresta e;, obtemos uma nova arvore (geradora de
() vizinha de T'. Dessa forma, construimos k &rvores vizinhas de 7' ao remover uma
aresta e; por vez. Para construir uma lista L com todas as arvores vizinhas de T', basta
repetirmos o procedimento descrito anteriormente para cada aresta em E(G) — E(T).
O modelo epidemiolégico pode ser executado considerando todas as arvores vizinhas de

uma arvore geradora T', encontrando assim, um minimo local.

O tempo de execucdo da heuristica por arvore geradora é da ordem de O(nm)
sendo n e m os nimeros de vértices e de arestas de (&, respectivamente. Isso porque
para cada uma das m —n + 1 (O(m)) arestas de E(G) — E(T'), adicionar e em T' e
encontrar o ciclo consome tempo O(n). Para encontrar o ciclo, basta seguirmos pelos
pais das pontas de e na arvore T' até chegarmos em um ancestral comum. Entdo, se a
lista de arvores vizinhas de T’ possui tamanho k, encontrar um minimo local considerando
uma arvore T' leva tempo O(knm). No pior caso, teremos k = O(nm). Isso porque,
para cada O(m) aresta inserida em 7', podemos ter ciclos de tamanho O(n) e assim,
podemos criar O(n) arvores vizinhas para cada insercdo de aresta em T'. Logo, o tempo
de execuc3o no pior caso é O(n?m?). Para o nosso caso especifico, essa heuristica é
executada em tempo 2n = O(n), uma execucdo para cada arvore de busca em largura e

em profundidade com raiz em cada vértice do grafo de infeccdo G com n vértices. Entao,
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para o nosso caso especifico, o tempo de execucao do procedimento total fica igual a
O(n®m?). Note que a lista de arvores vizinhas n3o precisa ser construida explicitamente
pois podemos manter apenas aquela que possui o melhor resultado. Entdo, o espaco

consumido para guardar uma arvore geradora vizinha é suficiente, ou seja, O(n).

Em seguida apresentamos os resultados experimentais da aplicacdao dessa heuris-
tica sobre algumas arvores geradoras (de busca em largura e em profundidade) do grafo
de infeccdo da cidade de Floriandpolis. Os resultados estdo em graficos boxplot. Uma
linha horizontal no grafico esta sobre o niimero 83.271, o pico da curva de infectados do
grafo de infeccdo original. Cada boxplot corresponde aos resultados do pico da curva de
infectados das arvores vizinhas de uma arvore geradora com raiz em um vértice do grafo
de infeccao original. Podemos ver na Figura 14 que a maioria das arvores vizinhas de
arvores de busca em profundidade possuem resultados piores que o resultado do grafo
de infeccao original. J4 observando a Figura 15, essa conclusdo se inverte. A maioria
das arvores vizinhas de arvores de busca em largura possuem resultados melhores que
o resultado do grafo original. O melhor resultado foi obtido através de uma arvore vi-
zinha de uma arvore de busca em largura com raiz no Grupo 7. Neste caso, o pico
atingiu 70.647, ou seja, o pico de infectados da arvore vizinha é 15,16% menor que o
pico de infectados do grafo original. E importante também dizer que os experimentos
indicam que ha muitas arvores vizinhas de arvores geradoras que possuem resultados
piores quando comparados com o resultado do grafo de infeccao original. Ha arvores
vizinhas de arvores de busca em profundidade com mais de 6% de infectados no pico
(Grupos 7 e 15) quando comparados com o pico do grafo de infeccdo original. Note na
Figura 15 que pelo menos % das arvores vizinhas de arvores de busca em largura com
raiz nos Grupos 4, 6, 7, 11 e 12 possuem resultados melhores que o resultado do grafo
de infeccdo original. Em contrapartida, note na Figura 14 que nem mesmo % das arvores
vizinhas de arvores de busca em profundidade com raiz nos Grupos 12 e 13 possuem

resultados melhores que o resultado do grafo de infeccdo original.
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Figura 14. Florianépolis - Boxplot com os resultados do pico de infectados da

vizinhanca sobre arvores de busca em profundidade.
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Figura 15. Florianépolis - Boxplot com os resultados do pico de infectados da

vizinhanca sobre arvores de busca em largura.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, aplicamos um modelo epidemiolégico sobre grafos de infeccdo. Utiliza-

mos dois grafos de infeccdo correspondentes a duas cidades do Brasil: Rio de Janeiro e
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Florianépolis. Cada bairro (ou grupo de bairros para o caso de Florianépolis) é repre-
sentado como um vértice neste grafo e bairros vizinhos (ou grupos de bairros vizinhos)
sdo conectados por uma aresta do grafo de infeccdo. Foram utilizados dados conhecidos
e reais sobre o nimero de pessoas que vivem nos bairros. Para o caso de Florianépolis,
utilizamos ainda dados reais do nimero de pessoas suscetiveis, infectadas e recuperadas,
considerando a doenca COVID-19. Apresentamos uma heuristica que encontra minimo
local dada uma definicdo de vizinhanca de arvore geradora. Foram apresentados os re-
sultados experimentais obtidos pela aplicacao do modelo epidemiolégico sobre algumas

arvores geradoras dos grafos de infeccao das duas cidades.

Realizamos diversas alteracdes topoldgicas, obtendo arvores geradoras por varios
métodos diferentes. A partir dos resultados, conseguimos concluir que na maioria dos
experimentos realizados, a restricao da topologia nos leva a um menor pico de infeccdo
no grafo. Isso acontece em decorréncia da restricio de movimento que essas mudancas
topoldgicas proporcionam. A movimentacao das pessoas ¢ dificultada e os experimentos
ilustram que o espalhamento da doenca no grafo é reduzido. Com essas restricoes, pode
ser impossivel a movimentacao direta de pessoas infectadas entre vértices adjacentes do
grafo original. Com isso, a infeccdo pode levar mais tempo para atingir tais vértices.
Vale ressaltar a importancia de controlar o espalhamento de uma doenca. Uma menor
quantidade de pessoas infectadas simultaneamente implica em menor ocupacao em hos-
pitais e em leitos de UTls, o que nos leva a possibilidade de tratar eficientemente cada

um dos pacientes de acordo com a gravidade dos sintomas.

A iniciacdo cientifica proporcionou um grande aprendizado em diversas areas de
conhecimento como grafos, programacao, célculo e escrita. Aprimorou também o meu
pensamento critico por estar constantemente em contato com o método cientifico. Uma

das maiores contribuicSes dela foi aprender a aprender.

Finalmente, alguns resultados deste trabalho foram apresentados no LV Simpésio
Brasileiro de Pesquisa Operacional 2023 (SBPO), que ocorreu em novembro de 2023, em
S3o José do Campos/SP. O artigo completo foi publicado nos Anais do evento. O artigo
apresenta os resultados das arvores geradoras obtidas através de busca e da heuristica

utilizada na Secdo 3.3. Além disso, outros resultados foram apresentados no Encontro
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Académico de Matematica (EAMat) da UFSC, realizado em agosto. Neste caso, foram
apresentados os resultados obtidos pela simulacao numérica do modelo com o método
de Euler (um experimento que esta na versdo completa deste texto e que n3o esta aqui

por falta de espaco).
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