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Conteudo programatico

@ Introducéo (4 horas/aula)

@ Notacao Assintotica e Crescimento de Fungoes (4
horas/aula)

@ Recorréncias (4 horas/aula)

@ Divisao e Conquista (12 horas/aula)

@ Grafos (4 horas/aula)

@ Buscas (4 horas/aula)

@ Algoritmos Gulosos (8 horas aula)

@ Programacao Dinamica (8 horas/aula)

@ NP-Completude e Redugdes (6 horas/aula)

@ Algoritmos Aproximados e Busca Heuristica (6 horas/aula)



Cronograma

02mar — Apresentagao da disciplina. Introdugao.
09mar — Prova de proficiéncia/dispensa.

16mar — Notacao assintética. Recorréncias.
23mar — Dia n&o letivo. Exercicios.

30mar — Dia néo letivo. Exercicios.

06abr — Recorréncias. Divisao e conquista.
13abr — Divisdo e conquista. Ordenagao.

20abr — Ordenagao. Estatistica de ordem.
27abr — Primeira avaliacao.

04mai — Estatistica de ordem. Grafos. Buscas.
11mai — Buscas. Algoritmos gulosos.

18mai — Algoritmos gulosos.

25mai — Algoritmos gulosos. Programagao dinamica.
01jun — Dia nao letivo. Exercicios.

08jun — Semana Académica. Exercicios.

15jun — Programagao dinamica. NP-Completude e redugodes.
22jun — Exercicios (copa).

29jun — Segunda avaliacao.

06jul — Avaliacao substitutiva (opcional).



Programacgao Dinamica — O Problema Binario da Mochila J




O Problema Binario da Mochila

O Problema da Mochila

Dada uma mochila de capacidade W (inteiro) e um conjunto de
n itens com tamanho w; (inteiro) e valor ¢; associado a cada
item i, queremos determinar quais itens devem ser colocados
na mochila de modo a maximizar o valor total transportado,
respeitando sua capacidade.

@ Podemos fazer as seguintes suposicoes:
o > wi>W;
@ 0<w; <W,paratodoi=1,...,n.



O Problema Binario da Mochila

@ Podemos formular o problema da mochila com
Programacao Linear Inteira:
@ Criamos uma variavel x; para cada item: x; = 1 se o item i
estiver na solugéo 6tima e x; = 0 caso contrario.
@ A modelagem do problema & simples:

max Z CiXi 1)
i1
D owixi <W )
i=1
x € {0,1} 3)

@ (1) é a funcao objetivo e (2-3) o conjunto de restri¢des.



O Problema Binario da Mochila

@ Como podemos projetar um algoritmo para resolver o
problema?

@ Existem 2" possiveis subconjuntos de itens: um algoritmo
de forca bruta é impraticavel!

@ E um problema de otimizac&o. Sera que tem subestrutura
otima?

@ Se o item n estiver na solucdo 6tima, o valor desta solugao
sera c, mais o valor da melhor solugéo do problema da
mochila com capacidade W — w, considerando-se so 0s
n — 1 primeiros itens.

@ Se o item n nao estiver na solugao 6tima, o valor 6timo
sera dado pelo valor da melhor solugéo do problema da
mochila com capacidade W considerando-se sbosn — 1
primeiros itens.



O Problema Binario da Mochila

@ Seja z[k,d] o valor 6timo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que
contém um subconjunto dos k primeiros itens da instancia
original.

@ A formula de recorréncia para computar z[k,d] para todo
valorde d e k é:

z[0,d] =0
z[k,0] =0
2[k,d] = z[k —1,d], sewg >d
| max{zlk —1,d],z[k — 1,d —wy] +ck}, sewg <d



O Problema Binario da Mochila - Complexidade

Recursao

@ A complexidade do algoritmo recursivo para este problema
no pior caso é dada pela recorréncia:
1, k=0oud=0
Tk, d)= { Tk—1,d)+T(k-1,d-w)+1 k>0ed >0.

@ Portanto, no pior caso, 0 algoritmo recursivo tem
complexidade Q(2"). E impraticavel!

@ Mas ha sobreposicao de subproblemas: o recalculo de
subproblemas pode ser evitado!



Mochila - Sobreposicao de Subproblemas

@ Considere vetor de tamanhosw = {2,1,6,5} e
capacidade da mochila W = 7. A arvore de recursao seria:

z[4, 7]
2[3, 7] 73, 2]
2[2,7) 22, 1] z[2,2]
7[1, 7] 2[1, 6] 7[1, 1] z[1, 0] 71, 2]
7N / N\ I I /N
200,7]  Z[0,5] 0,6] 20, 4] 200, 1] 2[0, 0] 2[0,2] z[0, 0]

@ O subproblema z[1, 1] é computado duas vezes.



Mochila - Programacao Dinamica

@ O ndmero total maximo de subproblemas a serem
computados € nW.

@ Isso porque tanto o tamanho dos itens quanto a
capacidade da mochila séo inteiros!

@ Podemos entdo usar programacao dinamica para evitar o
recalculo de subproblemas.

@ Como o célculo de z[k,d] depende de z[k — 1,d] e
z[k — 1,d — wy], preenchemos a tabela linha a linha.



d-w[k] d
0
k-1 ~
k

z[k,d]=smax {|z[k=14d] | z[k-1,d-w[k]] + c[k]




O Problema Binario da Mochila - Algoritmo

Mochila(c,w, W, n)

> Entrada: Vetores ¢ e w com valor e tamanho de cada item,
capacidade W da mochila e nimero de itens n.

> Saida: O valor maximo do total de itens colocados na
mochila.

parad := 0 até W faca z[0,d] :=0

2. parak:=1aténfacazlk,0]:=0
3. parak:=1aténfaca

4. parad :=1até W faca
5. z[k,d] :=z[k —1,d]
6
7
8

=

sewy <decg+z[k —1,d —w] > z[k,d] entéo
z[k,d] :=cx +z[k —1,d — wy]
devolva (z[n,W])




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.

Moo o2 3 4 s 6 7

0 0 0 0 0 010 0 0

1 0
2 0
3 0




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.

Moo 2 3 4 s 6 7




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.

d

L Vo] of10 |10 |10 |10 |10 | 10




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.

L 1 o] ol10 |10 |10 |10 |10 |10




Mochila - Complexidade

@ Claramente, a complexidade do algoritmo de programagao
dindmica para o problema da mochila € O(nW).

@ E um algoritmo pseudo-polinomial: sua complexidade
depende do valor de W, parte da entrada do problema.

@ O algoritmo nao devolve o subconjunto de valor total
maximo, apenas o valor maximo.

@ E facil recuperar o subconjunto a partir da tabela z
preenchida.



Mochila - Recuperac¢ao da Solucéao

MochilaSolucao(z,n, W)

> Entrada: Tabela z preenchida, capacidade W da mochila e
nimero de itens n.
> Saida: O vetor x que indica os itens colocados na mochila.

parai:=1aténfacax[i]:=0
MochilaSolucaoAux(x,z,n, W)
devolva (x)

MochilaSolucaoAux(x,z,k,d)

se k # 0 entao
sez[k,d] =z[k —1,d] entdo
x[k] := 0; MochilaSolucacAux (x,z,k — 1,d)
senéo
x[k] := 1; MochilaSolucacAux (x,z,k — 1,d — wy)




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.




Mochila - Exemplo
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Mochila - Exemplo
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Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W = 7.




Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ = {10,7,25,24},w = {2,1,6,5} e W =7.

L Vol o|10 |10 [10 |10 |10 | 10

2 0 70110 |17 |17 |17 | 17 | 17

3 ol 711017 | 17|17 ] 25| 32

4 0 7010 |17 | 17 | 24| 31| 34

x[11=x[4] =1, x[2] =x[3]=0



Mochila - Complexidade

@ O algoritmo de recuperacao da solucao tem complexidade
O(n).

@ Portanto, a complexidade de tempo e de espaco do
algoritmo de programacéao din@mica para o problema da
mochila € O(nW).

@ E possivel economizar memoria, registrando duas linhas:
a que esta sendo preenchida e a anterior. Mas isso
inviabiliza a recuperacéao da solucgao.



Programacgao Dinamica — Subcadeia Comum Maxima J




Subcadeia comum maxima
Definicdo: Subcadeia

Dada uma cadeia S = a; ...an, dizemos que S’ =b;...b, é
uma subcadeia de S se existem p indices i(j) satisfazendo:

(@ i(j) €{1,...,n} paratodoj € {1,...,p};
(b) i(j) <i(j+1) paratodoj € {1,...,p — 1};
(c) by = a4y paratodoj € {1,...,p}.

@ Exemplo: S = ABCDEFG e S’ = ADFG.

Problema da Subcadeia Comum Maxima
Dadas duas cadeias de caracteres X e Y de um alfabeto X,
determinar a maior subcadeia comumde X e Y



Subcadeia comum maxima (cont.)

@ E um problema de otimizagc&o. Sera que tem subestrutura
otima?

@ Notagao: Seja S uma cadeia de tamanho n. Para todo
i =1,...,n, o prefixo de tamanho i de S sera denotado
por S;.

@ Exemplo: Para S = ABCDEFG, S, = AB e S; = ABCD.

@ Definigdo: cJi,j] € o tamanho da subcadeia comum
maxima dos prefixos X; e Y;. Logo, se [X| =me |Y|=n,
c[m, n] é o valor 6timo.



Subcadeia comum maxima (cont.)

@ Teorema (subestrutura 6tima): SejaZ =2z;...z¢ a
subcadeia comum maxima de X = X1 ...Xm €
Y =y;...Yn, denotado por Z = SCMX,Y).
© Se xm =yn entdo zx = Xm = Yn € Zx_1 = SCMXm_1, Yn_1).
Q Se xm # yn entdo zx # xm, implica que Z = SCMXm_1,Y).
© Se xm # yn entdo z, #y, implica que Z = SCMX, Y,_1).

@ Formula de Recorréncia:

0 sei=00uj=0
cli,jl=¢ cli—-1,j—1]+1 sei,j>0ex =y,
max{c[i — 1,j],c[i,j — 1]} sei,j>0ex; #Y;



Subcadeia comum maxima (cont.)

01. parai=0atémfacac|i,0]:=0

02. paraj=1aténfacac|0,j]:=0

03. parai=1atémfaca

04. paraj =1 até n faca

05. se x; =Y; entao

06. cli,jl:==cli—1,j — 1] +1; b[i,j] ="\
07. senao

08. secl[i,j — 1] > c[i — 1,j] entdo

09. cli,j] :==cli,j — 1] ; bli,j] :=“«"
10. senao

11. cli,j] :=cli — 1,j]; b[i,j] :="“1";
12. devolva (c[m,n],b).




Subcadeia comum maxima - Exemplo

@ Exemplo: X =abcbeY =bhdcab,m=4en=>5.

Y b d ¢ a b Y ® d @ a ®
X 0 1 2 3 4 5 X 0o 1 2 3 4 s
olojofolo|o|oO 0
a 1|0 0|0 0] 1|1 a 1 i =
b 2|01 L)1 ® » N|= |||\
c 3ol |1]2]2]2 © 3 LN = !
b 4]0 1|1 [2]2]3 ® 4 ANEEEERERN




Subcadeia comum maxima - Complexidade

@ Claramente, a complexidade do algoritmo &€ O(mn).

@ O algoritmo ndo encontra a subcadeia comum de tamanho
maximo, apenas seu tamanho.

@ Com atabela b preenchida, é facil encontrar a subcadeia
comum maxima.



Subcadeia comum maxima (cont.)

@ Para recuperar a solucao, basta chamar
Recupera_ MSC(b, X, m,n).

Recupera_ SCM(b, X, 1i,])

sei =0ej=0entdo devolva
se bli,j] = “\” entdo
Recupera MSC(b, X,i — 1,j — 1); imprima x;
senao
se bli,j] = “1" entéo
Recupera MSC(b, X,i —1,j)
senao
Recupera_ MSC(b, X,i,j — 1)

| O Nk wNE



Subcadeia comum maxima - Complexidade

@ A determinagdo da subcadeia comum maxima é feita em
tempo O(m + n) no pior caso.

@ Portanto, a complexidade de tempo e de espaco do
algoritmo de programacéao din@mica para o problema da
subcadeia comum méxima é O(mn).

@ Note que a tabela b é dispensavel, podemos economizar
memoria recuperando a solugao a partir da tabela c.
Ainda assim, o gasto de memoria seria O(mn).

@ Caso nao haja interesse em determinar a subcadeia
comum maxima, mas apenas seu tamanho, é possivel
reduzir o gasto de memoria para O(min{n, m}): basta
registrar apenas a linha da tabela sendo preenchida e a
anterior.



NP-Completude e Reducoes




Historico
@ O trabalho de Cook de 1971 publicado no congresso
STOC mostrou:
e Todos os problemas da classe NP podem ser reduzidos em

tempo polinomial para o problema de Satifatibilidade
Booleana (SAT).

e Ou seja se tivermos um algoritmo rapido (polinomial) para
0 SAT teremos um algoritmo rapido para todos os
problemas em NP!

e Este € o primeiro problema NP-Completo.

@ Em 1972 Richard Karp mostrou como reduzir em tempo
polinomial o SAT para outros 21 problemas importantes.

@ Até hoje ninguém conseguiu encontrar um algoritmo

polinomial para qualquer um dos problemas em
NP-Completo!

@ Conjectura: P=NP ?  Prémio de 1 milhao de USS$.



21 Problemas NP-Completos provados por Karp

3-Satisfatibilidade
Coloragao de Grafos
Particao em Cliques

@ Satisfatibilidade em forma °
°
°
@ Cobertura Exata
°
°
°

normal conjuntiva
@ Programacgé&o Inteira 0-1

e Clique

@ Empacotamento de
Conjuntos Tlransversal |

@ Cobertura de Vértices Arvore de Steiner

@ Cobertura de Conjuntos Empar elhgmento

@ Feedback Node Set F’d’m9”3’0na/

@ Feedback Arc Set @ Mochila

e Circuito Hamiltoniano em @ Sequenciamento de
grafo orientado Tarefas

e Circuito Hamiltonianoem @ FParticao
grafo nao orientado @ Corte Maximo



Comparando tempos polinomiais e exponenciais

[f(m] n=20 n=40 [ n=60 | n=80 | n=100 |
n | 2,0x10~seg| 4,0<10~""seg| 6,0x10 "Tseg| 8,0x10~ "Tseg| 1,0x10~"Oseg
" | 4,0<107seg| 1,6x107%seg | 3,6x10 %seg | 6,4x10 %seg | 1,0x10 Bseg
n® | 8,0x10 %seg | 6,4x10 8seg | 2,2x10"seg | 5,1x10 "seg | 1,0x10 Cseg
m | 2,2x107%seg | 1,0x10 %seg | 7,8x10%seg | 3,3x10 3seg | 1,0x102seg
27| 1,010 Bseg 1,0seg 13,3dias 1,3x10%séc | 1,4x10"Tséc
37 | 3,4x10 S3seg 140,7dias 1,3x107séc | 1,7x10™%séc | 5,9x10%8séc

Supondo um computador com velocidade de 1 Terahertz (mil
vezes mais rapido que um computador de 1 Gigahertz).



Comparando tempos polinomiais e exponenciais
| f(n) | Computador atual | 100 xmais rapido | 1000 x mais rapido|

n N1 100N1 1000N1
e No 10N, 31.6N5
n N 4.64N; 10N;
I75 N4 25N4 398N4
20N N5 N5 + 6.64 Ns +9.97
3n Ns Ns +4.19 Ns + 6.29

Fixando o tempo de execugao



Historico
@ Desde entao muitos outros problemas praticos foram
demonstrados como pertencentes a classe NP-Completo.
@ Estas demonstracoes sao feitas utilizando-se redugoes.

@ Veremos as principais classes de complexidade: P, NP,
NP-Dificil e NP-Completo



Problemas praticos

Muitas vezes problemas NP-completos sao casos particulares
ou podem ser reduzidos facilmente para outros de carater mais
pratico, conhecidos como NP-dificeis

Problema do Caixeiro Viajante
Atribuicdo de Freqiiéncias em Telefonia Celular

Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho
Escalonamento de Tarefas em Computadores
Classificacao de Objetos

@ Coloracao de Mapas

@ Projetos de Redes de Computadores

@ Varios e varios outros problemas praticos...

°
°
@ Empacotamento de Objetos em Contéineres
°
°



O que acontece se nos depararmos com um problema
NP-dificil ?

@ Vocé pode buscar por boas solugdes mas sem nenhuma
garantia de tempo ou da qualidade da soluc¢ao
(heuristicas).

@ Tentar achar solugoes boas rapidamente com garantia de
qualidade da solugao obtida (algoritmos aproximados).

@ Tentar resolver de forma étima o problema, mas para
instancias pequenas (backtracking e branch-and-bound).

@ Tentar resolver de forma 6tima combinando com técnicas
de programacao linear (programacgao linear inteira)



Reducoes

@ As vezes é facil mapear instancias de um problema Py em
instancias de um outro problema P, que ja sabemos
resolver.

@ Neste caso podemos usar o resolvedor R, de P, como
uma caixa preta para resolver instancias de P;.

@ Note que € necessario transformar a solugdo dada para o
problema P> em uma solugao para P;.

@ Este processo é conhecido como reducao de P; para Ps e
denotaremos por Py > Ps.



Redugao entre problemas
P; é redutivel a P, (P > Po) se
@ 1 Ti que transforma instancia /; de P; para instancia b de
P>
@ 1 Ts que transforma solucao S de kb para solugao S; de

12:=Ti(ll)
Instancia //

lucio Sl<— _——— §2
Solugdo SI=—c—752)

Claramente vale transitividade:
Se P1 > Pg e P2>P3 entao P1 > P3



Reducao entre problemas
Usaremos as redug0es para:

@ Resolver um problema P; supondo que temos a resposta
para um problema P-.

@ Mostrar que se P; for “dificil” e a reducgao for
suficientemente rapida, é possivel mostrar que P> também
é “dificil”.



Redugoes
Reducao 1

Problema (de Edicao de String - ES)

As seguintes operagoes S0 possiveis em strings:

@ Insercao de um caracter
@ Remocgao de um caracter
@ Troca de um caracter por outro

Dados strings A e B, transformar A em B com o menor numero
de operagoes.




Redugoes
Reducao 1

Se A= babb e B = bbc, transformamos A em B com duas
operacgoes:
babb
(8 Remover a
bbb
(8 Trocar ultimo b por ¢
bbc

O Problema de Edigao de String pode ser resolvido por
programacao dinamica.




Redugoes

Reducao 1

Problema (do Caminho Minimo em Grafo Orientado)

Dado grafo orientado G(V, E), onde cada aresta ij possui custo
ci>0,e vértices s e t, , encontrar um caminho de custo total
minimo de s atem G.

1
Um caminho minimo de s para t




Redugoes
Reducao 1

Proposicao
Problema de Edigcao de String > Problema do Caminho Minimo
em grafos orientados.

Prova. Dados strings A= ajas...ane B=bibo...bp
(instancia do Problema ES) construimos um grafo da seguinte
forma:

I bl b2 bm

al &—



Redugoes

Reducao 1

@ Arestas horizontais correspondem a inser¢ao de um
caractere e possuem custo 1.

@ Arestas verticais correspondem a remog¢ao de um
caractere e possuem custo 1.

@ Arestas diagonais correspondem a uma troca e tem custo
1 caso os caracteres sejam diferentes, e 0 caso sejam
iguais.

@ O problema é encontrar um caminho minimo do vértice /
ao F.



Redugoes
Reducao 1

Exemplo
Dados strings A = caa e B = aba construa grafo G:

I a b a

RN

1 @ ®
F

custo de edicao é2=1+0+1+0



Redugoes

Reducao 1

Temos que mostrar que um caminho minimo em G de / até F
corresponde a uma edicao minima.

@ Dado uma edi¢gao minima, a partir do caracter vazio temos
4 opgoes (inserir, remover, trocar/match) que
correspondem as arestas no grafo.

@ Uma edicao de strings corresponde a um caminho e este
por sua vez corresponde a uma edicao.

@ Portanto um caminho minimo sera uma edi¢gdo minima.



Redugoes
Reducao 2

Problema (do Triangulo em um Grafo)

Dado grafo G = (V, E) nao-orientado, decidir se G tem um
tridngulo (subgrafo completo de 3 vértices).

Proposicao

O Problema dos Triangulo em um grafo pode ser resolvido em
tempo O(n®).

Prova. Basta verificar todos os (3) subconjuntos de 3 vértices
de G. 0



Redugoes
Reducao 2

Vamos reduzir o Problema do Triangulo em um Grafo para o
seguinte problema

Problema (Multiplicagao de Matrizes)
Dadas matrizes A e B, computar a matriz C = A- B.

Teorema (Strassen’69)

Existe algoritmo que computa multiplicacdo de matrizes de
ordem n com complexidade de tempo O(n?8°7).

Teorema (Coppersmith-Winograd’90)

Existe algoritmo que computa multiplicacdo de matrizes de
ordem n com complexidade de tempo O(n?376),




Redugoes
Reducao 2

Dado grafo G = (V,E), onde V = {1,...,n}, a matriz de
adjacéncia A de G é uma matriz de ordem n x n onde

. [ 1 se{ijlecE
Ali,j] = { 0 caso contrario.

O que acontece se calcularmos A% ? Sabemos que
n
AZlifl =) Ali K] - ALk, ]
k=1

Portanto A2/, ] > 0 < existe indice k tal que A[i,k] = 1 e Alk,j] = 1.
le., k

A2[i,j] > 0 < existe k tal que i/\j



Redugoes
Reducao 2

Proposicao

O Problema do Tridngulo em um grafo G pode ser resolvido em
tempo O(r?378),

Prova. Seja A matriz de incidéncia de G.
@ Compute A2 em tempo O(n?378).
@ Para cada posicéo (/, ), verifique em A e A® se
Ali,jl =1e A%[i,j] > 0.
@ Caso se verifique para algum par, temos um triangulo em
G.



Redugoes e Cotas

Reducoes e Cotas

@ Suponha que temos uma redugao de um problema P4
para um problema P».

81 82



Redugoes e Cotas

Reducoes e Cotas

@ f1(n) é o tempo para transformar instancia P; para
instancia de P».

@ g(n) é o tempo para resolver o problema Ps.

@ f>(n) é o tempo para transformar solugao de P, em
solucao de P;.

@ Cota superior para Py sera f;(n) + f2(n) + g(n).

@ No caso especial em que g(n) = Q(fi(n) + f2(n)) a cota
superior para Py é O(g(n)).



Redugoes e Cotas

Reducoes e Cotas

@ Se conhecemos cota inferior Q(/(n)) para Py e

@ se fi(n) + f(n) = o(I(n)) entdo I/(n) também é uma cota
inferior para Ps.



Redugoes e Cotas

Exemplo: Poligono
@ Considere o problema de se conectar pontos no plano por
um poligono com semi-retas que nao se cruzam (P-»).

@ Sera que existe uma reducao do problema de ordenacgao
P; para Po.

@ Lembre-se que Py gasta pelo menos Q(nlog n)
comparacgoes.

@ Sera Q(nlog n) uma cota inferior para P,?



Redugoes e Cotas

Exemplo: Poligono
@ Sejam xi, X2, . .., Xp nUmeros inteiros distintos que
compdem uma entrada para o problema P;.

@ Podemos transformar estes numeros em pontos distintos
no plano da forma (x;, x?).

@ Notem que os pontos (x;, x?) preservam a ordem relativa
dos x;.



Redugoes e Cotas

Exemplo: Poligono

X3 X4 X1 Xo X5




Redugoes e Cotas

Exemplo: Poligono

Teorema

Temos uma cota inferior Q(nlog n) no nimero de comparagées
para a resolugdo do problema do poligono (P-).

Prova.
@ A transformacdo de uma instancia de ordenacao para uma
instancia de P, toma tempo fi(n) = O(n).

@ Notem que uma solugao de P» para esta instancia
necessariamente vai conectar os pontos vizinhos.

@ Dado a descricao do poligono como solucao, basta
percorrermos 0s pontos para obtermos a ordenagao dos x
com custo f(n) = O(n).

@ Como f1(n) + f2(n) = o(nlog n), temos uma cota inferior
Q(nlog n) para o custo de resolu¢éo de P..



Redugoes e Cotas

Exemplo: Multiplicacao de Matrizes
Simétricas
@ Considere o problema P, de multiplicacdo de matrizes
quadradas simétricas(MMS).

@ Considere o problema Py de multiplicagao de matrizes
quadradas (MMQ).

@ Poderiamos pensar que P> é mais facil de se resolver do
que P;.

@ Para provar o contrario vamos mostrar que P; > P, com
custos de transformacgodes “baratos”.

@ Seja n o numero de linhas/colunas das matrizes. Qualquer
algoritmo para multiplicagéo de matrizes (simétricas ou
nao) gasta Q(n?).



Redugoes e Cotas

Exemplo: Multiplicacao de Matrizes
Simétricas

@ Sejam A, B duas matrizes como entrada do problema
MMQ.

@ Denotamos por A” a matriz transposta da matriz A.

@ Nao é dificil notar que as matrizes: HT 6‘] e [g BOT} sdo

simétricas.

@ Além do mais multiplicando-as temos:
0Al [oBT] _[AB O
ATo| |BO | | 0 ABT

@ Inspecionando a matriz resultante temos AB.



Redugoes e Cotas

Exemplo: Multiplicacao de Matrizes
Simétricas

Teorema

Se existir um algoritmo para o problema MMS com tempo
O(g(n)) entao temos um algoritmo O(g(n)) para o problema
MMQ. Ou seja MMS é pelo menos tao dificil quanto MMQ.

Prova.

@ A reducao proposta de uma instancia do MMQ para o
MMS tem custo O(n?) para montar as matrizes simétricas
de dimensodes 2n x 2n.

@ Portanto o custo para gerar uma solugao para o MMQ
usando o resolvedor do MMS ¢é O(g(n) + n?) = O(g(n))

pois g(n) = Q(n?).



Redugoes e Cotas

Exemplo: Matriz ao Quadrado
@ Considere o problema P» de se elevar matrizes ao
quadrado(QM).

@ Considere o problema P; de multiplicacdo de matrizes
quadradas (MMQ).

@ Sera que QM é mais facil do que MMQ.

@ Sejam A, B matrizes de uma instancia para o problema
MMQ.

o Nao é dificil notar que: [$4]° = [48 9,

Teorema

Se existir um algoritmo para o problema QM com tempo
O(g(n)) entao temos um algoritmo O(g(n)) para o problema
MMQ. Ou seja QM é pelo menos tao dificil quanto MMQ.

Prova. Exercicio O



Introducao

@ Ha milhares de problemas praticos para os quais nao se
conhece algoritmos de tempo polinomial

@ Consideramos algoritmos eficientes aqueles com tempo
de execugéo polinomial, ou seja, O(n¥) para alguma
constante k.

@ Acredita-se que nao haja tais algoritmos para muitos
destes problemas

@ Fundamentaremos esta dificuldade e a complexidade de
tais problemas através de reducoes

@ Para este estudo, simplificaremos a “cara” destes
problemas para problemas de decisao, mas que mantém
sua complexidade/dificuldade computacional



Algumas Classes de Complexidade:

Informalmente, as classes P, NP, NP-Completo, NP-Dificil sao
conjuntos de problemas e se

X eP:
X pode ser decidido em tempo polinomial.
X € NP:
X é de decisao e tem certificado curto e verificavel
em tempo polinomial.
X € NP-Completo:
X eNP e VY € NP, Y é redutivel
polinomialmente a X.
X € NP-Dificil:
VY € NP, Y é redutivel polinomialmente a X, onde
X nao necessariamente pertence a NP.



@ Veremos que a classe NP € gigantesca

@ Todo problema de NP é redutivel polinomialmente a um
problema NP-completo

@ Se existir algoritmo de tempo polinomial para um problema
NP-completo entao todos os problemas de NP se tornam
de tempo polinomial



Possivel configuracao:

NP-Dificil NP-Dificil

NP-Completo
P=NP=
g NP-Completo
5
£
S
P # NP P = NP

https://en.wikipedia.org/wiki/NP-completeness



Exemplos de problemas em P

@ Dado um conjunto de nimeros S, existe n € S tal que
n=>ics\(ny!?

@ Decida se um dado grafo G é conexo ?
@ Dado grafo completo G = (V, E), pesos nas arestas
c: E — Z*, vértices s e t e um inteiro positivo K, existe

um caminho em G, de s para t, de peso no maximo K ?

@ Posso colorir um mapa com 4 cores sem conflitos ?



Exemplos de problemas em NP-Completo

@ Dado um conjunto de nimeros S, existe N C S tal que
Dien = Dicswi?

@ Dado grafo G, existe um ciclo hamiltoniano em G ?

@ Dado grafo completo G = (V, E), pesos nas arestas
c: E — Z* e um inteiro positivo K, existe um ciclo
hamiltoniano em G, de peso no maximo K ?

@ Dado grafo completo G = (V, E), pesos nas arestas
c: E — Z, vértices s e t e um inteiro positivo K, existe um

caminho em G, de s para t, de peso no maximo K ?

@ Posso colorir um mapa com 3 cores sem conflitos ?



Exemplos de problemas NP-dificeis

@ Varios problemas praticos sao NP-dificeis

Exemplos:

e Problema do Caixeiro Viajante

Atribuigdo de Frequéncias em Telefonia Celular
Empacotamento de Objetos em Contéineres
Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho
Escalonamento de Tarefas em Computadores
Classificacao de Objetos
Coloragao de Mapas
Projetos de Redes de Computadores
Varios outros...

@ P#NP = nao existem algoritmos eficientes para
problemas NP dificeis



Problemas de Busca x Prolemas de Decisao

A teoria de NP-Completude é desenvolvida sobre problemas
de decisdo: resposta do tipo sim/ndo ou 1/0.

Problema (do Ciclo Hamiltoniano)

Dado grafo G(V, E), encontrar ciclo em G que passa por cada
vértice exatamente uma vez.

A\

Problema (de Decisao do Ciclo Hamiltoniano)

Dado grafo G(V, E), decidir se G possui ciclo que passa por
cada vértice exatamente uma vez.

<

Exercicio. Fagca uma reducao de tempo polinomial do Problema
(de busca) do Circuito Hamiltoniano para o Problema de
Decisao do Circuito Hamiltoniano.



Problemas de Otimizacao para Problemas de Decisao

Problema (do Caminho Minimo)

Dado grafo G(V, E) e dois vértices s e t, encontrar um
caminho mais curto entre s e't.

Problema (de Decisao do Caminho Minimo)

Dado grafo G(V, E), dois vertices s e t e um inteiro K, decidir
se ha caminho de s a t de comprimento no maximo K.

N




Codificacao de Problemas

@ As instancias de um problema sao codificadas por strings
de bits.

@ Na pratica nao consideramos codificagoes “caras” como a
unaria.

@ Utilizaremos codificagdes “baratas”/compactas, como a
base 2 para representar inteiros

@ Codificagcdes compactas com bases diferentes nao
alteram a polinomialidade de um algoritmo



A classe P - Definicao Informal

@ Um problema I pertence a classe P se existe algoritmo de
tempo polinomial que resolve 1.

@ Dizemos que os problemas pertencentes a P sao
trataveis e admitem algoritmos eficientes.

e E claro que algoritmos com complexidade O(n'%°) ou
0O(10'%°n) n&o s&o eficientes.

@ Mas no estudo desta teoria consideramos tais algoritmos
eficientes.

e Geralmente quando um problema pertence a P, o tempo de
execucao do algoritmo é um polinémio de grau baixo.

e Geralmente o algoritmo é eficiente na pratica.



Linguagens Formais

@ Um alfabeto ¥~ é um conjunto finito de simbolos.

@ Uma linguagem sobre ¥ € qualquer conjunto cujos
elementos sao strings formadas com simbolos de ¥.

@ Uma string vazia é denotada por e.
@ Uma linguagem vazia é denotada por 0.

@ A linguagem contendo todas possiveis strings sobre ¥ é
denotada por X*.

@ (/) a codificagao binaria da estrutura /.

@ |/| é o tamanho da insténcia /, dado pelo nimero de bits
desta string.

Se¥ ={0,1} entdoX* = {¢,0,1,00,01,10,11,000, ...}




Linguagens Formais

@ Admitimos as operagOes usuais €, C, U e N sobre
linguagens.

@ Definimos o complemento de uma linguagem L como

L=%"-L

@ A concatenacao de linguagens L e L, € uma nova
linguagem L,

L:{X1X2:X1 EL1GX2€L2}

@ L' denota a concatenacao da linguagem L, i vezes.

L*={aulLul®u...




Linguagens Formais

@ Usualmente assumiremos que ¥ = {0, 1}.

@ X * corresponde a todas possiveis instancias de um
problema 1.

@ Dado um problema de decisao 1, assumimos que este
mapea instancias de X* para {0, 1}.

@ Também assumimos que o problema I € uma linguagem:
NM={xeX*:Nx)=1}

@ Ou seja, o problema é uma linguagem composta por todas
as instancias cuja solugao é “sim”.



Linguagens Formais

Problema (PATH)

PATH= {(G,u,v,k): G=(V,E) éum grafo
uvelv,
k > 0 inteiro
existe caminho entre u e v em G
de tamanho no maximo k}

Usaremos PATH para representar tanto o problema de decisao
qguanto a linguagem.



Linguagens Formais

@ Dizemos que A decide uma linguagem L, se para todo
X € X* temos

e Alx)=1sexclLe
o A(x)=0sex e L.

@ Se Ativer tempo de execucgao polinomial, dizemos que A
decide a linguagem em tempo polinomial.

Definicao (Classe P)

P={LCX*: existeum algoritmo A
que decide L em tempo polinomial}




Certificado e Verificacao

Certificados sao estruturas que certificam que um problema
tem resposta SIm

@ Considere uma instancia I = (G, u, v, k) para o problema
PATH.

@ Se /tem resposta SIM, deve existir caminho P de u até v
de tamanho no maximo k.

@ Neste caso, dizemos que P é um certificado para |.

Queremos certificados que
@ sejam de tamanho curto (de tamanho polinomial)

@ e que possam ser verificados eficientemente, em tempo
polinomial.
l.e., podemos verificar eficientemente se P € um caminho
de u a v e se tem tamanho no maximo k.



Certificado e Verificacao

@ Seja G = (V, E) um grafo. O problema do ciclo
hamiltoniano (HAM-CICLO) consiste em achar um ciclo
que passa por todos os vértices de G exatamente uma
vez.

@ A versao de decisao consiste em dizer se um grafo possui
ou nao um ciclo hamiltoniano.

@ HAM-CICLO= {(G) : G é um grafo hamiltoniano }.
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Certificado e Verificacao

@ Um algoritmo simples para decidir se um grafo é
hamiltoniano tem tempo O(n!), onde n é o nimero de
veértices do grafo.

@ Mas dado um possivel ciclo, é facil verificar se este ciclo
pertence ao grafo e € ou nao hamiltoniano.

@ Definimos entao um algoritmo verificador, aquele que
dado uma instancia e um certificado, testa a validade do
certificado.



Certificado e Verificacao

@ Se A € um algoritmo verificador de um problema Q, entao:

e Dado uma instéancia x € {0, 1}* existe uma
prova/certificado y tal que A(x, y) = 1 se e somente se
xeQ.

@ Note que dado uma instancia x ¢ Q, para todo y € {0,1}*
teremos A(x,y) # 1.

@ Dado um algoritmo verificador A, a linguagem verificada
por ele é:

L={xe{0,1}": existe y € {0,1}" tal que A(x,y) =1}



Certificado e Verificacao

@ Uma linguagem Q é verificada por A
e Se paratodo x € L existirum y € ¥* tal que A(x,y) = 1.

o Parax ¢ LNAOHA y e v* tal que A(x,y) = 1.

e Se um grafo é hamiltoniano entdo um ciclo-hamiltoniano é um
certificado.

e Se um grafo ndo é hamiltoniano entao qualquer sequéncia de
vértices ndo corresponde a um ciclo hamiltoniano.

e Nao ha como enganar o algoritmo.

Se I é um problema em P, qualquer y € ~* pode ser
considerado certificado.




A classe de problemas NP - Definicao Informal

Definigao

A classe NP é a classe de linguagens/problemas podem ser
verificadas em tempo polinomial. Isto é, para instancias SIM,
existe um certificado de tamanho polinomial e um algoritmo

que testa a validade do certificado em tempo polinomial.

@ O termo NP refere-se a Nao-deterministico Polinomial.
Existe uma outra definicao equivalente baseada em
determinismo.



A classe de problemas NP - Definicao Formal

Uma linguagem Q pertence a NP se existir um algoritmo
verificador A com tempo de execugao polinomial tal que

Q={xeX*: existe um certificado y tal que |y| = O(|x|°)
onde ¢ é uma constante e A(x,y) = 1}

@ Dizemos que A verifica Q em tempo polinomial.

A classe NP é muito grande, pois basta que exista que o
problema possa ser verificado eficientemente.

@ Na grande maioria dos casos, o certificado é a prépria
solucao do correspondente problema de busca



A classe de problemas NP

@ Para mostrar que um problema de decisao pertence a P,
devemos mostrar que existe um algoritmo que
decide/resolve o problema em tempo polinomial.

@ Para mostrar que um problema de decisao pertence a NP,
devemos mostrar que existe um algoritmo de tempo
polinomial que verifica o problema.

Se aresposta é SIm,
e existe um certificado que prova a resposta SIM do problema
e tal certificado € de tamanho polinomial
e existe um algoritmo de tempo polinomial que confere a
resposta SIM pela instancia e certificado



A classe de problemas NP

@ Considere a linguagem HAM-CICLO. Seja um grafo x €
HAM-CICLO, entao existe uma sequéncia de vértices y
que corresponde a um ciclo-hamiltoniano em x.

e E facil implementar um algoritmo A’ que dado um grafo x e
uma sequéncia de vértices y verifica se y € um

ciclo-hamiltoniano em x.

@ Note que A’ tem tempo polinomial e y tem tamanho
polinomial em relagédo a x.

@ Portanto mostramos que a linguagem HAM-CICLO & NP.



A classe de problemas NP

P C NP
@ Seja L uma linguagem pertencente a P.

@ Existe um algoritmo A que decide L em tempo p(n), para
algum polinémio p(n).

@ Podemos escrever um algoritmo A’ que recebe x,y € ©*,
e emula/executa A de tal forma que se A(x) = 1 entdo
A'(x,y) = 1 independente do valor de y.

@ Portanto L € NP.

@ Com isso mostramos que P C NP.

O problema em aberto de um milhdo de ddlares € P = NP?



A classe de problemas co-NP

@ Outro problema importante em aberto é: Dado L € NP,
entdo L € NP?

@ Definimos a classe co-NP como o conjunto de linguagens
L tal que L € NP.

co-NP={LCX*: LeNP}

@ Ou seja para cada x ¢ L existe um algoritmo verificador de
tempo polinomial e certificado y de tamanho polinomial tal
que A(x,y) = 1.

@ HAM-CICLO por exemplo pertence a co-NP.

@ O problema em aberto € co-NP=NP?



Classes de Complexidade
={LC¥*: existealg. pol. Aque decide L}

NP ={LCX¥X*: existealg. pol. Aque verifica L, ou seja,
para cada x € L existe y € ¥* de tam. pol.
tal que A(x,y)=1}

co-NP ={LC¥*: alg. pol. Aque verifica L, ou seja,
para cada x ¢ L existe y € ¥* de tam. pol.
tal que A(x,y)=1}



Classes de Complexidade

Possiveis configuragcOes destas classes:

P=NP=co-NP




Classe NP-Completo (NPC)

@ A maioria dos teoricos da computagao acredita que P #
NP.

@ Isto se deve em grande parte a existéncia da classe
NP-Completo.

@ Os problemas pertencentes a esta classe tem uma
propriedade importante:

e Se existir um algoritmo polinomial para algum problema em
NP-Completo entao todos problemas em NP possuem um
algoritmo polinomial.



Reducoes de Tempo Polinomial

@ Nos concentraremos agora em redugdes que gastam
tempo polinomial.

@ A fungao que transforma a instancia deve ser de tempo
polinomial.

@ Uma linguagem Ly é redutivel em tempo polinomial para
outra linguagem Ly (Ly >p Lo) se

e Existir uma funcao (algoritmo) F : {0,1}* — {0,1}*.

e F transforma instancias x; € {0,1}* de Ly em insténcias
X2 € {0,1}* de L, com custo polinomial f (| x]).

@ x; € L1 se e somente se x» € Lo.

@ Neste tipo de redugao, nao precisamos transformar a
solucédo, uma vez que a resposta € 0/1.



Reducoes de Tempo Polinomial

@ Desta forma,

@ se existir um algoritmo de tempo polinomial que decide L, e

@ se existir um algoritmo de tempo polinomial que reduz
[_1 >p L2

@ Entao teremos um algoritmo polinomial que decide L;.

@ Note a importancia de x; € Ly SE E SOMENTE SE
F(X1) € Lo.



Reducoes de Tempo Polinomial

Teorema (1.1)

Sejam Ly, L, C {0,1}* linguagens tais que L1 >p L», entdo se
L, € P implica que Ly € P.

Prova.
@ Se L, € P entao, mostraremos que existe algoritmo de
tempo polinomial A; que decide L;.

@ Seja A algoritmo que decide L, em tempo polinomial e F
algoritmo de tempo polinomial que reduz L >p Ls.

@ Dado x; € {0,1}* o algoritmo Ay computa F(x1) = xo.

@ Depois A1 executa Ax(xo) e retorna 1 caso Ax(x2) =1e0
caso Ax(x2) = 0.

@ A; tem tempo polinomial e se x; € Ly entdo A¢(x1) = 1; se
X1 ¢ Ly entdo Ai(xy) = 0.

—



Classe NP-Completo (NPC)

Definigao

Uma linguagem L C {0, 1}* pertence a NP-completo se:
Q@ Lc NP
Q@ L'vpLparatodo L’ € NP

@ Se uma linguagem satisfaz apenas a propriedade 2 entao
esta linguagem pertence a classe NP-Dificil.



Classe NP-Completo (NPC)

Teorema

Se alguma linguagem NPC for decidida em tempo polinomial,
entao P=NP.

Se algum problema em NP n&o for decidido em tempo
polinomial entado nenhum problema NP-completo pode ser
decidido em tempo polinomial.

Prova. Seja L € P e L € NPC. Para qualquer linguagem L' €
NP sabemos que L' > L pois L € NPC e como L € P entao pelo
teorema 1, L’ é decidida em tempo polinomial.

Se existir L € NP que nao seja decidido em tempo polinomial
entao nenhum problema NPC pode ser decidido em tempo
polinomial, pois caso contrario L também seria. a



NP-Completude

Teorema

Seja L' € NP-Completo. Se L é tal que L' >p L entdo L é
NP-Dificil. Se além disso L € NP entao L é NP-Completo.

Prova. Como L' € NP-Completo, entao
@ para todo L” € NP temos L" vy L.

@ Como L' p L entdo (exercicio) L” >, L para todo L” € NP.
@ Portanto L é NP-Dificil.

Se além disso L € NP, entdo por definigdo L é NP-Completo. [



Classe NP-Completo (NPC)

Como acredita-se que seja a relacao das classes:

NP-Completo



Satisfatibilidade (SAT)

@ O problema de Satisfatibilidade (SAT) consiste em
determinar se ha uma atribuicao para um conjunto de
variaveis de uma férmula booleana, tal que o resultado
desta seja verdadeiro.

@ A férmula pode usar parénteses e ser escrita com 0s
seguintes operadores:

@ AND (M)

Q OR (v).

@ NOT (-).

© Implicacéo (—).

© Se e Somente Se (+).



Satisfatibilidade

Tabela verdade dos operadores

OP1 | OP2 | A|[V | —=| ¢
F F FIF |V |V
F \% FIVI|V |F
\ F FIVI|F |F
\ \Y VIV|IV |V




Satisfatibilidade

f= ((X1 — X2) V —|((—|X1 S X3) V X4)) N —Xo

Atribuicdo: x;1 = 0,xo =0,x3 =1, x4 = 1

0—-0)V-((-0+<1)Vv1)A-0
V(1< 1)v1)Aai

Va(1vi1) A
%

(
1
1
1VO) AT

—_ N /N /S~




Satisfatibilidade

@ A linguagem SAT é aquela que contém formulas
booleanos com uma atribuicdo verdadeira.

SAT = {(f) : f é uma férmula booleana
que admite uma atribuigdo verdadeira }

Teorema
SAT é NP-Completo.

Prova. Veremos a prova posteriormente. 0




NP-Completude (NCP)

@ Sabemos que SAT € NPC

@ Agora temos duas possibilidades para mostrar que um
problema Q é NP-Dificil:

@ Mostrar que existe uma reducéo polinomial de todo L € NP
para Q.

@ Mostrar que existe uma reducéo polinomial de SAT para Q.

@ De uma maneira geral, para mostrarmos que Q é
NP-Dificil, basta mostrarmos que ha uma redugao
polinomial de algum L € NP-Dificil para Q.



3CNF-SAT

@ Uma férmula esta na CNF (forma normal conjuntiva) se
ela pode ser expressa como uma conjuncao (AND) de
clausulas que sao a disjuncao (OR) de uma ou mais
variaveis (as variaveis podem estar negadas).

Exemplo: (x1) A (=X1 V X3) A (X2 V —X3).

@ Uma férmula esta na 3CFN se ela esta na CFN e cada
clausula possui exatamente 3 literais.

@ O problema 3CNF-SAT (Satisfibilidade de formulas na
3CNF) consiste em determinar se uma férmula na 3CNF
possui ou nao uma atribuicao verdadeira.



3CNF-SAT

3CNF-SAT pertence a NP I

Prova. Exercicio.

O



3CNF-SAT

3CNF-SAT pertence a NP-Dificil.

Prova. Vamos fazer uma redugao do SAT para o 3CNF-SAT.

Dado instancia f; do SAT vamos construir em tempo polinomial
uma férmula f, do 3CNF-SAT tal que f; € SAT se e somente se
f, € SCNF-SAT.

Construiremos a formula f, em trés etapas.
@ Primeiramente transformaremos f; em uma férmula que é
uma conjuncao de clausulas contendo até 3 variaveis.
@ A férmula resultante entdo sera transformada em outra
que estara na CNF. Deveremos tirar os operadores «+» € —.
© Por Ultimo deixaremos cada clausula com exatamente 3
variaveis.



Continuacao da prova

@ Primeiramente devemos separar a formula f; em
clausulas. Para fazer isto, construimos uma arvore de
avaliacao da férmula.

@ Cada aresta da arvore corresponde a uma variavel e cada
noé corresponde a um operador da formula.



Continuacao da prova

Exemplo: fi = ((x1 = Xx2) V =((—X1 <> X3) V X4)) A =X

@ NOT x2



Continuacao da prova

@ Podemos “ver” esta arvore como um circuito que
gueremos transformar numa férmula.

@ Cada fio tem uma variavel associada. Queremos que a
saida (y; no exemplo) seja 1 mas desde que o resultado
de cada fio/aresta corresponda a exatamente a operacao
no nd. Considerando a arvore como exemplo teremos a

férmula:

f’:y1/\

> > > > >

(1 < (V2 Ax2))
(Y2 <> (V3 V ya))
(y3a < (X1 = x2))
(ya < (=y5))

(¥5 <> (V6 V Xa))
(Y6 < (—X1 < X3))



Continuacao da prova

@ Note que cada clausula tera até 3 variaveis, no maximo
duas como entrada do operador, mais uma nova
(correspondente aos ys).

@ A férmula resultante f' tem portanto tamanho polinomial
em relacao a f; e pode ser gerada em tempo polinomial.
Além disso f’ tem atribuicao verdadeira se e somente se f
tiver atribuicao verdadeira.

@ Para deixarmos cada clausula f/ de f na CNF construimos
a tabela verdade de cada clausula. A partir da tabela
verdade da clausula f/ é facil construir uma férmula na
DNF (formal normal disjuntiva) que é equivalente a —f;.



Continuacao da prova

Como exemplo, seja a clausula (y1 < (y2 A —x2).

Y1 (Y1 < (Yo A =x2)

OO = =200 = 4§
O—LO—LO—LO—LI\>><

1
1
1
1
0
0
0
0




Continuacao da prova

A partir desta tabela podemos escrever a formula —f{ (tera
valor 1 quando f{ tem valor 0) como:

(V1 AY2 AX2)V (Y1 A=Ya AXo) V(Y1 A—Ya A=Xo) V(=Y A Yo A—X2)

Portanto f{ é equivalente a:

i AY2AX)V (Y1 Ay AXe) V(Y1 A=y A=X2) V (=y1 AYa A—Xe)

Aplicando DeMorgan temos a férmula equivalente:

(=1 Voyo Vaxo) A(—ys Ve V=xo) A(—ys Ve VXe) A(yi V=ye V Xe)



Continuacao da prova

@ Isto deve ser feito para cada clausula de f'. Note que a
tabela verdade tem no maximo 8 entradas pois ha no
maximo 3 variaveis em cada clausula. Portanto
construimos uma nova férmula f” que é equivalente a f' e
tem tamanho polinomial em relagao a f'.

@ Finalmente vamos transformar f” em uma férmula
equivalente f, em que cada clausula tem exatamente 3
variaveis



Continuacao da prova

Para cada clausula f/’ de f” faremos o seguinte:

@ Se ! tiver duas variaveis (/ V k), trocamos esta pela
equivalente (h VLV P)A (L VkV-p).
@ Se ! tiver apenas uma variavel entao trocamos (/1) por

(hvevag)A(hvpv-ag)A(hV-pVg)A(hV-pV-q)

Notem que as clausulas novas serao verdadeiras somente se
as originais forem, independente dos valores de p ou q.



Continuacao da prova

@ Nesta Ultima transformagao acrescentamos no maximo
mais duas variaveis por clausula e criamos no maximo
mais trés clausulas extras.

@ Portanto, a clausula f, pode ser computada em tempo
polinomial e tera tamanho polinomial em relagao a f;.
Além disso f, € equivalente a f;, pois tera atribuicao
verdadeira se e somente se f; tiver atribuicao verdadeira.



Clique

@ Uma cligue em um grafo ndo-direcionado G = (V, E) € um
subconjunto de vértices V' C V tal que qualquer par de
vértices esta conectado.

@ O problema Clique consiste em achar a clique de tamanho
maximo em um grafo.

@ A versao de decisao € decidir se um grafo possui uma
clique de tamanho k.

Cliqgue = {(G, k) : G é um grafo que possui
cliqgue de tamanho k}



Clique

Clique pertence a NP, I

Prova. Exercicio. O




Clique

Clique pertence a NP-Dificil.

@ Faremos uma reducao do problema 3CNF-SAT para
Clique. Dado uma férmula f com k clausulas,
transformaremos esta em um grafo G tal que G possui
cligue de tamanho k se e somente se f puder ser
satisfeita.

@ Sejaf=CyANCoA...NCgumaformula na 3CNF. Cada
clausula C; de f possw exatamente trés literais /’ , /’ e /’

@ Para cada clausula C; construimos 3 vértices v/, vj e Vi
que correspondem aos 3 literais da clausula. Seja C; uma

outra clausula da férmula com os respectivos vértices v/,
J J
V, € Vj. | .
@ Havera uma aresta entre v} e v} se seus correspondentes

literais nas clausulas sao consistentes, ou seja, I, ndo é
negagéo de /.



Clique

Problema: Dado um grafo G € um inteiro /, G possui um
clique com > & vértices?

Exemplos:

o LW

clique com k vértices = subgrafo completo com /: vértices



Clique é NP-Completo

f= (X1 \/—\Xg\/—\Xg)/\(—!X1 \/X2\/X3)/\(X1 \/XQ\/Xg)
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@ A reducao tem tempo polinomial.

@ =) Se f pode ser satisfeita, entdo pelo menos um literal de
cada uma de suas clausulas tem valor 1. Para cada
clausula escolhemos um literal que tem valor 1, e a clique
sera formada pelos vértices correspondentes. Note que
para quaisquer dois vértices x e y desta cligue ha uma
aresta entre eles pois s6 nao haveria se x fosse negagao
de y.

@ <) Se houver uma clique de tamanho k, estes vértices
correspondem a uma atribui¢cdo verdadeira para f.
Primeiro note que pode haver no maximo um vértice de
cada clausula, pois nao ha arestas entre vértices de uma
mesma clausula. Segundo, como nao ha arestas entre
veértices que correspondem a literais que se negam, entao
temos uma atribuicao verdadeira para f.



Vertex Cover (VC)

@ Um VC em um grafo ndo-direcionado G = (V,E) € um
subconjunto de vértices V' C V tal que qualquer aresta do
grafo € incidente a pelo menos um vértice em V'.

@ O problema é achar um VC de tamanho minimo.
@ A versao de decisao é saber se ha um VC de tamanho k.

VC = {(G,k) : G é um grafo que possui uma
cobertura por vértices de tamanho k}



Vertex Cover (VC)

VC pertence a NP, l

Prova. Exercicio. O




Vertex Cover (VC)

VC é NP-Dificil. \

@ Faremos uma reducéo do problema Clique para o VC.

@ Dado um grafo G = (V, E) calcule o seu complemento
G=(V,E). Gétalque E = {(u,v): (u,v) ¢ E}.

@ Vamos mostrar que G possui um Clique de tamanho k se
e somente se G possui um VC de tamanho |V| — k.




Continuacao da Prova

(=)
@ Seja C C V uma clique em G de tamanho k. Seja
V' = V'\ C. Vamos mostrar que V' é um VC em G.

@ Suponha por absurdo que nao seja. Entao existe aresta
(u,v)em Gtalque u ¢ V' e v ¢ V'. Entdo ambos ue v
pertencem a C mas isto € um absurdo pois C é uma clique
emGe (u,v) ¢ G,jaque (u,v) € G.



Continuacao da Prova

(<)
@ Seja V' um VC de tamanho |V| —kem G. SejaC =V \ V'
(note que |C| = k). Vamos mostrar que C € uma clique em
G.

@ Como V'’ é um VC em G entao todas as arestas em G
incidem em pelo menos um vértice de V'. Portanto nao
pode haver arestas entre quaisquer dois vértices de C em
G e portanto C é um clique em G.



@ O problema Subset-Sum (S-Sum) tem como entrada um
conjunto de nimeros naturais S e um valor natural t.

@ Deve-se achar um subconjunto S’ C Stalque } ;.o S=1.

@ O problema de decisao consiste em determinar se existe
tal subconjunto S'.

S-Sum = {(S,1): existe ' C S talquet= > s}

ses



@ Suponha S = {1,4,10,14,54,100,1004,1003} e
t=1027.

@ Neste caso ha S’ = {10,14,1003} que € solugao para
esta instancia.

@ Vamos mostrar que S-Sum é NP-Completo.



S-Sum pertence a NP

Prova. Exercicio. O



Teorema

S-Sum é NP-completo.

@ Falta mostrar que S-Sum € NP-Dificil. Para tanto vamos
reduzir em tempo polinomial o problema 3CNF-SAT para

S-Sum.
@ Temos uma formula ¢ com variaveis xi, ..., X,, € clausulas
Cy,..., Cx cada uma com exatamente 3 literais.

@ Sem perda de generalidade desconsideramos variaveis
gue nao aparecem em nenhuma clausula e também
desconsideramos clausulas que tenham um literal e sua
negacgao.



@ Vamos criar dois niUmeros para cada variavel e para cada
clausula, e um numero especial t.

@ Cada numero € composto por n + k digitos, e cada digito
corresponde a uma variavel ou uma clausula.

@ Digitos estao em ordem x4, Xo, ..., Xp, Cy, ..., Ck.



Continuacao da prova

o= (X1 \/—\Xg\/—\Xg) A (ﬂX1 \/ﬁXg\/—\Xg) A (ﬂX1 \/ﬁXg\/Xg) A (X1 \/Xg\/Xg)

X1 Xo X3 C1 Cz Cs C4
vi 1 0 0 1 0 0 1
vy 1.0 0 0 1 1 0
v 0 1 0 0 0 0O 1
v, 0 1 0 1 1 1 0
v 0 0 1 0 0 1 1
v, 0 0 1 1 1 0 0
ss 0 0 O 1 0 0 O
s 0 0 0 2 0 0 O
ss 0 0 0 O 1 0 o
s, 0 0 0 0 2 0 O
ss 0 0 0 O 0 1 0
s 0 0 0 O 0 2 0
ss 0 0 O O o0 O 1
s, 0 0 0 O O O 2
t 1 1 1 4 4 4 4




@ Para uma variavel x; criamos um ndmero v; com um 1 no
digito x; e um 1 em cada digito C; tal que x; aparece na
clausula C;.

@ Também criamos para x; um namero v/ com 1 no digito x;
e um 1 em cada digito C; tal que —x; aparece em C;.

@ Para cada C; criamos um numero s; com um 1 no digito C;.

@ Também criamos para C; um nimero s; com um 2 no
digito C;.

@ O numero ttem um 1 em cada digito x; e um 4 em cada
digito C;.



Continuacao da prova

o= (X1 \/—\Xg\/—\Xg) A (ﬂX1 \/—\Xg\/—\Xg) A (—\X1 \/ﬂXg\/XS) A (X1 \/Xg\/X3)

X1 Xo X3 C1 Cz Cs C4
vi 1 0 0 1 0 0 1
vy 1.0 0 0 1 1 0
v 0 1 0 0 0 0O 1
v, 0 1 0 1 1 1 0
v 0 0 1 0 0 1 1
v, 0 0 1 1 1 0 0
ss 0 0 O 1 0 0 O
s 0 0 0 2 0 0 O
ss 0 0 0 O 1 0 o
s, 0 0 0 0 2 0 O
ss 0 0 0 O 0 1 0
s 0 0 0 O 0 2 0
ss 0 0 O O o0 O 1
s, 0 0 0 O O O 2
t 1 1 1 4 4 4 4




Continuacao da prova

@ Note que cada um dos numeros tem valor diferente. Uma
clausula nao tem um literal e sua negagao!

@ Os digitos x, ..., X, sao todos diferentes para nimeros
que correspondem a variaveis e clausulas diferentes.

@ Note ainda que ao somarmos todos os nimeros, o maior
valor que um digito pode atingir € 6 (para um digito de
clausula pois cada clausula tem no maximo 3 literais).

@ Portanto nao ha como valores de digitos mais
significativos serem afetados pela soma dos valores nos
digitos menos significativos.



Continuacao da prova

@ A reducao é feita em tempo polinomial. O conjunto S tem
2(n+ k) numeros cada um com n+ k digitos e temos mais
0 numero t.

@ Temos que mostrar agora que uma férmula ¢ para
3CNF-SAT pode ser satisfeita sse para (S, t) construido
como especificado possui S' C Stalque > ;. s =t



Ida:

Continuacao da prova

Suponha ¢ possua atribuicao para literais h =1,..., [, =1
que faca ¢ verdadeiro.

Para cada literal /; correspondendo a x; atribuimos v; para
S’ e caso J; corresponda a —x; atribuimos v/ para S'.

Para cada clausula C; atribuimos para S’ o nimero s; se 3
literais forem verdadeiros na clausula, o nimero s; se 2
literais forem verdadeiros, e ambos s; e s; se apenas um
literal for verdadeiro na clausula.

Sejat' =) g S

Para cada digito x; temos um 1 em t' pois a variavel ou
sua negacao tem valor 1.

Pelo modo como escolhemos os nimeros s; e s; de cada
clausula sabemos que o digito de t' que correspondente a
cada clausula é 4.

Portanto ' = t.



Continuacao da prova

Volta:

@ SejaS' C Stalque ), g 5=t

@ Primeiro note que nunca ambos v; e v/ podem pertencer a
S’ pois sendo teriamos o valor 2 no digito x;
correspondente.

@ Para cada clausula C;, o valor correspondente da soma é
4 e portanto pelo menos um namero correspondendo a um
literal da clausula pertence a S'.

@ Logo atribuindo 1 para os literais correspondendo aos
ndmeros v; ou v; pertencentes a S', temos uma atribuigéo
valida e verdadeira para ¢.



Ciclo Hamiltoniano

@ Vamos mostrar que o problema do ciclo hamiltoniano
(HAM-CYCLE) é NPC.

@ Para tanto vamos fazer uma redugao do problema
VERTEX-COVER para HAM-CYCLE.



Ciclo Hamiltoniano

Teorema
O problema HAM-CYCLE pertence a NP

Exercicio.




Ciclo Hamiltoniano

Teorema
O problema HAM-CYCLE é NP-Dificil.

@ Iremos fazer a redugdo VERTEX-COVER >, HAM-CYCLE.

@ Dado instancia (G, k) para VERTEX-COVER iremos
construir um grafo G’ instancia para HAM-CYCLE tal que

(G, k) € VERTEX-COVER sse G' € HAM-CYCLE



Ciclo Hamiltoniano

@ Na reducao usamos uma estrutura especial (denotada
W,v) para cada aresta (u, v) de G:

(u,v,1) (v,u,1)

(u,v,2) (v,u,2)

(u,v,S)? (v,u,3)
(u,v4) (v,u,d)
(0,v,5) (v,u,5)

(0,v,6) (v,u,6)



Ciclo Hamiltoniano

@ Somente os vértices [u, v, 1], [u, v, 6], [v,u, 1] e [v, u, 6]
tem ligacao para fora da estrutura.

@ O importante € que para passar por todos os vértices da
estrutura temos apenas 3 opgoes:

(u,v,1) (v,u,1) (u,v,l)\ (vul) (v, /(v,u,l)
(u,v,Z)? (ﬁ (v,u,2) (W,v,2) (v,u,2) (u,v,Z)CE v,u,2)
(u,v,3) (v,u.3) (u,v,3) vu3)  (wv3) (v,u,3)
(u,v.4) (v,u,4) (u,v,4) (vud)  (wv4) | (v,u,4)
wv.5() O vaus) (u,v,5) (v,u,5) (u,v,S)ﬁ; v,u,5)
(u,v,6) | (v,u,6) (u,v,6) Vu6)  (uyv.6) | (v,u,6)



Ciclo Hamiltoniano

@ Para cada aresta (u, v) de G teremos uma destas
estruturas.

@ Também teremos mais k vértices sy, ..., S, chamados
seletores.

@ Para ligar as estruturas W, entre si e os vértices
seletores iremos criar algumas arestas.

@ Para deixar mais claro, vamos usar como exemplo o
seguinte grafo G instancia do VERTEX-COVER (k = 2):

o



Ciclo Hamiltoniano

Com uma estrutura para cada aresta e seletores sy e sy:

0%

[w.x,1] b [x.w,1] [x,y,1] [yx,11  [wy.l1] [y.w,1]  [w,z1] [z,w,1]
Wux Wiy Wiy Wwz
[w,x,6] p [X,W,6] [x,y,6] [y,x,6]  [w.y.,6] [y.w,6]  [w,z,6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

@ Para cada vértice ude G sejam u',..., u%) os seus
vizinhos em uma ordem qualquer (5(u) é o grau de u).

@ Adicionamos as arestas em G
{([u,u', 6], [u, ul™D 1)1 <i<d(u) -1}

@ Estas arestas formam um “caminho”pelas arestas
incidentes a u.



Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice w acrescentamos arestas:

0%

[w,x,1] b [x,w,1]  [x,y,1] [y,x,1] [w,y 1] [yw.1] fwzl1] [z,w,1]
Wwx Wiy Wy Wiz
[w,x,6] p [x.w.6] [x,y,6] [y.x,6] | [w.y,6] [y.w,6] |[w,z6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice x acrescentamos arestas:

0%

[w,x,1] b [x,w,1] [x,y,1 [y,x,1] [w,y 1] [yw.1] fwzl1] [z,w,1]
Wwx Wiy Wy Wiz
[w,x,6] X,W,6]  [x,y,6] [y.x,6] | [w.y,6] [y.w,6] |[w,z6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice y acrescentamos arestas:

0%

[w,x,1] b [x.w,1] [x,y,1] [yx,1] |y 1] [yw, 1] fwz 1] [z,w,1]

Wux ny WWy Wwz
[w,x,6] X,w,6]  [x,y,6] [y.x,6] || [w.y.6] [y:w.6] | [w,z6] [2,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice z ndo acrescentamos arestas:

0%

[w,x,1] b [x,w,1] [x,y,1 [y,x,1] [w,y 1] [yw.1] fwzl1] [z,w,1]
Wwx Wiy Wy Wiz
[w,x,6] X,W,6]  [x,y,6] [y.x,6] || [w.y,6] [y.w,6] |[w,z6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

@ Agora incluimos arestas ligando cada vértice [u, u', 1] com
os seletores s;’s.

@ Também incluimos arestas de cada vértice [u, u’(“), 6] com
os seletores.

@ Incluir
{(sp[u.u' 1) :ueVel<j<k}

{(sp,[u,®@.6]): ue Vel <j<k}



Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice w ligar [w, x, 1] e [w, z, 6] com seletores:

6

(s
&)
[w,x,1] [xw,1]  [x,y.1 [yx,1] | by 1] [y.w,1] dwz11 [z,w,1]
WWX ny Wwy sz
[w,x,6] X,w,6]  [x,y,6] [y.x,6] || [w.y,6] [y.w,6] | [w,z,6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice x ligar [x, w, 1] e [x, y, 6] com seletores:

6

&)
&2)
[w,x,1] [xw,1]  [x,y.1 [yx,1] | by 1] [y.w,1] dwz11 [z,w,1]
WWX Xy Wwy sz
[w,x,6] X,w.6]  [x,y,6 [y.x,6] || [w.y,6] [y.w,6] | [w,z,6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice y ligar [y, x, 1] e [y, w, 6] com seletores:

6

(s
52
[w,x,1] [xw,1]  [x,y.1 [yx,1] | by 1] [y.w,1] dwz 11 [z,w,1]
WWX Xy >XW}/ sz
[w,x,6] X,w.6]  [x,y,6 [y.x,6] || [w.y,6] [y.w.,6] | [w,z,6] [z,w,6]




Ciclo Hamiltoniano

Para o vértice z ligar [z, w, 1] e [z, w, 6] com seletores:

6

[s4 \\
S2
[wx,1] [xw,1]  [xy.1 [y.x,1] |y 1] [yw.1l ez [z,w,1
Wwx xy >Kwy Wz
[w,x,6] X,w,6]  [x,y,6 [y.x.6] || [w.y.6] [y,w.6] | [w,z,6] [2.w.6]
|




Ciclo Hamiltoniano

@ A primeira coisa a mostrar € que esta construgao €
polinomial.

@ Note que dado G = (V, E) construimos G' = (V', E’) onde
|\V/|=k+12-|E|, com k < |V|

@ O numero de arestas de G’ € menor ou igual a
VIV =1)/2.
@ Portanto a construgao é polinomial.



Ciclo Hamiltoniano

@ Temos que mostrar que efetivamente temos uma reducao.

@ Gtem Vertex-Cover de tamanho k sse G’ possui um
Ciclo-Hamiltoniano.



Ciclo Hamiltoniano

Ida:

@ Seja G instancia do VERTEX-COVER e seja V* C V uma
cobertura de tamanho k, V* = {uy, ..., ux}.

@ Ciclo-Hamiltoniano em G’ é formado pelas arestas
(1) paracadau; € V*, {([y, u},G], [u;, u}””, 1) :1 <i<é(y) -1}
( ) {(Sj7 [Uj,U},ﬂ) 1 S.ng}
s(u; .
3) {(spen. L 6] 1 < j <k -1}
(4) {(s1, [ux, 4, 8])}



Ciclo Hamiltoniano

No nosso exemplo um VC é {w, y}. Incluir arestas (1) para w
gue conectam estruturas que correspondem a arestas
incidentes em w:

6

(51 \\

S2

WWZ

[wx,1] [x.w,1]  [x,y,1 yx 1] | sy 1] [y.w.1]  Jw,z1] [z,w,1
xwy
[y, w61 |[w,z,6] [z.w,6]

Winx xy

[w,x,6] X,w,6]  [x,y,6 [y,x,6] [w,y,6]




Ciclo Hamiltoniano

Incluir arestas (1) para y que conectam estruturas que
correspondem a arestas incidentes em y:

0

(51 \\
2
[w.x,1] xw,1] [xy.1 [yx11 | Ay 1] [y.w.1] fw.z1} [z,w,1
Wax xy >Kwy Wz
[w.x,6] x,w,6]  [x,y.6 [y:x,6] || [w.y.6l [y.w.6] | [w,z,6] [z.w,6]
|
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Incluir arestas (2) para w:

6

(s \\

S2

WWZ
[y,w.6] |[w,z6] [z.w.6]

[w,x,1] [x.w,1] [xy,1 [y.x,1] [yw.11  fwz1] [z.w.1
Wwx xy >(wy

[w,x,6] X,w,6]  [x,y,6 [y.x,6] || [w.y.6]




Ciclo Hamiltoniano

Incluir arestas (2) para y:

6

(51 \\
S2
[w.x,1] [x.w, 1] [x,y,1 [y,x,1] [y.w,11  fwz1] [z,w,1]
Wwx xy >Kwy Wz
[w,X,6] X,w,6]  [x,y,6 [y.x.6] || [w.y.6l [y.w.6] | [w,z,6] [2.w.6]
|
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Incluir arestas (3) para w:

6

(51 \\

S2

WWZ
[y:w.6] |[w,z,6] [2.w.6]

[w,x,1] [x,w,1]  [x,y,1 lyx,11 | Ay, l) [y.w.1]  Jw,z1] [z,w,1
wa Xy RW}’

[W,X,6] xw,6]  [x,y.6 [y.x,6] || [w.y.6]




Ciclo Hamiltoniano

Incluir arestas (4) para y:

6

(51 \\
v So
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[w,X,6] X,w,6]  [x,y,6 [y.x.6] || [w.y.6l [y.w.6] | [w,z,6] [2.w.6]
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Ciclo Hamiltoniano

Ida:

@ O importante é que como V* é um VC entao todas arestas
estdo cobertas e portanto todas as estruturas em G’
estardo cobertas.

@ Cada estrutura de G’ ou tem um vértice incidente ou dois:
Iremos formar um sub-caminho passando por todos os 12
vértices ou 2 sub-caminhos passando por 6 vértices cada.

@ Pelo jeito que G foi construido podemos ligar todas as
estruturas que correspondem a arestas incidentes a um u;.

@ Ao terminar um sub-caminho correspondente as arestas
incidentes a um u; terminamos em um seletor que
ligaremos a primeira estrutura de um outro vértice u; do
VC, e assim sucessivamente.



Ciclo Hamiltoniano

Volta:

@ Seja C' C E’ arestas de G’ que correspondem a um
ciclo-hamiltoniano.

@ Vamos mostrar que podemos achar uma cobertura V* de
G de tamanho k.

@ Seja V* definido como:

V*={ue V:(s,[uu' 1]) € Cparaalgum 1 < < k}



Ciclo Hamiltoniano

(v,u,l)

? (v,u,2)

(v,u,3)

(vu,1) (u,v,1) /(v,u,l) (u,v,1)
(v,u2) (u,v,2) (v,u,2) (u,v,Z)?
(v,u,3) (uv.3)() A IR
(v,u,4) (u,v,4) (vud)  (Wv4) (v,u,4)
(v,u,5) v,5)() QAR I (CR)) OIS

(v,u,6) (u,v,6) v,u6)  (uv,6) (v,u,6)




Ciclo Hamiltoniano

@ Pela construcao de uma estrutura, ao entrarmos por um
vértice [u, u', 1] da estrutura a Unica saida seréa pelo
vértice [u, u', 6].

@ O vértice [u, u',6] so6 esta ligado com [u, u?, 1] (ou algum
siseo(u)=1).

@ Aidéia chave é que ao entrarmos em um [u, u', 1],
visitamos todas as estruturas que correspondem a arestas
incidentes a u, e sé depois iremos para um proximo
seletor s;.

@ Como C’ é um ciclo-hamiltoniano sabemos que todas as
estruturas sao visitadas.

@ Como cada estrutura representa uma aresta de G, isto
implica que cada aresta de G € coberta pelos vértices
selecionados.



Caixeiro Viajante (TSP)

@ O problema do Caixeiro Viajante (Traveling Salesman
Problem) é um dos mais conhecidos problemas de
otimizagao.

@ Sua entrada € um grafo com custo nas arestas.

@ Devemos achar um ciclo de custo minimo passando por
todos os vértices exatamente uma vez.



Caixeiro Viajante (TSP)

@ Ha uma funcéo de custo inteiro ¢(/,/) para cada aresta
que liga vértices i e j.

@ Notem que nao podemos mostrar que TSP é NPC, mas
podemos estabelecer a dificuldade do problema
mostrando que este & NP-Dificil.

@ Vamos assumir que o grafo € completo.



Caixeiro Viajante (TSP)

Teorema
TSP é NP-Dificil.

@ Vamos fazer uma redugdo em tempo polinomial do
HAM-CICLO para o TSP tal que G = (V, E) possui um
ciclo hamiltoniano se e somente se G' = (V’, E’) tiver um
ciclo hamiltoniano com custo 0.




Continuacao da Prova

Dado G como instancia para HAM-CICLO vamos montar G’ da
seguinte forma:
V=V
E’' = {(i,j) : paratodopari,je V}

{O se aresta (/,j) € E

c(i,j) = .
() 1 searesta(i,j) ¢ E



Continuacao da Prova

=) Se G possuir um ciclo hamiltoniano entao este ciclo tem
custo 0 em G.

<) Se G possui um ciclo hamiltoniano de custo 0 entao todas
as arestas deste ciclo pertencem a G, e portanto G possui um
ciclo hamiltoniano.



TSP

@ Podemos considerar uma versao de decisao do problema:

TSP ={(G,c,k): G=(V,E)éum grafo completo
c éuma funcdodecusto Vx V —7Z
kelZ
G tem ciclo ham. de custo no maximo k}

e E facil mostrar que a versdo de decisdo do TSP é NPC.



Circuit Satisfiability

Para mostrar que SAT € NPC, vamos mostrar que Circuit
Satisfiability (C-SAT) € NPC e em seguida reduzir C-SAT para
SAT.

@ No problema Circuit Satisfiability (C-SAT) consideramos
um circuito l6gico composto por portas:

e AND denotado por A.
e OR denotado por V.
e NOT denotado por —.

@ Podemos formar um circuito booleano conectando
diversas destas portas logicas.

@ A entrada do circuito é dada por n fios.

@ A saida do circuito é dada por um fio.



Circuit Satisfiability

@ Uma atribuicao para o circuito € uma atribuicao logica (0
ou 1) para os fios de entrada.

@ Uma atribuicao € dita ser verdadeira se resulta em uma
saida com valor 1.

@ Um circuito pode ser satisfeito se ele possui uma
atribuicao verdadeira.



Circuit Satisfiability




Circuit Satisfiability

y




Circuit Satisfiability

@ Dado um circuito booleano, o problema C-SAT consiste em
determinar se o circuito possui uma atribuicao verdadeira.

C-SAT = {(C) : C é um circuito que possui atribuicao verdadeira

@ Um algoritmo simples para o C-SAT tem complexidade de
tempo O(2"(n+ m)) onde n é o nimero de portas de
entrada e m o numero de ligagoes.



Circuit Satisfiability

O problema C-SAT pertence a NP

Prova.

@ Temos que mostrar que existe um algoritmo de tempo
polinomial que verifica C-SAT.

@ Construir um algoritmo A(x, y) que dado um circuito x,
considera y como uma atribuicao de valores de entrada
para x

@ O algoritmo simula o circuito e checa se a saida foi 1 ou 0.
O algoritmo tem tempo polinomial.

@ Se x € C-SAT, existe uma atribuicédo y tal que A(x,y) = 1.

@ Se x ¢ C-SAT, nenhuma atribui¢cdo causara a saida 1 do
circuito e portanto ndo tem como enganar o algoritmo.



Circuit Satisfiability

@ Queremos mostrar que C-SAT pertence a classe
NP-Completo.

@ Falta mostrar entdo que C-SAT é NP-dificil, ou seja, para
todo Q € NP, existe um algoritmo de redugao polinomial F
(Q>pC-SAT).

@ Algoritmo: Dado x € {0, 1}* construir circuito F(x) tal que
x € Q se e somente se F(x) € C-SAT.

@ Vamos dar uma idéia do teorema de Cook (que considerou
na verdade o problema SAT).



Circuit Satisfiability

C-SAT é NP-Dificil.

@ Seja Q € NP.
@ Existe um algoritmo verificador polinomial A para Q.

@ Dado uma instancia x para Q devemos montar uma
instancia F(x) para C-SAT.

@ O algoritmo verificador de Q recebe duas strings, x e y, de
entrada. Sabemos que o tempo de execucgao limite para A
é n* e o tamanho limite para y é |y| = n¥’, onde k e k’ sao
constantes.

@ A idéia € montar um circuito que simula o algoritmo A
executando em um computador de circuitos l6gicos.



Continuagao da prova
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Continuagao da prova

@ Para um determinado x de tamanho n, o algoritmo
executard no maximo n” instrucdes, e o tamanho méximo
e !
dey énk.

@ Podemos montar n* copias desta “maquina” de tal forma
gue a saida de uma instru¢ao do algoritmo re-alimente a
“maquina” de um estado seguinte.

@ O algoritmo A escreve sua saida final em um local
especifico que denotaremos por C.



Continuagao da prova




Continuagao da prova

@ A maquina, o controle, o PC, e Atem sempre 0 mesmo
tamanho independente de x.

@ A memoria e 0 espacgo para y e x, tem tamanho polinomial
em x. Como serdo executados no maximo n* instrucdes,
todo este circuito tem tamanho polinomial.

@ Todo o circuito, com excecgao de y, é fixo, ou seja, dado
um x construimos todo este circuito cuja entrada
corresponde ao valor de y. A saida do circuito € um teste
se em algum dos campos C esta setado o valor 1.

@ Ainstancia F(x) foi construida em tempo polinomial. Nos
resta mostrar que x € Q se e somente se F(x) € C-SAT.



Continuacao da prova

@ Se x € Q entdo ha um y tal que A(x, y) = 1. Portanto ha
uma entrada para o circuito F(x) cujo valor de saida deste
é1.

@ Se x ¢ Q, entdo nenhum valor de y fard A(x,y) =1e
portanto ndo existe valor de entrada para o circuito que
fagca com que ele tenha valor de saida 1.

O

Teorema
C-SAT é NP-Completo.




Satisfatibilidade

@ Relembrando: A linguagem SAT é aquela que contém
formulas booleanos com uma atribuicao verdadeira.

SAT = {(f) : f é uma férmula booleana
que admite uma atribuigao verdadeira }



Satisfatibilidade

SAT pertence a NP,

@ Dado uma férmula f para o problema, se f € SAT existe
uma atribuicao y de valores para as variaveis que fazem
com que f seja verdadeira.

@ O algoritmo deve atribuir os valores definidos por y para
cada uma das variaveis e entao deve avaliar a férmula.

@ Se y for uma atribuicao verdadeira a férmula tera uma
resposta verdadeira.

e E claro que este algoritmo pode ser implementado para
executar em tempo polinomial.



Satisfatibilidade

SAT é NP-Dificil.

@ Vamos mostrar uma redugao polinomial do problema
C-SAT para SAT.

@ Dado um circuito ¢ temos que montar uma férmula f tal
que ¢ € C-SAT se e somente se f € SAT. A transformacao
deve ter tempo polinomial.

@ Dado um circuito ¢ criamos uma variavel x; para cada
ligacao i/ do circuito.



Continuacao da Prova

x1 x2




Continuacao da Prova

Para cada fio escrevemos uma férmula que computa a saida
da porta l6gica correspondente.

Ex: X5 <> (X1 V X2)

Assim, x5 tera o valor correspondente a saida da porta légica
correspondente. O circuito completo sera descrito como:

(xa < (—x3))

( (X1 V X2))

(X6 < (~xa))

(x7 <> (X1 A X2 A Xa))
(Xg <> (X5 V Xg))

(X9 <> (X6 V X7))

(X10 < (X7 A Xg A\ Xg))



Continuacao da Prova

@ Dado um circuito ¢ geramos uma formula f como
exemplificado e isto pode ser feito em tempo polinomial
em relacao ao tamanho de c.

@ Se c tiver uma atribuicao verdadeira entao atribuindo os
valores das variaveis x;s com os correspondentes valores
dos fios i, a formula f sera satisfeita.

@ Se f tiver uma atribuicdo verdadeira é porque a ultima
variavel, que corresponde ao ultimo fio, tem valor 1 e todas
as demais clausulas também possuem valor 1.

@ Como cada uma das demais clausulas possuem valor 1,
elas definem corretamente os valores dos fios. Portanto
obtemos uma atribui¢cao verdadeira para o circuito c.



Satisfatibilidade

Teorema
SAT é NP-Completo.

Prova. Direto usando-se os dois ultimos lemas. 0




Resumo

Alguns problemas tipicamente usados para provar NP-completude

Circuit - SAT

3-CNF SAT

Subset-Sum
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