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Conteudo programatico

@ Introducao (4 horas/aula)

@ Notacao Assintotica e Crescimento de Fungoes (4
horas/aula)

@ Recorréncias (4 horas/aula)

@ Divisao e Conquista (12 horas/aula)

@ Grafos (4 horas/aula)

@ Buscas (4 horas/aula)

@ Algoritmos Gulosos (8 horas aula)

@ Programacgao Dinamica (8 horas/aula)

@ NP-Completude e Reducgdes (6 horas/aula)

@ Algoritmos Aproximados e Busca Heuristica (6 horas/aula)



Cronograma

02mar — Apresentacgao da disciplina. Introducao.
09mar — Prova de proficiéncia/dispensa.
16mar — Notacao assintética. Recorréncias.
23mar — Dia n&o letivo. Exercicios.

30mar — Dia nao letivo. Exercicios.

06abr — Recorréncias. Divisao e conquista.
13abr — Divisao e conquista. Ordenagao.
20abr — Ordenagao. Estatistica de ordem.
27abr — Primeira avaliacao.

04mai — Estatistica de ordem. Grafos. Buscas.
11mai — Buscas. Algoritmos gulosos.

18mai — Algoritmos gulosos.

25mai — Programagéo dinamica.

01jun — Dia n&o letivo. Exercicios.

08jun — Semana Académica. Exercicios.

15jun — Programagao dinamica. NP-Completude e redugdes.
22jun — Exercicios (copa).

29jun — Segunda avaliacao.

06jul — Avaliacao substitutiva (opcional).



Buscas em grafos




Busca em grafos

@ Grafos sao estruturas mais complicadas do que listas,
vetores e arvores (binarias).
Precisamos de métodos para explorar/percorrer um grafo
(orientado ou nao-orientado).

@ Busca em largura (breadth-first search)
Busca em profundidade (depth-first search)

@ Pode-se obter varias informacdes sobre a estrutura do
grafo que podem ser (teis para projetar algoritmos
eficientes para determinados problemas.



@ Para um grafo G (orientado ou ndo) denotamos por V[G]
seu conjunto de vértices e por E[G] seu conjunto de
arestas.

@ Para denotar complexidades nas expressdes com O ou ©
usaremos V e E em vez de |V[G]| ou |[E[G]|. Por exemplo,
O(V +E)ou0O(V?).



Busca em largura

@ Dizemos que um vértice v € alcancavel a partir de um
vértice s em um grafo G se existe um caminhode s av em
G.

@ Definicao: a distancia de s a v & o comprimento de um
caminho mais curto de s a v.

@ Se v nao é alcancavel a partir de s, entao dizemos que a
distancia de s a v é oo (infinita).



Busca em largura

@ Busca em largura recebe um grafo G = (V,E) e um
vértice especificado s chamado fonte (source).

@ Percorre todos os vértices alcancaveis a partir de s em
ordem de distancia deste. Vértices a mesma distancia
podem ser percorridos em qualquer ordem.

@ Constroi uma Arvore de Busca em Largura com raiz s.
Cada caminho de s a um vértice v nesta arvore
corresponde a um caminho mais curtode s av.



Busca em largura

@ Inicialmente a Arvore de Busca em Largura contém
apenas o veértice fonte s.

@ Para cada vizinho v de s, 0 vértice v e a aresta (s, V) sdo
acrescentadas a arvore.

@ O processo € repetido para os vizinhos dos vizinhos de s e
assim por diante, até que todos os vértices atingiveis por s
sejam inseridos na arvore.

@ Este processo é implementado através de uma fila Q.



Busca em largura

@ Busca em largura atribui cores a cada vértice: branco,
cinza e preto.

@ Cor branca = “ndo visitado”.
Inicialmente todos os vértices sdo brancos.

@ Cor cinza = “visitado pela primeira vez”.
@ Cor Preta = “teve seus vizinhos visitados”.



Exemplo (CLRS)
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Cores

@ Para cada vértice v guarda-se sua cor atual cor[v] que
pode ser branco, cinza ou preto.

@ Para efeito de implementacgao, isto nao é realmente
necessario, mas facilita o entendimento do algoritmo.



Representacao da arvore e das distancias

@ A raiz da Arvore de Busca em Largura é s.
@ Cada vértice v (diferente de s) possui um pai 7[v].
@ O caminho de s a v na Arvore é dado por:

v, w[v], m[x[V]], 7[x[x[V]],...,S.

@ Uma variavel d[v] € usada para armazenar a distancia de
s a Vv (que sera determinada durante a busca).



Busca em largura

Recebe um grafo G (na forma de listas de adjacéncias) e um
vértice s € V[G] e devolve

(i) para cada veértice v, a distanciadesav em G e

(i) uma Arvore de Busca em Largura.

BUSCA-EM-LARGURA(G; s)
0 r© Inicializagao
1 paracada u e V[G]—{s} faca
cor[u] < branco
d[u] + oo
m[u] <= NIL
cor[s] « cinza
d[s] «+ O
m[s] <= NIL

~NOo ok wdN



Busca em largura

8 Q« 10
9 ENQUEUE(Q,s)
10 enquanto Q # () faca

11 u < DEQUEUE(Q)

12 para cadav € Adj[u] faca
13 se cor[v] = branco ent&o
14 cor[v] « cinza

15 dv] < du]+1

16 m[v] < u

17 ENQUEUE(Q, V)

18 cor[u] <« preto



Consumo de tempo

Método de analise agregado.

@ Ainicializagdo consome tempo O(V).

@ Depois que um vértice deixa de ser branco, ele nao volta a
ser branco novamente. Assim, cada vértice € inserido na
fila Q no maximo uma vez. Cada operacao sobre a fila
consome tempo ©(1) resultando em um total de O(V).

@ Em uma lista de adjacéncia, cada vértice € percorrido
apenas uma vez. A soma dos comprimentos das listas é
©(E). Assim, o tempo gasto para percorrer as listas &
O(E).



Complexidade de tempo

Conclusao:

A complexidade de tempo de BUSCA-EM-LARGURA é
O(V+E)



Caminho mais curto

Imprime um caminho mais curtodes av.

Print-Path(G, s, Vv)
1 sev =sentdo
2 imprime S

3 sendo

4 se w[v] = NIL ent&o

4 imprime nao existe caminho de s a V.
5 senéo

6 Print-Path(G, s, 7[v])

7 imprime V.



Busca em profundidade

Depth First Search = busca em profundidade
@ A estratégia consiste em pesquisar o grafo o mais
“profundamente” sempre que possivel.
@ Aplicavel tanto a grafos orientados quanto nao-orientados.
@ Possui um namero enorme de aplicagdes:

@ determinar os componentes de um grafo

@ ordenacao topologica

@ determinar componentes fortemente conexos
@ subrotina para outros algoritmos



Busca em profundidade

Recebe um grafo G = (V, E) (representado por listas de
adjacéncias). A busca inicia-se em um vértice qualquer.

Busca em profundidade € um método recursivo. A idéia basica
consiste no seguinte:

@ Suponha que a busca atingiu um vértice u.

@ Escolhe-se um vizinho n&o visitado v de u para prosseguir
a busca.

@ “Recursivamente” a busca em profundidade prossegue a
partir de v.

@ Quando esta busca termina, tenta-se prosseguir a busca a
partir de outro vizinho de u. Se nao for possivel, ela
retorna (backtracking) ao nivel anterior da recursao.



Busca em profundidade

Outra forma de entender Busca em Profundidade € imaginar
gue os veértices sao armazenados em uma pilha a medida que
sdo visitados. Compare isto com Busca em Largura onde 0s
vértices sao colocados em uma fila.

@ Suponha que a busca atingiu um vértice u.

@ Escolhe-se um vizinho néao visitado v de u para prosseguir
a busca.

@ Empilhe v e repete-se 0 passo anterior com v.

@ Se nenhum vértice nao visitado foi encontrado, entao
desempilhe um vértice da pilha, digamos u, e volte ao
primeiro passo.



Floresta de Busca em Profundidade

@ A busca em profundidade associa a cada veértice x um
predecessor 7[X].

@ O subgrafo induzido pelas arestas
{(m[x],x) : x € V[G] e 7[x] # NIL}
€ a Floresta de Busca em Profundidade.

@ Cada componente desta floresta &€ uma Arvore de Busca
em Profundidade.



Cores dos veértices

A medida que o grafo € percorrido, os vértices visitados vao
sendo coloridos.

Cada vertice tem uma das seguintes cores:

@ Cor branca = “vértice ainda nao visitado™.
@ Cor cinza = “vértice visitado mas ainda nao finalizado”.
@ Cor preta = “vértice visitado e finalizado”.



Estampas/rétulos

A busca em profundidade associa a cada vértice x dois rotulos:

@ d[x]: instante de descoberta de x.
Neste instante x torna-se cinza.

@ f[x]: instante de finalizacdo de x.
Neste instante x torna-se preto.

Os rotulos séo inteiros entre 1 e 2|V|.



Classificagdo de arestas

Busca em profundidade pode ser usada para classificar
arestas de um grafo G = (V,E).

Ela classifica as arestas em quatro tipos:
@ Arestas da arvore: arestas que pertencem a Floresta de
BP.

-B.» o Arestas de retorno: arestas (u,v) ligando um vértice u a
um ancestral v na Arvore de BP. (Backward)

-X_, o Arestas de avanco: arestas (u, v) ligando um vértice u a
um descendente préprio v na Arvore de BP. (Forward)

L. Arestas de cruzamento: todas as outras arestas.
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Rotulos versus cores

Para todo x € V[G] vale que d[x] < f[x].

Além disso
@ X é branco antes do instante d[x].
@ x é cinza entre os instantes d[x] e f[x].
@ X é preto apos o instante f[x].



Algoritmo DFS

Recebe um grafo G (na forma de listas de adjacéncias) e
devolve

(i) osinstantes d[v],f[v] paracadav € V e

(il) uma Floresta de Busca em Profundidade.

DFS(G)

1 paracada u € V[G]|faca
2 cor [u] < branco

3 m[u] = NIL

4 tempo < O

5 paracada u € V[G]faca
6 se cor [u] = branco

7 entdo DFS-vIsIT(u)



Algoritmo

Constroi recursivamente uma Arvore de Busca em
Profundidade com raiz u.

DFS-vISIT(u)

1 cor[u] < cinza

tempo < tempo + 1

d[u] + tempo

para cada v € Adj[u] faca
se cor [v] = branco

entdo w[v] «+ u
DFS-vISIT(V)
cor [u] « preto
f[u] + tempo «+ tempo + 1

©oo~NOOOTPh~,WwWN



Algoritmo DFS

DFS(G)
1 paracada u € V[G]faca
2 cor [u] < branco

3 m[u] <= NIL

4  tempo < O

5 paracada u e V[G]faca
6 se cor [u] = branco

7 entdo DFS-visIT(u)

Consumo de tempo
O(V) + V chamadas a DFS-viIsIT().



Algoritmo

DFS-vIsIT(u)

1 cor[u] + cinza

2 tempo < tempo + 1

3 d[u] « tempo

4 paracada v € Adj[u] faca
5 se cor [v] = branco

6 entdo w[v] <+ u

7 DFS-vISIT(V)
8 cor [u] « preto

9 f[u] + tempo < tempo + 1

Consumo de tempo
linhas 4-7: executado |Adj[u]| vezes.



Complexidade de DFS

@ DFS-visIT(v) é executado exatamente uma vez para cada
vev.
@ Em uma execucéo de DFS-visIT(v), o laco das linhas 4-7

é executado |Adj[u]| vezes.
Assim, o custo total de todas as chamadas é

2 vev [Adj(V)[ = ©(E).

Concluséo: A complexidade de tempo de DFS é O(V +E).



Estrutura de parénteses

@ Os rotulos d[x], f[x] tém propriedades muito (teis para
serem usadas em outros algoritmos.

@ Eles refletem a ordem em que a busca em profundidade
foi executada.

@ Eles fornecem informacédo de como € a “cara” (estrutura)
do grafo.



Estrutura de parénteses
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Estrutura de parénteses

Teorema (Teorema dos Parénteses)

Em uma busca em profundidade sobre um grafo G = (V, E),
para quaisquer vértices u e v, ocorre exatamente uma das
situacbes abaixo:

@ [d[u],f[u]] e [d[v],f[v]] s&o disjuntos.

@ [d[u], f[u]] est& contido em [d[v],f[v]] e
u é descendente de v na Arvore de BP.

@ [d[v],f[v]] esta contido em [d[u],f[u]] e
v é descendente de u na Arvore de BP.



Estrutura de parénteses

Corolario. (Intervalos encaixantes para descendentes)
Um vértice v € um descendente proprio de u na Floresta de BP
se e somente se d[u] < d[v] < f[v] < f[u].

Equivalentemente, v € um descendente proprio de u se e
somente se [d[v],f[v]] esta contido em [d[u], f[u]].



Ordenagao Topoldgica




Ordenacao Topologica

Uma ordenacéo topologica de um grafo orientado G = (V,E) &
um arranjo linear dos vértices de G

Vi V2 V3 ... Vp_2 Vp_1 Vp
tal que se (v;,v;) € uma aresta de G, entéoi < j.




Ordenacao Topologica

Ordenacao topologica é usada em aplicagcdes onde eventos ou
tarefas tém precedéncia sobre outras.
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Ordenacao Topologica
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Ordenacao Topologica

@ Nem todo grafo orientado possui uma ordenacao
topologica.
Por exemplo, um ciclo orientado ndo possui uma
ordenacao topologica.
Vi

V2
V3

Vs Vg4

@ Um grafo orientado G = (V,E) € aciclico se ndo contém
um ciclo orientado.



Grafo Orientado Aciclico

Teorema. Um grafo orientado G € aciclico se e somente se
possui uma ordenacao topologica.

Prova.

Obviamente, se G possui uma ordenacao topologica entao G €
aciclico.

Vamos mostrar a rec'lproca.

Definicao

Uma fonte € um vértice com grau de entrada igual a zero.
Um sorvedouro € um vértice com grau de saida igual a zero.




Grafo Orientado Aciclico

Lema. Todo grafo orientado aciclico possui uma fonte e um
sorvedouro.

Baseado no resultado acima pode-se projetar um algoritmo
para obter uma ordenacao topologica de um grafo orientado
aciclico G.

@ Encontre uma fonte v, de G.

@ Recursivamente encontre uma ordenacgao topologica
Vo,...,Vy, de G —vj.
@ Devolva vy, vy, ..., vy.

Complexidade: O(V ?) (analise grosseira)
Pode-se fazer melhor: O(V+E) (CLRS 22.4-5)



Ordenacao Topologica

Recebe um grafo orientado aciclico G e
devolve uma ordenacdao topologica de G.

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 Execute DFS(G) para calcular f[v] para cada vértice v

2 A medida que cada vértice for finalizado, coloque-o no
inicio de uma lista ligada

3 Devolva a lista ligada resultante

Outro modo de ver alinha 2 é:
Imprima os vértices em ordem decrescente de f[v].



Complexidade de tempo

Conclusao:

A complexidade de tempo de TOPOLOGICAL-SORT &
O(V+E)



Componentes fortemente conexos




Componentes fortemente conexos (CFC)

@ Uma aplicacédo classica de busca em profundidade:
decompor um grafo orientado em seus componentes
fortemente conexos.

@ Muitos algoritmos em grafos comegam com tal
decomposicao.

@ O algoritmo opera separadamente em cada componente
fortemente conexo.

@ As solucdes sdo combinadas de alguma forma.



Componentes fortemente conexos

Um componente fortemente conexo de um grafo orientado
G = (V,E) é um subconjunto de vértices C C V tal que:

© Paratodo par de vértices u e v em C, existe um caminho
(orientado) de u a v e vice-versa.

© C é maximal com respeito a propriedade (1).



Componentes fortemente conexos

Um grafo orientado e seus componentes fortemente conexos.



Grafo transposto

Seja G = (V,E) um grafo orientado.

O grafo transposto de G é o grafo GT = (VT,ET) tal que
eVi=Ve
@ ET ={(u,v) : (v,u) €E}.

Ou seja, G' é obtido a partir de G invertendo as orientagdes
das arestas.

Dada uma representacgao de listas de adjacéncias de G é
possivel obter a representacéo de listas de adjacéncias de G
em tempo O(V +E).



Grafo transposto

)

Um grafo orientado e o grafo transposto. Note que eles tém os
mesmos componentes fortemente conexos.




Algoritmo

COMPONENTES-FORTEMENTE-CONEXOS(G)

1 Execute DFS(G) para obter f[v] parav € V.

2 Execute DFS(G") considerando os vértices em ordem
decrescente de f[v].

3 Devolva os conjuntos de vértices de cada arvore da
Floresta de Busca em Profundidade obtida.

Veremos que os conjuntos devolvidos sao exatamente 0s
componentes fortemente conexos de G.



Exemplo CLRS

a b C d |




Exemplo CLRS

13/14 11/16 1/10 8/9

1 Execute DFS(G) para obter f[v] parav € V.



Exemplo CLRS

a t: {C d|

2 Execute DFS(G') considerando os vértices em ordem
decrescente de f[v].

3 Os componentes fortemente conexos correspondem aos
vértices de cada arvore da Floresta de Busca em Profundida.



Grafo Componente

A idéia por tras de COMPONENTES-FORTEMENTE-CONEXOS
segue de uma propriedade do grafo componente G “¢ obtido a

partir de G contraindo-se seus componentes fortemente
CONexos.




Grafo Componente

A idéia por tras de COMPONENTES-FORTEMENTE-CONEXOS
segue de uma propriedade do grafo componente G ¢ obtido a
partir de G contraindo-se seus componentes fortemente
CONEexos.

GCFC & aciclico.

Os componentes fortementes conexos sao visitados em ordem
topologica com relagdo a GCFCl



Algoritmos gulosos




Algoritmos Gulosos: Conceitos Basicos

@ Tipicamente algoritmos gulosos sao utilizados para
resolver problemas de otimizacgéao.

@ Uma caracteristica comum dos problemas onde se
aplicam algoritmos gulosos € a existéncia subestrutura
Otima, semelhante a programacao dinamica!

@ Programacao dinamica: tipicamente os subproblemas sao
resolvidos a otimalidade antes de se proceder a escolha
de um elemento que ira compor a solucao otima.

@ Algoritmo Guloso: primeiramente € feita a escolha de um
elemento que ira compor a solucao 6tima e s6 depois um
subproblema é resolvido.



Algoritmos Gulosos: Conceitos Basicos

@ Um algoritmo guloso sempre faz a escolha que parece ser
a “melhor” a cada iteragdousando um critério guloso.
E uma decisao localmente 6tima.

@ Propriedade da escolha gulosa: garante que a cada
iteracdo &€ tomada uma decisao que ira levar a um 6timo
global.

@ Em um algoritmo guloso uma escolha que foi feita nunca
é revista, ou seja, nao ha qualquer tipo de backtracking.

@ Em geral é facil projetar ou descrever um algoritmo guloso.
O dificil é provar que ele funciona!



Arvore Geradora Minima




Arvore Geradora Minima

@ Suponha que queremos resolver o seguinte problema:
dado um conjunto de computadores, onde cada par de
computadores pode ser ligado usando uma quantidade de
fibra 6tica, encontrar uma rede interconectando-os que
use a menor quantidade de fibra 6tica possivel.

@ Este problema pode ser modelado por um problema em
grafos nao orientados ponderados onde os vértices
representam os computadores, as arestas representam as
conexdes que podem ser construidas e o peso/custo de
uma aresta representa a quantidade de fibra otica
necessaria.



Arvore Geradora Minima

@ Nessa modelagem, o problema que queremos resolver é
encontrar um subgrafo gerador (que contém todos os
vértices do grafo original), conexo (para garantir a
interligacao entre todos os computadores) e cuja soma
dos custos de suas arestas seja a menor possivel.

@ Obviamente, o problema s6 tem solugao se o grafo for
conexo. Daqui pra frente vamos supor que o grafo de
entrada é conexo.

@ Além disso, o sugrafo gerador procurado € sempre uma
arvore (supondo que 0s pesos s ao positivos).



Arvore Geradora Minima

Problema da Arvore Geradora Minima

Entrada: grafo conexo G = (V,E) com pesos w(u,V) para
cada aresta (u, V).

Saida: subgrafo gerador conexo T de G cujo peso total
w(T)= > w(uv)
(uv)eT

seja 0 menor possivel.






Arvore Geradora Minima

@ Veremos dois algoritmos para resolver o problema:
@ algoritmo de Prim
@ algoritmo de Kruskal

@ Ambos algoritmos usam estratégia gulosa. Eles sao
exemplos classicos de algoritmos gulosos.



Algoritmo genérico

@ A estratégia gulosa usada baseia-se em um algoritmo
genérico que constroi uma AGM incrementalmente.

@ O algoritmo mantém um conjunto de arestas A que
satisfaz o seguinte invariante:

No inicio de cada iteracao, A esta contido em uma AGM.

@ Em cada iteragéo, determina-se uma aresta (u, v) tal que
A" =AU {(u,v)} também satisfaz o invariante.

Uma tal aresta € chamada aresta segura (para A).



Algoritmo genérico

AGM-GENERICO(G,w)

1 A«

2 enquanto A ndo é uma arvore geradora

3 Encontre uma aresta (U, V) segura para A
4 A—AU{(u,v)}

5 devolva A

Obviamente o “algoritmo” esta correto!

Note que nas linhas 2—4 A esta propriamente contido em uma
AGM, digamos T. Logo, existe uma aresta segura (u,v) em
T —A.

Naturalmente, para que isso seja um algoritmo de verdade, é
preciso especificar como encontrar uma aresta segura.



Como encontrar arestas seguras

Considere umgrafo G = (V,E) e sejaS C V.

Denote por §(S) o conjunto de arestas de G com um extremo
em S e outro em V — S. Dizemos que um tal conjunto € um
corte.

Um corte §(S) respeita um conjunto A de arestas se nao
contém nenhuma aresta de A.



Como encontrar arestas seguras

Uma aresta de um corte §(S) € leve se tem 0 menor peso entre
as arestas do corte.

Teorema 23.1: (CLRS)

Seja G um grafo com pesos nas arestas dado por w. Seja A
um subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja /(S)
um corte que respeita A e (u,Vv) uma aresta leve desse corte.
Entdo (u,v) é uma aresta segura.




Como encontrar arestas seguras

Corolario 23.2 (CLRS)

Seja G um grafo com pesos nas arestas dado por w. Seja A
um subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja C um
componente (arvore) de G = (V,A). Se (u,v) é uma aresta
leve de §(C), entdo (u,Vv) € segura para A.

Os algoritmos de Prim e Kruskal sao especializa¢des do
algoritmo genérico e fazem uso do Corolario 23.2.



O algoritmo de Prim

@ No algoritmo de Prim, o conjunto A € uma arvore com raiz
r (escolhido arbitrariamente no inicio). Inicialmente, A
vazio.

@ Em cada iteracéo, o algoritmo considera o corte §(C) onde
C € o conjunto de vértices que sao extremos de A.

@ Ele encontra uma aresta leve (u,Vv) neste corte e
acrescenta-a ao conjunto A e comegca outra iteracao até
gue A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementagao importante € como encontrar
eficientemente uma aresta leve no corte.
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O algoritmo de Prim

O algoritmo mantém durante sua execugao as seguintes
informacoes:

@ Todos os vértices que nao estao na arvore estdo em uma
fila de prioridade (de minimo) Q.

@ Cada vértice v em Q tem uma chave key[v] que indica o
menor peso de qualquer aresta ligando v a algum vértice
da arvore. Se nao existir nenhuma aresta, entdo
key[v] = .

@ A variavel r[u] indica o pai de u na arvore. Entao

A={(unru)) ;ueVv—{r}-Q}



O algoritmo de Prim

AGM-PRIM(G,w,T)
1 paracada u e V|[G]
2 faca key[u] + oo
3 m[u] < NIL
4 Kkey[r]«+ O
5 Q« V[G]
6 enquanto Q # () faca
7 u < EXTRACT-MIN(Q)
8 paracada v € Adju]
9 se veQe w(u,v)<key[v]
0 entdo w[v] < u
1

1
1 key[v] « w(u,Vv)



Corretude do algoritmo de Prim

O algoritmo mantém os seguintes invariantes.

No inicio de cada iteracao das linhas 6-11:
@ A={(u,mu]) :ueV —-{r} —Q}.
@ O conjunto de vértices da arvore é exatamente V[G] — Q.

@ Paracadav € Q, se w[v] # NIL, entdo key[v] & o peso de
uma aresta (v, 7[v]) de menor peso ligando v a um vértice
w[v] na &rvore.

Esse invariantes garantem que o algoritmo sempre escolhe
uma aresta segura para acrescentar a A e portanto, o
algoritmo esta correto.



Complexidade do algoritmo de Prim

Obviamente, a complexidade de AGM-PRIM depende de como
a fila de prioridade Q é implementada. Vejamos o que
acontece se Q for um min-heap.

@ As linhas 1-5 podem ser executadas em tempo O( V)
usando BUILD-MIN-HEAP.

@ O lago da linha 6 é executado | V| vezes e cada operacao
EXTRACT-MIN consome tempo O(Ig V), resultando em um
tempo total O(V'Ig V) para todas as chamadas de
EXTRACT-MIN.

@ O lago das linhas 8-11 é executado O(E) vezes no total.
O teste de pertinéncia de na fila Q pode ser feito em
tempo constante usando um vetor de bits (booleano). Ao
atualizar a chave de um vértice, na linha 11, é feita uma
chamada implicita a DECREASE-KEY que consome tempo
O(lg V).

@ Otempototalé O(VIgV + Elg V)= O(Elg V).



Complexidade do algoritmo de Prim

Pode-se fazer melhor usando uma estrutura de dados
chamada heap de Fibonacci que guarda |V | elementos e
suporta as seguintes operacgoes:

® EXTRACT-MIN —O(lgV),

@ DECREASE-KEY — tempo amortizado O(1).

@ INSERT — tempo amortizado O(1).

@ Outras operacdes eficientes que um min-heap néo
suporta. Por exemplo, UNION.

@ Maiores detalhes no CLRS (para quem quiser ver).

Usando um heap de Fibonacci para implementar Q
melhoramos o tempo para O(E + V IgV).

Este & um resultado interessante do ponto de vista teorico.
Na pratica, a implementagao anterior comporta-se muito
melhor.



O algoritmo de Kruskal

@ No algoritmo de Kruskal o subgrafo F = (V,A) é uma
floresta. Inicialmente, A é vazio.

@ Em cada iteracéo, o algoritmo escolhe uma aresta (u, v)
de menor peso que liga vértices de componentes
(arvores) distintos C e C' de F = (V,A).

Note que (u,Vv) é uma aresta leve do corte §(C).

@ Ele acrescenta (u,Vv) ao conjunto A e comega outra
iteracdo até que A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementagao importante € como encontrar a
aresta de menor peso ligando componentes distintos.
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O algoritmo de Kruskal

Eis uma versao 0.0001 do algoritmo de Kruskal.

AGM-KRUSKAL(G,w)

1 A«

2 Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de peso

3 paracada(u,v) € E nessaordem faca

4 se U eV estdo em componentes distintos de (V,A)
5 entdo A« AU{(u,v)}

6 devolvaA

Problema: Como verificar eficientemente se u e v estdao no
mesmo componente da floresta G, = (V,A)?



O algoritmo de Kruskal

Inicialmente G5 = (V, (), ou seja, G corresponde a floresta
onde cada componente & um vértice isolado.

Ao longo do algoritmo, esses componentes sao modificados
pela inclusao de arestas em A.

Uma estrutura de dados para representar G, = (V,A) deve ser
capaz de executar eficientemente as seguintes operacoes:

@ Dado um vértice u, determinar o componente de G, que
contému e

@ dados dois vértices u e v em componentes distintos C e
C’, fazer a uniao desses em um novo componente.



ED para conjuntos disjuntos

@ Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos mantém
uma colec@o {S;,S,,..., Sk} de conjuntos disjuntos
dinamicos (isto &, eles mudam ao longo do tempo).

@ Cada conjunto é identificado por um representante que €
um elemento do conjunto.

Quem € o representante € irrelevante, mas se o0 conjunto
nao for modificado, entao o representante nao pode
mudar.



ED para conjuntos disjuntos

Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos deve ser
capaz de executar as seguintes operagoes:

@ MAKE-SET(X): cria um novo conjunto {Xx }.

@ UNION(x,Y): une os conjuntos (disjuntos) que contém x e
y, digamos Sy e Sy, em um novo conjunto Sy USy .

Os conjuntos Sy e Sy sao descartados da colegao.

@ FIND-SET(x) devolve um apontador para o representante
do ((nico) conjunto que contém x.



Componentes conexos

CONNECTED-COMPONENTS(G)
1 paracada vérticev € V[G] faca

2 MAKE-SET(V)

3 paracada aresta(u,v) € E[G] faca
4 se FIND-SET(u) # FIND-SET(V)
5 entdo UNION(u,V)

SAME-COMPONENT(U, V)

1 se FIND-SET(u) = FIND-SET(V)
2 entdo devolva SIM

3 sendo devolva NAO



Componentes conexos

“Complexidade” de CONNECTED-COMPONENTS

@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ 2|E| chamadas a FIND-SET
@ < |V| -1 chamadas a UNION



O algoritmo de Kruskal

Eis a versao completa!

AGM-KRUSKAL(G,w)
A0
paracada v € V[G] faca

MAKE-SET(V)
Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de peso
paracada (u,v) € E nessaordem faca

se FIND-SET(u) # FIND-SET(V)

entdo A<+ AU {(u,v)}
UNION(u, V)

O©oO~NO OIS, WNPEF

devolva A



O algoritmo de Kruskal

“Complexidade” de AGM-KRUSKAL

@ Ordenacéo: O(EIgE)

@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ 2|E| chamadas a FIND-SET
@ < |V|—1chamadas a UNION

A complexidade depende de como essas operacdes sao
implementadas.



ED para conjuntos disjuntos

Seqliéncia de operagbes MAKE-SET, UNION e FIND-SET
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Vamos medir a complexidade das operacfes em termos de n e
m.

Que estrutura de dados usar?
Ou seja, como representar 0s conjuntos?



Representacao por listas ligadas
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@ Cada conjunto tem um representante (inicio da lista)
@ Cada n6 tem um campo que aponta para o representante
@ Guarda-se um apontador para o fim da lista



Representacao por listas ligadas

@ MAKE-SET(X) — O(1)
@ FIND-SET(x) — O(1)
@ UNION(x,Yy) — concatena a lista de x no final da lista de y

- |

[
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O(n) no pior caso
E preciso atualizar os apontadores para o representante.




Um exemplo de

Operacao NUmero de atualiza¢des
MAKE-SET(X;) 1
MAKE-SET(X2) 1
MAKE-SET(Xp) 1
UNION(X1, X2) 1
UNION(X2, X3) 2
UNION(X3, X4) 3
UNION(Xn—1, Xn) n-1

NUmero total de operacdes: 2n — 1
Custo total: ©(n?)

Custo amortizado de cada operacao: O(n)



Uma heuristica simples

No exemplo anterior, cada chamada de UNION requer em
média tempo ©(n) pois concatemos a maior lista no final da
menor.

Uma idéia simples para evitar esta situagao € sempre
concatenar a menor lista no final da maior (weighted-union
heuristic.)

Para implementar isto basta guardar o tamanho de cada lista.

Uma Unica execugéo de UNION pode gastar tempo O(n), mas
na média o tempo & bem menor (proximo slide).



Uma heuristica simples

Teorema. Usando a representacao por listas ligadas e
weighted-union heuristic, uma seqiiéncia de m operagdes
MAKE-SET, UNION e FIND-SET gasta tempo O(m + nlgn).
Prova.

O tempo total em chamadas a MAKE-SET e FIND-SET € O(m).

Sempre que o apontador para o representante de um elemento
X € atualizado, o tamanho da lista que contém x (pelo menos)
dobra.

Apos ser atualizado [lgk | vezes, a lista tem tamanho pelo
menos k. Como k tem que ser menor que n, cada apontador é
atualizado no méximo O(lgn) vezes.

Assim, o tempo total em chamadas a UNION &€ O(nlgn).



Representacao por disjoint-set forests

@ Veremos agora a representacao por disjoint-set forests.

@ Implementacdes ingénuas nao sao assintoticamente
melhores do que a representacao por listas ligadas.

@ Usando duas heuristicas — union by rank e path
compression — obtemos a representacao por disjoint-set
forests mais eficiente conhecida.



Representacao por disjoint-set forests

®o—

Grafo com varios componentes.

Como é a representacao dos componentes na estrutura de
dados disjoint-set forests?



Representacao por disjoint-set forests
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@ Cada conjunto corresponde a uma arvore enraizada.
@ Cada elemento aponta para seu pai.

@ Araiz € o representante do conjunto e aponta para Si
mesma.



Representacao por disjoint-set forests
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MAKE-SET(X)
1 pai[x] < x

FIND-SET(X)

1 se x = pai[x]

2 entdo devolva x

3 sendo devolva FIND-SET(pai[x])



Representacao por disjoint-set forests

bQ o UNioN(a,f)
ao/ \d Qy’

INVAN

UNION(X,Y)

1 x’+ FIND-SET(x)
2 y' <« FIND-SET(y)
3 paily’] + x’

hQ iQ

|



Representacao por disjoint-set forests

UNION(a,f)

Mo,
VAN

UNION(X,Y)

1 x’+ FIND-SET(x)
2 y' <« FIND-SET(y)
3 paily’] + x’

hQ iQ

|



Representacao por disjoint-set forests

Com a implementagao descrita até agora, nao ha melhoria
assintotica em relagdo a representacao por listas ligadas.

E facil descrever uma seqiiéncia de n — 1 chamadas a UNION
gue resultam em uma cadeia linear com n nos.

Pode-se melhorar (muito) isso usado duas heuristicas:

@ union by rank
@ path compression



Union by rank

@ Aidéia é emprestada do weighted-union heuristic.

@ Cada no x possui um “posto” rank[x] que & um limitante
superior para a altura de x.

@ Em union by rank a raiz com menor rank aponta para a raiz
com maior rank.



Union by rank

MAKE-SET(X)
1 pai[x] « x
2 rank[x] < O

UNION(X,Y)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(Y))

LINK(X,y) > x ey s@o raizes
1 se rank[x] > rank[y]

2 entdo paily] < x

3 senao pai[x] <y

4 se rank[x] = rank[y]

5 entdo rank[y] < rank[y] + 1



Path compression

A idéia é muito simples: ao tentar determinar o representante
(raiz da arvore) de um n6 fazemos com que todos 0s nos no
caminho apontem para a raiz. e

| /A/

b
a/ﬂ FIND-SET(x)



Path compression

A idéia é muito simples: ao tentar determinar o representante
(raiz da arvore) de um n6 fazemos com que todos 0s nos no
caminho apontem para a raiz.

TTiA

FIND-SET(X)




Path compression

A

b
a/Aﬂ FIND-SET(x)

FIND-SET(X)

1 se x # pai[x]

2 entdo pai[x] «+ FIND-SET(pai[x])
3 devolva pai[x]



Analise de union by rank com path compression

Vamos descrever (sem provar) a complexidade de uma
sequéncia de operacdes MAKE-SET, UNION e FIND-SET
quando union by rank e path compression sao usados.

Parak > 0ej > 1 considere a fungao

. j+1 sek =0,
Adi)=1 "¢
<) { A(kjfll)(j) sek >1,

onde Agfll)(j) significa que A,_4(j) foi iterada j + 1 vezes.



Funcao Ax(j)

° Agﬂ)(j) utiliza notagao de iteracao funcional. O parametro
k é o nivel da funcao.
@ Especificamente:
AL ) =
1) = A (AZPG))  para iz
@ Exemplificando:

o A1) =1+1=2
=2.14+1=3



Analise de union by rank com path compression

Ok. Vocé ndo entendeu o que esta funcéo faz. ..

Tudo que vocé precisa saber € que ela cresce muito rapido.

Ag(1) =2
Ay(1) =3
A1) =7
As(1) = 2047
A4(1) = 16°12

Em particular, A4(1) = 16°12 > 108° que & nimero estimado
de atomos do universo. ..



Analise de union by rank com path compression

Considere agora inversa da fungéo Ay (n) definida como
a(n) =min{k : Ac(1) >n}.

Usando a tabela anterior temos

0 para0<n<2,

paran =3,

para4 <n <7,

para 8 < n < 2047,
para 2048 < n < A4(1).

a(n) =

A WNPE

Ou seja, para efeitos praticos «(n) < 4.



Analise de union by rank com path compression

Teorema. Uma seqiiéncia de m opera¢des MAKE-SET, UNION
e FIND-SET pode ser executada em uma ED para disjoint-set
forests com union by rank e path compression em tempo
O(ma(n)) no pior caso.

Isto significa (na pratica) que o tempo total € linear e que o
custo amortizado por operagao € uma constante.

Vamos voltar agora a implementacao do algoritmo de Kruskal.



O algoritmo de Kruskal (de novo)

AGM-KRUSKAL(G,w)

1 A0

2 paracada v € V[G]faca

3 MAKE-SET(V)

4  Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de peso
5 paracada(u,v) € E nessaordem faca

6 se FIND-SET(u) # FIND-SET(V)

7 entdo A<+ AU{(u,v)}

8 UNION(u, V)

9 devolvaA

Complexidade:
@ Ordenacéo: O(EIgE)
@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ |[E|+|V|—1=0O(E) chamadas a UNION e FIND-SET



O algoritmo de Kruskal (de novo)

@ Ordenacéo: O(EIgE)
@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ O(E) chamadas a UNION e FIND-SET

Usando a representacao disjoint-set forests com union by rank
e path compression, o tempo gasto com as operagoes é

O((V +E)a(V)) = O(Ea(V)).

Como (V) =0O(lgV) = O(lg E) o passo que consome mais
tempo no algoritmo de Kruskal é a ordenacao.

Logo, a complexidade do algoritmo € O(EIgE) = O(E Ig V).
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