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Conteudo programatico
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Cronograma
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23mar — Dia néo letivo. Exercicios.

30mar — Dia n&o letivo. Exercicios.

06abr — Recorréncias. Diviséo e conquista.

13abr — Divisdo e conquista. Ordenagao.

20abr — Ordenagao em tempo linear. Divisao e conquista. Estatistica de ordem.
27abr — Primeira avaliacao.

04mai — Buscas. Grafos.

11mai — Algoritmos gulosos.

18mai — Algoritmos gulosos.

25mai — Programagao dinamica.

01jun — Dia n&o letivo. Exercicios.

08jun — Programagao dinamica.

15jun — NP-Completude e redugbes.

22jun — Exercicios (copa).

29jun — Segunda avaliacao.

jul — Algoritmos aproximados e busca heuristica. Desenvolvimento do trabalho
de pesquisa.



Recorréncias




Resolucao de Recorréncias

@ Relagoes de recorréncia expressam a complexidade de
algoritmos recursivos como, por exemplo, os algoritmos de
divisao e conquista.

@ E preciso saber resolver as recorréncias para que
possamos efetivamente determinar a complexidade dos
algoritmos recursivos.



MERGESORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entédo g « [(p+r)/2]

3 MERGESORT(A, p, q)

4 MERGESORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p,q,r)

Qual é a complexidade de MERGESORT?

Seja T(n) := o consumo de tempo maximo (pior caso) em
funcadode n=r—p+1



Complexidade do Mergesort

MERGESORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdao g < |(p+1r)/2]

3 MERGESORT(A, p, q)

4 MERGESORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q,r)

linha consumo de tempo
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Complexidade do Mergesort

MERGESORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdao g < |(p+1r)/2]

3 MERGESORT(A, p, q)

4 MERGESORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q,r)

linha consumo de tempo
1 bo
2 b
3 T([n/2])
4
5

T([n/2])

an
T(n)=T([n/2])+ T(|n/2]) + an+ (by + by)




Resolucao de recorréncias

@ Queremos resolver a recorréncia

T(1) = 1
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+an+b paran>2.

@ Resolver uma recorréncia significa encontrar uma
formula fechada para T(n).

@ Nao é necessario achar uma solugao exata.
Basta encontrar uma fungao tal que



Resolucao de recorréncias

Alguns métodos para resolugao de recorréncias:
@ substituicao
@ iteracao
@ arvore de recorréncia

Veremos também um resultado bem geral que permite resolver
varias recorréncias: Master theorem.



Método da substituicao

@ Idéia basica: “adivinhe” qual é a solugcao e
prove por inducao que ela funcional!

@ Método poderoso mas nem sempre aplicavel
(obviamente).

@ Com pratica e experiéncia fica mais facil de usar!



Considere a recorréncia:

T(1) = 1
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+n paran>2.

Chuto que T(n) € O(nlgn).
Mais precisamente, chuto que T(n) < 3nlign.

( )



T(n) = T([n/2]) + T(ln/2]) +
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@ Mas espere um pouco!
@ T(1)=1e3.1.1g1 = 0 e a base da indugéo néo funcional!
@ Certo, mas lembre-se da defini¢ao da classe O( ).

S0 preciso provar que T(n) < 3nlgnpara n > ny onde gy
é alguma constante.

Vamos tentar com ng = 2. Nesse caso
T(2)=T(1)+T(1)+2=4<3.2.1g2 =6,

e estamos feitos.



@ Certo, funcionou para T(1) = 1.

@ Mas e se por exemplo T(1) = 87?
Entdo T(2) =8+8+2=18e3.2.1g2 = 6.
Nao deu certo. ..

@ Certo, mas ai basta escolher uma constante maior.
Mostra-se do mesmo jeito que T(n) < 10nlg n e para esta
escolha T(2) =18 < 10.2.1g2 = 20.

@ De modo geral, se o passo de inducao funciona
(T(n) < cnlgn), é possivel escolher c e a base da
inducao (np) de modo conveniente!



Como achar as constantes?

@ Tudo bem. Da até para chutar que T(n) pertence a classe
O(nlg n).

@ Mas como descobrir que T(n) < 3nlgn? Como achar a
constante 3?

@ Eis um método simples: suponha como hipétese de
inducé@o que T(n) < cnlgnpara n> ny onde c e ny s&o
constantes que vou tentar determinar.



Primeira tentativa

T(n) = T([n/2]) + T([n/2]) +
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Segunda tentativa

S

/21) + T([n/2]) +
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Para garantir a dltima desigualdade basta que —c[n/2] +n <0
e ¢ = 3 funciona. ( )



Completando o exemplo

Mostramos que a recorréncia

T1) = 1

T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+n paran>2.
satisfaz T(n) € O(nlg n).
Mas quem garante que T(n) nao € “menor”?
O melhor € mostrar que T(n) € ©(nlgn).

Resta entdo mostrar que T(n) € Q(nlgn). A prova é similar.
(Exerciciol)



Nao ha nenhuma receita genérica para adivinhar solugoes de
recorréncias. A experiéncia é o fator mais importante.

Felizmente, ha varias idéias que podem ajudar.
Considere a recorréncia

T1) =1
T(n) = 2T(|n/2])+n paran>2.

Ela é quase idéntica a anterior e podemos chutar que
T(n) € ©(nlgn). Isto de fato € verdade. (Exercicio ou consulte
o CLRS)



Considere agora a recorréncia

T(1) = 1
T(n) = 2T(|n/2]+17)+n paran> 2.

Ela parece bem mais dificil por causa do “17” no lado direito.

Intuitivamente, porém, isto ndo deveria afetar a solugao. Para n
grande a diferenca entre T(|n/2|) e T(|n/2] +17) nédo é
tanta.

Chuto entao que T(n) € ©(nlg n). (Exercicio!)



Truques e sutilezas

Algumas vezes adivinhamos corretamente a solu¢ao de uma
recorréncia, mas as contas aparentemente nao funcionam! Em
geral, 0 que é necessario é fortalecer a hipotese de indugao.

Considere a recorréncia
T(1) = 1
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+1 paran>2.

Chutamos que T(n) € O(n) e tentamos mostrar que T(n) < cn
para alguma constante c.

T(n)=T([n/2]) + T([n/2]) + 1
<c[n/2] +c|n/2] +1
=cn+1.

( )

E agora? Sera que erramos o chute? Sera que T(n) € ©(n?)?



Truques e sutilezas

Na verdade, adivinhamos corretamente. Para provar isso, €
preciso usar uma hipotese de indugao mais forte.

Vamos mostrar que T(n) < cn— bonde b > 0 é uma
constante.

T(n)=T([n/2]) + T(ln/2]) +1
<c[n/2] —b+c|n/2] —b+1
=cn—2b+1
<ecn-b

onde a Ultima desigualdade vale se b > 1.

( )



Método da iteracao

@ Nao é necessario adivinhar a resposta!
@ Precisa fazer mais contas!

@ |déia: expandir (iterar) a recorréncia e escrevé-la como
uma somatoria de termos que dependem apenas de ne
das condicoes iniciais.

@ Precisa conhecer limitantes para varias somatorias.



Método da iteracao

Considere a recorréncia

T(n) = para n < 3,
T(n) = 3T(|n/4])+n paran>4.

lterando a recorréncia obtemos

T(n)=n+3T([n/4])
=n+3(|n/4] +3T(|n/16]))
=n+3(|n/4] +3(|n/16] + 3T(|n/64])))
=n+3|n/4] +9[n/16] +27T(|n/64]).

Certo, mas quando devo parar?
O /-ésimo termo da série & 3'[n/4'|. Ela termina quando
|n/4'| <3, ouseja, i > log, n.



Método da iteragao

Como [n/4'| < n/4’ temos que

T(n) <n+3n/4+9n/16 +27n/64 + - + 3
T(n) < n+3n/4+9n/16 +27n/64 + - - + d.3°%"
<n(1+3/4+9/16+27/64 +---) + dn'°%3

i=0
= 4n + dn'°%3

pois 3l09,n — plogs3 o Z/Oio C7/ _ ﬁ para0 < g < 1.

Como log, 3 < 1 segue que n'°%3 < o(n) e logo, T(n) € O(n).



Método de iteracao

@ As contas ficam mais simples se supormos que a
recorréncia esta definida apenas para poténcias de um
numero, por exemplo, n = 4'.

@ Note, entretanto, que a recorréncia deve ser provada para
todo natural suficientemente grande.

@ Muitas vezes, € possivel depois de iterar a recorréncia,
adivinhar a solugao e usar o método da substituicao!



Método de iteracao

T(n) = b para n < 3,
T(n) = 3T(|n/4])+n paran>4.

Chuto que T(n) < cn.

T(n)=3T(|n/4])+n
<3c|n/4] +n
<3c(n/4) +n
<cn

onde a ultima desigualdade vale se ¢ > 4.

( )



Resolucao pelo método da iteragao

@ A ideia da resolucao pelo método da iteracao (ou
expansao telescopica) é expandir a relacao de
recorréncia até que possa ser detectado seu
comportamento no caso geral.

@ Passos para resolver um equagao de recorréncia:

@ Copie a formula original

@ Descubra o passo (se T(n) estiver escrito em fungdo de

T(n/2), a cada passo o parametro € dividido por 2)

@ Isole as equagdes para “os proximos passos”
Substitua os valores isolados na férmula original
Identifique a formula do i-ésimo passo
Descubra o valor de i de forma a igualar o parametro de
T(x) ao parametro (valor de n) no caso base
Substitua o valor de i na formula do i-ésimo caso
Identifique a complexidade dessa férmula
Prove por inducédo que a equagao foi corretamente
encontrada

000 000



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 1: \ T(n)=2T(n/2) +2‘ ’ (1) =1 ‘

Q@ T(n)=2T(n/2)+2 (férmula original)
@ T(n) esta escrito em fungao de T(n/2)
© Isole as equagbes para T(n/2) e T(n/4):
T(n/2) =2(T(n/4))+2
T(n/4)=2(T(n/8))+2
© Substitua T(n/2) pelo valor que foi isolado acima e, em
seguida, o mesmo para T(n/4)
e substituindo o valor isolado de T(n/2):
T(n)=2(2(T(n/4))+2)+2
T(n) =22T(n/22) +22 42
e agora substituindo o valor de T(n/4):
T(n) =22(2(T(n/8) +2)+ 22 +2
T(n)=23T(n/2%)+ 23 +22 42



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 1: \ T(n)=2T(n/2) +2‘ ’ () =1 ‘

@ Identifique a féruma do i-ésimo passo
T(n)=2T(n/2)+2' 42" 4... 42242

Somade PG: S,= %

T(n)=2/T(n/2") + 2+ -2
© Descubra o valor de i de forma a igualar o parametro de
T(x) ao parametro (valor de n) no caso base
T(n/2) < T(1)
n/2' =1
n=2
i=1g(n)

@ Substitua o valor de i na férmula do i-ésimo caso
T(n) =29 T(1) + 29(M+1 _ 2
T(n)=n+2n-2
T(n)=3n-2

Q Identifiqgue a complexidade dessa férmula

T(n) € ©(n)



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 1: ‘T(n):ZT(n/2)+2‘ ’T(1):1‘

© Prova por indugao
e Passo base: para n = 1, o resultado esperado é 1
T(n)=3n-2 = 3—-2 = 1 (correto)

e Passo indutivo: por hipétese de indugao, assumimos que
a formula esté correta para n/2, isto &, T(n/2) =3 n/2 —2.
Entao, temos que verificar se T(n) = 3n — 2, sabendo-se
que T(n) =2T(n/2) + 2 e partindo da H.I. que
T(n/2) =3n/2 -2

e Demonstrado que 2T(n/2) +2=3n—2 paran> 1



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 2: ‘ T(n)=2T(n—1)+1 ‘ ‘ T() =1 ‘
(Torres de Hanoi)

Q@ T(n)=2T(n—1)+1 (férmula original)
@ T(n) esté escrito em fungdo de T(n—1)
© Isole as equagdes para T(n—1) e T(n—2):
T(n—1)=2T(n—2)+1
T(n—2)=2T(n—3) +1
@ Substitua T(n — 1) pelo valor que foi isolado acima e, em
seguida, o mesmo para T(n —2)
e substituindo o valor isolado de T(n—1):
T(n)=22T(n—2)+1)+1
e agora substituindo o valor de T(n — 2):
T(n)=2°T(n—2)+2+1
T(n) =22(2T(n—3)+ 1)+ 2+ 1
T(n)=28T(n—3)+22+2+1



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 2: ‘T(n)zzT(n_1)+1‘ ‘T(1):1‘

© Identifique a féruma do i-ésimo passo
T(n)=2'T(n—1)4+2"+224... 4241
T(n)=2'"T(n—1)+2" —1

© Descubra o valor de i de forma a igualar o parametro de

T(x) ao parametro (valor de n) no caso base

T(n—i) < T(1)
n—i=A1
i=n—1

@ Substitua o valor de i na férmula do i-ésimo caso
T(n)=2"1T(1)+ 2" —1
T(n)=2"" 42711
T(ny=2.2""1 -1
T(n)=2"—1

Q Identifiqgue a complexidade dessa férmula
T(n) € ©(2")



Resolucao por expansao telescopica

Exemplo 2: ‘T(n):ZT(n_1)+1‘ ‘T(1):1‘

© Prova por indugao
e Passo base: para n = 1, o resultado esperado é 1
T(ny=2"-1 = 2—-1 = 1 (correto)

e Passo indutivo: por hipétese de indugao, assumimos que
a formula esta correta para n — 1, isto €,
T(n—1)=2"""—1. Entao, temos que verificar se
T(n) =2"—1, sabendo-se que T(n) =2" — 1 e partindo
daH.l.que T(n—1)=2""1_-1
T(n)=2T(n—1)+1

T(n) = (2”*1 —1)+1

T(n) —2+1

T(n) 3" —1  (passo indutivo provado)

e Demonstrado que 2T(n—1)+1=2"—-1 paran>1



Resolucao por expansao telescopica

@ Exercicios — Repita o procedimento para as seguintes
equacoes de recorréncia:



Arvore de recorréncia

@ Permite visualizar melhor o que acontece quando a
recorréncia é iterada.

@ E mais facil organizar as contas.

e Util para recorréncias de algoritmos de
divisao-e-conquista.



Arvore de recorréncia

Considere a recorréncia

T(n) = ©(1) paran=1,2,3,
T(n) = 8T(|ln/4])+cn® paranz4,

onde ¢ > 0 é uma constante.

Costuma-se (CLRS) usar a notagao T(n) = ©(1) para indicar
que T(n) é uma constante.



Arvore de recorréncia

Simplificacao

Vamos supor que a recorréncia esta definida apenas para
poténcias de 4

T(n) = ©(1) paran=1, _
T(n) = 3T(n/4)+cr® paran=4,16,....4 ...

Isto permite descobrir mais facilmente a solucao. Depois
usamos 0 método da substituicao para formalizar.



Arvore de recorréncia

T(n) cn®
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Arvore de recorréncia
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Arvore de recorréncia
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Arvore de recorréncia

@ O ndmero de niveis € log, n+ 1.

@ No nivel / o tempo gasto (sem contar as chamadas
recursivas) é (3/16)'cr?.

@ No ultimo nivel hg 3'°94 7 = n1l°93 folhas. Como
T(1) = ©(1) o tempo gasto é O(n'°%3).



Arvore de recorréncia

Logo,
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Arvore de recorréncia

Mas T(n) € O(n?) é realmente a solugdo da recorréncia
original?

Com base na arvore de recorréncia, chutamos que T(n) < dn?
para alguma constante d > 0.
T(n) =3T(|n/4]) + cr?

<3d|n/4)? +cr?

< 3d(n/4)? + cr?

_ 3 2 2

= ﬁdn +cn

< dn?
onde a Ultima desigualdade vale se d > (16/13)c.

( )



Arvore de recorréncia

Resumo

@ O numero de ndés em cada nivel da arvore é o nimero de
chamadas recursivas.

@ Em cada né indicamos o “tempo” ou “trabalho” gasto
naguele né que nao corresponde a chamadas recursivas.

@ Na coluna mais a direita indicamos o tempo total naquele
nivel que nao corresponde a chamadas recursivas.

@ Somando ao longo da coluna determina-se a solugao da
recorréncia.



Vamos tentar juntos?

Eis um exemplo um pouco mais complicado.
Vamos resolver a recorréncia

T(n) = 1 paran=1,2,
T(n) = T([n/3])+ T(|2n/3])+n paran>3.

Qual é a solugao da recorréncia?

Resposta: T(n) € O(nlgn). (Resolvido em aula)



Recorréncias com O a direita (CLRS)

Uma “recorréncia”

T(n)=09(1) paran=1,2,
T(n) =3T(|n/4]) + ©(r?) paran>3

representa todas as recorréncias da forma

T(n)=a paran=1,2,
T(n)=3T(|n/4]) + br? para n>3

onde ae b > 0 sdo constantes.

As solugdes exatas dependem dos valores de a e b, mas estao
todas na mesma classe ©.

A “solucao” é T(n) = ©(n?), ou seja, T(n) € ©(n?).

As mesmas observagoes valem para as classes O, (. 0, w.



Recorréncia do Mergesort

Podemos escrever a recorréncia de tempo do Mergesort da
seguinte forma

(1) = e(1)
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+©(n) paran>2.

A solugao da recorréncia é T(n) = ©(nlg n).

A prova é essencialmente a mesma do primeiro exemplo.
(Exercicio!)



Cuidados com a notagao assintética

A notagao assint6tica € muito versatil e expressiva. Entretanto,
deve-se tomar alguns cuidados.

Considere a recorréncia

T(1) = 1
T(n) = 2T(|n/2])+n paran>2.

E similar a recorréncia do Mergesort!

Mas eu vou “provar” que T(n) = O(n)!



Cuidados com a notagao assintética

Vou mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0.

T(n)=2T(|n/2])+n
<2c|n/2] +n
<cn+n
=0O(n) <= ERRADO!!!

Por qué?

Nao foi feito 0 passo indutivo, ou seja, nao foi mostrado que
T(n) < cn.



Teorema Master

@ Veremos agora um resultado que descreve solugdes para
recorréncias da forma

T(n)=aT(n/b)+ f(n),

onde a > 1 e b > 1 sao constantes.

@ O caso base é omitido na definigdo e convenciona-se que
€ uma constante para valores pequenos.

@ A expressao n/b pode indicar tanto |n/b| quanto [n/b].

@ O Teorema Master nao fornece a resposta para todas as
recorréncias da forma acima.



Teorema Master (Manber)

Teorema (Teorema Master (Manber))

Dada uma relagao de recorréncia da forma
T(n) = aT(n/b) + cn*,
ondea,beN,a>1,b>2,c>0 ek >0 s3o constantes,

O(n'°%a),  sea> b
T(n) e ©(nflogn), sea= bk
o(n), se a< b




Teorema Master (Manber)

Prova: Por simplicidade, assumimos que n = b de modo que
n/b é sempre inteiro. Com isso temos

T(n) = aT(n/b) + cnk
€ equivalente a
T(n) = aT(b™ ") + cb™
Vamos comecar expandindo a relagao de recorréncia:

T(n) = aT(b™ ")+ cb™
= a(aT(b™?) + cbl™ k) 4 cb™
= &T(b™?)+ cab™ K 4 cb™
= & T(b™3) + ca®b(™ 2 + cabl™ DK 4 cb™

= a"T(b%) + ca™ ' b¥ + ca™ 2%k + ... + cab™ VK 4 cp™k



Teorema Master (Manber)

Assumindo que T(1) = ¢, ficamos com:

T(n) = ca™+ca™ 'b¥ + ca™ bk 4 ... + cb™

m
—i ik
— CZ anip
i=0
m
= ca”y (b'/a)’
i=0
Na ultima linha podemos ver os casos do enunciado, com base

em como séries geométricas se comprotam quando b%/a é
maior, menor ou igual a zero.



Teorema Master (Manber)

T(n) = ca’"zrn:(bk/a)’.

i=0

Caso 1: a > bk

Neste caso, o somatorio >7 (b /a)’ converge para uma
constante. Dai, temos que T(n) € ©(ca™). Como n = b™,
entdo m = log, n, consequentemente, T(n) € ©(n'°% ),



Teorema Master (Manber)

T(n) = cami(bk /a)’.
i=0

Caso 2: g = b¥

Como b¥/a =1, temos 37, (b¥/a)’ = m+ 1. Dai, temos que
T(n) € ©(ca™m). Como m = log, n e a = b¥, entdo

ca™m = cn'®%2log, n = cn* log, n, 0 que nos leva a concluséo
que T(n) € ©(n*log, n).



Teorema Master (Manber)

T(n) =ca™ i(bk/a)".
i=0

Caso 3: a < b

Neste caso, a série nao converge quando m vai para infinito,
mas é possivel calcular sua soma para um numero finito de
termos.

m
T(n) = ca”) (b"/a)
i=0
ca” (bk/a)’"“—1> .
(b¥/a) -1
Desprezando as constantes na ultima linha da expressao

acima e sabendo que a™ ((b(kb/f/);H) = bkM e b™ = n,

concluimos que T(n) € ©(n¥). CQD




Teorema Master

Teorema (Teorema Master (CLRS))

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma fungéo e seja
T(n) definida para os inteiros ndo-negativos pela relagdo de
recorréncia

T(n) = aT(n/b) + f(n).
Entéo T(n) pode ser limitada assintoticamente da seguinte
maneira:

@ Se f(n) € O(n'°%3-) para alguma constante e > 0, entao
T(n) € ©(n'°%2)

Q Sef(n) € ©(n'°%2), entdo T(n) € ©(n'°%2log n)

@ Se f(n) € Q(n'°9% a+€), para alguma constante ¢ > 0 e se

af(n/b) < cf(n), para alguma constante ¢ < 1 e paran
suficientemente grande, entdo T(n) € ©(f(n))




Resolucao por Teorema Master

Exemplo1: |T(n)=4T (g) +n
@ T(n)=aT () +f(n)
a=4 ; b=2
logpa = log,4 = 2

f(n) = n
f(n) € O(n°%a=—<) = O(n?=c), sendoe=1(c>0)

@ Portanto, se encaixa no caso 1 do Teorema Master:
T(n) € ©(n°%3) = o(m?)



Resolucao por Teorema Master

Exemplo2: [T(n)=T (?0> +n

@ T(n)=aT () +f(n)

a=1; b=% ; logya = logw1 = 0
f(n) = n
f(n) € Q(n°%ate) = Q(n’<), sendoe=1(e>0)

@ Sera caso 3 se satisfizer a condigéo de regularidade:
Paratodo n, af (%) =38 < %n=cf(n) para
c=3 <1

@ Portanto, se encaixa no caso 3 do Teorema Master:
T(n) € ©(f(n)) = ©(n)



Resolucao por Teorema Master

Exemplo 3: | T(n)=4T <7) e

f(n) € O(n'°%a) = o(n?)

@ Portanto, se encaixa no caso 2 do Teorema Master:
T(n) € ©(n°%alogn) = ©(n?logn)



Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master se aplica:

@ Caso 1:
T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+ nlogn
@ Caso 2:
T(n)=T(2n/3) + 1
T(n)=2T(n/2)+ (n+ log n)
@ Caso 3:
T(n)=T(3n/4)+ nlogn




Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master nao se aplica:
@ T(nN)=T(n—1)+n
@ T(n)=T(n—a)+ T(a)+ n, (a > 1 inteiro)
@ T(N)=T(an)+T(1—a)n)+n (0<a<)
@ T(n)= T(n—1)+|ogn
@ T(n)=2T(5)+nlogn




Divisao e Conquista




Projeto de Algoritmos por Divisao e Conquista

@ Dividir para conquistar: uma tatica de guerra aplicada ao
projeto de algoritmos.

@ Um algoritmo de divisao e conquista € aquele que resolve
0 problema desejado combinando as solugdes parciais de
(um ou mais) subproblemas, obtidas recursivamente.

@ E mais um paradigma de projeto de algoritmos baseado
no principio da indugao.

@ Informalmente, podemos dizer que o paradigma
incremental representa o projeto de algoritmos por
inducao fraca, enquanto o paradigma de divisao e
conquista representa o projeto por inducao forte.

e E natural, portanto, demonstrar a corretude de algoritmos
de divisao e conquista por indugao.



Algoritmo Genérico

DivisaoConquista(x)

> Entrada: A instancia x
> Saida: Solucao y do problema em questao para x
1. se x é suficientemente pequeno entao

> Solucao(x) algoritmo para pequenas instancias

2. retorne Solucao(x)
3. senao
> divisao
4. decomponha x em instancias menores xq, X, - - - , Xk
5. para i de 1 até k faga y; := DivisaoConquista(x;)
> conquista
6. combine as solugdes y; para obter a solugao y de x.

7. retorne(y)




Projeto por Divisao e Conquista - Exemplo 1

Exponenciagcao

Problema:
Calcular a", para todo real a e inteiro n > 0.

Primeira solucao, por inducao fraca:
@ Caso base: n=0;a° = 1.
@ Hipotese de inducao: Suponha que, para qualquer inteiro
n> 0 e real a, sei calcular a"'.
@ Passo da indugao: Queremos provar que conseguimos
calcular a", para n > 0. Por hipétese de inducao, sei
calcular 8"~". Entéo, calculo &” multiplicando a"~' por a.




Exemplo 1 - Solugao 1 - Algoritmo

Exponenciacao(a, n)

> Entrada: A base a e o expoente n.
> Saida: O valor de a".

1. se n=0 entao

2 retorne(1) {caso base}

3. senao

4. an’ := Exponenciacao(a,n — 1)
5 an:=an x a

6. retorne(an)




Exemplo 1 - Solugao 1 - Complexidade

Seja T(n) o numero de operagdes executadas pelo algoritmo
para calcular a".

Entao a relacao de recorréncia deste algoritmo é:

T n=20
T(”)_{ T(n—1)+c, n>0,

onde ¢y e ¢, representam, respectivamente, o tempo
(constante) executado na atribuicao da base e multiplicacao do
passo.

Neste caso, nao € dificil ver que

n
T(n)=ci+ Y e =cy+nce=0(n).
i—1

Este algoritmo é linear no tamanho da entrada ? )




Exemplo 1 - Solugao 2 - Divisao e Conquista

Vamos agora projetar um algoritmo para o problema usando
indugao forte de forma a obter um algoritmo de diviséo e
conquista.

Segunda solucao, por inducao forte:
@ Caso base: n=0; a° = 1.
@ Hipotese de inducao: Suponha que, para qualquer inteiro
n> 0 e real a, sei calcular &, para todo k < n.
@ Passo da inducao: Queremos provar que conseguimos
calcular a", para n > 0. Por hip6tese de indugao sei
calcular al2/. Entao, calculo a" da seguinte forma:

e (aw)z : se npar;

a- (am)z, se nimpar.



Exemplo 1 - Solugao 2 - Algoritmo

ExponenciacaoDC(a, n)

> Entrada: A base a e o expoente n.
> Saida: O valor de a".
1. se n=0entao

2 retorne(1) {caso base}

3. senao
> divisao

4. an’ .= ExponenciacaoDC(a, n div 2)
> conquista

5 an:=an xan

6. se (nmod 2) =1
7. an:=anxa

8. retorne(an)




Exemplo 1 - Solugao 2 - Complexidade

@ Seja T(n) o numero de operagdes executadas pelo
algoritmo de divisao e conquista para calcular a".

@ Entao a relacao de recorréncia deste algoritmo é:

c1, n=20
T(n):{ #(ng)Jrcz, n>0,

@ N3ao é dificil ver que T(n) € ©(log n). Por qué?



Projeto por Divisao e Conquista - Exemplo 2
Busca Binaria

Problema:

Dado um vetor ordenado A com n nimeros reais e um real x,
determinar a posi¢ao 1 < i < ntal que A[i] = x, ou que nao
existe tal /.

@ O projeto de um algoritmo para este problema usando
indugao simples, nos leva a um algoritmo incremental de
complexidade de pior caso ©(n). Pense em como seria a
inducao !

@ Se utilizarmos indugao forte para projetar o algoritmo,
podemos obter um algoritmo de divisao e conquista que
nos leva ao algoritmo de busca binaria. Pense na indugao !

@ Como o vetor esta ordenado, conseguimos determinar,
com apenas uma comparagao, que metade das posicoes
do vetor ndo pode conter o valor x.



Exemplo 2 - Algoritmo

BuscaBinaria(A, e, d, x)

> Entrada: Vetor A, delimitadores e e d do subvetor e x.
> Saida: indice 1 < i < ntal que A[i] = x ou i = 0.
1. se e = d entao se Ale] = x entao retorne(e)
2 senao retorne(0)
3. senao
4 i:=(e+d)div2
5 se A[i] = x retorne(/)
6. senao se A[i] > x
7 I := BuscaBinaria(A, e,i — 1, x)
8 senao {A[/] < x}
9 I := BuscaBinaria(A,i + 1, d, x)
0

10. retorne(/)




Exemplo 2 - Complexidade

@ O numero de operagdes T(n) executadas na busca binaria
no pior caso é:

ci, n=1
T(n):{ 71((3})+02, n>1,

@ Nao é dificil ver que T(n) € ©(log n). Por qué?

@ O algoritmo de busca binaria (divisdo e conquista) tem
complexidade de pior caso ©(log n), que é
assintoticamente melhor que o algoritmo de busca linear
(incremental).

@ E se o vetor ndo estivesse ordenado, qual paradigma nos
levaria a um algoritmo assintoticamente melhor ?



Projeto por Divisao e Conquista - Exemplo 3 - Maximo
e Minimo

Problema:

Dado um conjunto S de n > 2 numeros reais, determinar o
maior e 0 menor elemento de S.

@ Um algoritmo incremental para esse problema faz 2n — 3
comparagoes: fazemos uma comparagao no caso base e
duas no passo.

@ Sera que um algoritmo de divisdao e conquista seria
melhor ?
@ Um possivel algoritmo de divisao e conquista seria:
e Divida S em dois subconjuntos de mesmo tamanho S; e S,
e solucione os subproblemas.
e O maximo de S é o maximo dos maximos de S; e S; e o0
minimo de S é o minimo dos minimos de Sy e Ss.



Exemplo 3 - Complexidade

@ Qual o numero de comparagdes T(n) efetuado por este
algoritmo?

|1, n=2
T(”)—{ T(l2))+ T([2) +2, n>2,

@ Supondo que n é uma poténcia de 2, temos:

1, n=2
T(”):{ 2T(D)+2, n>2,

@ Neste caso, podemos provar que T(n) = %n — 2 usando o
método da substituigao (indugao !).



Exemplo 3 - Complexidade

@ CasoBase: T(2)=1=3-2.

@ Hipotese de Inducdo: Suponha, para n =21, k > 2,
que T(n) =3n-2.

@ Passo de Induc@o: Queremos provar para n = 2%, k > 2,
que T(n)=3n-2.

T(n) = 2T(3)+2
= 2(3n-2)+2(porh. i)
= 3n-2

e E possivel provar que T(n) = %n —2quando nnao é
poténcia de 2 ?



Exemplo 3 - Complexidade

@ Assintoticamente, os dois algoritmos para este problema
sao equivalentes, ambos ©(n).

@ No entanto, o algoritmo de divisdo e conquista permite que
menos comparagoes sejam feitas. A estrutura hierarquica
de comparagdes no retorno da recursao evita
comparacdes desnecessarias.



QuickSort

O algoritmo QUICKSORT segue o paradigma de
divisao-e-conquista.

Divisao: divida o vetor em dois subvetores A[p...q — 1] e
Alg+1...r]tais que

P q r
A‘ < X ‘x‘ > X ‘

Ap...q—1]1<Alql <Alg+1...7]

Conquista: ordene os dois subvetores recursivamente usando
0 QUICKSORT;

Combinagao: nada a fazer, o vetor esta ordenado.



Problema: Rearranjar um dado vetor A[p... r| e devolver um
indice g, p < g < r, tais que

Ap...q—1]<Alql <Alg+1...1]

Entrada:
p r
A |99]33|55|77|11|22]88]66]33]44]

Saida:

p q r
A |33|11]22]|33|44|55]/99]66]|77]88]




Particione

r

p
A ‘9}9‘33‘55‘77‘11‘22‘88‘66‘33‘4){4‘

A |99]33]55|77|11]22]88]66]33]44]

i J X

A |99]33]55|77]11]22]88]66]33]44]
i J X

A |33|99]55]|77]11]22]88]66]33]44]
i J X

A |33|99|55|77|11]22]88]66]33]44]
i J X

A |33|99]55]|77]11]22]88]66]33]44]
i i X

A |33|11]55|77]99]22]88]66]33]44]




Particione

i J X
133[11]55[77]99]22|88]6633]44|
i J X
133[11]22]77]99]55|88]66]33]44 |
i J X
133[11]22]77]99]55|88]66]33]44|
i j X
133[11]22[77] 9955|8866 33|44 |

>

>

>

>

j J
133[11]22[33]99[55|88]66]77]44]

>

p q r
133[11]22[33]44[55[88]66]77]99]

>




Particione

Rearranja Alp...rJdemodoquep<g<re
Alp...q—1] < Alq] < Alg+1...1]

PARTICIONE(A, p, r)
1 X<« Alr] >xéo“pivo”

2 [+ p-1

3 para j+ paté r—1faca
4 se A[j] <«x

5 entao /<« j+1

6 Alil + Al

7 Ali+1] « Alr]

8 devolva /+ 1

Invariantes:

No comeco de cada iteragao da linha 3 vale que:
(M Alp...i] <x @) Ali+1...j—-1] > x (3) A[r] = x




Complexidade de PARTICIONE

PARTICIONE(A, p, r)

1 x<« Alr] >xeo"pivo”
2 |+ p—1

3 para j«+ paté r—1faca
4 se A[j] <«x

5 entao j «+ /i +1
6

7

8

)
3
S
o

All] < A[J]
Ali+1] + A[r]
devolva / + 1

B B B S B S B S RS

T(n) = complexidade de tempo no pior caso sendo
n=r—p+1



Complexidade de PARTICIONE

PARTICIONE(A, p, r)
X < Alr] >xéo“pivo” o(1
I+ p—1 o(1

)
3
S
o

=)

\_/\_/\/VS\/\_/\_/

1

2

3 para j«<— patée r—1faca ©
4 se A[j] <«x ©
5 entao j«+ j+1 0]
6 Ali]l + Alj] 0]
7 Ali+1] « Alr] )
8 devolva /+1 o

T(n) = ©(2n+4) + O(2n) = ©(n)

Conclusao:
A complexidade de PARTICIONE € ©(n).



QuickSort

Rearranja um vetor A[p. .. r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p, r)

1 se p<r

2 entao g < PARTICIONE(A,p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q— 1)
4 QUICKSORT(A,g +1,r)

P r
A |99[33]55|77|11]22]88|66]33]44]




QuickSort

Rearranja um vetor A[p. .. r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q — 1)
4 QUICKSORT(A,q +1,r)

p q r
A |33|11]22]|33]44]55]88]66]77]99]

No comeco da linha 3,

Alp...g-1] < Alq] < Alg+1...7]



QuickSort

Rearranja um vetor A[p. .. r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p, )

1 sep<r

2 entao g < PARTICIONE(A,p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q — 1)
4 QUICKSORT(A,q +1,r)

p q r
A 1122333344 |55]|88]66]77]99]




QuickSort

Rearranja um vetor A[p. .. r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q — 1)
4 QUICKSORT(A,q +1,r)

p q r
A |11]|22]33]|33]44]55]66]77]88]99]




Complexidade de QUICKSORT

QUICKSORT(A, p, r) Tempo
1 sep<r ?
2 entao g < PARTICIONE(A,p,r) ?
3 QUICKSORT(A,p,g—1) ?
4 QUICKSORT(A, g+ 1,r) ?

T(n) := complexidade de tempo no pior caso sendo
n=r—p+1



Complexidade de QUICKSORT

QUICKSORT(A, p, r) Tempo
1 se p<r ©(1)

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r) ©(
3 QUICKSORT(A,p,g—1) T(k)
4 QUICKSORT(A,q+1,r) T(

T(nN)=Tk)+T(n—k—-1)+0(n+1)

0<k:=qg-p<n-1



Recorréncia

T(n) := consumo de tempo no pior caso

T(0) = &(
T(1)=9o(
T(n)=T(

)

)
k)+T(n—k—-1)+0(n) paran=2,3,4,...

1
1

Recorréncia grosseira:

T(n)=TO)+ T(n—1)+06(n)
T(n)é©(?7?).
Recorréncia grosseira:

T(n)=TO)+ T(n—1)+06(n)
T(n) é O(n?).



Recorréncia cuidadosa

T(n) := complexidade de tempo no pior caso

T(0)=0e(1)
T(1)=e(1)
T(n)= max {T(k)+ T(n—k—-1)}+06(n) paran=2,3,4,...

0<k<n-1

T(n) = maxo<k<p—1{T(k) + T(n—k —1)} + bn

Quero mostrar que T(n) = ©(n?).



Demonstragédo — T(n) = O(n?)

Vou provar que T(n) < cn? para n grande.

T(n) = Jnax {T(k) +T(n—k— 1)} +bn
< max {ck2+c(n—k—1)2}+bn
0<k<n-1

= ¢ max {k2+(n—k—1)2}+bn

0<k<n-1

= c(n—1)>+bn [> exercicio
= cn®—2cn+c+bn

< o,

sec>b/2en>c/(2c—b).



Continuagéo — T(n) = Q(n?)

Agora vou provar que T(n) > dn? para n grande.

T(n) =

v

>

0<k<n-1

max {T(k) + T(n—k—1)} +bn

0<k<n-1

max {dk2+d(n—k— 1)2} +bn

d max {k2+(n—k—1)2}+bn

0<k<n-1
d(n—1)>+bn
dn® —2dn+d + bn

dn?

sed<b/2en>d/(2d - b).



Conclusao

T(n) é ©(n?). ]
A complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso €
o(r?). J

A complexidade de tempo do QUICKSORT é O(n?). )




QuickSort no melhor caso

M(n) := complexidade de tempo no melhor caso

M(0) = ©(1)
M(1) =e(1)
M(n) = 0<r/p<ig_1{M(k) +M(n—k—-1)} +0©(n) paran=2,3,4,...

Mostre que, paran > 1,

(n—1)|gn—1‘

M(n) > *— 5

Isto implica que no melhor caso 0 QUICKSORT € Q(nlg n).

Que é o mesmo que dizer que 0 QUICKSORT € Q(nlg n).



QuickSort no melhor caso

No melhor caso k é aproximadamente (n—1)/2.

Solugao: R(n) é ©(nlg n).

Humm, lembra a recorréncia do MERGESORT...



Mais algumas conclusoes

M(n) é ©(nlg n). |

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor caso é
Q(nlog n). ’

Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT
no melhor caso é ©(nlogn). ’




Caso médio

Apesar da complexidade de tempo do QUICKSORT no pior
caso ser ©(n?), na pratica ele é o algoritmo mais eficiente.

Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT
no caso méedio é mais proximo do melhor caso do que do pior
caso.

Por qué??

Suponha que (por sorte) o algoritmo PARTICIONE sempre
divide o vetor na proporgao § para 5. Entao

() =7(| %5+ 1+ 7 252+ e

Solugéo: T(n) € ©(nlg n).



Arvore de recorréncia

/ 10\ / ‘0\
n 9n 9n 81n
700 700 100 100
° L]
L] L]
.
. . 8in Bin 729n

NGmero de niveis < l0gy g n.
Em cada nivel o custo é < n.

Custo total € O(nlog n).



QuickSort Aleatério

O pior caso do QUICKSORT ocorre devido a uma escolha infeliz
do pivo.

Um modo de minimizar este problema é usar aleatoriedade.
PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)

1 i<+ RANDOM(p,r)

2 Ali] < Al
3 devolva PARTICIONE(A,p,r)

QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, 1)

1 se p<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEATORIO(A,p,r)
3 QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, g — 1)
4 QUICKSORT-ALEATORIO(A, g +1,7)



Analise do caso médio

Recorréncia para o caso médio do algoritmo
QUICKSORT-ALEATORIO.

T(n) = consumo de tempo médio do algoritmo
QUICKSORT-ALEATORIO.

PARTICIONE-ALEATORIO rearranja o vetor A e devolve um
indice gtalque Alp...q—1] < Algle Alg+1...r] > A[q].

1
(

15 < (T(K) + T(n— 1 —k))) +e(n).
k=0

T(n) é ©(777).



Analise do caso médio

n—1
T(n) = 15 (Z(T(k) +T(n—1- k))) +cn
Lot
= =) T(k)+ecn.
n k=0

Vou mostrar que T(n) € O(nlg n).

Vou mostrar que T(n) < anlgn+ bparan>1onde a,b >0
sao constantes.



Demonstracao

VAN
o
X
Q
BS
_l._
)
+
Q
S

= - klgk+2b+cn
k=1

Lema
n—

1
klgk < nlgn 12
k=1



Demonstracao

IN

2‘32 kigk +2b+ cn

k=1
2a 12
7( lgn—

anlgn— Zn+2b+ cn

>+2b+cn

anlgn+ b+ (cn+b— §n>

anlgn+ b,

escolhendo a de modo que £n > cn+ bparan> 1.



n—1
> kigk
k=1

IN

IN

IN

[n/2] -1

Z klgk + Z kg k

k=[n/2]
[n/2]-1

(Ign—1) Z k+Ign Z k

k=[n/2]

n—1 [n/2]—1

lgn> k- Y k
k=1 k=1

1 1/n n
2nn=1ian-3(3-1)3
15 15
En Ign—gn



Conclusao

O consumo de tempo de QUICKSORT-ALEATORIO Nno caso
médio é O(nlg n).

Exercicio Mostre que T(n) = Q(nlg n).

O consumo de tempo de QUICKSORT-ALEATORIO Nno caso
médio é ©(nlg n).
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