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Recursao

* Repeticao pode ser obtida de duas maneiras:
— Lacos (for, while, etc)
— Chamada recursiva de métodos (recursao)

» Recursao é uma técnica de programacao na qual um
método chama a si mesmo.
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Exemplo da multiplicacao

o Considere, por exemplo, a definicao da multiplicacao,
em termos da operacao mais simples de adicao:

— Informalmente, multiplicar m por n (onde n nao é negativo)
é somar m, nvezes:

mxn=m-+...+m

n vezes

¢ Solucao de problema que realiza operacoes
repetidamente pode ser implementada usando
comando de repeticao (também chamado de
comando iterativo ou comando de iteracao).

Prof. A. G. Silva INE5603 Introducdo a POO 25 de setembro de 2017 4/35



Implementacao iterativa da multiplicacao

public =tatic int mult {int m. int n) {
int r=0;
for (int i=1; i<=n; i++) ¥ += m;
return 1

¥
public =tatic void main (String arg=[])-

int resultado = Recursao.mult (3.5);
Sw=temn . out println (resultado);

Prof. A. G. Silva INE5603 Introducdo a POO 25 de setembro de 2017 5 /35



Multiplicacao recursiva

e Também é possivel implementar a multiplicacao de
um numero m por n somando m com a multiplicacao
de mpor n-1.

-m*n=m+ (m*(n1))
- 2%¥4 =2+ (2*3)

o A operacao de multiplicacao esta sendo chamada
novamente, mas agora para resolver um sub-
problema que é parte do anterior.
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Multiplicacao recursiva

o A multiplicacao de um nlmero inteiro por outro
inteiro maior ou igual a zero pode ser definida
recursivamente por inducao matematica como a
seguir:
mxn=0 sen==
mxn=m+(mx(n-1) sen>0

Recursdo € o equivalente, em programacdo, a indugao

matematica que é uma maneira de definir algo em termos de si
mesmo.

¢ Que pode ser implementado em Java da seguinte

maneira: public static int multr (int m, int n) {
1f (n==0) return 0;
else return (m + multri{m, n-1));
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Fatorial recursivo

» Definicao nao recursiva (tradicional):
N!'=1, paraN=1
N!'=1x2x3x...xN, paraN>0

* Definicao recursiva:
N!'=1, paraN=1
Nl=Nx(N-1)!, paraN>0
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Fatorial recursivo

¢ Definicao nao recursiva (tradicional):
N!'=1, paraN<=<1
N!'=1x2x3x...xN, paraN>0

¢ implementacao iterativa:

public static int fatorial (int numero) {
int resultado = 1;
for{int i=numero;i>0;i1--){
resultado = resultado * 1i;

return resultado;
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Fatorial recursivo

Definicdo recursiva: Caso
N'=1, paraNs<1 base
N!'=Nx(N-1)!, paraN>0

public static int fatorialr(int n){
if(n<=1){
return 1;
telse{
return n*fatorialr(n-1):

Um método que chama a si mesmo é
chamado de método recursivo.

Prof. A. G. Silva INE5603 Introducdo a POO 25 de setembro de 2017 10 / 35



Caracteristicas dos programas recursivos

a) Chama a si mesmo para resolver parte do problema;

b) Existe pelo menos um caso base que é resolvido sem
chamar a si mesmo, definindo um critério de parada.
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Recursao linear

e Arecursao linear é a forma mais simples de
recursao.

e O método faz apenas uma chamada recursiva
(uma chamada a si mesmo).

 Esse tipo de recursao é util quando se analisam os
problemas de algoritmo em termos:
— Do primeiro ou ultimo elemento

— Mais um conjunto restante que tem a mesma estrutura que
0 conjunto original
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Recursao linear (exemplo)

e Exemplo: Soma de ninteiros em um array A
se n=1 linearSum=A[0]
sendo linearSum = A[n-1] + linearSum(4, n-1)

Algoritmo linearSum(A, n):
Entrada:
um array A e um inteiro n que contém o tamanho de A
Saida:
A soma dos primeiros n elementos de A

se n=1entao
returna A[0]
caso contrario
returna linearSum(A, n-1) + Aln -1]
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Recursao linear (exemplo)

pubklic statiec int linearSum (int A[], int n) {
if (n==1) return A[0];
else return linearSum(A, n-1) + A[n-1]:

Trace:

call return 15 + A[4]=15+5=20

M return 13 + A[3]=13+2 =15
M return 7 + A[2]=7+6 =13

/

/

/

M return 4 + A[1]1=4+3=7
return A[0] = 4
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Invertendo o conteido de um array

Algoritmo reverseArray(A, i, j):
Input:Um array A e dois indices inteiros /i e j

Output: O inverso dos elementos em A iniciando no indice i e

finalizando em j
se i< jentao
swap Alll e A[j] //troca entre si
reverseArray(A, i+ 1, j-1)
retorna

public static veoid reverseArray
if (1< 73) |

swap (A, 1, 7J)¢

reverseArray (B,

(int A[], int 1,

i+ 1, 3 - 1);
i

else return;

int 9] 1

private static wveoid swap (int A[], int 1,

int temp = A[i];
A[i] = A[3]:
A[3] = temp:;

int 7j) {
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Definindo argumentos

¢ Ao criar métodos recursivos, é importante definir os métodos de
maneira a facilitar a recursao.
o Isso algumas vezes requer que definamos alguns parametros adicionais
a serem passados pelo método recursivo.
— Por exemplo, nés definimos o método recursivo como reverseArray(A, i, j),
nao como reverseArray(A).
* Uma maneira mais elegante é:
— criar um método publico com menos argumentos e nao recursivo (para as
outras classes chamarem)
— e um método privado recursivo com os argumentos necessarios.

public static void reversefrray (int A[]){ método pﬁblico
reverseArray (A, 0, A.length-1): = .
} nao recursivo
private static veid reverseArray (int A[], int i, int j) {
if (1 < 3) I método
swap (A, i, 3): i
reverseArray (R, 1 + 1, 3 - 1): pr1vad9
recursivo

}

else return;
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Recursao binaria

» Recursao binaria ocorre sempre que houver
duas chamadas recursivas para cada caso
nao que nao € base.

e Essas chamadas podem, por exemplo, ser
usadas para resolver duas metades do
mesmo problema.
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Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci consiste nos inteiros:
-01123581321 34, ..

o Cada elemento nessa sequéncia é a soma dos dois
elementos anteriores. Por exemplo:
- 0+1=1; 1+1=2; 142=3; 243=5 ...
— Assume-se que 0s 2 primeiros elementos sao 0 e 1.

¢ Se partirmos que fib(0)=0 e fib(1)=1 e assim por
diante, podemos definir um nimero da sequéncia
Fibonnaci da seguinte maneira:
fib(n) = n se n=00U n=1
fib(n) = fib(n-2) + fib(n-1) se n=2
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Seqiiéncia de Fibonacci (implementacao)

fib(n) = n se n=00U n=1
fib(n) = fib(n-2) + fib(n-1) se n=2

public static int fibonacci (int n){
1f (n<=1) return n;
else return fibonacci (n-2) + fibonacci({n-1);

Atencdo: esta ndo € a solugdo mais indicada para
Fibonacci devido a “explosdo” de recalculos efetuados
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Maltiplas chamadas recursivas

e Recursao multipla ocorre quando um método faz
mais de duas chamadas recursivas.

e Uma aplicacao possivel: enumerar varias
configuracoes para resolver um quebra-cabecas
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Chamada a um método

public class

Ponto {

Ponto p = new Ponto ();

=> | p.setaCoordenadas (X, y);

p.exibe();
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private int x, ¥:
public Ponto(int x, int ¥) { setaCoordenadsas(x, ¥i;
= public wvoid setaCoordenadas (int =, int vy) {
this.x = =:
this.y = v parametros
} formais
@ public String exibke() {[]
i
int x=2, y=3;
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Chamada a um método

public class Ponto
private int x, ¥:

this.x = =:
this.y = vy:
}

* public String exibe() {[J]

public Ponto(int x, int ¥) { setaCoordenadsas(x, ¥’

= public wvoid setaCoordenadas (int =, int vy) {

parametros
formais

+

int x=2, y=3;
Ponto p = new Ponto ();

=> | p.setaCoordenadas (X, y);
p.exibe();

parametros
reais
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Chamada a um método

public class

Ponto {

p.exibe();

Ponto p = new Ponto ();
=> | p.setaCoordenadas (X, y);
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private int x, ¥:
public Ponto(int x, int ¥) { setaCoordenadsas(x, ¥i;
= public wvoid setaCoordenadas (int =, int vy) {
this.x = =:
this.y = v parametros
! formais
* public String exibe() {[J]
i
int x=2, y=3;
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Chamada de método

e Quando um método é chamado:

— € necessario inicializar os parametros formais com os valores
passados como argumentos;

— sistema precisa saber onde reiniciar a execucao do programa;

¢ Informacoes de cada método (variaveis e endereco de
retorno) devem ser guardadas até o método acabar a sua
€Xecucao.

» Mas como o programa diferencia a variavel n da primeira
chamada da variavel n da segunda chamada do método
fatorialr ? public static int fatorialr(int n){

if (n<=1){
return 1;

telse{
return n*fatorialr{n-1);
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Registro de ativacao

» Registro de ativacao:
— darea de memdria que guarda o estado de uma funcao, ou seja:
« variaveis locais
« valores dos parametros;
» endereco de retorno (instrucdo ap6s a chamada do método corrente);
« valor de retorno.
* Registro de ativacdo sao criados em uma pilha em tempo de
EXecucao;
o Existe um registro de ativacao (um né na pilha) para cada
chamada ao método;
¢ Quando um método é chamado é criado um registro de ativacao
para este e este é empilhado na pilha;
* Quando o método finaliza sua execucao o registro de ativacao
desse método é desalocado.
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Registro de ativagao

Registro de
ativagdo de
f3()

Registro de
ativacdo de
f2()

Registro de

ativacdo de 1

f1()

Registro de
ativagao do
método
main()

Parametros e
variaveis locais
Enderecgo de retorno

Valor de retorno

Parametros e
variaveis locais
[Endereco de retornd

Valor de retorno

public static
int ==3;

public =static

int ==2:
£30);

¥

public =static
int ==1;
£20):

I

public static
10}

< topo da pilha

woid £3() {

woid £2() {

woid £1() {

woid main (String args[]){
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Registro de ativacao: exemplo

Registro de {
ativagdo de
fat(1)

Registro de )
ativacdo de
fat(2)

Registro de
ativagdo de 1
fat(3)

Registro de
ativagdo de |

fat(4)

fatorial de 4
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n=1 <“—topo
Fe=7 fat (4) > main
1
4*fat(3) =24
topo (3)
3*fat(2) =6
2*fat(1) =2
_ 1
n=3 [ topo
G- public statie int fatorialr{int n] {
PC=7 4 if (n <= 1) {
5 return 1;
6 & + else {
_ 7 return n ¥ fateoriale(n - 1);
n=4 topo
o
PC=12 10- public static void wain(String args[]) {
i1
24 12 int resultado = Recursao.fatorialr(4):
13 System.out.printlniresultado) ;
1a 1y
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Registro de ativacao

A cada término de FAT, o controle retorna para a
expressao onde foi feita a chamada na execucao
anterior, e o Ultimo conjunto de variaveis que foi
alocado é liberado nesse momento. Esse mecanismo
utiliza uma pilha.

¢ A cada nova chamada do método FAT, um novo
conjunto de variaveis (no caso, apenas n) € alocado.
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Dicas para desenvolver algoritmos recursivos

¢ Montar, inicialmente, uma definicao (especificacao)
recursiva do problema, como segue:
1. Definir pelo menos um caso base;

2. Quebrar o problema em subproblemas, definindo o(s)
caso(s) recursivo(s);

3. Fazer o teste de finitude, isto é, certificar-se de que as
sucessivas chamadas recursivas levam obrigatoriamente, e
numa quantidade finita de vezes, ao(s) caso(s) basico(s).

 Depois, é s6 traduzir essa especificacao para a
linguagem de programacao.
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Vantagens e Desvantagens

e Vantagens da recursao
— Reducao do tamanho do cddigo fonte
— Maior clareza do algoritmo para problemas de definicao
naturalmente recursiva
e Desvantagens da recursao
— Memdria e tempo de execucao extra para gerenciamento
das chamadas
— Depuracao inicialmente mais complicada de subprogramas
recursivos
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Outro exemplo de recursividade: estrela
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Outro exemplo de recursividade: régua

int regua(int 1,int r,int h)
{
int m;
if (h>0)
{
m=(1L+71r) /2;
marca(m, h);
regua(l, m, h - 1);
regua(m, r, h - 1);
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Execucao da recursividade: régua

regua(0, 8, 3)
marca(4, 3)
regua(o, 4, 2)
marca(2, 2)
regua(0, 2, 1)
marca(1, 1)
regua(o, 1, 0)
regua(l, 2, 0)
regua(2, 4,1)
marca(3, 1)
regua(2, 3, 0)
regua(3, 4, 0)
regua(4, 8, 2)
marca(6, 2)
regua(4, 6, 1)
marca(5, 1)
regua(4, 5, 0)

regua(5, 6, 0)
\ regua(6, 8, 1)
marca(7, 1)

regua(6, 7, 0)
regua(7, 8, 0)

\

|

i
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Outro exemplo de recursividade: fractal de Fern

https://krazydad.com/bestiary/bestiary fern.html
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Conceito de recursividade

e Fundamental em Matematica e Ciéncia da
Computacao
— Uma funcao recursiva € definida em termos dela mesma
— Um programa recursivo € um programa que chama a si
mesmo
e Exemplos
— Funcao fatorial, sequéncias, fractais, jogos (ex.: Torres de
Hanoi), crescimento de regides (algoritmo de pintura),
arvores (serao vistas na disciplina de “Estruturas de
Dados”)...
¢ Conceito poderoso
— Define conjuntos infinitos com comandos finitos
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