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Resolucao de problemas combinatérios

Resolvendo o quebra-cabeca SUDOKU

Légica de programacao com restricdes
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Jogando Sudoku

5|4 6|1

8 1 9
4 1 5

7 9 2
6 8 3

2 7
5 3|6
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Considerando um problema mais simples

3
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Modelagem em Prolog usando permutacdes de lista

Cada linha deve ser uma permutacao de [1, 2, 3, 4]
Cada coluna deve ser uma permutacao de [1, 2, 3, 4]

Cada quadrado 2x2 deve ser uma permutacao de [1, 2, 3, 4]

4
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Representacdo do quadro como lista de listas

A CcC D
E G H
I K @ L

M O P

Prof. A. G. Silva
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Predicado sudoku construido como restricoes de

permutacdes simultaneas

teste :-
sudoku( [[_, _, 4, 1,
,2, ., 1,
L, .t 1,
., 3 -, 1)

sudoku( [[X11,X12,X13,X14],
[X21,X22,X23,X24],
[X31,X32,X33,X34],
[X41,X42,X43,X441]) :-
%linhas
permutation([X11,X12,X13,X14],[1,2,3,4]),
permutation([X21,X22,X23,X24],[1,2,3,4]),
permutation([X31,X32,X33,X34],[1,2,3,4]),
permutation([X41,X42,X43,X44]1,[1,2,3,4]),
‘hcolunas
permutation([X11,X21,X31,X41],[1,2,3,4]),

permutation([X12,X22,X32,X42],[1,2,3,4]),
permutation([X13,X23,X33,X43],[1,2,3,41),
permutation([X14,X24,X34,X44],[1,2,3,41),
‘hquadrados
permutation([X11,X12,X21,X22],[1,2,3,4]),
permutation([X13,X14,X23,X24],[1,2,3,4]),
permutation([X31,X32,X41,X42],[1,2,3,4]1),
permutation([X33,X34,X43,X441,[1,2,3,41),
‘hexibicao
write(X11), write(’ ’), write(X12), write(’
write(X13), write(’ ’), write(X14), nl,
write(X21), write(’ ’), write(X22), write(’
write(X23), write(’ ’), write(X24), nl,
write(X31), write(’ ’), write(X32), write(’
write(X33), write(’ ’), write(X34), nl,
write(X41), write(’ ’), write(X42), write(’
write(X43), write(’ ’), write(X44), nl.
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Aumento da escala de forma ébvia para 3x3

X11

X21

X31

X12

X22

X32

X13

X23

X33

X14

X24

X34

X15

X25

X35

X16

X26

X36

X17

X27

X37

X18

X28

X38

X19

X29

X39

X41

X51

X61

X42

X52

X62

X43

X53

X63

Xa4

X54

X64

X45

X55

X65

X46

X56

X66

X47

X57

X67

X48

X58

X68

X49

X59

X69

X71

X81

X91

X72

X82

X92

X73

X83

X93

X74

X84

X94

X75

X85

X95

X76

X86

X96

X77

X87

X97

X78

X88

X98

X79

X89

X99
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Forca bruta é impraticavelmente lenta

Ha uma quantidade muito grande de disposicdes na grade:
6670903752021072936960 = 6.671 x 1021

Nossa abordagem atual nao codifica as inter-relacdes
entre as restricdes

Para obter mais informacoes sobre enumeracao Sudoku:
http://www.afjarvis.staff.shef.ac.uk/sudoku/
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Programas em Prolog podem ser vistos como problemas de

satisfacdo de restricoes

Prolog é limitado a restricao de igualdade Unica:
- Dois termos devem unificar

Podemos generalizar para incluir outros tipos de limitacao
Isso leva a Programacao de Ldgica de Restricdes

(Constraint Logic Programming)
- Um modo de resolver problemas como o Sudoku
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Consideram-se valores de variaveis em um dominio e com

restricoes

Dado:

- um conjunto de variaveis

- 0 dominio de cada varidvel

- restric0es sobre estas variaveis

Pretende-se encontrar:
- Uma atribuicdo de valores a varidveis que satisfacam as

restricbes
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Ae{1,23,4}
Ce {1,234}
Ee {1,234}
Ge {1,234}
Ie{1,234}

Ke{1,234}
Me {1,234}
0e{1,23,4}

Prof. A. G. Silva

Be{1,234}
De{1,2,3,4}
Fe {1,234}
He {1,234}
Je{1,23,4}
Le {1,234}
Ne {1,234}
Pe {1,234}

Programacao em Légica

Sudoku pode ser expressado como restricoes

B|C D
F|G H
J K L
N|lO P

26 de outubro de 2017

Primeiramente, nés expressamos as variadveis e seus dominios:
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Expressando o Sudoku como um grafo de restricoes

As arestas representam desigualdades entre varidveis

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
{1234} 4 PA 8 {1,2,3,4}
{1,234} c {1234
{1,234} m D {1.2.3.4}
{1,234} L E {1,2,3,4}
{1,2,3,4} K F {1,2,3,4}
(1,2,3,4) .y G 11234
{1,2,3,4} {1,2,3,4}

12
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Restricao: todas as varidveis em cada linha s3o diferentes

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
{1,2,3,4} A {1,2,3,4}

o 1 B
{1,2,3,4} NL% c {1234}
{1,2,3,4) M= D {1,234}

{1.234} L _——E {1,2,3,4}
{1,2,3,4) K % {1,2,3,4)
(1,2,3,4) L G 1234

{1.2,3,4} {1,2,3,4}

13

Prof. A. G. Silva Programacdo em Légica 26 de outubro de 2017 14 /1



Restricao: todas as varidveis em cada coluna sao diferentes

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
{1234} 4 P A 3{1’2’3’4}

{1,234} N c {1234}
(12,34} m p {1.2.3.4}
{1,2,3,4} L E {1.2,3,4}

{1,2,3,4} K F {1.2,3,4}

(1,2,3,4) G {1,2,3,4}

{1.2,3,4} H {1,2,3,4}

14

Prof. A. G. Silva Programacdo em Légica 26 de outubro de 2017 15/1




Restricdo: todas em cada quadrado s3o diferentes

{1,2,3,4} {1,2,3,4}

{1234} 4 PA B {1,2,3,4}
{1,234} c {1234
{1,234} m D {1.2.3.4}
{1,234} L E {1,2,3,4)
{1,2,3,4} K F {1,2,3,4}
(1,2,3,4) . G 1234
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Exibicao de todas as restricoes juntas

{1,234} {1,2,3,4}
{1234} P A g {1,234}
(1234} n T (1234

A\ Ve
{1,234} m gé\\.ﬁt" p {1,234}

-""-'“11\‘0‘ S
{1,234} L »{:i ) il E {1,234}
(1,234 K ﬁl N/ F {1234)
(12,34} G {1,2,3,4)
234 234
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Reducdo de dominio de acordo com os valores iniciais

4
2
1 {1,2,3,4) {1,2,3,4)
3 {1234}O P A g {1.2.34}
{3}* “\“L c @y
/5
(12,34} m ",\:4:/\‘;(,\ 5 {1,234}
1,2,3,4 _ 1,2,3,4
{ PL ’&\ﬁ E {* }
{1y K AYF F {2}
{1234}J G {1,234}
{1.23 4} {1 2,3,4}

17
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Ao alterar o dominio, atualizam-se suas restricoes

1 {1,2,3,4} {1,2,3,4}

{1,234} M< W p {1.2.3.4}
11213’4 L S ,'4"‘0'" ""*§\ 1,2,3,4
{ } %/"” ‘\fi\\(‘\\.\( £ )
{1y K r/‘" \ Fir
A notacdo de asterisco (*) nos lembra » {1,.2,3,4}

de todas as restricdes, cuja conexao R,3,4}
para esta varidvel precisa de atualizacdo
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A B|C D Remove-se 0 4 a partir
v do dominiode A,BeD
I )| K L {1,2,3,4} {1,2,3,4}
MONjO P {1,234} P A B {1,2,3,4}
B N c @
{1,2,3,4} m D {1,2,3,4}
{1,2,34} L E {1.2.3,4}
{1y K F {2
{1,2,3,4} ) G {1,2,3,4}
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A B|C D Adiciona-se asteriscosa A, Be D
S Ercm ... mas trataremos deles posteriormente
I )| K L {1,2,3,4} {1,2,3}*
P A *
M NJjO Pl {1,234} g {1:2.3}

@ N NP

{1,2,3,4} M p {1.2.3}"
{1,2,34} L E {1,2,3,4}
{1 K F {2}
234 G {1,234}
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A 8l clo Examina-se as restricdes
A—=1m das colunas

o KL {1,2,3,4} {1,2,3}*

M Nlo |p| {1,234 P A {1,2,3*
| {1,234} g B

@) N 8w

{1,2,3,4} m D {1.2.3)
{1,2,3,4} L E {1.2,3,4}
(1K F {2y
{1,2,3,4} J | G {1,2,3,4}
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A Bi C D
Fy| G |H
BN IEs D {1,2,3,4} {1,2,3}*
moN[ofr] (123 5 P A {123
{3 N k c @
(12,34} M p {1.2.3}"
{1,2,34} L E {1,2,3,4}
{1y K F {2}
234 G {1,23
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A 8l clo Note que D e G j& tém seus
al=—=—l7 dominios atualizados
LT {1,2,3,4} {1,2,3}*
Mmoo e 123 o P A\B {1,2,3}1
- Y e
{1,2,3,4} D {1.2.3}*
{1,234} L E {1,2,3,4}
{1K F {2y
12340 G {1.23y
{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Atualizac3o de restricbes conectadas a C

A 8l clo Esgotamos as restricées de C
=t por hora
] s {1,2,3,4} {1,2,3}*
MonNfo Pl {123 4 {1.2,3)
S * *
Y \\ c @
{1,2,3,4} m D {1,2,3}*
{1,2,34} L E {1,2,3,4}
{1y K F {2y
234 G (1,23
{1,2,3,4} {1,2,3}*
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Atualizacdo de restricoes conectadas a F

A B| C D
E F| G H
T KT {1,2,3,4} {1,2,3}*
MoN|o Pl {123 4 P A g (123
3N c
{1,23,4} m D {1.2.3)
{1,2,3,4} L ~E {1,2,3,4)
{1y K /""’/’ F {2
1,2,3,4) ) R
{1,2,3,4} {1,2,3}*
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Prof. A. G. Silva Programagdo em Légica 26 de outubro de 2017 26 /1



Atualizacdo de restricoes conectadas a F

A B| C D
E F| G H
T KT {1,2,3,4} {1,2,3}*
MoN|o Pl {123 4 P A g (123
3N c
{1,23,4} m D {1.2.3)
{1,2,3,4} L ~E {1,347
{1y K /""’/’ F {2
{1,2,3,4) ) |y S sy
{1,2,3,4} 1,3}
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Atualizacdo de restricoes conectadas a F

Al B |JC D
FIIG H
[ KL {1,2,3,4} {1,2,3}*
MJ| N |JO | P {1,2,3}* e P A B {1’273}*
(3Y N c 4
{1,2,3,4} m p {1.2.3}"
{1,234} L E {1,3.4}
{1 K F {2y
234 by sy
{1,2,3,4} 1,3y
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Atualizacao de restricoes conectadas a F

A B C D
F G H
B T {1,2,3,4) {1,2,3)*
N o P o123 P A g (1.3
@Y N c @
{1234} M o {1,231
(12,3,4} L CE {1,3.4)
{1y K /""’/’ F {2
134 J IR
{1,2,3,4) 1,3}
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Atualizacdo de restricoes conectadas a F

A B C D
F G H
B R {1,2,3,4) {1,2,3%*
N o P o123 P A g (1.3
@Yy c @
12,34} m o {1.2,3)"
1,2,3,4) L E {1,34)
{13K S F {2
(1,34 J | G {1,3p
{1,2,3,4} {1,3y*

29
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Atualizacdo de restricoes conectadas a F

Al Bljlc D Esgotamos as restricdes de F
Flle w por hora
TR T {1,2,3,4} {1,3}*
M nflo P23y o POA {13
BN c @
{1,2,3,4} v D {1.2.3)*
{1!2a3|4} L e E {1’3’4}*
{1rK /’"/' F {2y
34y G {131
{1,2,3,4} {1,3}

30
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

A B C D
E F G | H
kL {1,2,3,4} (1,3
MONOP (123 o ROA {18
3N c
{1,234} m o {1.2.3)*
{1,234} L E {1,3,4)
Ky F {2}
1,34y J | G {1,3y

{1,2,3,4} H {1,3}*
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

A’B cC D
| E_F|G _H
[l J KL {1,2,3,4} {1,3}
M N|O P {1,2,3)* o P A B{1’3}*
BN c @
{1’2’3’4} M D {1,2,3}*
{234} L E {1,3,4)*
{1K F {2}
Barl G {1,3y
{2,3,4} {1,3)

32
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

A Bj| C D
E F G JH
e {1,2,3,4} {1,3y
MONOTPT (123 o ROOA L {18
B N c @
{12,344} m D {1230
(234} L E {134
{1y K F {2}
3.4y J G {13y

{2,3,4}*I {1,3}*

33
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

A Bj| C D
E Fil G JH
v ke {1,2,3,4} {1,3p
LA (KN 2 231" 4 P A g 13Y
{3¥ N c 4
{1,2,3,4} m p {1.2,3}"
{2,347 L E {1,34)
{1y K F {2}
3.4 J G {3}

{2,3,4}*I {1,3}*
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

C ID
Fil G IH
ol ke {1,2,3,4) {1,3y*
O I G 231 4 P A g 13Y
I €)Y c @
12,34} v D {1.2.3)"
2347 L E {134}
(pK F {2}
3.4y G {3y

234y My

35
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

C ID
Fil G IH
ol ke {2,3,4y {1,3y*
O I G 231 4 P A g 13Y
I €)Y c @
12,34} v D {1.2.3)"
2347 L E {134}
(pK F {2}
@a 1, Gy
{2,3,4y" {1,3y*
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Atualizacdo de restricoes conectadas a K

c D Esgotamos as restricdes de K
fll ¢ IH por hora
] I 1 {2,3,4}* {1,3}
M N[O P_ 231 4 P A B{1’3}*
o BN c @
{1,2,3,4} m p {123}
{2,347 L E {1.3,4}
{1}y K F {2}
gar ), Gy
{2,3,4} {1,3}*

37
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Atualizacdo de restricoes conectadas a D

A B|C D
EF e H
N (2,3.4)" (1.3y
‘M N|O P 231 4 P {1.3y

{3 N
12,34} m

&C 4
. p {123y

{234}y L E {134}
{1} K F {2}
gap 1o Gy

{2,3,4}) {1,3}

38

Prof. A. G. Silva Programagdo em Légica 26 de outubro de 2017 39/1



Atualizacdo de restricoes conectadas a D

A B|C D Nenhum valor pode ser eliminado diretamente
—tT (mas devemos observar a resposta)
Iyl K L {2,3,4}* {1,3}*
' ' * P A 1,3}
M N[O P 2.3 4 g {13}

By N k c @
{1,234} p {1.2.3)"

2,34 L E {1,34)
{1} K F {2}
34y ) G {3y

234y Py

al
]
3
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Atualizacdo de restricoes conectadas a D

A Bi C D
F G H
| T {2,3,4)* 1,3y
M n|of e 23 4 P A g 13Y
@Yy c @
{1234} M o {1.2.3)
2,34 L E {1,3,4)*
{1} K F {2}
34y ) Loy S
{2,3,4}* 1,3y

40
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Alteracao pode ocorrer em dominio de origem

A g o o O Unico 3 em G eliminao 3de D
Ff| Gf H
B < 1 {2,3,4y {13
M n|of e 23 4 P A g 13Y
BN c ¥
1234} m p {1.2)"
2,34y L E {1.34)
{1 K F {2}
par LGy
2,34y {1.3}*

41
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Alteracao pode ocorrer em dominio de origem

Se o dominio de origem modificar, marca-se todas
as suas restricdes para uma nova atualizacao

{2,3,4) 1,3
237 4 P {1,3}

B N &C 4
_p {12

12,34} m

{234}y L E {134}
{1} K F {2}
gap 1o Gy

{2,3,4}) {1,3}

42
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Convergéncia do algoritmo (nenhuma alteragdo ocorrerd)

Por que o algoritmo converge eventualmente?

43
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Resultado 1: dominios de valor dnico

Encontra-se uma Unica solucao para o problema

= N | W

4
3
1
2

w N
A W= N

44
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Resultado 2: Alguns dominios vazios

As restricdes mostram-se inconsistentes
- Nao ha nenhuma solucao para este problema

Variaveis {1}
A e {1} A
Be{1,2
Ce{1,2}
Restricoes
C——8B

A#B,A#C,B #C
’ ' {1,2} {1,2}

45
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Resultado 2: Alguns dominios vazios

As restricdes mostram-se inconsistentes
- Ndo ha nenhuma solucao para este problema

Variaveis {1}
Ae{1}

A
B e {12) / \
Ce{1,2}
Restricoes
C——8B
{2} {2}

A#B,A#C,B #C

46
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Resultado 2: Alguns dominios vazios

As restricdes mostram-se inconsistentes
- Ndo ha nenhuma solucao para este problema

Varidveis {1}
Ae{1}

A
Be{1,2)
Ce{1,2}
Restricoes
C——8B
{} {2}

A#B,A#C,B #C

47
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Resultado 3: Alguns dominios multivalorados

{1,2,3,4} {3}

Apesar de que nem todas as combinacdes destas
possibilidades de atribuicdo de varidvel sdao solucdes

globais...
48
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Resultado 4: Rotulagdo (etiquetagem) de hipdteses

Para encontrar solucdes globais a partir de dominios
pequenos, efetua-se a hipdtese de solugao em um
dominio e propagam-se as mudancas

Backtrack se algo der errado
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Usando CLP (Constraint Logic Programming) em Prolog

:- use_module(library(clpfd)).

teste :-
sudoku2( [[_,
.,
L,
L, ).

valid4(L) :- L ins 1..4, all_distinct(L).

sudoku2( [[X11,X12,X13,X14],

[X21,X22,X23,X24],

[X31,X32,X33,X34],

[X41,X42,X43,X441] )
%linhas
valid4([X11,X12,X13,X14]),
valid4([X21,X22,X23,X24]),
valid4([X31,X32,X33,X34]),
valid4([X41,X42,X43,X44]),
‘%colunas

valid4([X11,X21,X31,X411),
valid4([X12,X22,X32,X42]),
valid4([X13,X23,X33,X43]),
valid4([X14,X24,X34,X44]1),
‘hquadrados

valid4 ([X11,X12,X21,X22]),
valid4 ([X13,X14,X23,X24]),
valid4 ([X31,X32,X41,X42]1),
valid4([X33,X34,X43,X44]1),
‘Yrotulacao

labeling([], [X11,X12,X13,X14,X21,X22,X23,X24,
X31,X32,X33,X34,X41,X42,X43,X44]),

‘%hexibicao

write(X11), write(’ ’), write(X12), write(’
write(X13), write(’ ’), write(X14), nl,
write(X21), write(’ ’), write(X22), write(’
write(X23), write(’ ’), write(X24), nl,
write(X31), write(’ ’), write(X32), write(’
write(X33), write(’ ’), write(X34), nl,
write(X41), write(’ ’), write(X42), write(’
write(X43), write(’ ’), write(X44), nl.
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Referéncias

@ Baseado no material da Universiade de Cambridge (com adaptacdes
no programa para SWI-Prolog):
https://www.cl.cam.ac.uk/teaching/0809/Prolog/

@ Outros problemas interessantes:
https://github.com /triska/clpfd
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