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Prova de teoremas (1)
@ Cilculo de predicados como método para expressar colecdes de
proposicoes

@ Determinac3o se quaisquer fatos interessantes ou (teis podem ser
inferidos a partir delas

@ Anadlogo ao trabalho de matematicos na busca de novos teroremas,
inferidos a partir de axiomas e teoremas conhecidos

@ Os primeiros dias da ciéncia da computagdo (anos 50 e inicio dos 60)
deslumbraram a automatizacdo do processo de prova de teoremas
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Prova de teoremas (I)

@ A partir da introdugdo, por Robinson e Smullyan (1960), de
procedimentos eficientes para demonstracdo automatica de teoremas
por computador, a légica passou a ser estudada também como
método computacional para a solugdo de problemas (Padronizagdo
das férmulas I6gicas em Formas Normais Candnicas)

@ Grande avango com a introducdo do método da resolucdo por Alan
Robinson (1965) da Universidade de Syracuse

» Meétodo de refutacao - para provar um teorema a partir de um
conjunto de hipdteses, nega-se o teorema e prova-se que o conjunto de
expressdes formado pelas hipdteses e pelo teorema negado é
contraditério

» Parte da transformacdo da expressdo a ser provada para a forma
normal conjuntiva ou forma clausal

» Utiliza uma regra de inferéncia tnica, chamada regra de resolucao e
um algoritmo de casamento de padrdes chamado algoritmo de
unificacdo
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Prova de teoremas (I1)

@ A resolucao é uma regra de inferéncia que permite as proposi¢Ges
inferidas serem computadas a partir de proposicoes dadas

» Método com aplicacdo potencial para a prova automatica de teoremas
» Desenvolvida para proposi¢cdes na forma clausal

@ Suponha que existam duas proposicées com as formas
P1 — P2
Q1 <+ @2

Suponha que P; é idéntica a Q», renomeados como T ent3o:
T P2
Ql «~— T

Processo de inferéncia ou resoluc3o:
QL+ P>
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Formalizacao de argumentos

@ Um argumento é uma sequéncia de premissas seguida de uma
conclusao

@ Exemplo:

» Se neva, entdo faz frio.
» Estd nevando.
» Logo, estd fazendo frio.

@ Vocabulario:
> p: “neve”
> q: “frio”

e Formalizag3o (= é a consequéncia ldgica):
»{p—apr} F q
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Validagdo de argumentos (1)

@ Nem todo argumento é valido!

Exemplo: Intuitivamente, qual dos argumentos a seguir é vélido?

Argumento 1:
» Se eu fosse artista, entdo eu seria famoso.
» N3io sou famoso.
» Logo, ndo sou artista.

Argumento 2:

» Se eu fosse artista, entdo eu seria famoso.
» Sou famoso.
» Logo, sou artista.
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Validagdo de argumentos (I1)

@ Um argumento é valido se a sua conclusdo é uma consequéncia
l6égica de suas premissas, ou seja, a veracidade da conclusdo estd
implicita na veracidade das premissas.

Trés métodos de validagcdo de argumentos:
» Tabela-verdade (semantico)
» Prova por dedugdo (sintético)
» Prova por refutacdo (sintatico)

@ Métodos semanticos sdo baseados em interpretacoes

Métodos sintaticos sdo baseados em regras de inferéncia (raciocinio)
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Validagdo de argumentos — Tabela-verdade (1)

e Um argumento da forma {a1,...,an} = B é vdlido se e somente se
a férmula correspondente a; A--- Ay, — [ é valida (tautoldgica).

o Exemplo 1 — Argumento:

» Se eu fosse artista, seria famoso.

» N3o sou famoso.
» Logo, ndo sou artista.

@ Vocabulario:
> p: ‘“artista”
» g : “famoso”

@ Formalizag3o:
»{p—q g}
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Validagdo de argumentos — Tabela-verdade (I1)

o Exemplo 2 — Argumento:
» Se eu fosse artista, seria famoso.

» Sou famoso.
» Logo, sou artista.

@ Vocabulario:
> p: ‘“artista”
» g : “famoso”

@ Formalizag3o:
»{p—=>aq. a9} F p

Prof. A. G. Silva

plal(p|—]a) [A|q|—=|P
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Validagdo de argumentos — Tabela-verdade (l1I)

o Exercicio — Sécrates estd disposto a visitar Platdo ou n3o?

» Se Platdo estd disposto a visitar Socrates, entdo Socrates estd disposto
a visitar Plat3o. Por outro lado, se Socrates estd disposto a visitar
Plat3o, entdo Platdo ndo estd disposto a visitar Sécrates; mas se
Sécrates ndo estd disposto a visitar Platdo, entdo Platdo estd disposto
a visitar Socrates.

@ Vocabulario:
» p: “Plat3o estd disposto a visitar Sécrates”

~

» s : “Sécrates estd disposto a visitar Platdo

@ Formalizacao:
»{p—=s (s=>p)A(-s—p)}
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Validagdo de argumentos — Tabela-verdade (1V)

@ Consequéncia légica é o elo entre o que um agente “acredita” e aquilo
que é explicitamente representado em sua base de conhecimento

@ A tabela-verdade é um método semantico que permite verificar
consequéncias ldgicas.

@ Este método tem a vantagem de ser conceitualmente simples; porém,
como o numero de linhas na tabela-verdade cresce exponencialmente
em func3o do nimero de simbolos proposicionais na férmula, na
pratica, seu uso nem sempre é viavel.

@ Assim, adota-se raciocinio automatizado como uma alternativa
mais eficiente para verificagdo de consequéncia légica (isto é,
validagdo de argumentos)
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Prova por dedugdo (I)

@ Uma prova por deducao de uma férmula ¢, a partir de uma base de
conhecimento A, é uma sequéncia finita de férmulas 1, ... tal

que:
> Yk =P,
» paral < i<k, ou~; €A, ouentdo v; é derivada de férmulas em

AU{v,...,7vi—1}, pela aplicagdo de uma regra de inferéncia.

@ Regra de inferéncia é um padrao de manipulagdo sintatica que define
como uma férmula (conclusdo) pode ser derivada de outras férmulas
(premissas).
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Prova por deducdo (I1)

@ Regras de inferéncia classicas:

» Modus ponens (MP): {a— 3, a} F

» Modus tollens (MT): {a—3, 7} F -«

» Silogismo hipotético (SH): {a— 3, 8>} F a—7y
* Representam “esquemas de raciocinio” vélidos

* Podemos validar estes esquemas usando tabela-verdade

* Podem ser usadas para derivar conclusdes que sdo consequéncias
|égicas de suas premissas
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Prova por deducdo (III)

e Exemplo: validar o argumento { j > g, -j = t, g —>c, 7c} E t

Q,/—sg A

Q -t A
Qg—c A

Q ¢

Q@ ,/—c SH(1,3)
Q MT(5,4)
Qt MP(2,6)

@ Conclusao: o argumento é valido, pois a formula t pode ser derivada
de A.
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Prova por refutagdo (I)

@ Embora a prova por deducdo seja um método mais pratico que a
tabela-verdade, ainda é muito dificil obter algoritmos eficientes para
validacdo de argumentos com base neste método.

@ Refutacao é um processo em que se demonstra que uma
determinada hipétese contradiz uma base de conhecimento.

@ Uma base de conhecimento A = {ay,...,a,} é consistente se a
férmula correspondente oy A - -+ A i, é satisfativel.

o Se A ={a1,...,a,} é consistente, provar A |= 7 equivale a mostrar
que o conjunto de férmulas {a1 A --+ A iy, =y } € inconsistente.
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Prova por refutacdo (Il)

e Argumento
@ Se o time joga bem, ent3o ganha o campeonato.
@ Se o time n3do joga bem, entdo o técnico é culpado.
© Se o time ganha o campeonato, entdo os torcedores ficam contentes.
@ Os torcedores n3o estio contentes.
© Logo, o técnico é culpado.

o Refutacao
(a) O técnico n3o é culpado hipStese
(b) O time joga bem MT(a,2)
(c) O time ganha o campeonato MP(b,1)
(d) Os torcedores ficam contentes MP(c,3)
(e) Contradigdo! Confrontando (d) e (4)
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Prova por refutacdo (llI)

e Exemplo: validar o argumento { j - g, - > t, g —> ¢, 7c} E t

Q/—¢g A

Q -t A

Q@ g—c A

Q ¢ A

Q@ -t Hipdtese
QJ MT(5,2)

(7 4 MP(6,1)
Qc MP(7,3)
Qd Contradic3o!

e Conclusdao: como A U {—t} ¢ inconsistente, segue que A = t.
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Forma normal conjuntiva (1)

@ Para simplificar a automatizacdo do processo de refutagdo, vamos
usar férmulas normais (Forma Normal Conjuntiva — FNC).

@ Passos para conversio para FNC:

» Elimine a implicac3o:
a—f = -aVvp

» Reduza o escopo da negagio:
—(a A p) —aV -
=(aVpB) —a A -

» Reduza o escopo da disjungao:
aV(BAq) = (aVB)A(aVy)
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Forma normal conjuntiva (I1)

@ Exemplo de conversdo para FNC:

» pVg — rAs

v

= ~(pvaq) vV (rAs)

v

= (=pA=q) V (rAs)
» = ((kpA=g)Vr) A ((mPA=q)Vs)
> = (-pVr) A (mgqVr) A(mpVs) A (mgVs) (FNC)

» Formulas normais: { -pVr, =gV r, -pVs, nqVs}
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Inferéncia por resolucgdo (1)

@ FNC permite usar inferéncia por resolucio:
@ A idéia da resolucdo é:

» RES(aV B, -8V~7y) = aVy

» RES(a, ma) = O

@ Equivaléncia entre resoluc3o e regras de inferéncia classicas:

MP(a — B, a) = B RES(-aV 3, a) = f3

MT (o — 8, =8) = —~« RES(—aV B, =8) = —«

SH(CM—>/87/B_>’Y):Q_>’}’ RES(“QV/B, —\ﬁ\/’y) = ~aVy
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Inferéncia por resolucdo (Il)

e Exemplo: validar o argumento { j - g, - > t, g —> ¢, 7c} E t

Q@ Vg A
Q. vt A
Q@ gVc A
Q ¢ A
Q@ -t Hipdtese
QJ RES(5,2)
(7 4 RES(6,1)
Q c RES(7,3)
QU RES(8,4)

e Conclusdao: como A U {—t} ¢ inconsistente, segue que A = t.
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Inferéncia por resolucdo (llI)

o Exercicio: Prove usando refutacdo e inferéncia por resolucao.

» Se o programa possui erros de sintaxe, sua compilagcdo produz uma
mensagem de erro.

» Se o programa n3o possui erros de sintaxe, sua compilacdo produz um
programa executavel.

> Se tivermos um programa executdvel, podemos executd-lo para obter
um resultado.

» N3o temos como executar o programa para obter um resultado.

» Logo, a compilagdo do programa produz uma mensagem de erro.
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Calculo de predicados — Prova de teoremas (1)

@ O processo de determinacdo de valores (teis para varidveis ¢ a
unificacao

@ A atribuicdo temporaria de valores a varidveis é chamada de
instanciacao

@ E comum instanciar uma varidvel com um valor, falhar em completar
0 casamento e ent3o ser necessdria uma volta — rastreamento para
tras ou backtracking — para instancid-la com valor diferente
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Calculo de predicados — Prova de teoremas (1)

@ Propriedade criticamente importante da resolucdo: habilidade de
detectar inconsisténcia em um conjunto de proposi¢coes

@ Essa propriedade permite que a resolucdo seja usada para provar
teoremas:

» Em termos de célculo de predicados como um conjunto de proposicGes
pertinentes

» Com a negacdo do préprio teorema iniciando como a nova proposi¢io
(por contradig3o)

» Proposi¢Ges originais s3o hipéteses

> A negacdo do teorema é o objetivo

@ Teoricamente valido e dtil; finito quanto ao conjunto de proposicoes

finito; porém o tempo para encontrar um inconsisténcia em uma
grande base de proposicdes pode ser imenso
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Calculo de predicados — Prova de teoremas (l11)

@ Proposi¢cdes usadas para resolucdo exigem apenas um tipo restrito de
forma clausal

@ Tipos especiais de proposicoes, chamados de cldusulas de Horn — de
Alfred Horn (1951) —, podem ser de apenas duas formas:

» Uma dnica proposicdo atémica do lado esquerdo (com cabeca ou head)
» Um lado esquerdo vazio (sem cabega)

o (Cldusulas de Horn com cabega — definicdo de relacionamentos:
likes(bob,trout) <« likes(bob,fish) A fish(trout)

o (Cldusulas de Horn sem cabeca — definicao de fatos:
father(bob,jake)
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Variaveis |

@ As varidveis em Prolog servem para responder questoes mais
elaboradas
@ Exemplos:

» “Do que Maria gosta?”
» “Quem mora em Atenas?”’

o Varidveis distinguem-se dos objetos por terem nomes iniciados com
letra maitscula

o Considere o seguinte banco de dados:

gosta(maria, flores).
gosta(maria, pedro).
gosta(paulo, maria).

Se fizermos a pergunta:

?7- gosta(maria, X).
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Variaveis |l

@ Perguntamos “Do que Maria gosta?". Prolog responde
X = flores

e fica esperando por mais instrucdes
@ Novamento, buscam-se fatos que unifiquem com o fato da pergunta
o A diferenca é que uma varidvel estd presente agora

@ Varidveis ndo instanciadas, como é o caso de X inicialmente, unificam
com qualquer termo

@ Prolog examina os fatos na ordem em que aparecem no banco de
dados

o Portanto, gosta(maria, flores) é econtrado primeiro

@ A variavel X unifica com flores e, a partir deste momento, passa a
ser instanciada com este temo

@ Prolog também marca a posicdo no banco de dados onde a unificagdo
ocorreu
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Variaveis |1

@ Quando um fato que unifica com uma pergunta é encontrado, Prolog
mostra os objetos que as varidveis guardam

@ No exemplo, sé hd uma variavel que foi unificada

@ Se teclarmos ENTER, isto serd interpretado que estamos satisfeitos
com a resposta e a busca é interrompida

@ Se teclarmos um ponto-e-virgula (;) seguido de ENTER, Prolog
continua sua busca do ponto onde tinha parado, tentando outra
resposta a pergunta

@ Em vez de comecar do inicio do banco de dados, esta tentando
ressatisfazer a pergunta
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Conjuncoes |

@ Questbes mais complexas podem ser feitas com conjuncdes

@ Problema com metas separadas que Prolog deve tentar satisfazer uma
a uma

gosta(maria, chocolate).
gosta(maria, vinho).
gosta(pedro, vinho).
gosta(pedro, maria).

Segue uma pergunta que significa “Pedro gosta de Maria e Maria
gosta de Pedro?”:

7- gosta(pedro, maria), gosta(maria, pedro).

A virgula é pronunciada “e" e serve separar um nimero qualquer de
metas diferentes

@ No exemplo, a resposta serd “ndo”. Embora a primeira meta seja um
fato, a segunda n3o pode ser provada
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Conjuncoes Il

@ Conjungdes combinadas com varidveis

@ Exemplo: "Ha algo de que ambos Maria e Pedro gostam?”
?- gosta(maria, X), gosta(pedro, X).

@ Caso Prolog consiga satisfazer a primeira meta, manterd uma marca
no banco de dados no ponto em que houve unificagdo e tenta a
segunda meta

@ Se a segunda meta também for satisfeita, Prolog coloca uma outra
marca para a segunda meta

o Cada meta tem sua prépria marca no banco de dados

@ Se a segunda meta falhar, Prolog tentara ressatisfazer a meta anterior
(neste caso, a primeira) a partir da marca esta meta.
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Backtracking |

@ A primeira meta encontra o fato unificador gosta(maria,
chocolate) . A varidvel X é instanciada a chocolate em todas as
ocorréncia de X na pergunta. Prolog marca esta posi¢cdo para a
primeira meta e a instanciacdo de X

@ A segunda meta, que virou gosta(pedro, chocolate), devido a
instanciacdo de X, n3o unifica com nada no banco de dados, e por
isso a meta falha. Prolog ent3o tentard ressatisfazer a meta anterior
do ponto onde esta parou no banco de dados e desfazeno
instanciacdes associadas

© Na ressatisfagdo da primeira meta, o préximo fato unificador é
gosta(maria, vinho). Prolog move a marca para a nova posicdo e
instancia X a vinho
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Backtracking Il

@ Prolog tenta a préxima meta, que agora é gosta(pedro, vinho).
Esta n3o é uma ressatisfacdo, mas sim uma meta inteiramente nova,
e portanto a busca é feita a partir do inicio do banco de dados. Esta
nova meta é satisfeita e Prolog coloca a marca desta meta no fato
unificador.

© Todas as metas da pergunta est3o satisfeitas agora. Prolog imprime
as instanciacOes de variaveis:

X = vinho

e aguarda instrugoes
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Regras |

@ Uma regra é uma afirmacgdo geral sobre objetos e seus
relacionamentos

@ Por exemplo, suponho que queremos representar a seguinte
dependéncia entre fatos:
Pedro gosta de todo mundo que gosta de vinho
0 que pode ser reescrito como:
Pedro gosta de X se X gosta de vinho.
@ Em Prolog, regras consistem de uma cabega e um corpo.

@ A cabeca e o corpo s3o conectado pelo simbolo “:-" formado por dois

pontos e hifen
e O "-" pronuncia-se “se”
@ O exemplo seria escrito:

gosta(pedro, X) :- gosta(X, vinho).
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Regras Il

@ Podemos tornar Pedro mais exigente sobre o que ele gosta
adicionando mais metas ao corpo da regra. Exemplo, “Pedro gosta de
qualquer um que goste de vinho e de chocolate”:

gosta(pedro, X) :- gosta(X, vinho), gosta(X, chocolate).

@ Ou entdo, supondo que Pedro gosta de mulheres que gostam de
vinho:

gosta(pedro, X) :- mulher(X), gosta(X, vinho).

Note que a mesma varidvel X ocorre trés vez na regra. Dizemos que o
escopo de X é a regra toda. Isto significa que, quando X for
instanciada, as trés ocorréncias terao o mesmo valor
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Regras Il

@ Uma meta unifica com uma regra se ela unifica com a cabeca da
regra.

@ Agora, para verificar a veracidade da regra, o corpo é usado

@ Diferentemente dos fatos, onde basta haver unificacdo para que a
meta seja sarisfeita, no caso de uma regra a unificacdo na verdade
transfere a verificacdo da satisfagcdo para a conjuncdo de metas que
formam o corpo da regra

@ Vamos ilustrar este procedimento com nosso préximo exemplo, que
envolve a familia da rainha Vitéria. Usaremos o predicado pais com
trés argumentos tal que pais(X, Y, Z) significa que “os pais de X
saioYeZ".

@ O segundo argumento é a m3e e o terceiro é o pai de X. Usaremos
também os predicados mulher e homem para indicar o sexo das
pessoas.
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Regras IV

@ Banco de dados

homem(alberto) .

homem (eduardo) .

mulher (alice).

mulher(vitoria).

pais(eduardo, vitoria, alberto).
pais(alice, vitoria, alberto).

@ Definiremos agora o predicado irma_de tal que irma_de(X, Y) seja
satisfeito quando X for irma de Y. Dizemos que X é irm3 de Y quando

» X é mulher
> X tem m3e Me pai P, e
> Y tem os mesmos pais de X
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Regras V

o Em Prolog:

irma_de(X, Y) :-
mulher (X),
pais(X, M, P),
pais(Y, M, P).

@ Se perguntarmos:

?- irma_de(alice, eduardo).
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Regras VI

Processamento da pergunta: 7- irma_de(alice, eduardo).

N Meta Marca Varidveis

1 irma_de(alice, eduardo) irma_de X7y = alice, Y; = eduardo
regra 1

1.1 | mulher(alice) mulher -
fato 1

1.2 | pais(alice, M;, P1) pais M; = vitoria, P; = alberto
fato 2

1.3 | pais(eduardo, vitoria, alberto) pais -
fato 1

Processamento da meta: irma_de(alice, X).

N Meta Marca Varidveis
1 irma_de(alice, X) irma_de X; = alice, Y; = X
regra 1
1.1 | mulher(alice) mulher -
fato 1
1.2 | pais(alice, M3, P3) pais M; = vitoria, P; = alberto
fato 2
1.3 | pais(Y;, vitoria, alberto) pais Y1 = eduardo
fato 1
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Exercicios

@ Suponha que queiramos saber de quem Alice é irm3

@ A pergunta adequada seria
?7- irma_de(alice, X).

@ O que ocorre entdo na segunda tabela, onde X sem indice indicard a
variavel da pergunta.

@ Observe que X=Y;=eduardo e portanto Prolog responde:
X = eduardo

e fica aguardando novas instrucdes. O que acontecerd se pedirmos
respostas alternativas?

@ Descreva o que acontece se forem pedidas respostas alternativas no
exemplo envolvendo o predicado irma_de acima. Este é o
comportamento esperado? Como consertar a regra, supondo que
existe um predicado dif (X, Y) que é satisfeito quando X e X sdo
diferentes?
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Trabalho 1 — Parte B (entrega pelo Moodle)

@ Enunciado:

https://www.inf.ufsc.br/"alexandre.silva/courses/
17s2/ineb416/exercicios/t1B.pdf
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