4 Algoritmos de Busca com Backtracking 


A modelagem mostrada até aqui determina a configuração do espaço de estados do problema, mas não mostra como chegar à solução, isto é, como encontrar um estado final em um tempo razoável. Para efetuar esta busca, pode-se utilizar técnicas de busca em grafos, algumas das quais serão descritas a seguir.

4.1 Busca em Amplitude


A busca em amplitude consiste em construir uma árvore de estados a partir do estado inicial, aplicando, a cada momento, todas as regras possíveis aos estados do nível mais baixo da árvore, gerando todos os estados sucessores de cada um destes estados. Assim, a busca por um estado final se dá por níveis, no grafo ou na árvore do problema.


Na notação apresentada para o algoritmo, são usadas funções de acesso a lista conforme a definição da linguagem LISP. No caso, a função CAR retorna o primeiro elemento de uma lista, enquanto CDR retorna o resto da lista, isto é, a lista sem o primeiro elemento. Nenhuma destas funções altera a lista original. Por exemplo, se x := [1,2,3] e y := CDR(x), então y = [2,3], mas x continua sendo igual a [1,2,3]. A função append tem dois parâmetros, uma lista e um elemento. Esta função retorna uma nova lista composta pela lista passada como parâmetro com o elemento passado como parâmetro como primeiro elemento da lista. Esta função também não tem efeitos colaterais e não altera a lista original. Para obter o efeito de alteração da lista original, pode-se usar a atribuição. Por exemplo, para eliminar o primeiro elemento de uma lista pode-se fazer: x := CDR(x).


Algoritmo: Busca em Amplitude


algoritmo buscaEmAmplitude (R,E,e0,F)


1. listaDeNós := [e0];


2. enquanto não Vazia(listaDeNós) faça:



2.1 e:=CAR(listaDeNós);



2.2 listaDeNós:=CDR(listaDeNós);



2.3 Para toda ri(R tal que ri(E)(E faça:




2.3.1 e’:=ri(e);




2.3.2 Se e’(F então retorne e’;




2.3.3 listaDeNós:=append(listaDeNós,e’);


Retornando ao exemplo das duas jarras, é apresentado a seguir o desenvolvimento do algoritmo de busca em amplitude aplicado a este problema:


Inicialmente, atribui-se o estado inicial à lista de nós pela instrução 1:







Em seguida, são gerados os sucessores do estado inicial através da instrução 2.3:







Na segunda aplicação da instrução 2.3, são gerados os sucessores de (4,0):



Neste momento, listaDeNós = [(0,3), (4,3), (0,0), (1,3)], já que (0,3), que já estava na lista ainda não foi explorado e os sucessores de (4,0) foram adicionados no final da lista pela instrução append. Então, o próximo estado a ter seus sucessores gerados por busca em extensão será (0,3):



Na seqüência do algoritmo, são gerados os sucessores de (4,3), (0,0), (1,3), (4,3), (0,0) e (3,0), nesta ordem, resultando na seguinte árvore:




Um problema com este algoritmo é que nodos já visitados na busca podem ser visitados novamente se forem sucessores de outros estados. Esta repetição é desnecessária, porque, por exemplo, a sub-árvore abaixo e (0,0) no segundo e terceiro níveis será exatamente igual á sub-árvore de (0,0) no primeiro nível, isto é, elas terão exatamente os mesmos sucessores. Por isso, o algoritmo pode ser reescrito para eliminar a busca em estados já visitados:

Algoritmo: Busca em Amplitude sem Repetição de Estados


algoritmo buscaEmAmplitudeSemRepetiçãoDeEstados (R,E,e0,F)


1. listaDeNós := [e0];


2. visitados :=(;


3. enquanto não Vazia(listaDeNós) faça:



3.1 e:=CAR(listaDeNós);



3.2 listaDeNós:=CDR(listaDeNós);



3.3 visitados := visitados({e};



3.4 Para toda ri(R tal que ri(e)(E faça:




3.4.1 e’:=ri(e);




3.4.2 Se e’(F então retorne e’;


3.4.3 Se e’(visitados então listaDeNós:=append(listaDeNós,e’);


Com a utilização deste algoritmo, a última árvore do exemplo anterior ficaria assim:




É mais fácil, então continuar a expansão desta árvore. Na interação seguinte tem-se: 


E assim por diante. 


Exercício: Continue a construção a árvore de busca em extensão para este problema até encontrar um estado final.
4.2  Busca em Profundidade


Enquanto a busca em amplitude procura expandir todos os nodos em um determinado nível da árvore antes de partir para o nível seguinte, a busca em profundidade faz exatamente o contrário. O algoritmo de busca em profundidade procura explorar completamente cada ramo da árvore antes de tentar o ramo vizinho. Segue o algoritmo em sua versão recursiva:


Algoritmo: Busca em Profundidade


Algoritmo buscaEmProfundidade(R,E,e0,F,visitados):


1. Se e0 ( F então retorne (e0,sucesso);


2. Para toda ri(R tal que ri(e0)(E e ri(e0)( visitados faça:



2.1 (e,x):=buscaEmProfundidade(R,E,ri(e0),F,visitados({ri(e0)})



2.2 Se x= sucesso então retorne(sucesso e,x)



2.3 Caso contrário, retorne (nada,fracasso)


O algoritmo deve ser invocado na sua primeira chamada com o sistema de produção e mais a lista de nodos inicializada como uma lista vazia.


Em palavras, o que este algoritmo faz é verificar se cada uma das sub-árvores do nodos e0 possui a solução do problema. A verificação em cada sub-árvore consiste em chamar recursivamente buscaEmProfundidade passando o nodo filho como nodo inicial.


Para exemplificar a utilização de busca em profundidade, é apresentado a seguir o desenvolvimento do algoritmo para o mesmo sistema de produção que serviu de exemplo à busca em extensão.


O algoritmo inicia com o estado (0,0). A primeira regra aplicável é  r1, gerado o estado (4,0) . Então o algoritmo é chamado recursivamente com o estado (4,0) como estado inicial:



Como (4,0) não é o estado final, então o algoritmo é chamado recursivamente outra vez. A primeira regra não é aplicável a este estado, mas r2 produz o estado (4,3). Chega-se, portanto,  à seguinte situação, após uma nova chamada recursiva ao algoritmo:


Para este estado, as regras r1 e r2 não se aplicam, mas a regra r3 produz o seguinte:



No estado (0,3), a regra r1 produz novamente o estado (4,3), por isso não é aplicada. As regras r2 e r3 não são aplicáveis. A regra r4 produz novamente o estado (0,0). As regras r5 e r6 não são aplicáveis. Já a regra r7 pode ser aplicada e produz a seguinte situação:



A partir do estado (3,0), a regra r1 produz novamente o estado (4,0), mas r1 produz um novo estado:



Agora r1 produz novamente  (4,3), r2 não é aplicável, r3 produz novamente (0,3), r4 produz novamente (3,0), r5 não é aplicável, mas r6 vai produzir o novo estado (4,2). Depois disso, não é difícil ver que o algoritmo caminha rapidamente para a resposta final ao problema.


Mas o que acontece quando nenhuma regra pode ser aplicada? Neste caso, ocorre o processo que se chama backtracking, ou seja, o algoritmo volta atrás e tenta outro caminho. Por exemplo, considere o seguinte sistema de produção:


E={0,1,2,3,4,5}


e0=0


F={3}


R={
r1=(x|x(1 e x(2)((2*x)


 
r2=(x|éPar(x))((x+1)}


A seqüência de figuras a seguir mostra a aplicação do algoritmo de busca em profundidade para este problema. Inicia-se com o estado 0:



Para este estado, r1 não se aplica, mas r2 produz:



No estado 1, r1 produz:



Uma nova aplicação de r1 leva a:


Ao estado 4 não é possível aplicar nenhuma das duas regras. Por isso, o algoritmo volta ao estado 2 reportando falha para a aplicação da regra r1.



A seguir, o algoritmo aplica a regra r2 ao estado 2 e encontra a solução do problema:





A solução do problema, portanto, é: r2(r1(r2(0)))=3.


Pode-se verificar que a principal vantagem do algoritmo de busca em extensão é que este encontra o menor caminho do nodo inicial até o nodo final mais próximo. Já o algoritmo de busca em profundidade não encontra necessariamente a solução mais próxima, mas pode ser mais eficiente se o problema possui um número grande de soluções ou se a maioria dos caminhos pode levar a uma solução. 

4.3 Subida de Encosta


Outros métodos mais eficientes do que busca em profundidade e busca em extensão podem ser empregados se o espaço de estados do problema puder ser organizado em uma estrutura de ordem. 


Empregando uma ordenação total ou parcial no conjunto de estados, é possível dizer se um estado sucessor leva para mais perto ou para mais longe da solução. Assim, o algoritmo de busca pode preferir explorar em primeiro lugar os estados que levam para mais perto da solução, realizando, assim, uma espécie e subida de encosta, na qual o algoritmo só se move na direção de estados melhores. 


A subida de encosta  é uma variante da busca em profundidade. A diferença básica é que ao invés de simplesmente selecionar a regra a aplicar arbitrariamente do conjunto de regras existentes, o algoritmo dá preferência àquelas regras que levam a estados melhores.


Para que se possa comparar dois estados e decidir se um é melhor do que o outro, é necessário que o conjunto de estados possua uma relação de ordem. Assim, nos exemplos seguintes, o conjunto de estados E será substituído por uma estrutura de ordem total irreflexiva (E,<), onde < é uma relação transitiva, anti-simétrica e irreflexiva. Por definição, de ei<ej então se diz que o estado ej está mais próximo da solução do que o estado ei.     

Há duas variações do método de subida de encosta: a subida de encosta simples e a subida de encosta pela trilha mais íngreme. A diferença entre os dois métodos está no fato de que a subida de encosta pela trilha mais íngreme examina todos os sucessores do estado e escolhe entre estes sucessores qual é o que está mais próximo da solução, e então segue a expansão por este estado. A subida de encosta simples não examina este fato, seguindo simplesmente para o primeiro estado encontrado que seja melhor do que o atual. Este procedimento pode ser mais eficiente, principalmente se o número de regras for muito grande. Todavia, em muitos casos, a subida de encosta pela trilha mais íngreme poderá ser mais efetivo por se aproximar mais rapidamente da solução.


Algoritmo: Subida de Encosta Simples


Algoritmo subidaDeEncosta (R,(E,<),e0,F,visitados):


1. Se e0(F então retorne (e0,sucesso);


2. Para toda ri(R tal que ri(e0)(E e ri(e0)( visitados e e0 < ri(e0) faça:



2.1 (e,x):=subudaDeEncosta(R,E,ri(e0),F,visitados({ri(e0)})



2.2 Se x= sucesso então retorne(sucesso e,x)



2.3 Caso contrário, retorne (nada,fracasso)


Algoritmo: Subida de Encosta pela Trilha mais Íngreme


Algoritmo subidaDeEncostaÍngreme (R,(E,<),e0,F,visitados):


1. Se e0(F então retorne (e0,sucesso);


2. sucessores := {e|para toda ri(R, e=ri(e0) e e(visitados}


3. Enquanto x(( faça:



3.1 e’:= max<(sucessores);



3.2 sucessores:=sucessores-{e’};



3.3 (e,x):=subidaDeEncostaÍngreme(R,(E,<),e’,F,visitados({e’})



3.4 Se x=sucesso então retorne(e,x)


4. Retorne (nada,fracasso)


O funcionamento destes algoritmos será exemplificado através de um sistema de produção cujo objetivo é encontra o ponto máximo da função natural f(x)=-x2+30x+10 no intervalo [0,100]. Para modelar este problema, é definido um espaço de estados constituído por números naturais entre 0 e 100. 


E= {n|0(n(100}

A qualidade de um estado é avaliada de acordo com a função f. Portanto ei < ej se f(ei)(f(ej). Pode-se escolher qualquer estado como estado inicial. Escolheu-se, então, arbitrariamente, o estado 0 como inicial. O conjunto de estados finais é desconhecido, mas pode-se especificá-lo como F={ei|não existe ej(E tal que ei<ej}. Poderia ser extremamente difícil verificar esta condição se o grau da função não fosse conhecido, mas como a função é de grau 2 e o coeficiente de grau 2 é negativo, sabe-se que a função possui apenas um ponto máximo e que esse máximo é, portanto, global. A descrição do conjunto de estados finais pode ser, então, modificada para F={ei| ei+1<ei e ei-1<ei}. Assim, o conjunto de regras deve conter duas regras para verificar os pontos vizinhos a cada ponto para saber se o ponto em questão é ou não um máximo. Essas regras são as seguintes: 


r+1=(x|x<100)((x+1)


r-1=(x|x>0)((x-1)


Estas duas regras seriam suficientes para encontrar o máximo da função. Bastaria iniciar do estado 0 e prosseguir somando 1 até encontrar o ponto de máximo. Entretanto, pode ser mais eficiente acrescentar outras regras que realizem uma procura mais abrangente, realizando saltos maiores a cada passo. Nesta perspectiva serão definidas as seguintes regras:


r+4=(x|x<97)((x+4)


r-4=(x|x>3)((x-4)


r+16=(x|x<85)((x+16)


r-16|=(x|x>15)((x-16)


A figura a seguir mostra o desenvolvimento do algoritmo de subida de encosta pela trilha mais íngreme para este problema. A cada passo é escolhida a regra que leva para o estado cujo valor é o mais alto possível. O número pequeno entre parênteses indica o valor absoluto do estado, dado pela função f.



O caminho seguido pelo algoritmo consistiu em escolher para expansão os estados 0, 16 e 15, que tinham os maiores valores em seus respectivos níveis. O estado final é o estado 15, mas isso só pode ser verificado após a expansão deste estado, que gerou o vizinho 14, que da mesma forma que o vizinho 16 tem um valor de avaliação mais baixo do que 15. Portanto 15 é um ponto de máximo para esta função, e como a função só possui um ponto de máximo, este é um máximo global.


Aplicando-se subida de encosta simples, não é necessário expandir todos os sucessores de um estado para verificar qual é o melhor, mas a ordem de escolha das regras pode afetar a eficiência do algoritmo. Por exemplo, se a regra r+1 for sempre a primeira a ser tentada, o algoritmo encontrara a solução do problema após 16 aplicações desta regra, sem usar nenhuma das outras. A figura a seguir apresenta a árvore de busca usando subida de encosta simples com a seguinte ordem de precedência entre as regras: r+16, r-16, r+4, r-4, r+1, r-1.



A partir do estado 0, a aplicação da primeira regra levou a um estado melhor (16). Por isso, não foi necessário aplicar as demais regras e a busca pode continuar a partir deste novo estado. No estado 16, as regras foram aplicadas em ordem (da esquerda para a direita) até encontrar um estado melhor (15), que é o estado final.

4.4 Busca pela Melhor Escolha


A busca pela melhor escolha é uma variante da subida de encosta pela trilha mais íngreme. A principal diferença entre os dois algoritmos está no fato de que enquanto a subida de encosta pela trilha mais íngreme considera apenas os nodos recém expandidos no nível atual par escolher o de maior valor, a busca pela melhor escolha expande o melhor nodo da árvore, considerando todos os níveis. Isto é, a cada momento, o algoritmo verifica todos os nodos a árvore que ainda não foram expandidos e expande aquele que for o mais próximo da solução, não importa em que nível ele esteja.


Algoritmo: Busca pela Melhor Escolha

Algoritmo buscaPelaMelhorEscolha(R,(E,<),e0,F)


1. abertos:={e0};


2. fechados:=(;


3. Repita:



3.1 e:=max<(abertos);



3.2 Se e(F então retorne (e,sucesso);



3.3 abertos:=abertos-{e};



3.4 fechados:=fechados({e};



3.5 l:=[ri|ri(R e ri(e)(E];



3.6 abertos:=abertos(({ri(e)|ri(l}-fechados);


4. Até abertos=fechados;


5. Retorne (nada,fracasso)


Para apresentar o funcionamento deste algoritmo em um sistema de produção, será retomado o exemplo dos três canibais e três missionários ao qual será acrescentada uma relação < que define que um estado está mais perto da solução se há mais pessoas na margem oposta e, havendo o mesmo número de pessoas na margem oposta, então o estado em que o barco está na margem original é melhor do que o estado em que o barco está na margem oposta. Uma maneira de implementar esta relação é através da seguinte função de avaliação: f(m1,c1,m2,c2,b) = (m2+c2+b/2). O valor de avaliação de cada estado é mostrado com números pequenos entre parênteses ao lado do estado. O estado inicial do problema, é, pois:


(3,3,0,0,0)(0)

Expandindo todos os sucessores deste estado tem-se:





De acordo com o critério definido, (3,2,0,1,1)(1,5) < (3,1,0,2,1)(2,5) e (3,2,0,1,1)(1,5) < (2,2,1,1,1)(2,5), mas não há critério de desempate entre os estados (3,1,0,2,1)(2,5) e (2,2,1,1,1)(2,5), que são, ambos, os melhores estados abertos no momento. Caso o estado (3,1,0,2,1)(2,5), seja escolhido como estado a ser expandido, o resultado será:



Observe que se os dois canibais fossem trazidos de volta, o estado resultante já estaria na árvore. Observe também que o estado (3,2,0,1,0)(1) é diferente do estado (3,2,0,1,1)(1,5), já presente na árvore, por causa da posição da canoa no rio.


No momento, o melhor estado a expandir é (2,2,1,1,1)(2,5), porque nele há duas pessoas no outro lado do rio. Sua expansão não é possível por nenhuma regra. O canibal não pode ser trazido de volta, porque isso faria com que o número de canibais fosse maior do que o de missionários na margem original. Por outro lado, se o missionário voltasse, o estado atingido seria (3,2,0,1,0)(1), que é um estado que já está presente na árvore.


Assim, a escolha sobre qual estado expandir recai sobre (3,2,0,1,0)(1) e (3,2,0,1,1)(1,5). Pela definição de <, temos que (3,2,0,1,0)(1)<(3,2,0,1,1)(1,5), já que, no segundo caso, o barco está na margem original, o que possibilita levar pessoas para o outro lado mais rapidamente. A expansão deste estado dá:



Neste momento, a melhor escolha é o estado (3,0,0,3,1)(3,5), porque é o estado no qual há mais pessoas na margem oposta.


Exercício: Continue aplicando o algoritmo de busca pela melhor escolha até encontrar a solução do problema dos canibais e missionários.
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