








13.	OPERAÇÕES SOBRE


	ESTRUTURAS DE DADOS








	Uma questão fundamental da programação é como representar objetos complexos, tais como conjuntos e implementar operações eficientes sobre tais objetos.  Como foi visto no capítulo anterior, a seleção da estrutura de dados apropriada é essencial para garantir a eficiência de tais operações.  No presente capítulo serão examinadas as estruturas de dados mais frequentemente utilizadas, que pertencem a três grandes famílias: listas, árvores e grafos, e diversos exemplos serão desenvolvidos visando ilustrar o seu uso e adequação.








13.1	CLASSIFICAÇÃO EM LISTAS





	Classificação é uma operação frequentemente necessária em diversos contextos.  Uma lista pode ser classificada desde que haja uma relação de ordem entre os elementos que a compõem.  Para os propósitos assume-se a relação de ordem representada por





mq(X, Y)





significando que "X é maior que Y", independentemente do que significa "maior que".  Se os itens da lista são números, então a relação mq/2 será  talvez definida por:





mq(X, Y) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"� X > Y.





Se os itens da lista são átomos, então a relação mq pode corresponder, por exemplo, à ordem do código ASCII correspondente aos caracteres.  Vamos considerar que





classifica(Lista, Saída)





denote uma relação onde Lista é uma lista de itens e Saída é uma lista dos mesmos itens classificados em ordem crescente, de acordo com a relação mq/2.  Desenvolveremos três definições de tal relação em Prolog, baseadas em diferentes idéias sobre a classificação de listas.  A primeira delas é bastante simples, chegando a ser ingênua:  Para classificar uma lista Lista:





(1)	Encontre dois elementos adjacentes, X e Y, nesta ordem em 	Lista, tais que mq(X, Y).  Troque as posições de X e Y, 	obtendo Lista1 e, depois, classifique Lista1;





(2)	Se não houver nenhum par de elementos adjacentes, X e Y,  	nesta ordem em Lista, então esta já está classificada.





	O propósito da troca das posições dos itens X e Y, que aparecem fora de ordem em Lista é que, após a troca, a nova lista obtida está mais próxima de ser uma lista classificada..  Após um determinado número de trocas de posição, a lista estará completamente ordenada.  Esse princípio de classificação é denominado "bubble sort" (ou classificação "bôlha").  A relação correspondente, bubblesort/2, é apresentada abaixo:





	bubblesort(Lista, Saída) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		troca(Lista, Lista1), !, bubblesort(Lista1, Saída).


	bubblesort(Saída, Saída).





	troca([X, Y | Resto], [Y, X | Resto]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		mq(X, Y).


	troca([Z | Resto], [Z | Resto1]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		troca(Resto, Resto1).





Um outro algoritmo simples de classificação é o sort por inserção (insert sort), que se baseia na seguinte idéia:  Para classificar uma lista não vazia, L = [X | R]:





(1)	Classifique o corpo R da lista L;





(2)	Insira a cabeça, X, de L no corpo classificado em uma posição 	tal que a lista resultante esteja classificada.





O resultado é a lista completamente classificada.  Esse algoritmo é representado em Prolog pela relação insertsort/2:





	insertsort([], []).


	insertsort([X | Resto], Saída) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		insertsort(Resto, Resto1), insere(X, Resto1, Saída).





	insere(X, [Y | Saída], [Y | Saída1]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		mq(X, Y), !, insere(X, Saída, Saída1).


	insere(X, Saída, [X | Saída]).





	Os procedimentos de classificação bubblesort/2 e insertsort/2 são simples, porém ineficientes.  Dos dois, o último é o mais eficiente, entretanto, o tempo médio que o insertsort/2 requer para classificar uma lista de tamanho n cresce proporcionalmente a n2.  Para listas muito longas, portanto, um algoritmo melhor é o quicksort/2, baseado na idéia abaixo e ilustrado na Figura 13.1.  Para classificar uma lista não vazia, L:





(1)	Separe algum elemento X de L e divida o restante em duas 	listas, denominadas Menor e Maior, da seguinte maneira:  	Todos os elementos de L que são maiores do que X 	pertencem a Maior e os restantes pertencem a Menor;





(2)	Classifique Menor, obtendo Menor1;





(3)	Classifique Maior, obtendo Maior1;





(4)	A lista completa é a concatenação de Menor1 com 


	[X | Maior1].





�





Figura 13.1


Classificando uma lista com o algoritmo quicksort/2








	Se a lista a ser classificada estiver vazia, então o resultado da classificação é também uma lista vazia.  Uma implementação do quicksort/2 em Prolog é apresentada na Figura 13.2.  Um detalhe particular dessa implementação é que o elemento X que é retirado de L é sempre a cabeça da lista.  O procedimento que divide L em Maior e Menor é uma relação de quatro argumentos:





divide(X, L, Maior, Menor)





	quicksort([X | R], Saída) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		divide(X, R, Maior, Menor),


		quicksort(Menor, Menor1),


		quicksort(Maior, Maior1),


		conc(Menor1, [X | Maior1], Saída).





	divide(X, [], [], []).


	divide(X, [Y | R], [Y | Menor], Maior) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		mq(X, Y), !, divide(X, R, Menor, Maior).


	divide(X, [Y | R], Menor, [Y | Maior]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		divide(X, R, Menor, Maior).





	conc([], L, L).


	conc([X | L1], L2, [X | L3]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		conc(L1, L2, L3).








Figura 13.2


Uma implementação do algoritmo quicksort/2 em Prolog





	A complexidade temporal deste algoritmo depende de nossa sorte ao dividirmos a lista a ser classificada.  Se a lista for dividida em duas outras com aproximadamente o mesmo tamanho, então a complexidade temporal do procedimento será proporcional a n.log(n), onde n é o tamanho da lista a classificar.  Se, ao contrário, a divisão resultar em duas listas de tamanho muito desigual, então a complexidade será da ordem n2.  Análises mais acuradas mostram que, felizmente, o desempenho médio do algoritmo quicksort/2 se aproxima bem mais da primeira situação do que da segunda.








13.2	REPRESENTAÇÃO DE CONJUNTOS





	Uma aplicação usual para listas é a representação de conjuntos de objetos, entretanto, tal representação não é adequada, uma vez que o teste de ocorrência de um item em uma lista se mostra relativamente ineficiente como teste de pertinência de um elemento a um conjunto.  O predicado membro(X, L), que verifica se X é membro da lista L, é usualmente programado como:








		membro(X, [X | _ ]).


		membro(X, [_ | Y]) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			membro(X, Y).


	Para encontrar X em uma lista L, esse procedimento percorre a lista elemento por elemento até que X seja encontrado ou o fim da lista seja atingido.  Isso se torna especialmente ineficiente no caso de listas muito longas.  Para a representação de conjuntos há diversas estruturas em árvore que possibilitam uma implementação muito mais eficiente da relação de pertinência.  Vamos considerar neste ponto as denominadas "árvores binárias".  Uma árvore binária, ou é vazia, ou é constituída por três argumentos:





		(1)	uma raiz,


		(2)	uma sub-árvore esquerda, e


uma sub-árvore direita.








�





Figura 13.3


Uma árvore binária





	A raiz pode ser qualquer coisa, mas as sub-árvores devem necessariamente ser árvores.  Na Figura 13.3, é apresentado um exemplo.  A árvore ali mostrada representa o conjunto {a, b, c, d}.  Os elementos do conjunto são armazenados nos nodos da árvore e, normalmente, sub-árvores vazias não são representadas.  Por exemplo, o nodo "b" possui duas sub-árvores que são ambas vazias.





	Há diversas maneiras de se representar uma árvore binária através de um termo Prolog.  Uma possibilidade simples é tornar a raiz da árvore o functor principal do termo e as sub-árvores os seus argumentos.  Assim a árvore da Figura 13.3 seria representada pelo termo:


a(b, c(d)).





Entre outras desvantagens, essa representação requer um novo functor para cada nodo da árvore.  Isso pode ocasionar problemas, se os nodos, por sua vez, forem objetos estruturados.  Uma maneira melhor e mais usual de representar árvores binárias é o seguinte:  Emprega-se um símbolo especial para representar a árvore vazia e um functor para representar árvores não-vazias a partir de seus três componentes (a raiz e as duas sub-árvores).  Assumiremos o seguinte:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	A árvore vazia será representada pelo átomo "nil", e





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Será empregado um functor t, de forma que a árvore que possui uma raiz R, uma sub-árvore esquerda E e uma sub-árvore direita D seja representada pelo termo:





t(E, R, D).





Nessa representação a árvore da Figura 13.3 corresponderia ao termo:





t(t(nil, b, nil), a, t(t(nil, d, nil), c, nil))





	Vamos agora considerar a relação de pertinência para conjuntos, que denominaremos pertence/2.  O objetivo pertence(X,T) é verdadeiro se X é um nodo da árvore T.  A relação pertence/2 pode ser definida da seguinte maneira:





	X pertence a uma árvore T se:


			�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  A raiz de T é X, ou


			�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  X está na sub-árvore esquerda de T, ou


			�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  X está na sub-árvore direita de T.


Tais regras podem ser traduzidas diretamente para Prolog, da seguinte maneira:


		pertence(X, t(_, X, _)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"� !.


		pertence(X, t(E, _, _)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			pertence(X, E).


		pertence(X, t(_, _, D)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			pertence(X, D).





	Obviamente o objetivo pertence(X, nil) irá falhar para qualquer valor de X.  Vamos investigar agora o comportamento do predicado pertence/2.  Considerando a árvore apresentada na Figura 13.3, temos:


?-pertence(X, T).


X=a; X=b; X=c; X=d;


não





onde os valores de X são obtidos por backtracking.  Sob o ponto de vista da eficiência, entretanto, o procedimento pertence/2 é tão ineficiente quanto o emprego do predicado membro/2.  Um aumento considerável de eficiência poderá entretanto ser obtido se houver uma relação de ordem entre os elementos do conjunto.  Então os dados na árvore podem ser ordenados da esquerda para a direita de acordo com essa relação de ordem.  Dizemos que uma árvore não-vazia t(E, R, D) está ordenada da esquerda para a direita se:





(1)	Todos os nodos na sub-árvore E são menores do que X,





(2)	Todos os nodos na sub-árvore D são maiores do que X, e





(3)	Ambas as sub-árvores estão também ordenadas.








Tal árvore binária é denominada um "dicionário binário".  Um exemplo é apresentado na figura a seguir:








	�INCORPORAR MSDraw   \* formatomesclar���





Figura 13.4


Um dicionário binário











13.3	DICIONÁRIOS BINÁRIOS





	A vantagem da ordenação é que, para procurar um objeto em um dicionário binário é suficiente pesquisar no máximo uma sub-árvore.  A chave dessa economia, na busca por um elemento X é que podemos comparar X e a raiz, imediatamente descartando pelo menos uma sub-árvore.  Por exemplo, a pesquisa pelo elemento 6 na Figura 13.4 está indicada em negrito e corresponde ao seguinte:





Começa-se na raiz, 5;


Compara-se 6 com 5, estabelecendo que 6>5;


A pesquisa continua na sub-árvore direita;


Compara-se 6 com 8, estabelecendo que 6<8;


A pesquisa continua na sub-árvore esquerda;


Compara-se 6 com 6, estabelecendo que 6=6;


A pesquisa é encerrada com sucesso.





O método de pesquisa em um dicionário binário é, portanto:





	Para encontrar um item X em um dicionário binário D:





		�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  Se X é a raiz de D, então X já foi encontrado, senão


		�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  Se X é menor do que a raiz de D, então X deve ser 	 	    procurado na sub-árvore esquerda de D, senão


		�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  Procurar X na sub-árvore direita de D, e


		�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�  Se D estiver vazio a pesquisa falha.





Essas regras são programadas em Prolog como o procedimento pertence/2, mostrado abaixo na Figura 13.5, onde a relação mq(X, Y) significa que X é maior do que Y.  Se os itens armazenados na árvore são numéricos, então a relação é simplesmente X > Y.








		pertence(X, t(_,X,_)).


		pertence(X, t(E, R, _)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(R, X), pertence(X, E).


		pertence(X, t(_, R, D) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(X, R), pertence(X, D).








Figura 13.5


Encontrando um item X em um Dicionário Binário





O procedimento pertence/2 pode também ser empregado para construir um dicionário binário.  Por exemplo, a consulta abaixo irá construir um dicionário binário D que contém os elementos 5, 3 e 8:





?-pertence(5, D), pertence(3, D), pertence(8, D).


D=t(t(D1, 3, D2), 5, t(D3, 8, D4))





As variáveis D1, D2, D3 e D4 são sub-árvores não especificadas, que podem conter qualquer coisa.  O dicionário que será construído irá depender da ordem dos objetivos na consulta.


	Um comentário sobre a eficiência da pesquisa em dicionários binários é interessante neste ponto.  Em geral a busca por um item em um dicionário binário é bem mais eficiente do que em uma lista.  Tal eficiência é devida ao seguinte:  Vamos supor que n seja o número de itens em nosso conjunto de dados.  Se o conjunto é representado por uma lista. então o tempo esperado de pesquisa é proporcional ao tamanho n da lista.  Em média iremos pesquisar a lista até a metade para encontrar um determinado item, se os valores tiverem uma distribuição normal.  Agora, se o conjunto for representado por um dicionário binário, o tempo de procura será proporcional á "altura" da árvore, representada pelo maior caminho entre a raiz e uma folha da árvore, dependendo portanto de sua conformação.





	Diz-se que uma árvore binária é (aproximadamente) balanceada se, para cada nodo da árvore, as duas sub-árvores são (aproximadamente) do mesmo tamanho, isto é, acomodam o mesmo número de itens.  Se um dicionário de n nodos é balanceado de maneira ótima, então sua altura é proporcional a log(n).  Pode-se dizer então que uma árvore balanceada possui complexidade logarítmica.  A diferença entre n e log(n) é o ganho de eficiência que um dicionário binário possui sobre uma lista.  Isso vale entretanto somente quando a árvore for aproximadamente balanceada.  Se a árvore se afasta de uma conformação balanceada, então o seu desempenho irá degradar.  Em casos extremos, de árvores completamente desbalanceadas, uma árvore fica reduzida a uma lista, tanto em conformação quanto em desempenho.





13.4	INSERÇÃO E REMOÇÃO DE ITENS EM


	DICIONÁRIOS BINÁRIOS





	Na manutenção de um conjunto dinâmico de dados, pode-se desejar inserir novos dados ou remover dados desatualizados do conjunto.   Assim, um repertório comum de operações sobre um conjunto S de dados é dado na tabela abaixo:





RELAÇÃO�
SIGNIFICADO�
�
pertence(X, S)�
X pertence a S�
�
inserir(S, X, S1)�
Inserir X em S produzindo S1�
�
remover(S, X, S1)�
Remover X de S produzindo S1�
�



A relação pertence/2  foi definida na seção anterior.  Definiremos agora a relação insere/3.  É mais fácil inserir novos dados no nível mais "alto" de uma árvore, de modo que um novo item se torna uma "folha" da árvore em uma posição tal que a ordenação da árvore seja preservada.  Representaremos esse tipo de inserção por:





insFolha(D, X, D1)





cujas regras são as seguintes:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	O resultado da inserção de X a uma árvore vazia é a árvore 


	t(nil,X,nil);





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Se X é a raiz de D, D1=D (itens duplicados não são inseridos);





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Se a raiz de D é maior do que X, então X deve ser inserido na sub-árvore esquerda de D.  Caso contrário X deve ser inserido na sub-árvore direita de D.





�





Figura 13.6


Inserção ao nível de folha em um dicionário binário





Na Figura 13.6, as árvores correspondem a seguinte sequência de inserções:


insFolha(D1, 6, D2),


insFolha(D2, 7, D3),


insFolha(D3, 4, D4).





para a relação insFolha/3, definida pelo procedimento abaixo:





		insFolha(nil, X, t(nil, X, nil)).


		insFolha(t(E, X, D), X, t(E, X, D)).


		insFolha(t(E, R, D), X, t(E1, R, D)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(R, X), insFolha(E, X, E1).





		insFolha(t(E, R, D), X, t(E, R, D1)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(X, R), insFolha(D, X, D1).





	Vamos agora considerar a operação remover/3.  É fácil remover uma folha, mas a remoção de um nodo é mais complicada.  A remoção de uma folha pode, na verdade, ser definida como o inverso da inserção, isto é:





		remFolha(D1, X, D2) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			insFolha(D2, X, D1).








Entretanto, se X é um nodo interno, isso não vai funcionar, devido ao problema ilustrado na Figura 13.7:  X tem duas sub-árvores, E e D.  Após a remoção de X ficamos com uma lacuna na árvore e E e D ficam desconectadas do restante dela, sem possibilidade de se conectarem ao nodo pai de X, A, uma vez que este pode somente acomodar uma delas.








�





Figura 13.7


O problema de remover um nodo interior em um dicionário binário





	Se uma das duas sub-árvores, E ou D, estiver vazia, então a solução é simples:  A sub-árvore não-vazia é conectada a A.  Se ambas forem não-vazias, então uma idéia é a seguinte:  O nodo mais à esquerda de D, digamos Y,  é removido de sua posição e conduzido a ocupar a lacuna deixada por X.  Após esta transferência, a árvore resultante continuará ordenada.  Naturalmente a mesma idéia funciona simetricamente, com a transferência do nodo mais à direita de E.  De acordo com essas considerações, a operação de remover um item de um dicionário binário pode ser programada conforme é mostrado na Figura 13.8.  A transferência do nodo mais à esquerda da sub-árvore direita é realizada pela relação:





trans(T, Y, T1)





onde Y é o nodo mais à esquerda de T e T1 é T após remover Y.








		remove(t(nil, X, D), X, D).


		remove(t(E, X, nil), X, E).


		remove(t(E, X, D), X, t(E, Y, D1)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			trans(D, Y, D1).


		remove(t(E, R, D), X, t(E1, R, D)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(R, X)), remove(E, X, E1).


		remove(t(E, R, D), X, t(E, R, D1)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(X, R), remove(D, X, D1).





		trans(t(nil, Y, D), Y, D).


		trans(t(E, R, D), Y, t(E1, R, D)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			trans(E, Y, E1).








Figura 13.8


Removendo um nodo interior em um dicionário binário





	Há ainda uma outra solução, mais elegante, para as relações de inserção e remoção de nodos.  Uma relação insere/3 pode ser definida, de forma não-determinística, de maneira que um novo item seja inserido em qualquer nível da árvore e não apenas como um nodo folha.  As regras correspondentes são:





	Para inserir um nodo X em um dicionário binário D:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Inserir X como raiz de D, ou


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Se a raiz de D é maior do que X, então inserir X na sub-àrvore esquerda de D.  Caso contrário inserir X na sub-árvore direita de D.





A dificuldade aqui é a inserção de X como raiz de D.  Vamos formular essa operação como a relação:





insRaiz(D, X, D1)





onde X é o item a ser inserido como raiz de D e D1 é o dicionário resultante, com X como raiz.  A figura abaixo ilustra as relações entre X, D e D1:








�





Figura 13.9


Inserção de um item X como raiz de um dicionário binário








	A questão agora é:  O que são as sub-árvores E1 e E2 na figura acima? (ou D1 e D2, altenativamente).  A resposta deriva das seguintes restrições:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	E1 e E2 devem ser, necessariamente, dicionários binários;





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	O conjunto de nodos em E1 e E2 é igual ao conjunto de nodos em E;





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Todos os nodos em E1 são menores do que X e todos os nodos em E2 são maiores do que X.





	A relação que impõe todas essas restrições é exatamente a relação procurada, insRaiz/3.  Assim, se X foi inserido em E como raiz, então as sub-árvores resultantes são E1 e E2 que, em Prolog, devem satisfazer a:


insRaiz(E, X, t(E1, X, E2))





assim como se X for inserido em D, D1 e D2 devem respeitar:





insRaiz(D, X, t(D1, X, D2))





	A Figura 13.10, abaixo, apresenta o programa completo para a inserção não-determinística em um dicionário binário.  A característica principal de tal programa é que não há restrição quanto ao nível de inserção.  Assim, insere/3 pode ser empregada na direção inversa para a remoção de um item do dicionário.








		insere(DB, X, DB1) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			insRaiz(DB, X, DB1).





		insRaiz(nil, X, t(nil, X, nil)).


		insRaiz(t(E, X, D), X, t(E, X, D)).


		insRaiz(t(E, Y, D), X, t(E1, X, t(E2, Y, D))) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(Y, X), insRaiz(E, X, t(E1, X, E2)).


		insRaiz(t(E, Y, D), X, t(t(E, Y, D1), X, D2)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			mq(X, Y), insRaiz(D, X, t(D1, X, D2)).








Figura 13.10


Inserção não-determinística em um dicionário binário











13.5	APRESENTAÇÃO DE ÁRVORES





	Como todos os objetos em Prolog, uma árvore binária pode ser apresentada por meio do predicado embutido write/1.  Entretanto o objetivo write(T) irá apresentar toda a informação contida em T, sem indicar graficamente a real estrutura de uma árvore.  Pode ser bastante cansativo imaginar a estrutura de uma árvore a partir do termo Prolog que a representa.  Assim muitas vezes é desejável se dispor de um procedimento que permita a representação gráfica de sua estrutura.





	Há um método relativamente simples de apresentar graficamente a estrutura de árvores binárias.  O truque é apresentar a árvore da esquerda para a direita, e não da raiz para as folhas, como são usualmente representadas.  Vamos definir um procedimento, apresenta(T) para apresentar desse modo a estrutura de uma árvore T.  O princípio é o seguinte:








	Para apresentar uma árvore não-vazia T:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Apresentar a sub-árvore esquerda de T, identada por alguma distância, H, para a direita,





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Apresentar a raiz de T, e





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Apresentar a sub-árvore direita de T, identada por alguma distância, H, para a direita.





		A distância de identação, H, que pode ser adequadamente escolhida, é um parâmetro adicional para a identação de árvores.  Pela introdução de H, precisamos de um procedimento, ap(T, H), para apresentar T identada H espaços a partir da margem esquerda.  A relação entre os procedimentos apresenta/1 e ap/2 é a seguinte:





apresenta(T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"� ap(T, H).











		apresenta(T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"� ap(T, 0).





		ap(nil, _).


		ap(t(E, R, D), H) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			H2 is H+2, 


			ap(D,H2), 


			tab(H), write(R), nl, 


			ap(E,H2).








Figura 13.11


Apresentação de uma Árvore Binária








A Figura 13.11 mostra o procedimento apresenta/1 codificado em Prolog.  O princípio adotado para obter esse formato de saída pode ser facilmente adaptado para a apresentação dos mais diversos tipos de árvores.























13.6	GRAFOS








13.6.1	REPRESENTAÇÃO





	As estruturas em forma de grafos são empregadas em diversas aplicações, tais como a representação de relações, situações e problemas.  Um grafo é definido por um conjunto de nodos e um conjunto de arestas, onde cada aresta interliga um par de nodos.  Quando as arestas são direcionadas, são também denominadas arcos.  Os arcos são representados por meio de pares ordenados.  Os grafos assim constituídos são denominados grafos direcionados.  Aos arcos podem ser associados custos, nomes ou qualquer tipo de rótulo, dependendo da aplicação.  Na figura abaixo são apresentados dois exemplos de grafos.





�





Figura 13.12


(a) Grafo.   (b) Grafo direcionado com custos associados aos arcos





	Os grafos podem ser representados em Prolog de diversas maneiras.  Um método é representar cada aresta ou arco separadamente, por meio de uma cláusula.  Por exemplo, os grafos da figura acima podem ser representados pelos seguintes conjuntos de cláusulas:





conecta(a, b).		arco(s, t, 3).


conecta(b, c).		arco(t, u, 5).


conecta(c, d).		arco(t, v, 1).


conecta(d, b).		arco(v, u, 2).


			arco(u, t, 2). 








	Um outro método é representar o grafo completo, como um único objeto.  Um grafo pode ser então representado por um par de conjuntos: nodos e arcos.  Vamos escolher o functor grafo/2 para combinar esses conjuntos em um par, e o functor ar/2  para as arestas.  Então o grafo da Figura 13.12(a) pode ser representado por:





G1 = grafo([a, b, c, d], [ar(a, b), ar(b, c), ar(b, d), ar(c, d)])





Para representar um grafo direcionado escolheremos os functores grd/2 para o grafo e a/3 para os arcos.  A representação do grafo direcionado apresentado na Figura 13.12(b) fica então:





G2 = grd([s, t, u, v], [a(s,t,3), a(t,v,1), a(t,u,5), a(u,t,2), a(v,u,2)])





Se cada nodo estiver conectado a pelo menos um outro nodo - isto é: não há nodos "soltos" - o grafo é denominado "conexo".  Na representação de grafos conexos pode-se omitir a lista de nodos, uma vez que esta fica implicitamente definida pela lista de arestas.





	Ainda um outro método para representar grafos em Prolog é associar a cada nodo a lista de todos os nodos que lhe são adjacentes.  Nessa representação um grafo é uma lista de pares constituídos por um nodo e a sua correspondente lista de nodos adjacentes.  Os grafos anteriormente exemplificados podem então ser representados por:





G1 = [a �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [b], b �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [a, c, d], c �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [b, d], d �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [b, c]]





G2 = [s �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [t/3], t �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [u/5, v/1], u �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [t/2], v �SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"� [u/2]]





onde os símbolos "�SÍMBOLO 174 \f "GreekMathSymbols"�" e "/" são operadores infixos.





	A representação mais adequada vai naturalmente depender da aplicação e das operações que deverão ser executadas sobre os grafos.  Duas operações típicas são:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Encontrar um caminho entre dois nodos dados, e





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Encontrar um subgrafo com alguma propriedade característica.




















13.6.2	CAMINHAMENTO EM GRAFOS





	Seja G um grafo e A e Z dois nodos de G> Vamos definir uma relação





caminho(A, Z, G, C)








onde C é um caminho acíclico entre A e Z em G.  O caminho C é representado por uma lista de nodos.  Se G é o grafo representado na Figura 13.12(a), então podemos escrever, por exemplo:








caminho(a, d, G, [a, b, d])





caminho(a, d, G, [a, b, c, d])








Uma vez que o caminho não deve conter nenhum ciclo, cada nodo pode aparecer na lista no máximo uma vez.  Um método para se encontrar um caminho entre dois nodos em um grafo é o seguinte:








	Para encontrar um caminho acíclico C entre os nodos A e Z 	de um grafo G:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Se A = Z, então C = [A], senão





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Encontrar um caminho acíclico C1, de algum nodo Y até o nodo Z e encontrar um caminho de A até Y, evitando os nodos em C1.








Essa formulação implica em outra relação:  Encontre um caminho sob a restrição de evitar um determinado conjunto de nodos.  Assim, definiremos um segundo procedimento:





caminho1(A, C1, G, C)





cuja relação com o procedimento caminho/4 é mostrada na Figura 13.13 a seguir:








�





Figura 13.13


Relação entre os procedimentos caminho/4 e caminho1/4








	Como ilustrado na Figura 13.13, os argumentos do procedimento caminho1/4 são:





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	A, que é um nodo,





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	G, que é um grafo,





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	C1, que é um caminho acíclico em G, e





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	C,  que é um caminho acíclico em G, de A até o início de C1 e continuando ao longo de C1 até o seu final.








A relação entre caminho/4 e caminho1/4 é dada por:





caminho(A, Z, G, C) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"� caminho(A, [Z], G, C).








A Figura 13.13 sugere uma definição recursiva de caminho1/4.  O caso básico surge quando o nodo inicial de C1 (Y, na figura) coincide com o nodo inicial de C, que é A.  Se isso não ocorrer, então deve haver um nodo X tal que:





(1)	Y  é adjacente a X,





(2)	X  não está em C1, e





(3)	C  satisfaz a caminho1(A, [X | C1], G, C)





O programa completo é apresentado na Figura 13.14, abaixo, onde membro/2 é a relação de ocorrência para listas e a relação adjacente(X, Y, G) significa que há um arco conectando os nodos X e Y no grafo G.





	


	caminho(A, Z, G, C) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		caminho1(A, [Z], G, C).





	caminho1(A, [A | C1], _, [A | C1]).


	caminho1(A, [Y | C1], G, C) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		adjacente(X, Y, G), 


		not membro(X, C1),


		caminho1(A, [X, Y | C1], G, C).





	adjacente(X, Y, grafo(Nodos, Arestas)) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		membro(ar(X, Y), Arestas);


		membro(ar(Y, X), Arestas).








Figura 13.14


Encontrando caminhos acíclicos entre os nodos A e Z no grafo G








	Um problema clássico sobre estruturas em grafo é encontrar um caminho "hamiltoniano", isto é, um caminho acíclico que percorra todos os nodos do grafo.  Usando o procedimento caminho/4, anteriormente definido, isso pode ser realizado da maneira apresentada abaixo, onde nodo(N, Grafo) significa que N é um nodo do grafo Grafo.


.	hamiltoniano(Grafo, Caminho) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		caminho( _, _, Grafo, Caminho),


		cobre(Caminho, Grafo).





	cobre(Caminho, Grafo) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		not(nodo(N, Grafo), not membro(N, Caminho).





	Pode-se associar custos aos caminhos em um grafo.  O custo total de um caminho é a soma dos custos associados aos arcos que formam o caminho.  Se não há custos associados aos arcos, então pode-se falar sobre a "extensão" do caminho, contando uma unidade para cada um dos arcos que o constituem.  As relações caminho/4 e caminho1/4 podem ser modificadas de modo a manipular os custos, por meio da introdução de um argumento adicional para cada caminho:


caminho(A, Z, G, C, Custo)





e





caminho1(A, C1, Custo1, G, C, Custo)








onde Custo é o custo do caminho C e Custo1 é o custo do caminho C1.  A relação adjacente/5 é também resultado da adição de um argumento extra - o custo de um arco - à relação original adjacente/4.  








	


	caminho(A, Z, G, C, Custo) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		caminho1(A, [Z], 0, G, C, Custo).





	caminho1(A, [A | C1], Custo1, G, [A | C1], Custo1).


	caminho1(A, [Y | C1], Custo1, G, C, Custo) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		adjacente(X, Y, CustoXY, G),


		not membro(X, C1),


		Custo2 is Custo1+CustoXY,


		caminho1(A, [X, Y | C1], Custo2, G, C, Custo).








Figura 13.15


C é um caminho acíclico de A a Z em G cujo custo é Custo








A Figura 13.15 mostra um programa que computa caminhos e os seus custos, podendo ser utilizado para encontrar um "caminho de custo mínimo" entre dois nodos de um grafo.  Isso é obtido por meio dos objetivos:





?-caminho(n1, n2, G, CaminhoMin, CustoMin),


not(caminho(n1, n2, G, _, Custo), Custo < CustoMin).








De modo semelhante também é possível encontrar um "caminho de custo máximo" entre qualquer par de nodos em um grafo G através da conjunção de objetivos abaixo:





?-caminho(_, _, G, CaminhoMax, CustoMax),


not(caminho(_, _, G, _, Custo), Custo > CustoMax).





	Deve-se ressaltar que esse método de encontrar caminhos de custo mínimo ou máximo é extremamente ineficiente, uma vez que investiga todos os caminhos possíveis de forma completamente não seletiva, sendo totalmente inadequado para grandes grafos, devido à sua elevada complexidade temporal.








13.6.3	ÁRVORES GERADORAS





	Como já foi comentado, um grafo é dito ser conexo se há um caminho entre quaisquer dois nodos que dele fazem parte.  Seja G = (N, A)  um grafo conexo com um conjunto de nodos N e um conjunto de arestas A.  Uma "árvore geradora" de G é um grafo conexo T = (N, A'),  onde  A'  é um subconjunto de A tal que:





		         (1)   T é conexo, e


		         (2)   Não há ciclos em T.





Essas duas condições garantem que T é uma árvore.  Para o grafo apresentado na Figura 13.12(a), por exemplo, há três árvores geradoras que correspondem às seguintes três listas de arestas:





T1 = [a-b, b-c, c-d]


T2 = [a-b, b-d, d-c]


T3 = [a-b, b-d, b-c]





onde cada termo da forma X-Y denota uma aresta entre os nodos X e Y.  Pode-se escolher qualquer nodo na lista para raiz da árvore.  As árvores geradoras são de interesse, por exemplo, em problemas de comunicação, porque fornecem, com o menor número de linhas de comunicação possível, um caminho entre qualquer par de nodos.  Definiremos um procedimento:





arvG(T, G)


onde T é uma árvore geradora de G.  Assumiremos para isso que G é um grafo conexo.  Podemos imaginar a construção algorítmica de uma árvore geradora da seguinte maneira:  Iniciamos com um conjunto vazio de arestas, ao qual gradualmente vamos adicionando arestas de G, tomando cuidado para que nunca seja gerado um ciclo, até que mais nenhuma aresta de G possa ser adicionada ao conjunto, porque isso determinaria a geração de um ciclo.  O conjunto de arestas resultante define uma das árvores geradoras de G.  A condição de não-ciclo pode ser mantida por meio de uma regra simples:  Uma aresta pode ser adicionada ao conjunto somente se um de seus nodos já pertence à árvore geradora em formação e o outro ainda não pertence.  Um programa que implementa essa idéia é mostrado na Figura 13.11.  A relação fundamental ali é desenvolve(T1, T, G), onde todos os três argumentos são conjuntos de arestas.  G é um grafo conexo.  T1 e T são subconjuntos de G tais que ambos representam árvores.  T é uma árvore geradora de G, obtida pela adição de zero ou mais arestas de G a T1.  Pode-se dizer que T1 origina o desenvolvimento de T.





		arvG(G, T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			membro(Aresta, G),


			desenvolve([Aresta], T, G).





		desenvolve(T1, T, G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			novaAresta(T1, T2, G),


			desenvolve(T2, T, G).


		desenvolve(T, T, G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			not novaAresta(T, _, G).





		novaAresta(T, [A-B | T], G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			adjacente(A, B, G),


			nodo(A, T),


			not nodo(B, T).





		adjacente(A, B, G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			membro(A-B, G); membro(B-A, G).





		nodo(A, G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


			adjacente(A, _, G).





Figura 13.16


Um procedimento algorítmico para obter a árvore geradora T de um grafoG, assumido conexo





	É interessante desenvolver também um programa para a construção de árvores geradoras de forma completamente declarativa, pelo simples estabelecimento de relações matemáticas.  Assumiremos que tanto grafos conexos como árvores sejam representados por meio de listas de arestas como no programa da Figura 13.16.  As definições necessárias são:





	(1)	T é uma árvore geradora de G se:


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	T é um subconjunto de G,


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	T é uma árvore, e


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	T "cobre" G, isto é, todo nodo de G está também em T.





	(2)	Um conjunto de arestas T é uma árvore se:


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	T é conexo, e


�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	T não possui ciclos.











	Usando a relação caminho/4, definida na seção anterior, tais definições podem ser estabelecidas em Prolog conforme é mostrado na figura abaixo.  Deve-se notar, entretanto, que o programa ali definido é de pequeno interesse prático devido a sua ineficiência.





	arvG(G, T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		subconj(G, T), árvore(T), cobre(T, G).





	árvore(T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		conexo(T), not temCiclos(T).





	conexo(T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		not(nodo(A,T), nodo(B,T), not caminho(A,B,T, _)).





	temCiclos(T) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		adjacente(A, B, T), caminho(A, B, T, [A, X, Y | _]).





	cobre(T, G) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		not(nodo(A, G), not nodo(A, T)).





	subconj([], []).


	subconj([X | L], S) �SÍMBOLO 172 \f "GreekMathSymbols"�


		subconj(L, L1), (S = L1; S = [X | L1]).





Figura 13.17


Um procedimento declarativo para obter as árvores geradoras de G

















RESUMO








�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	No presente capítulo estudou-se diferentes métodos de classificação de listas, tecendo considerações acerca da sua eficiência:





				(1)   bubblesort/2;


				(2)   insertsort/2;


				(3)   quicksort/2.














�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Representação de conjuntos como árvores binárias e dicionários binários:


			(1)   Procura por um item em uma árvore;


			(2)   Inserção de itens;


			(3)   Remoção de itens;


			(4)   Balanceamento de árvores e sua relação com a 		       eficiência;


			(5)   Apresentação de árvores.





�SÍMBOLO 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Grafos:


			(1)   Representação de grafos;


			(2)   Caminhamento em grafos;


			(3)   Obtenção das árvores geradoras de um grafo.











EXERCÍCIOS








13.1	Escreva um programa para intercalar duas listas classificadas, 	produzindo uma terceira lista, também classificada.  Por 	exemplo:





?-intercala([3,4,5], [1,2,2,5,7], L).


L = [1,2,2,3,4,5,5,7]








13.2	Escreva um programa para descrever a relação quicksort/2, 	empregando pares-diferença na representação de listas.


13.3	O programa quicksort/2, apresentado neste capítulo, possui   	um desempenho sofrível quanta a lista a ser classificada já 	está classificada ou quase classificada.  Analise porque isso 	ocorre e proponha modificações no algoritmo capazes de 	solucionar tal problema.








13.4	Um outro algoritmo de classificação de listas baseia-se na 	seguinte	 proposta:  Para classificar uma lista L:





	(1)  Divida L em duas listas,  L1 e L2, com aproximadamente 	      o mesmo tamanho,


	(2)  Classifique L1 e L2, obtendo S1 e S2, e


	(3)  Intercale S1 e S2,  obtendo a lista L classificada.





	Implemente este princípio de classificação e compare sua 	eficiência com a obtida no programa quicksort/2.








13.5	Defina os predicados:





arvBin(Objeto)  e  dicBin(Objeto)





	para reconhecer, respectivamente se Objeto é uma árvore 	binária ou um dicionário binário.








13.6	Defina o procedimento





altura(ÁrvoreBinária, Altura)





	para computar a altura de uma árvore binária.  Assuma que a 	altura de uma árvore vazia é zero e que a de uma árvore 	com  um único elemento é 1.








13.7	Defina a relação





lineariza(Árvore, Lista)





	para representar uma árvore linearizada sob a forma de lista.








13.8	Considere as árvores geradoras de um grafo que possui 	custos associados às arestas.  Seja o custo de uma árvore 	geradora definido como a soma dos custos de todas as 	arestas nela presentes.  Escreva um programa para encontrar 	a árvore geradora de custo mínimo em um grafo.
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