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-

L OGICA M ATEMATICA

-

® Logica é uma ciéncia de indole Matematica e

fortemente ligada a Filosofia . Ja que o pensamento é
a manifestacao do conhecimento, e que o
conhecimento busca a verdade, é preciso estabelecer
algumas regras para que essa meta possa ser atingida.
Assim, a légica é o ramo da filosofia que cuida das
regras do bem pensar, ou do pensar correto, sendo,
portanto, um instrumento do pensar. (Wikipedia)

Logica é a disciplina que lida com métodos de
raciocinio. A Logica prové regras e técnicas para
determinar se um dado argumento é valido.

Logica Matematica € o uso da logica formal para
estudar o raciocinio matematico

|
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L OGICA M ATEMATICA

- N

# "Logica Matematica € uma ferramenta fundamental
na definicao de conceitos
computacionais. - Diretrizes curriculares do MEC para
Cursos de Computacao e Informatica.
# Aplicacoes em Ciéncia da Computacao:
s Projeto de Circuitos Ldgicos,
» Inteligéncia Atrtificial,
s Construcao e Verificacao de Algoritmos.

o |
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NOTAS HISTORICAS

-

Os primeiros principios referentes a Logica podem ser
atribuidos a Aristoteles.

No livro primeiro Analitica se encontra o nucleo do
pensamento Aristotélico — a Teoria dos Silogismos.

Silogismo € uma frase na qual tendo se afirmado
algumas coisas, algo além destas coisas se torna
verdadeiro.

A Logica Aristotélica se ocupa apenas da forma do
pensamento, sem levar em consideracao os objetos
particulares em que se pensa.

Nos séculos que se seguiram a logica e a filosofia
floresceu na Grécia, servindo de alimento a curiosidade
Intelectual. J
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NOTAS HISTORICAS - PARADOXOS

- N

# Um paradoxo é uma declaracdo aparentemente
verdadeira que leva a uma contradicao logica, ou a
uma situacao gue contradiz a intuicao comum.

s Ha em Sevilha um barbeiro gue reune as duas
condi¢cOes seguintes:

1. Faz a barba a todas as pessoas de Sevilha que
nao fazem a barba a si proprias.

2. S0 faz a barba a quem néo faz a barba a si
proprio.

s Quem barbeia o barbeiro?

s Se voceé diz que esta mentindo e esta dizendo a
verdade entao vocé esta mentindo?.

o |
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AXIOMA DO MEIO EXCLUIDO

fEstes argumentos alimentaram profunda especulacao T
Intelectual para fildsofos desde entao, principalmente na
Grécia antiga, 0s guais notaram ser o axioma do meio
excluido o ponto crucial. Este axioma considera que as
proposicoes podem ter apenas dois valores de verdade:
verdadeiras ou falsas . Valores intermediarios de verdade

sendo excluidos.

o |
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SISTEMAS LOGICOS FORMAIS

- N

# Logica Proposicional ou Calculo Sentencial
s E o sistema Formal mais simples que se possa
Imaginar.

s E um sistema no qual as declarac¢des tem valor de
verdade VERDADEIRO ou FALSO.

s Exemplos:

s “O Figado é um orgao grande”
s “Varsovia € a capital da Polonia”

o |
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SISTEMAS LOGICOS FORMAIS

-

# Logica de Predicados
» Considera ainda predicados, variaveis e
guantificadores sobre estas variaveis.
s Exemplos:

s “EXiste alguém que esta rezando”
s “Maria ama Joao”
s “Todo homem é mortal”

o |
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PROPOSICOES

- N

# Assercao : uma declaracao (sentenca declarativa).

# Proposicao : uma assercao gque é verdadeira (V) ou
falsa (F), mas nao ambos.

# Valor verdade : € o resultado da avaliacao de uma
proposicao (V ou F).

o |
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PROPOSICOES

- N

# Exemplo: Quais das seguintes assercoes sao
proposicoes?

2+3=5 Droposicao verdadeira

3 nao € um ndmero par | proposicao verdadeira

A Terra é plana proposicao falsa

X>5 assercao, mas nao proposicao
Esta declaracao é falsa | assercao, mas nao proposicao
Vocée fala inglés? nem assercao, nem proposicao
Leia o livro texto nem assercao, nem proposicao

o |
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PROPOSICOES

- N

#® Observe que o valor verdade (V ou F) de uma
Proposicao nao € necessariamente conhecido.

s Exemplo: “A temperatura na superficie de Vénus é
de 400°C” € uma proposicao.

# Podemos usar proposicoes encadeadas para
concluirmos uma nova proposicao — isto é raciocinio
dedutivo.

s Exemplo:
s Hoje é segunda ou terca-feira (V).
s Hoje néo é segunda-feira (V).
s Conclui-se que: Entao, hoje é terca-feira.

o |
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SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Lembrem-se que a Matematica € uma ferramenta para
modelagem e abstracdo do “mundo real”, e a Logica
pode se constituir na LINGUAGEM pela qual
descrevemos fatos e idéias sobre este mundo.

# Assim como a Lingua portuguesa é uma linguagem e
gue portanto possui uma gramatica e formas de
escrever corretamente uma frase que expresse alguma
fato ou idéia, também a Logica possui uma linguagem,
com seus elementos e gramatica, a que chamamos de
SINTAXE da Logica proposicional.

# A sintaxe do Calculo proposicional especifica os
simbolos e os modos de combina-los para formar uma
expressao valida da linguagem, as quais podem ser
L chamadas de “formulas bem formadas "(fbf). J
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SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Elementos Validos:
s Letras Sentenciails—p, q, 1, S, a, b, etc.

# Conectivos ou Operadores Logicos:

Negacéo — ndo € o caso que (~) (—)
Conjuncéo — e (&) (A)

Disjuncao — ou (V)

Condicional ou implicacao: se ...entdo (—) (=)
s Bicondicional: se e somente se («) (<)

i
K
i
K

® Parénteses

s ()

o |
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SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Tendo ja apresentado a lista de simbolos primitivos, ha
apenas 3 regras para verificar se uma formula € bem
formada:

1. Uma letra sentencial sozinha é gramaticalmente
correta ou uma formula bem formada.

2. Se qualguer formula A (tal como (pVq) é bem
formada, entdo também o é sua negacao -A
(—(pVQ) neste caso).

3. Se A e B sao formulas bem formadas, entao
também o sao (A A B), (AV B) e (A—B).

o |
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SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

-

# Exemplo
1. =((p v q) ? r) -Esta formula € bem formada?

2. ((p Vv Q) ?r)-Sim, se esta formula € bem formada
(regra2).

((p v g)?r) -Esta formula é bem formada?

(p V ) - Sim, se esta formula € bem formada, e

I -se esta formula também é bem formada (r3).

(p v q) -Esta formula € bem formada?

p -Sim, se esta formula for bem formada, e

.  -se esta formula for bem formada (r3).

o |
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SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Exemplo (continuacao...)

9. p -Esta formula é bem formada (rl).
10. g -(idem)
11. r -(idem)

o |

Prof. Mauro Roisenberg - UFSC/CTC/INE/2007 — p. 16



SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL

f.’ Uma fbf pode ter uma interpretacao a qual define a T
semantica da linguagem. Uma interpretacao pode ser
considerada como um mapeamento do conjunto das
fbfs para um conjunto de valores de verdade {V, F} ou

{Verdadeliro, Falso} .

# Exemplos:
s —A N B é verdade se A € verdade e se B € verdade;
s — A Vv B e verdade se qualquer dos dois, Aou B é
verdade;

s — A—DB significa que se A é verdade, entdo B é
verdade. Entretanto nada se sabe de B se A for
falso.

o |
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OPERADORES LOGICOS

-

#» Negacao (operacao “nao”)
s — A sentenca: “Nao e verdade que p”
s € uma outra proposicao
s chamada de negacéao de p

s notacao: ~p, —p, not p

# Exemplos:

s a)p: 2+3>1: 2+ 3é maiordoque 1
—p: 2+3 nao € maior do que 1, (ou 2+3 < 1)

s b) q: “Hoje é quarta-feira”
—(: “Nao é verdade gque hoje é quarta-feira”, ou
(“Hoje nao é quarta-feira”)

s C) p: esta chovendo hoje

L —p: N&o é o caso de gue esta chovendo hoje J
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OPERADORES LOGICOS

fDa definicao de negacao segue que: T
- se p € Verdadeiro, entdo —p é Falso
- se p € Falso, entao —p € Verdadeiro

Logo, o valor verdade de —p, relativo a p, € dado por:

PP
V| F
F| V

o |
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OPERADORES L OGICOS

- N

#» Conjuncao (operacao “e”)

» Notacao: pAg,peqg,pandq

» Definicao:

TI<| I <|©
<l T <|©o
T

FIF| F
» Observe que ha 4 possibilidades

o |
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OPERADORES LOGICOS

-

#» Conjuncao (operacao “e”)

s Exemplos de conjuncao (p A Q):
a)p: hoje é terca-feira (V)
g:. estad chovendo hoje (F)
P A g: hoje é terca e esta chovendo hoje (F)
b)p: 2 <3 (V)
g. -5>-8 (V)
PA(Q: 2<3 e -5>-8 (V)
c)p: esta chovendo hoje (F)
g. 3<5 (V)
P A (. estad chovendo hoje e 3<5 (F)

o |
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OPERADORES L OGICOS

- N

# Disjuncao (operacgao “ou”)
s Notacao: pvg,poudg,porq

s Definicao:

PVv(q

mnmn<| <|©o
i< N<|a
TI<| <<

o |
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OPERADORES LOGICOS

-

# Disjuncao (operacao “ou”)

s Exemplos de disjuncao (p v Q):

a) p: 2 € um inteiro positivo (F)
J: +/2 € um numero racional (V)
pVvd: 2 € um inteiro positivo ou /2 é um racional

(V)

b)p: 2+ 3 #5(F)
g. Curitiba é a capital de Santa Catarina (F)
pVvQg: 2 + 3 # 5 ou Curitiba € a capital de SC (F)

o |
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OPERADORES LOGICOS

- N

# Disjuncao (operacao “ou”)
» O conectivo OU pode ser interpretado de duas

maneiras:
OU inclusivo OU exclusivo
"Eu passei em Matematica ou | "Eu vim de carro ou
eu rodeli em Economia." eu vim de onibus
para a UFSC."

» No primeiro caso pelo menos uma das
possibilidades ocorreu, mas poderiam ter ocorrido

ambas.
» No segundo somente uma das possibilidades pode

L ter ocorrido. J
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OPERADORES L OGICOS
f.’ Disjuncao exclusiva (operacao “xor”) T

» Notacao: p ¢ g, p xorq
p ou g (mas nao ambos)

s Definicao:

Poq

T TN<I <|©T
i< i<l

< <| T

» Valor verdade V quando exatamente um dos dois

L for V J
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OPERADORES L OGICOS

- N

#» Condicional ou Implicacao (se p, entao q)
» Notacao: p— (¢

s Definicao:

N < | <|©T
<l T <|©o
T

F| V

s Note que p—q e V quando:
s P eqsaoambosV
L s p e F (naoimportando o valor de q) J
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OPERADORES L OGICOS

-

# Condicional ou Implicacao (se p, entao q)

» Maneiras de expressar p—d:
se p, entao q
p € condicao suficiente para g
g € condicao necessaria para p
P somente se g
g € consequéncia logica de p
» Na expressao p—q:
s P é chamado de hipotese ou antecedente
s g € chamado de conclusao ou conseguente

e e o b ©

o |
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OPERADORES LOGICOS

- N

#» Condicional ou Implicacao (se p, entao q)

s Exemplo:
1. “Se eu pegar o livro na biblioteca, entao vou lé-lo
esta noite.”
2. A sentenca:
“Fogo € uma condicao necessaria para fumaca”
pode ser reformulada como:
“Se ha fumaca, entao ha fogo”

s Logo:
- 0 antecedente é: “Ha fumaca”
- 0 consequente é: “Ha fogo”

o |
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OPERADORES LOGICOS

- N

#» Condicional ou Implicacao (se p, entao q)

» Exemplo: Indique o antecedente e o conseqguiente
em:

1. “Se a chuva continuar, o rio vai transbordar”.

2. “Uma condicao suficiente para a falha de uma
rede € que a chave geral pare de funcionar”.

3. “Os abacates s0 estao maduros guando estao
escuros e macios”.

o |
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OPERADORES LOGICOS

- N

#» Condicional ou Implicacao (se p, entao q)
» Na linguagem usual, a implicacao p—q sup0e um
relacao de causa e efeito entre p e g.
s Exemplo: “Se fizer sol amanha, eu vou a praia”

s Em Ldgica, p—q diz apenas gue nao teremos p
Verdadeiro e g Falso ao mesmo tempo.
s Exemplo: “Se hoje é terca-feira, entdo 2+2=5"

» Note que se p é F, entdo p—q e V para qualquer q:
“Uma falsa hipdtese implica em qualquer conclusao”.

s Exemplo: “Se 2+2=5, entdo no Brasil ndo ha
corrupcao”.

o |
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OPERADORES L OGICOS

- N

# Bicondicional ou Equivaléncia (p se e somente se
QP —aqgAq—Dp)
» Notacao: p < (¢

s Definicao:

< <|T
< T <|a
T

FIF| Vv

» Note que p~—Qq eV somente quandop e gtémo
L mesmo valor verdade J
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OPERADORES L OGICOS

- N

# Bicondicional ou Equivaléncia (p se e somente se
QP —aqgAq—Dp)
» Maneiras de representar p«<qQ:
s 'pPseesomenteseq’
s “p e necessario e suficiente para q”
s “se p entao g, e conversamente”

s Exemplo:
s “A cidade sera destruida se e somente se houver
um terremoto”

o |
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OPERADORES L OGICOS

- N

#» Precedéncia de Operadores Logicos

Operador | Precedéncia
= 1
A 2
V 3
— 4
< 5

o |
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DA LINGUAGEM NATURAL PARA A LOGICA

- N

# Apesar de necessario, nem sempre é facil
expressar declaracoes da linguagem natural
(portugués, p.ex.) para a linguagem da ldgica.

s Exemplo: encontrar a proposicao que traduz a
seguinte sentenca:

s “Vocé nao pode andar de patins se vocé tem
menos do que 1,20m, a nao ser que voceé tenha
mais do que 16 anos”.

s Definindo:
g. “Vocé pode andar de patins”
r: “Vocé tem menos do que 1,20m”
s: “Vocé tem mais do que 16 anos”

s a sentenca pode ser traduzida por:

L p: (r A=S) — —Q J
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TABELA VERDADE

-

Fornece os valores verdade de uma formula bem
formada em termos dos valores verdade de suas
partes componentes.

Util na determinac&o dos valores verdade de

proposicoes construidas a partir de sentencas mais
simples.

As Tabelas-Verdade fornecem um teste rigoroso e
completo para a validade de formas de argumento da
Logica proposicional, aléem de se constituir em um
algoritmo.

Quando existe um algoritmo que determina se as
formas expressaveis em um sistema formal sao validas
OuU nao, esse sistema é dito decidivel .
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TABELA VERDADE

- N

# Algoritmo para Construir a Tabela-Verdade

» A Tabela-Verdade de uma proposicao composta por
n variaveis € obtida por:

1. As primeiras n colunas da tabela devem ser
rotuladas com as letras sentenciais — outras
colunas servirao para combinacoes
Intermediarias.

2. Sob cada uma das primeiras colunas lista-se
todas as 2" possiveis combinacOes dos valores
verdade das letras sentencias.

3. Para cada linha computa-se o valor verdade
resultante das proposicoes intermediarias, isto e,
as letras sentenciais ligadas por conectivos ou

L precedidas de negacao.

|
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TABELA VERDADE

-

# Exemplo:(r A—S) — —(Q
» envolve 3 proposicoes independentes
s logo, ha 2° = 8 situacdes possiveis:

g|r|{s|—g|-s|((rA-s)|(rA-s)— Qg
FIFIF|V |V F V
FIFIV|V | F F Vv
FIVIF|V |V Vv Vv
FIV|IV|V |F F V
VIFIF| F |V F V
VIFIV|F | F F Vv
VIVIF|F |V Vv F
L VIVIV| F | F F V J
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TABELA VERDADE

- N

# Exercicio:Tabela verdade de (pvq) — (r < p)

r (Pv@) — (r < p)

©

N < < << << <
o

©

TN NN NN<|=

MmN < < <I<|T
TN <) <IT7L< | <|la

<lml<|mlmi<| <]
.\) .\) .\) .\) .\) .\) .\) .\)

o |
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TABELA VERDADE

- N

# Exemplo: Tabela verdade de (p—q) < (—q— —p) :

pla|p—d|-q|-p|~q——p|(pP—0q) < (-9— —p)
vViv] v | F|F Vv Y,
VIF] F |V |F F Y,
FIv] Vv [F|V Y, Y,
FIF| v [V ]V Y, Y,

# Note que p — g e —-gq — —p S&o equivalentes.

o |
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CLASSIFICACAO DE PROPOSICOES

- N

#» Tautologia
s Proposicao que é sempre Verdade em todas as
situacOes possiveis.
s Exemplo: pv—p

# Contradicao ou Inconsisténcia
» Proposicao que é sempre Falsa em todas as
situacdes possiveis.
s Exemplo: p A—p

#» Contingéncia

» Proposicao que pode ser V ou F dependendo dos
valores verdade de suas letras sentencias.

o |
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EQUIVALENCIA L OGICA

- N

#® Sejam A e B duas fbfs e sejam pq, po, ...,p,, as letras
sentenciais que ocorrem em A e em B. Se os valores
verdade de A e de B forem iguais para todos os 2"
possiveis valores verdade atribuidos a p1, po, ..., Pn,
entao A e B sao ditos equivalentes.

# Equivaléncias sao bicondicionais que sao tautologias.
Notacao: p < q

# Um importante recurso usado na argumentacao logica
é a substituicdo de uma proposicao por outra gue seja
equivalente.

o |
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EQUIVALENCIA L OGICA

- N

# A seqguir aparecem alguns exemplos de formulas que
sao equivalentes e cujas equivaléncias podem ser
verificadas através de tabelas-verdade.

=(=p)=p
aNa=a
ava=a

(@an—-a)Vvb=Db
av-a=Dbv-b

o o o o @

o |
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-

EQUIVALENCIA L OGICA

# Exemplo: Mostre que p—g< —p Vv Qg

Pld|P—q|-pVag|(pP—0q) < (—pVa)
VIiV| V V V
V|F| F F V
FIV]| V V V
FIF| V V V

Prof. Mauro

|

Roisenberg - UFSC/CTC/INE/2007 — p. 43



EQUIVALENCIA L OGICA

- N

#» REGRAS DE EQUIVALENCIA

Equivaléncia Nome da regra
PVPEPIPAPESP ldempoténcia
—(—p) & p Dupla negacao
pvgsegyvp Comutatividade
PAQ<=QqADP

(pvgVvrepv(vr) Associatividade
PAQ)AT<SPA(QAT)
pVv(ATN< (Vg A(Vr) | Distributividade

pA@@VvNe@PAQV(PAT
(P AQ) <& —p V0 Leis de Morgan

L ~(pV Q)= —pAC J
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EQUIVALENCIA L OGICA

- N

# As regras de equivaléncia de formulas tambéem podem
ser utilizadas para provar a equivaléncia entre duas
formulas sem que seja necessaria a construcao da
tabela-verdade.

# Exemplo: Mostre que
(PA(GAN) VATV (PAT) =T
(PA(GAN) V@A) V(PAT)=
(-pA(—qAT))V(rA(gV p)=(Distributividade)
((-p A—g) A1)V (rA(qV p) = (Comutatividade)
((-p A—Q) V (q V p)) A r = (Distributividade)
(-(pVvqg)V(pVag))Ar=(De Morgan e Comutatividade)
(FAVA)AT=
Tautologia Ar=r

o |
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EQUIVALENCIA L OGICA

-

# Exemplo:
s pPVQ: “Orio é raso ou poluido”.
s —(pvq): (?)
» pelas leis de De Morgan: —(pVvq) < —-pA—Q
s logo: —=(pVvQ): “O rio nao e raso e nem poluido”.

# Note que —(pVvqg) NAO E equivalente a: “O rio ndo é
raso OU nao e poluido”.

o |
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EQUIVALENCIA L OGICA

-

® EXxercicios:

1. Simplifigue as seguintes fbfs:
a)pvVPAEPAQVIA(PAT))
b) (0 A Q) vV (p A—Q)
C)pAPVa)A(PV-Q)

2. Mostre a equivaléncia
a)~(pVa) e -—pA-Q
b) =(p v (=P AQ)) & —p A—Q

Prof. Mauro

|
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L. OGICA DE PREDICADOS

-

A Logica Proposicional possui um poder de
representacao limitado.

Nao e suficiente para expressar fatos simples como,
por exemplo, o fato de duas leras sentenciais
possuirem alguma caracteristica em comum.

O calculo, ou légica de predicados € uma extensao da
l0gica proposicional em que se consideram tambéem
variaveis e quantificadores sobre variaveis.

Os dois quantificadores mais importantes sao o
quantificador universal (V) e o quantificador existencial

(3).

|
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L. OGICA DE PREDICADOS

-

® Predicados

s Descrevem alguma coisa, caracteristica ou
propriedade de um ou mais objetos. Sao

normalmente denotados por letras mailsculas.

s Exemplo:
s Joao ama Maria: A(a,b)

# Variaveis:
» Designam objetos “desconhecidos” do Universo.
“Alguem”. Sao normalmente representados por

letras minusculas de “u” a “z”.

® Letras Nominais:

» Designam objetos “conhecidos” do Universo. “Joao”,
L “Pedro”, etc. Sao normalmente representados por J
letras minUsculas de “a” a “t”.
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PREDICADOS

f.’ A declaracao “x € maior do que 3” tem duas partes: T
s avariavel x (“sujeito”)
s “@ maior do que 3” (“predicado”)
s Podemos denotar “x € maior do que 3" por P(X)
# Diz-se também que P(X) € o valor da
funcao proposicional P em Xx.
s Uma vez que um valor tenha sido atribuido a x, P(x)
se torna uma proposicao e tem um valor verdade.
# Exemplo: seja P(x) a declaracao “x > 3". Qualis sao os
valores verdade de P(4) e P(2)?
s P(4),queé“4>3"éV
s P(2),queé“2>3"¢éF J

o
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QUANTIFICADORES

- N

# Quando se atribui valores a todas as variaveis em uma
funcao proposicional, a declaracao resultante se torna
uma proposicao com um valor verdade determinado .

# Mas existe uma outra forma de criar uma proposicao a
partir de uma funcao proposicional:

s a quantificacao

#® Sao operadores logicos que em vez de indicarem
relacOes entre sentencas, expressam relacoes entre
conjuntos designados pelas classes de atributos
l0gicos.

A area da logica que lida com predicados e guantificadores
é chamada de “Célculo de Predicados”.

|
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QUANTIFICADOR UNIVERSAL

- N

# Muitas declaracdes afirmam gque uma propriedade é V
ou F para todos os valores de uma variavel

em um dominio em particular
s OU seja, em um universo de discurso ou dominio

# Tal declaracao é expressa com um quantificador
universal.

o |
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QUANTIFICADOR UNIVERSAL

f.’ A quantificacao universal de uma funcao proposicional T
é a proposicao que estabelece que P(x) é V para
todos ou para nenhum dos valores de X no universo
de discurso.

s E o universo de discurso que especifica os possiveis
valores da variavel x.

# Este tipo de quantificador é formado pelas expressoes
“todo” e “nenhum” .

o |
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QUANTIFICADOR EXISTENCIAL

- N

# Muitas declaracdes afirmam gque uma propriedade é V
ou F algum dos valores de uma variavel

em um dominio em particular
s OU seja, em um universo de discurso ou dominio

# Tal declaracao é expressa com um quantificador
existencial.

o |
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QUANTIFICADOR EXISTENCIAL

- N

# A quantificacao existencial de uma funcao
proposicional & a proposicao que estabelece que P(x) é
V para algum ou para pelo menos um dos valores de
X N0 universo de discurso.

s E o universo de discurso que especifica os possiveis
valores da variavel x.

# Este tipo de quantificador é formado pelas expressoes
“existe um” , “existe algum” , “pelo menos um” ou

para algum” .

o |
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CALCULO DE PREDICADOS

- N

# Todo homem é mortal, ou seja, qualquer que seja x (do
Universo), se x € Homem, entdo x & Mortal.

s Vr(H(z)) — M(x)).

# Nenhum homem é vegetal, ou sejam qualquer que seja
X, se X € Homem, em x NAO E Vegetal.
s Vx(H(x) — -V(x)).

# Pelo menos um homem é inteligente, ou seja, existe

pelo menos um x em gque X seja Homem e X seja
Inteligente.

e dx(H(x)NI(x)).

o |
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CALCULO DE PREDICADOS

- N

# Variaveis:
» Designam objetos “desconhecidos” do Universo.
“Alguém”. Sao normalmente representados por

letras minusculas de “u” a “z”.

® Letras Nominais

» Designam objetos “conhecidos” do Universo. “Joao”,
“Pedro”, etc. Sao normalmente representados por
letras minusculas de “a” a “t”.

® Predicados

» Descrevem alguma coisa ou caracteristica de um ou
mais objetos. S&ao normalmente denotados por
letras mailsculas.

L s Joao ama Maria: A(a,b) J
» Jo&o ama alguem: dxA(a, x)

Prof. Mauro Roisenberg - UFSC/CTC/INE/2007 — p. 57



CALCULO DE PREDICADOS

- N

#® Sintaxe do Céalculo de Predicados

s Formulas Atomicas:
s E uma letra predicativa, seguida por zero ou mais

letras nominais ou variaveis.

o FOrmulas Bem Formadas:
¢ Uma Formula Atomica é uma Formula Bem

Formada;

Se P é uma fbf, entdao P também o é;

s Se P e Q sao fbfs, entao
(PANQ),(PVQ),(P—Q), (P« Q) também o sao;

s Se P(x) € uma fbf, entdo dz(P(x)) e Vz(P(x))
também o sao.

o |
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CALCULO DE PREDICADOS

- N

# Sintaxe do Calculo de Predicados (continuacao...)

s FOrmulas Bem Formadas:
s Ex.: Seja P = F(a) A G(a,b), entdo sao fbfs:

o |
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METODOS DE DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Uteis em assuntos relacionados a Computacao:
Verificar correcao de programas

Determinar se sistemas operacionais estao seguros
Inferéncias na area de Inteligéncia Artificial

Compreensao de teoremas utilizados em diversas
areas da Computacéao (gréafica, algebra booleana,
teoria de compiladores)

e o o o C

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

® Nomenclatura basica:

s Axioma: A palavra axioma como é usada na
Matematica moderna, nao € uma proposicao
auto-evidente. Mais do que isso, simplesmente
significa um ponto de partida num sistema
l0gico.Uma proposicao que é assumida ser
verdadeira (tautologia - verdade evidente)

s Teorema: uma proposicao que pode ser
demonstrada ser verdadeira

s Regras de inferéncia: meios de tirar conclusoes a
partir de outras assercoes (axiomas e teoremas).
SAao regras de reescrita que permitem produzir
novas fbfs a partir de outras.

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

f.p Demonstracao: T

» Objetivo: estabelecer a verdade de um teorema
s técnicas usuais: tabelas-verdade ou aplicacao de
um sistema formal

# Tabelas verdade: podem ser inviaveis se a afirmacéao a
ser provada contiver muitas variaveis proposicionais

# Sao frequentes teoremas do tipo p—dg, onde p e g sao
proposicdes compostas

s P € a hipdtese ou premissa
s ( € atese ou conclusao

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

f.p P — ( SO sera teorema se for uma tautologia T
s sempre gque p for V, g tambéem devera ser

» neste caso, é possivel deduzir g a partir de p (fazer
a prova)

# Exemplo:

s Aguele animal € um gato. Se aguele animal for um

gato, entdo aquele animal é preguicoso. Portanto,
aquele animal é preguicoso.

s pP: aquele animal é um gato.
s Q. aquele animal é preguicoso
s (pA(p—0)) —q
s (p A (p—Q)) € a premissa
L s ( é atese ou conclusao J
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# A demonstracao pode ser feita através da utilizacao da
Tabela-Verdade. Ja que sabemos que a sentenca so
sera um teorema se for uma tautologia.

s (pA(pP—0) —Q

plap—d|pA(P—q) | PAMP—O1)—Q0
VIiV| V V V
VIE| F F V
FIV| V F V
FIF| V F V

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

-

Grande parte dos teoremas sao do tipo:

(P1A P2A ... APn) — 1
onde as p; sao as hipdteses ou premissas e g € a

conclusao.
Na linguagem corrente, um argumento consiste em

uma série de sentencas (p1,p2,...,P») Seguidas de uma
conclusao (q).

O argumento € valido se a conclusao puder ser
deduzida da conjuncao p;A pa2A ... A Py,

Ou seja: é valido se (p1Ap2A...ApP,) —q for um teorema

|
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

-

#» Modus Ponens (MP) T

» De um condicional e seu antecedente, podemos
Inferir o seuconsequente.

s p—0Q,pFEqou
s ((p — g) Ap) — g+« éuma tautologia

# Exemplos:

s Se aquele animal for um gato, entao aquele animal é
preguicoso. Aquele animal é um gato.
Logo, aquele animal é preguicoso.

s Se Maria ou Juliana vier entao a festa sera alegre e
divertida.
Ou Maria ou Juliana vira a festa.
L Portanto, a festa sera alegre e divertida. J
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INFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

#» Modus Ponens (MP)

s Exemplo:
s Ppp—0Qq—rEr
s Prova:
P (Premissa)
P — g (Premissa)
g — r (Premissa)
g (1,2 MP)
r (3,4 MP)

s Wb E



INFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

#» Eliminacao da Negacao ( —E)
s De uma fbf =(—p), podemos inferir p.
s 2(-P) =P

# Exemplo:

» Nao € o caso de que o lixo nao esta vazio.
Logo, o lixo esta vazio.

o |
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INFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Eliminacao da Negacao ( —E) (continuacao...)

# Exemplo:

s (-p— —(—0q)), "p = qou
(=P — —(—q)) A—p) — q

® Prova:
1. =p — —=(—q) (Premissa)
2. —p (Premissa)
3. =(—q) (1,2 MP)
4. q (3 —E)



INFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL
f.’ Introducao da Conjuncao ( Al) T
» De quaisquer fbfs p e g podemos inferir p A q.
s P,gEPAD
#» Eliminacao da Conjuncao ( AE)

s De uma conjuncao podemos inferir qualquer uma de
suas sentencas.

s PAQEDP
# Exemplos:

s A sala esta vazia.
O professor esta dando aula. Portanto, a sala esta
vazia E o professor esta dando aula.

s Joao E Marcelo jogarao futebol este sabado.
o Logo, Marcelo jogara futebol este sabado. o
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

-

# Exemplo:

s pP—= (@A, PEPACQ
® Prova:

1. p— (g A1) (Premissa)
P (Premissa)
gAnr(l,2MP)
q(3AE)
PAQ((2,4 A1)

kWb

Prof. Mauro

-
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Introducao da Disjuncao ( VI)
s De uma fbf p, podemos inferir a disjuncéao de p com
qualquer fbf.
s PE=pPVQ
# Exemplos:

o A sala esta vazia. Portanto, a sala esta vazia OU o
professor esta dando aula.

s P—(PVaA(TVP)
s Prova:
1. p (Premissa)
2.pvg@vli)
3.rvp@vl
4. (pv g) A (rvp) (2,3 Al
- -
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

#» Eliminacao da Disjuncao ( VE)
s De fbfs da formap Vv g, p—r e g —r, podemos inferir
.

# Exemplos:

s EuU OU o meu irmao ficaremos em casa esta noite.
Se eu ficar em casa, entao a geladeira ficara vazia.
Se meu irmé&o ficar, entao ele esvaziara a geladeira.
Logo, a geladeira ficara vazia.

s pvrLp—ofr—fEf

s Prova:
1. pVvr (Premissa)
2. p —f (Premissa)
3. r — f(Premissa)

4. f(1.2,3 VE) -
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Introducao do Bicondicional (  « 1)
s De quaisquer fbfs da forma p—q e g —p, podemos
inferir p < q.
#» Eliminacao do Bicondicional ( +E)
» De uma fbf da forma p < g, podemos inferir p —q e
q —p.
# Exemplo:

s Se houver um terremoto entao a cidade sera
destruida e se a cidade foi destruida, entao é

porque houve um terremoto.

Logo, a cidade sera destruida se e somente se

nouver um terremoto.

o |
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INFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

#» Prova do Condicional (PC)

s Dada uma derivacao de uma fbf g a partir de uma
hipotese p, podemos descartar a hipotese e inferir
p—q. A Prova do Condicional é também chamada
Teorema da Deducao e e normalmente utilizada

se 0 consequente é daformap —q.

o |
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

# Prova do Condicional (PC) (continuacéao...)

s Exemplo:
s IL(rAQg)— S, S—-pEq—-p

s Prova:

. r (Premissa)

. (r Ag) — —s (Premissa)
. =S — —p (Premissa)

. ( (Hipotese )

.(rAnQ) (1,4 N1

. =S (2,5 MP)

. p (3,6 MP)

o |
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I NFERENCIA NA LOGICA PROPOSICIONAL

- N

#» Reducao ao Absurdo (RAA)

o Dada uma derivacao de uma contradicao a partir de
uma hipotese p, podemos descartar a hipotese e
inferir —p.

s Exemplo:
¢ pP—0, 2 F-p
s Prova:

P — g (Premissa)

—q (Premissa)

p (Hipotese )

g (1,3 MP)

. dAq (2,4 A1) (Contradicao)

. —p (3,5 RAA)

o |
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REGRAS DERIVADAS DE INFERENCIA PARA LP

=

#» Modus Tollens (MT) T
s De fbfs da forma p — g e —q, infere-se —p.

# Exemplos

s Se meu carro estiver no estacionamento, entao
estou na UFSC.
Eu nao estou na UFSC.
Logo, meu carro nao esta no estacionamento.

s Se meu animal de estimacao for um gato ou um cao,
entao ele sera um mamifero.
Meu animal de estimacao nao € um mamifero.
Portanto, meu animal n&do € nem um gato nem um
cao.

o |
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REGRAS DERIVADAS DE INFERENCIA PARA LP

- N

# Silogismo Hipotético (SH)
s De fbfs da forma p — q e q —r, infere-se p—t.

# Exemplos

s Se 0 passaro esta perdido, entao a porta da gaiola
esta aberta.
Se a porta da gaiola esta aberta, entao ele pode
retornar a gaiola.
Logo, se 0 passaro esta perdido, entéao ele pode
retornar a gaiola.

s Se meu time jogar bem, entao ele vencera suas
partidas. Se meu time vencer suas partidas, entao
ele se classificara para as finais.

Portanto, se meu time jogar bem, entao ele se
L classificara para as finais.
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REGRAS DERIVADAS DE INFERENCIA PARA LP

f.o Regra da Absorcao (ABS) T
s De fbfs da forma p—q, infere-se p—(p A Q).

# Regra do Dilema Construtivo (DC)
s De fbfs daformap Vv g, p—req—s, infere-ser Vv s.

# Exemplo

» A festa serda na minha casa ou na sua. Se a festa for
na minha casa, entao minha casa ficara uma
bagunca. Se a festa for na sua casa, entao sua casa
ficara uma bagunca.

Portanto, ou a minha casa ou a sua ficard uma
bagunca.

o |
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REGRAS DERIVADAS DE |INFERENCIA PARA LP
f.’ Regra da Repeticao (RE) T
s De fbf da forma p, infere-se p.
#» Regra do Silogismo Disjuntivo (SD)
s De fbfs da forma p v g e —p, infere-se @.
# Exemplo
» Ou o cachorro esta dentro de casa ou ele esta no
patio.
O cachorro nao esta dentro de casa.
Logo, 0 cachorro esta no patio.

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Exemplo: verifigue a validade do argumento:

“Se a taxa para importacao diminuir, 0 comercio interno
aumentara. Ou a taxa federal de desconto diminuira ou
O COmercio interno nao ira aumentar. A taxa para
Importacao vai diminuir. Portanto, a taxa federal de
desconto vai diminuir”.

#® Proposicoes:
p: “a taxa para importacao vai diminuir”
g: “0 comeércio interno vai aumentar”
r. “a taxa federal de desconto vai diminuir”

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Exemplo (continuacao):
» Argumento:

(P—0q), (r v—q), p [=rou
((p—a) A (rv=a) Ap]—T
s Prova:
p—q (premissa)
r v—q (premissa)
P (premissa)
g (1,3, modus ponens)
r (2,4, modus tollens )

s E

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

o Exercicios:
s Verifigue se os argumentos a seguir sao validos.

1. Se ha um jogo de futebol na Ressacada, entao
vigjar de aviao e dificil. Se eles chegarem no
horario no aeroporto, entao viajar de aviao nao
sera dificil. Eles chegaram no horario no
aeroporto. Logo, podemos concluir que nao houve
jogo de futebol na Ressacada.

2. Se este animal for um passaro, entao ele tem
sangue quente. Se este animal for um réptil, entao
ele tem sangue frio. Este animal tem sangue
guente ou frio. Logo, este animal ou € um passaro
L ou é um réptil. J
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

® EXxercicios:

» Determine se 0s seguintes teoremas sao validos ou
iInvalidos.

(p—q) A (r— —qQ) AT| — —p

P—@VvN)AQ——P)A(S— 1] —(p— —S)

(@ AT)—p)A=Q A I — —=p

(P—a) A(=Q V1) A= A=(=p A S)] — —s.

W e

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

#® Exemplo: Vocé esta a ponto de sair para o trabalho de
manha e descobre que estd sem oculos. Vocé sabe 0s
fatos a seqguir. Onde estao os seus oculos?

1. Se meus Oculos estao sobre a mesa da cozinha,
entao eu os vi no café da manha.

2. Eu estava lendo o jornal na sala ou eu estava lendo
o jornal na cozinha.

3. Se eu estava lendo o jornal na sala, entao meus
Oculos estao sobre a mesa de café.

4. Eu nao vi meus oculos no café da manha.

5. Se eu estava lendo meu livro na cama, entao meus
Oculos estao sobre a mesinha de cabeceira.

6. Se eu estava lendo o jornal na cozinha, entao meus
L Oculos estao sobre a mesa da cozinha. J
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Exemplo: (continuacao)
P: “meus Oculos estéo sobre a mesa da cozinha”
g: “eu vi meus oOculos no café da manha”
r. “eu estava lendo o jornal na sala”
S. “eu estava lendo o jornal na cozinha”
t: “meus oculos estdo sobre a mesa de café”
u. “eu estava lendo meu livro na cama”
V. “meus oOculos estéo sobre a mesinha de cabeceira.”

o |
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DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Exemplo: (continuacao)

s Prova:

p—q (Premissa)

rvs (Premissa)

r—t (Premissa)

—q (Premissa)

u—Vv (Premissa)

s—p (Premissa)

—p (1,4,modus tollens)
—S (6,7,modus tollens)
r (2,8,silogismo disjuntivo)
. 1(3,9,modus ponens)

o |

Prof. Mauro Roisenberg - UFSC/CTC/INE/2007 — p. 88

CONOURWNE

=



DEMONSTRACAO DE TEOREMAS

- N

# Exemplo: (continuacao)
» Note que uma demonstracao por tabela verdade do

problema anterior exigiria a analise de 27 = 128
possibilidades.

s Por isto, € melhor aplicar as regras de inferéncia, em
um processo de tentativa e erro.

o |
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INFERENCIA NO CALCULO DE PREDICADOS

- N

# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados

s Todas as regras definidas no Calculo Proposicional
continuam validas no Calculo de Predicados,
apenas referenciando-as para os quantificadores.
s EX.:=F(a)V JxF(x),3xF(x) — P = F(a) — P.

s Prova

—F(a) VvV dxF(x) (Premissa)

dzxF(x) — P (Premissa)

F(a) (Hipotese)

—|—|F(a) (3 DN)

dzF(x) (1,3 SD)

P (2,5 MP)

F(a) — P (3,6 PC) J

NOoOhowWNE
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INFERENCIA NO CALCULO DE PREDICADOS
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados
s Intercambio de Quantificadores

s (Vo= F(x)) = JxF(x)
s =(VeF(z)) =dz—F(x)
s Vor-F(x) =—-(3xF(x))

s VoeF(r)=—(3x—F(x))

o |
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados

» Eliminacao Universal (EU)
s De uma fbf quantificada universalmente Vx F'(x),
Infere-se uma fbf da forma F'(a), a qual resulta de
se substituir cada ocorréncia da variavel r em F
por uma letra nominal a

s EX:Vz(H(x) — M(x)),H(s) E M(s)

s Prova:
1. V(H(x) — M(x)) (Premissa)
2. H(s) (Premissa)
3. H(s) — M(s)) (1 EU)

4. M(s) (2,3 MP
L (s) ( ) J
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados
s Introducao do Universal (1U)

s De uma fbf contendo uma letra nominal a, QUE

NAO OCORRE EM QUALQUER PREMISSA OU
EM QUALQUER HIPOTESE, infere-se uma fbf da
forma VzF(x), onde F(x) é o resultado de se
substituir todas as ocorréncias de a« em F' por uma

variavel - QUE NAO OCORRA em F.

s EX:Vz(P(x) — C(x)),Vz(C(x) — V(x)) E
Vo (P(x) — V(x))

o |

Prof. Mauro Roisenberg - UFSC/CTC/INE/2007 — p. 93



INFERENCIA NO CALCULO DE PREDICADOS
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#® Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados
s Introducao do Universal (IU) (continuacao...)

s Prova:
1. Va(P(x) — C(x)) (Premissa)
2. Vx(C(x) — V(x)) (Premissa)
3. P(a) — C(a) (1 EV)
4. C'(a) — V(a) (2 EU)
5. P(a) — V(a) (3,4 SH)
6. Va(P(z) — V(z)) (51U)



INFERENCIA NO CALCULO DE PREDICADOS
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados

s Introducao do Existencial (IE)

s De uma fbf F contendo uma letra nominal a,
Infere-se uma fbf da forma JdzF(x), onde F(z) €0
resultado de se substituir uma ou mais
ocorréncias de a em F por uma variavel + QUE

NAO OCORRA em F.

s a pode ocorrer em uma hipoétese nao utilizada
ainda, ou em uma premissa,

s avariavel r nao precisa substituir todas as
ocorréncias de a em F;

s |E permite introduzir somente um quantificador
existencial por vez e somente do lado esquerdo

L da féormula. J
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados
s Introducao do Existencial (IE) (continuacao...)

s Ex: Va(F(z)V G(2)) = 32(F(z) Vv G(z))
+ Prova:

1. Vo(F(z) V G(z)) (Premissa)

2. F(a)V G(a) (1 EU)

3. Jz(F(z) V G(2)) (2 IE)

o |
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INFERENCIA NO CALCULO DE PREDICADOS
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# Regras de Inferéncia para o Calculo de Predicados

» Eliminacao do Existencial (EE) (continuacao...)
s De uma fbf quantificada existencialmente Jx F'(x)
podemos inferir F'(a), contanto que a letra nominal

NAO OCORRA em F(z), NEM EM QUALQUER

HIPOTESE, NEM EM QUALQUER PASSO
ANTERIOR DA DERIVACAO.

s EX: Jx(F(x) ANG(x)) = JxF(x)
s Prova:
1. Jz(F(z) AN G(z)) (Premissa)
2. F(a) NG(a) (1 EE)
3. F(a) (2 AE)

L 4, JxF(x) (3 IE) J
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