Teoria dos Conjuntos

¢ Pode-se dizer que a Teoria dos Conjuntos € em
grande parte trabalho de um nico matemético:
Georg Cantor (1845-1918).

* A nocéo de conjunto ndo é suscetivel de definicdo
precisa a partir d nogdes mais simples, ou seja, €
uma nogdo primitiva.

+ E de fundamental importancia para vérias areas da
ciéncia da computagéo:

— Teoria dos Numeros
— Banco de Dados
— Linguagens Formais, etc
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» Conceitos Primeiros
1. Conjunto — Notagdo: Letras Maiusculas
— Um conjunto é uma colegdo bem definida de
entidades ou objetos (chamados de membros ou
elementos do conjunto), considerados globalmente e
que pode ser identificada
— Ou, “colegdo ndo-ordenada de objetos’.
— Obs.: muitas vezes, todos os objetos em um conjunto
gozam de uma mesma propriedade.
— Exemplos:
« Conjunto de livros na biblioteca da UFSC (conj. finito)
« Conjunto dos nimeros naturais (conj. infinito)
« Conjunto de dinossauros vivos (conj. vazio, {}, &)

Conjunto L de dois elementos, um dos quais é o conjunto das
vogais e outro é o conjunto das consoantes.
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* Conceitos Primeiros

2. Elemento — Notagéo: letras minlsculas

» Os objetos que constituem um conjunto denominam-
se elementos do conjunto.
e Exemplos:
+ José é um elemento do conjunto de Catarinenses.
* 1éum elemento do conjunto dos NUmeros Naturais.
« -2 éelemento do conjunto solucdo da equagédo x2 —4 = 0.
* {aei,o0,u} éelemento do conjunto formado pelo conjunto
as vogais e pelo conjunto das consoantes.
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*  Conceitos Primeiros
3. Pertinéncia— Notago: T
—  Qualquer objeto que sgja elemento de um conjunto é
dito pertencer aguele conjunto, ou ainda, o elemento
X possui o predicado P.
- Seo elemento x ndo pertence ao conjunto, denota:se
por | que também pode ser equivaente a dizer que x
ndo esta no conjunto, ou ainda que x No possui 0
predicado P.
4. Conjunto Universo — Notagao: U
—  Chamase Conjunto Universo ou simplesmente
Universo de uma Teoria a todos os entes que sdo
considerados como elementos nesta Teoria.

— Exemplo: em geometria 0 Universo € o conjunto de
todos os pontos.
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e Caracteristicas dos Conjuntos
— A ordem em que os elementos sdo listados em um
conjunto éirrdlevante: {3, 2, 1} ={1, 2, 3}.
— A repeticdio dos elementos em um conjunto €
irdevante: {1, 1, 1, 3,2, 2} ={1, 2, 3}.
¢ Maneiras de Descrever um Conjunto
— De maneira explicita: A={&gua, terra, fogo, ar}
— Indicando um padr&o: (normalmente para conjuntos
infinitos) P={2, 4, 6, 8, ...}
—  Por recurséo:

1 21s
2. Senl S,entio (n+2)T S
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¢ Maneiras de Descrever um Conjunto

—  Através de uma propriedade que os elementos do
conjunto tenham em comum: (usase um predicado
P(x) para denotar a propriedade P referente a uma
variavel x)

© S={xIPM}
o "x(x1 SMP(x)

— Exemplos:

«  A={x[xéuminteiroe3<x<7}
¢ S={x|x ésolucdo parax2 —4 =0}
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Maneiras de Descrever um Conjunto

— Através de um Diagramade Venn
« Afimdefacilitar o entendimento de certas defini¢des e
demonstragdes da Teoria dos Conjuntos é (til a
representacao de um conjunto por um recinto plano
delimitado por uma linha fechada qual quer né&o entrelagada.
Os elementos do conjuntos s&o 0s pontos internos ao recinto,
enquanto os elementos que ndo pertencem ao conjunto s&o
pontos externos ao recinto.
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Conjuntos Especiais
— Nt conjunto dos r™® naturais: {0, 1, 2, 3, ...}
— Z: conjunto dos r®inteiros: {..., -2,-1,0, 1, 2, ...}
— Z*: conjunto dos rinteiros positivos {1, 2, 3, ...}
—  Q: conjunto dos rfs racionais: {x|x=n/m, m, i Z ~
mt 0}
— R: conjunto dos r*Sreais: {x | x € um nimero real}
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Igualdade de Conjuntos
— Daisconjuntos A e B sdo iguais quando todo
elemento de A pertence também aB e,
reciprocamente, todo elemento de B pertencer aA.
— A=B« "x((xXI A®xI B) " (xI B® X A))
Desigualdade de Conjuntos
— Seexiste lemento de A que ndo pertence aB ou
existe elemento de B que ndo pertence a A, entéo diz
seque A ndo éigua aB.
- AB« $(XIArXiB)v(xi ArX B))
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Subconjuntos
— Oconjunto A édito um subconjunto de B see
somente se todo elemento de A é também um
elemento de B.
- AIB« "x(xI A®xI B)
— Dizse que A estacontido em B.
—  Se A réo estd contido em B, escreve-se AEB.

Subconjunto Préprio
— SeA éum subconjunto de B, mas queremos enfatizar
que Al B, escrevemos Al B e dizemos que A éum
subconjunto préprio de B.
— AIB« "x(XI A®XI B)"$x ((xI A~Xi B)v
(xi A~ X B))
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Subconjuntos (Exempl 0s)
—  Sejam os conjuntos:

A=(1,7,9,15}

B={7, 9}

C={7, 9, 15, 20}
Bi C 151 C
Bi A {7,991 B
Bi A {71 A
AEC Ei C

—  SejaA um conjunto e sejaB={A,{A}}
Al Be{A}1 B

{A}i Be{{A}}i B

AEB
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Subconjuntos (Propriedades)
— Réflexiva
Al A
— Transtiva:
(AT B)~(BI O)® (AT O
"x(xTA® xTB)A" x(xT B® xT C)\ "x(xT A® xT0)

" X(A(X) ® B(x)) " x(B(x) ® C(x))\ " x(A(X) ® C(x))
Prova:

1. " x(A(x) ® B(x)) P

2. " x(B(x)® C(x)) P

3. A(a)® B(a) 1EU
4. B(a® C(a) 2EU
5 A(a) ® C(a) 34SH
6. " x(A(x)® C(x)) 51U
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e OQutros Conjuntos Especiais

e Conjunto Vazio:
—  Um conjunto que néo contenha nenhum elemento é
chamado de Conjunto Vazio - £
— O conjunto vazio esta contido (€ subconjunto de
qualquer conjunto).
e Conjunto Poténcia:
— Dado qualquer conjunto A, sabemos que o conjunto
vazio e o conjunto A sd ambos subconjuntos de A.
—  Podemos definir TODOS os subconjuntos de A da
seguinte forma:

—  Paraum conjunto A, o conjunto formado por todos os
subconjuntos de A é chamado de Conjunto Poténcia
de A.

—  E denotado por 2*, ou P(A), ou ainda r (A)
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e Conjunto Poténcia:

— Exemplo: Seja A={1,2,3}. Entdo P(A)
consiste de todos os subconjuntos de A;
P(A)={2.{1}.{2} {3} {1.2} {1.3}.{2.3} {12,
3t}

— Obs.: Se A tem n elementos, P(A) tem 2"
elementos.
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*  Seqgléncias:

—  Como os conjuntos nfo sdo ordenados, uma estrutura
diferente é necessaria para representar cole;des
ordenadas.

— Tomemos o conjunto S={1,2,3} e seu conjunto
poténcia P(S)={@,{ 1} {2} {3}.{1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}}

—  Podemos utilizar uma representa#o binariapara
representar distintamente os subconjuntos de um
conjunto.

—  Os diversos subconjuntos do conjunto S podem ser
representados:

D =Buog, { 1}=Bioo, {2} =Bo1o {13} =Bya,
{ 213} =B U.L'L:BJ.’LV B{ 1|2v3} =Bll_’l.

— Onde os indices de B contém 1 ou O se a respectiva
posi¢do do conjunto origina em relagéo ao
subconjunto possuir o elemento ou réo.

Operacdes sobre Conjuntos
+ UNIAC:

— SeA eB o conjuntos, aunido de A e B,
denotada por A E B, é 0 conjunto que contém
agueles elementos que estdo em A, ou em B,
ou em ambos:

— AEB="x(xI Avxl B)

U

Operacdes sobre Conjuntos
« INTERSECAO:
— SeA eB 80 conjuntos, aintersecdo de A e
B, denotada por A C B, é o conjunto que
contém aqueles elementos que estdo em A e
em B a0 mesmo tempo:

- ACB="x(xI A*xi B)

U

ACB

Operacdes sobre Conjuntos
+ DIFERENCA:

— SeA eB sio conjuntos, adiferencade A e B,
denotada por A - B, é 0 conjunto que contém
aguel es elementos que estio em A mas néo
estéo em B:

- A-B="x(xI A*xi B)

U




Operacdes sobre Conjuntos
COMPLEMENTO:

— SeU éoconjunto Universo, U-A é chamado
de complemento de A e é denotado por A:

- A=U-B="x(xTU~X A)

Operacdes sobre Conjuntos
Produto Cartesiano:

— O produto cartesiano de dois conjuntos € o conjunto
de todos os pares ordenados dos elementos do
primeiro conjunto que pode-se formar com os
elementos do segundo conjunto.

—  Definicdo: Supondo-se A e B serem conjuntos de um
Universo U. O Produto Cartesiano de A e B é
denotado por AxB e definido por:

AxB={(xy) | (xI A ~yl B)

— Exemplo: Dados os conjuntos X={ab} e Y={1,2}, o

produto cartesiano de XxY &
XxY={(a1),(a2),(b,1),(b;2)}

Operacdes sobre Conjuntos
Propriedades das Operagdes sobre Conjuntos:
—  Comutatividade:
«+ AEB=BEA
+ AGCB=BGA
— Associatividade:
. AEBEC)=(AEB)EC
+ ACBCO=(ACB)CC
Distributividade:
- AE(BGCC=(AEB)CAECQ
+ ACBEC=(AGCBE(GO
— ldempoténcia
« ACA=A
« AEA=A
— Leisde De Morgan
. AEB=ACH
+ (ACB)=AEB
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Propriedades das Operacgdes sobre Conjuntos:

—  Propriedades do Complemento:
. (/S? = A
« AEA=U
« AGA=£

—  Propriedades de Elemento Neutro
+ AEE=A
+ AGU=A

Exemplo:

— SgamA, B e C conjuntos. Mostre que:
- AEBCO=(CEB)CA

Cardinalidade de Conjuntos

Os Numeros Naturais

—  Conjunto bastante conhecido, freglientemente
utilizado para contar elementos e objetos;

— Estautilizagdo permite a definicéo da nogéo de
similaridade ou equipoténcia de dois conjuntos e
também do conceito de Nimero Cardinal de um
conjunto.

Os Axiomas de Peano
— O conjunto N={0,1,2,...} dos nimeros naturais
(incluindo o zero) pode ser gerado iniciando-se com
um conjunto vazio A e anogo de “conjunto
sucessor” de um conjunto.
-~ Um “conjunto sucessor” € denotado por A* e definido
como sendo o conjunto A* =A E {A}
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Os Axiomas de Peano

—  Segja /0 conjunto vVazio e Seus conjuntos SUCESSores:
A () ()Y .

Que sfo:

AR (AR} {HAA{HA}}.

—  Sechamarmos de 0 o conjunto 4 entdo A=0*=1,
1*={0,0'}=2, e assm por diante, obteremos 0
conjunto {0,1,2,...}.

— 01 N(onde0O=/m®

— Senl Nentgon'l Nondert=nE {n}

—  Seum subconjunto ST N possui as propriedades:

. 0l Se
« Senil S,entdon™l S
« EntioS=N




Cardinalidade de Conjuntos

Contagem de Conjuntos
— O que devemos fazer neste caso é estabelecer uma
correspondéncia de um-para-um entre os objetos a
serem contados e o conjunto dos naturais.
— Definiggo: Dois conjuntos A e B sdo ditos
equipotentes (ou equivalentes, ou possuindo a mesma
cardinalidade), e denotados por A ~ B, see somente
se existir uma correspondéncia de um-para-um entre
0s elementos de A e os elementos de B.
— Exemplo: Mostre que os nimeros naturais N e 0s
nlmeros naturais pares P tem a mesma cardinalidade.
« Paracadaelemento n de N, correspondera o elemento 2x dos
nimeros pares. Assim, podemos estabelecer a
correspondéncia de um-para-um entre os dois conjuntos e
portanto N ~ P.

*  Noteentretanto quePi N.

Cardinalidade de Conjuntos

Contagem de Conjuntos
—  Definigdo: Um conjunto A € dito finito seeletemn
elementos distintosonden1 N. O nimero n chama
se nimero cardinal de A e escreve-se:
n(A)=noulAl=n
«  Exemplo: Sejao conjunto dos inteiros positivos i mpares
menor do que 10.

IAI=5

— Definicdo: Dizse que um conjunto éinfinito seele
for equivalente a um subconjunto préprio.

—  Definigdo: Qualquer conjunto equivalente ao
conjunto dos nimeros naturais € chamado de
enumeravel.
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Contagem de Conjuntos
— Definiggo: A cardinalidade de um conjunto infinito e
enumerdvel é denotada pelo simbolo  (aleph zero).

—  Definicgo: Todo conjunto finito ou enumerével é
chamado de contével.

— O conjunto dos nimeros reais, por exemplo, é
infinito, porém, por ser compacto réo pode se
estabelecer uma correspondéncia de um-paraum com
0 conjunto dos nimeros naturais e, portanto, ele é
nédo-enumerével.

—  Definicdo: Um conjunto que seja infinito e nfo-
enumerdvel é chamado incomensurével.

Cardinalidade de Conjuntos
Principio da Adi¢do

— Definico: Se A e B séo conjuntos disjuntos
[(ACB)=A, entéo |AE B|=|A|+|B], ou estendendo:
[ALE AE AGE... EALFIAL A .. HA

—  Exemplo: Um estudante tem que escolher um projeto
em umade 3 listas. As 3 listas contém 23, 15 e 19
possiveis projetos, respectivamente. Quantas
possibilidades de projetos ha para escolher.

Cardinalidade de Conjuntos
Principio da Multiplicacéo
— Definigdo: Se A e B sdo conjuntos finitos, entéo
|AXB|=]A|.|B|, ou estendendo:
[ALXAXAZX... XAgl=|AqXIAZIX...XIA
— Exemplo: A Ultima parte de um nro. de telefone tem 4
digitos. Quantos nimeros de 4 digitos existem?

*  Resp: Podemos imaginar como o total de possibilidades de
uma seqliéncia de 4 etapas de escolha de 1 digito:
10x10x10x10=10.000
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Principio da Inclusio e da Exclusio
— Definigéo: Se A e B sdp conjuntos finitos, entéo
|AEBI=|A[+BI-ACBI.
— Exemplo: Suponha que haja 1807 calouros no CTC
da UFSC. Destes, 453 estéo cursando Computagéo,
567 estéo cursando Eng. Mecénica e 299 estédo em
ambos os cursos. Quantos Nfo estdo cursando nem
Computacdo nem Eng. Mecénica?
|Computacéo|=|A|=453
|Eng.Mecéanical=|B|=567
|A CB|=299
|AEBJ=|A|+|B|-|ACB|=453+567-299=721 estdo cursando
Computagéo ou Eng.Mecanica,
Logo 1807-721=1086 néo estéo cursando nenhum dos dois
Ccursos.




Cardinalidade de Conjuntos
*  Principio daInclusio e da Exclusio

— Definigéo: Se A, B e C sbo conjuntos finitos, entéo
IAEBE C|=|A[+[BI+|C|-|ACB|-|ACCI-[BCCI+ACB C C].

—  Exemplo: Uma quitanda vende apenas brocolis,
cenoura e batata. Em um dia, a quitanda atendeu 208
pessoas. Se 114 compraram brécolis, 152 compraram
cenouras e 17 compraram batatas, 64 compraram
brécolis e cenouras, 12 cenouras e batatas e 8 brocolis
e batatas. Determine se alguém comprou 0s 3
produtos simultaneamente.




