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Aspectos Gerals

* Os modelos, em geral, apresentam problemas de
identificabilidade.

*» Necessidade do uso de métodos numéricos.

* Em geral os métodos bayesianos apresentam

melhor desempenho e permitem uma analise mais
detalhada.

» Existe um razoavel numero de métodos
(combinacoOes) na literatura.
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Método de Maxima Verossimilhanca
L ————

» Meéetodo de Maxima Veorossimilhanca

* Consiste em maximizar a verossimilhanca com
relacao aos parametros (de interesse).

* A verossimilhanca, basicamente, é a funcéao
conjunta da amostra vista como funcao dos
parametros.

* Modelo Logistico de 1 parametro
1

i =1]0;,b;) =
P(K] / 1 _|_ 6_(9»7 _bi)
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Contexto Geral

» Considere que n individuos respondem a um teste
composto por | itens.

* Verossimilhanca : pela independéncia entre as
respostas dos diferentes individuos e pela
iIndependéncia condicional temos,

I n
L(O, b) _ H H P@gw ng—yij 7

i=1 j=1

em que QijZI—PZ'j, 0 = (01,...,6?n)’e b = (bl,...,bj)/.
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uantidades necessarias

* logverossimilhanca

1(6,b) Z Z {yijinPj + (1 — yi5) InQi5}

7j=1 1=1

Métodos de Estimacgao na Teoria da Resposta ao ltem — p. 5/



Quantidades necessarias

* logverossimilhanca

n I
[(6,b) => > {yijinPyj + (1 - yij) InQis}

j=1 i=1

* Suponha que temos um conjunto de n=1000 individuos
submetidos a um teste de | = 30 itens.
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Quantidades necessarias

* logverossimilhanca

n I
[(6,b) => > {yijinPyj + (1 - yij) InQis}

j=1 i=1

* Suponha que temos um conjunto de n=1000 individuos
submetidos a um teste de | = 30 itens.

* Considere que os itens que compdem o instrumento de
medida sao oriundos de uma banco de itens e, portanto,
seus parametros sao conhecidos.
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Quantidades necessarias

* logverossimilhanca

n I
[(6,b) => > {yijinPyj + (1 - yij) InQis}

j=1 i=1
* Suponha que temos um conjunto de n=1000 individuos

submetidos a um teste de | = 30 itens.

* Considere que os itens que compdem o instrumento de
medida sao oriundos de uma banco de itens e, portanto,
seus parametros sao conhecidos.

* A verossimilhanca passa a ser

n 1
[(0) = Z Z {yijinPij + (1 — yi5) InQyj5} -

j=1 i=1
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Descricao dos itens do teste 1
TGS

Item Dificuldade (b) ltem Dificuldade (b) Item Dificuldade (b)

1 -3,0 1 -0,6 1 1,4
2 -2,8 2 -0,4 2 1,8
3 -2,4 3 -0,2 3 2,0
4 -2,0 4 0,0 4 2,2
5 -1,8 5 0,2 5 2,4
6 -1,6 6 0,4 6 2,6
7 -1,4 7 0,6 7 2,8
8 -1,2 8 0,8 8 3,0
9 -1,0 9 1,0 9 -1,1
10 -0,8 10 1,2 10 1,1
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Representacdo Grafica dos lItens -

teste 1

prob. de resposta correta

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

traco latente
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Desenvolvimento das equacOes de

estimacao
I
¢ Obijetivo
OInL(B) 0 <
S(05) = aej( ) = 50, ;;{yiﬂnﬂj + (1 = 9iz) InQi5}
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Desenvolvimento das equacOes de

estimacao
TS
¢ Obijetivo

® Desenvolvimento

J0ln L(6)
06 Z

=1
I

_ Z yzg_Pzg}<8Pzg)
= Pzg Q’LJ 893
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Desenvolvimento das equacOes de

estimacao
S

Mas,

oP; e—(0;—bi) B 1 e~ (0;—bi)
00,  [14+e0i=b)12 |1+ e(0i=b) 1+ e—(6;—bs)
= Pi;Qij,

dessa forma,

I
S(85) = Z yij — Pij) .

1=1
* A eguacao acima nao possui solucao explicita.

» Alternativa : uso de algoritmos numericos
(Newton-Raphson/Escore de Fisher).
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcao Hessiana /
Informacao de Fisher.
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcao Hessiana /
Informacao de Fisher.

* Funcao Hessiana
I

_05(0) 0Py =,
H(0}) = =557 = —Z 0 = —;chzw-
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcéo Hessiana /
Informacao de Fisher.

* Funcao Hessiana
I

- 0S(0;) 0P =
H(0;) = 70, ——;agj ——;Pw%-

* Informacao de Fisher
Notando que a funcao Hessiana é nao-estocastica
temos,

I
1(6;) = ) _ PijQij.
i=1
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Métodos lterativos

» Considere §(jt) uma estimativa de ¢, na t-eésima
iteracao.
Newton-Raphson

é\](H—l) _ é\j(t) B [H (é\j(t))] —1 < (é\j(t)) |

Escore de Fisher

é\j(t—kl) _ é\j(t) n [[ (aj(t))] —1 s (é\j(t)) |

* Estimativas iniciais . escores padronizados.
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Resultados da estimacao dos tracos
latentes

...+_I. ||‘II.-
| | |
-2 0 2

densidade
0.3 0.4

0.2

0.1

|
4

proficiencia
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Invariancia na estimacao das habili-

dades

As estimativas obtidas através da TRI possuem a
propriedade da invariancia, ou seja, uma vez
obtidos os seus valores, estes sao Unicos.

Considere a estimacao das habilidades dos
mesmos individuos obtidas a través de dois outros
conjuntos de itens (provas).

O primeiro conjunto é constituido de itens, em
geral, mais faceis que o primeiro conjunto. Ja o
segundo, € constituido de itens mais dificeis.
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Descricao dos itens do teste 2
TGS

Item Dificuldade (b) ltem Dificuldade (b) Item Dificuldade (b)
1 -3,0 1 -0,6 1 -2,4
2 -2,8 2 -0,4 2 -1,8
3 -2,4 3 -0,2 3 -1,4
4 -2,0 4 0,0 4 -1,0
5 -1,8 5 0,2 5 -0,6
6 -1,6 6 0,4 6 -0,2
7 -1,4 7 0,6 7 0,2
8 -1,2 8 0,8 8 -2,6
9 -1,0 9 -1,1 9 -1,2

10 -0,8 10 -3,0 10 0,0
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Representacdo Grafica dos lItens -
teste 2

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

1.0

0.8

0.6

prob. de resposta correta
0.4

0.2

0.0

| | | | |
4 -2 0 2 4

traco latente

Métodos de Estimagao na Teoria da Resposta ao ltem — p. 15/



Descricao dos itens do teste 3
TGS

Item Dificuldade (b) ltem Dificuldade (b) Item Dificuldade (b)
1 1,0 1 11 1 0,2
2 1,2 2 1,0 2 0,4
3 1,4 3 1,4 3 0,6
4 1,8 4 2,0 4 0,8
5 2,0 5 2,4 S 0,2
6 2,2 6 2,8 6 0,6
7 2,4 7 3,0 7 0,0
8 2,6 8 2,6 8 -0,2
9 2,8 9 1,2 9 -0,2

10 3,0 10 0,0 10 -0,4
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Representacdo Grafica dos lItens -
teste 3

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

1.0

0.8

0.6

prob. de resposta correta
0.4

0.2

0.0

traco latente
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Resultados da estimacao dos tracos

latentes

estimativas das prof. - teste 3 estimativas das prof. - teste 2

estimativas das prof. - teste 3

20 30

10

-10

-30

-10

-30

-4 -2 0 2 4
estimativas das prof. - teste 1
(0] v
o © 5 o 8 688800800000ttt
(o] [o] [o] O O O O
-4 -2 0 2 4

estimativas das prof. - teste 1

10 20 30

estimativas das prof. - teste 2
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Habilidades conhecidas - Parametros
dos itens desconhecidos

¢ Logverossimilhanca

n I
=3 AyilnPi; + (1 —y5) InQi5} .

1=11

Il
—_
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Habilidades conhecidas - Parametros
dos itens desconhecidos

¢ Logverossimilhanca

)
ob; 2
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Desenvolvimento das equacOes de

estimacao
S

Mas,

0Py —e~(6i=b0) B —1 e—(05—bi)
ob; B [1 -+ e_(gj—bi)]z - 1+ e—(0;—b;) 1+ o—(0;—bi)
= —Difdi

dessa forma,

n

S(bi) == [yij — Byl

j=1
* A eguacao acima nao possui solucao explicita.

» Alternativa : Uso de algoritmos numéricos
(Newton-Raphson/Escore de Fisher).
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcao Hessiana /
Informacao de Fisher.
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcao Hessiana /
Informacao de Fisher.

* Funcao Hessiana

0S(b; ~ L OP;;
1 jZl 1

ob 0 — i

1=
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Elementos dos Processos Iterativos

» Para a utilizacao dos algoritmos anteriores é
necessario o calculo da funcéo Hessiana /
Informacao de Fisher.

* Funcao Hessiana

0S(b; ~ L OP;;
1 jIl 1

P;iQ);.
ob B — i

1=

* Informacéao de Fisher
Notando que a funcéo Hessiana € ndo-estocastica
temos,

I(b;) = Z P;iQij.-
=1
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Métodos lterativos

» Considere ZZ@ uma estimativa de ¢, na t-esima
iteracao.
Newton-Raphson

(4 (]

P+ _ 70 [ i (g(t))] g (g(t)) |

Escore de Fisher

B =50 4 [1 (5] s (69).

? ] ]

» Estimativas iniciais . proporcao de erros
padronizadas.
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Descricao do teste 4
S

* Considere um grupo de n=1000 individuos, com
as proficiencias conhecidas, submetido a uma
prova com | = 30 itens (com 0s parametros
desconhecidos).

| -III||II.._
[ | |
-2 0 2

proficiencia

densidade
100 150 200

50
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Resultados da estimacao dos
parametros dos itens - teste 4

item
15

l
(0]

est. par. itens
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Invariancia da estimacao dos

parametros dos itens
o —_ — ,:, ,

* Considere mais dois outros conjuntos de individuos
(n=1000 cada um), com tracos latentes diferentes (do
conjunto anterior testes anteriores e entre si).

sidade
0 50 100 150 200

dad
100 150

50

0
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Resultados da estimacao dos

parametros dos itens - 3 testes
o —_

Te]

[

D ™

Qe

2 o

9 -

[%2]

o

°

]

o

g

©

@ 3 2 1 0 1 2 3
est. dos par. dos itens - teste 4

©

Q

k7] (s2]

Qo

' N

2

& —

[%2] o

o

©

5]

o o

8 o

©

3 -3 -2 -1 0 1 2 3
est. dos par. dos itens - teste 4

©

[

k7] ™

Qe

' N [e)

2

2 -

%] o

o

©

]

o

o 9

o

©

3 -3 -2 -1 0 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 5
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Estimacao dos dois conjuntos de

parametros
o ——

Suponha que temos um conjunto de n=1000
individuos submetidos a um teste de | = 30
itens,em gue todos 0s parametros sao
desconhecidos.

Temos que estimar, neste caso, 1030 parametros.

Note que, agora, ha a necessidade de se
estabelecer uma métrica em que os parametros
Irao ser estimados.

Verossimilhanca

H]:[wa 1 Y

1=1 j5=1
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Consideracoes do processo de estl-

macao - Maxima Verossimilhanca
o ——

Nao identificabilidade

T 14 e D) 14 e DD Gid)
1

1+ B_D(e; ~b;)

Estimacao simultanea
Inversao de matrizes da ordem de n x |.

Comprometimento das propriedades
assintoticas dos estimadores.

Alternativa : Estimacéo por Maxima
Verossimilhanca Marginal.

Métodos de Estimagao na Teoria da Resposta ao ltem — p. 28/



Estimacao por Maxima Verossimil-

hanca Marginal
i ——

Considera-se uma distribuicao de probabilidade

para os tracos latentes (nao necessariamente no
sentido bayesiano).

Multiplica-se a verossimilhanca original por essa
densidade porposta e entao integra-se com
respeito aos tracos latentes.

Maximiza-se, entao, essa verossimilhanca
marginal, com relacao aos parametros dos itens.
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Construcao da Verossimilhanca

Marginal

® Probabilidade Marginal de Resposta

P(Y ;=y.lb,n)=P(Y. lb,n)

/ P(Y.;=y.,10,b)g(0,n)do
IR

R

em que P (Y ;]0,b) = [T_, P! Q, ¥ e n é chamado de vetor de

parametros populacionais.

¢ Verossimilhanca marginal

n

L (b,n)

—_

1=

[T 7Y lb.m) = H/P 510.5) 9 (6,m) do

n I
= I1/ IIP(Yulobog@.mas.

—_

j: =1
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Desenvolvimento das expressoes

¢ logverossimilhanca

n I
() = Y in /R [T 7 (¥iil6.:) 9 (0,m) o

Métodos de Estimagao na Teoria da Resposta ao ltem — p. 31/



Desenvolvimento das expressoes
T mnmmemeesssss

¢ logverossimilhanca

3

I (b,n)

1
/H Yi10,6:) g (6,m)d9 .

J:

¢ Estimadores de Maxima verossimilhanga (Marginal)

ol (b,n) ) °
= E InP(Y ;b
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Desenvolvimento das expressoes
I m—SaISaEhSEa—ss

¢ Mas,
Ob; 8b

Y _;|6,b) g (6,n) df

! 0
= /JR (H.P(thﬁ,bh)) (EP(Yijw,bi)) 9(0,m)do

?

= OP (Y;;|0,b;) /0b; |
- /IR( P(Y;;|0,b;) >P(Y-a|9ab)g(0,n)d0.
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Desenvolvimento das expressoes
e ——

@ Além disso,

8P(}/7,J|bz,9) 0 ( yii l—y;:
_ 9 (pragiw)
ob; ob; v v
’i'_]- BP 1— i i —Yii —BP
= vl (8b:)Qi y’+P¢y’(1—yij)QiyJ( 8biz)
— [yijpiy” Q; Y —Pz-yJ (1 —yi5) Q; yg] (8—1;) -

Notemos que o termo entre colchetes vale 1 quando y;; = 1 e -1 quando y;; = 0,
portanto, podemos reescrevé-lo como (—1)%ii T1. Com isso,

OP (Yijbi, 0) —= (—1)¥ii T (@)
ob; ob; )

Note agora que

1t p.O. Qi, Sey;; =1
=D Qi _ { 7, N = [%ij — Pij].

Yij ~1—Yij _
P Q. 7Y P;, sey;; =0
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Desenvolvimento das expressoes
L —

® Dessa forma, temos que

1 . _ P P
P(Yijw,bi) ob; P;Q; ob;

Logo,

ot = oM (@) rovsemsena

=~ [ s = PP Y18, 9 0. 0,

portanto,

N 1 oOP (Y J|b,17 -
ohs) = P (Y j[b,n) Ob; ;/JR vij = Pilg; (6)

P (Y _j|0,b) g (8]n) |

g;(g)_g(0|YJ7 77’) P(Y]|b 77)
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Desenvolvimento das expressoes

® Forma de quadratura

S(bi) = > [yij — Pu)lg; (El) :

l=

S,
I
—
p—t
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Desenvolvimento das expressoes
T —aaa—

¢ Forma de quadratura
n q _
S(b:) => > vij — Pu)lg; (91) :

1=11=1

¢ Equacéo de Bock & Aitkin

00 = Y[(Swsej () ~ru o) (7))
= 2 [(u-7am)
em que _
=i (1) + Tu=3 0 ()

Qo
(o}



Aplicacao do Algoritmo EM

¢ Calcula estimativas de maxima verossimilhanca na presenca de dados faltantes
(processo iterativo).

¢ Aplicacdo na TRI : considerar as proficiéncias como os dados ndo observados.

@ Implementa(;é%s:io algoritmo EM
Seja L(b|Y.’ ’ a densidade conjunta do dados completos (verossimilhanca) .
Se b(*) é uma estimativa de b na iteracdo t, entdo os passos EM para obtencao
de b(t+1) sao

Passo E: Calcular E[ln L(b|Y_ ,0)|Y.”
Passo M: Obter b(t+1) que maximiza a funcdo do Passo E.

B(t)]

® No passo M a mazimizacao pode ser feita utilizando o algoritmo
Newton-Raphson/Escore de Fisher.
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Desenvolvimento da verossimilhanca
- Algoritmo EM

Considere uma populacao divididade em g categorias de proficiéncia e que dela
se extral uma amostra de tamanho n.

Suponha que as proporg¢des no item anterior sdo dadas por 7 = (71,...,7q)’.
Denote por f;=(f;1,: -, fig)' @ quantidade de individuos em cada nivel de
habilidade e r; =(r;1,--- ,7i4) aquantidade daqueles que respondem

corretamente ao item i com nivel de habilidade |, ambos observados na amostra.
Além dissor = (r1,--- ,ry)’.

A probabilidade conjunta que os f;; individuos tenham habilidades 6,

l=1,---,q, é dada pela distribuicdo multinomial:
ny! A oe
P (F; = f|n) = P(fi|n) = =g~ — [[ =", i=1,--,1,
f! 24
1=1 Hl* 14

Dados f;; e 6;, a probabilidade de ocorrerem r;; acertos ao item ¢ dentre as f;;
tentativas (respostas) por individuos com habilidade 6; é

fil

Til

P (Rz’l = T¢l|f¢l,51) = P(ralfu,0;) = pritQfi—r
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Desenvolvimento da verossimilhanca
- Algoritmo EM

.S
® A probabilidade conjunta de f e r, dados 8 = (04,--- ,0,) e, é

P (F ~— f,R = |0, 7r) = P(f,r|0,7) = P(r|f,8,7)P(f]8,n)
= P(r|f,0)P(f|n)

I q 1
= {H HP(T?:l|fil7§l)} {Hp(fi|7r)}
1=11=1

1=1

¢ Segue que a log- verossmﬂhanc;a para os dados completos é :

InL(¢) = InP(f|x) —|—ZZlnP ri1|fi1, 61)

i—11=1
I q _

= WnP(flr)+> ) {1n (fﬂ) +ryIn Py + (fiy —rjp) In Qil}
i=11=1 Tl
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Desenvolvimento da verossimilhanca
- Algoritmo EM

Tomando a esperanca da log-verossimilhanca, condicionada a (Y’ ,b’)’, para os
dados completos, temos que

I q
Bn L)Y, b)] = C+3 > {FamPu+(Fy-Ta)nQa}
1=11[=1
em que
i bl B bl
Tii = Elry|Y. fa = E[fulY. e C=E[C]Y.

¢ Dessa forma, os passos E e M séo :

Passo E
Usar os pontos de quadratura 6;, os pesos A4;,1 =1,--- , ¢ e estimativas
iniciais dos parametros dos itens, Bi, v =1,.--,1, para gerar g;.‘ (6;) e,
posteriormente, 7;; efil, 1=1,---,Iel=1,---,q.

Passo M
Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equacgdes de estimacao para
G, 1=1,---,1I, usando o algoritmo de Newton-Raphson ou Escore de
Fisher.
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Estimacado das habilidades - Maxima
Verossimilhanca Perfilada

® De posse das estimativas dos parametros dos itens constroi-se uma
verossimilhanca perfilada para estimar as proficiéncias

- [T TT el

1=17=1

Assim, utiliza-se a verossimilhanca acima, tal como no caso em que 0s
parametros dos itens eram conhecidos.

¢ Considere um teste com n=1000 individuos e 1=30 itens, com todos os parametros
desconhecidos.
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Resultado do processo de estimacao
I —_

-4 -2 0 2 4

100 150 200
| | J

densidade
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I

est. da proficiencia
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Resultado do processo de estimacao
S

item

30
I

25
I

15

est. par. itens
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Resultado do processo de estimacao

- comp. com os verd. valores
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Resultado do processo de estimacao
- comp. com os verd. valores

est. dos par. dos itens bilog

par. verdadeiros
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Comparacao das verossimilhancas
TS

comparacao das verossimilhancas
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comparacao das verossimilhancas
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